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§ 208. T w i e r d z e n i e 

Własnością^, « 2 , ... są spełnione pra w i e wszędzie na z b i o r z e 
A =*> V ( BcA A <« (A-B) = 0 A własności oc. , a0, ... są spełnione na 

3 Co Ł fi 
z b i o r z e 5 ) . 

DJ Dowód j e s t a n a l o g i c z n y do dowodu t w i e r d z e n i a § 207. 

§ 209. Ciągi f u n k c j i m i e r z a l n y c h 

W następnych p a r a g r a f a c h zajmiemy się różnymi typami zbieżno­
ści d l a ciągów f u n k c j i m i e r z a l n y c h na danym z b i o r z e . W t e o r i i 
f u n k c j i m i e r z a l n y c h k o r z y s t a się z różnych typów zbieżności w z a ­
leżności od typu zagadnień. W t a k i e j s y t u a c j i p o t r z e b n a j e s t z n a ­
jomość powiązań między poszczególnymi typami zbieżności. Po z w a l a 
to m.in. z twierdzeń udowodnionych d l a jednego typu zbieżności 
otrzymywać t w i e r d z e n i a d l a i n n y c h typów. 

W i e l e z własności podanych w następnych p a r a g r a f a c h d l a po­
szczególnych typów zbieżności ma c h a r a k t e r t r y w i a l n y . Inne są 
z n a c z n i e głębsze i t r u d n i e j s z e , znane pod nazwą odrębnych t w i e r ­
dzeń, j a k np. t w i e r d z e n i e Jegorowa c zy t w i e r d z e n i e R i e s z a . A u t o r 
uważał z a wskazane zebrać t e w s z y s t k i e własności razem, gdyż uła­
t w i a t o w znacznym s t o p n i u późniejsze i c h w y k o r z y s t a n i e . 

§ 210. Zbieżność na z b i o r z e 

Mówimy, że ciąg ( f n ) j e s t zbieżny do f u n k c j i f na z b i o r z e A i 
piszemy 

f„ —*• f a l b o l i m f i f 

wtedy i t y l k o wtedy, gdy w danej p r z e s t r z e n i X i d l a u s t a l o n e g o 
(7-cJała ó 

AeS/\f, flt f 2 t ••• SQ f u n k c j a m i m i e r z a l n y m i 
na z b i o r z e A-A A„ / (X) •« l i m f„(x). 

cceA n -* oo 

Gdy ponadto A - X, to mówimy po p r o s t u , że ciąg {fn) j e s t 
zbieżny do f u n k c j i f i piszemy 

fn~* ? aTbo l i " . Fn-f 

Zbieżność na z b i o r z e rna następujące w-łasności: 
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( n z l ) f n ^ f A f n ^ g ^ f ^ g 

pj Wynika z jednoznaczność i granicy d l a ciągów liczbowych. 
(nz2) A f m n ^ f 

pj Wynika z odpowiedniej własności ciągów liczbowych. 
(nz3) fn ^ f A BeS A B c A =* fn f 

Dl Wynika z d e f i n i c j i zbieżności na z b i o r z e . 

(nz4) fn X f A . . . A f r i ^ f = * f n 

j)J Wynika z d e f i n i c j i zbieżności na z b i o r z e . 

(nz5) fn^fAfv^fA...=^fn^Xf 
DJ Wynika z d e f i n i c j i zbieżności na z b i o r z e . 

(nz6) fn~*~fAf> fi> fz* s k o n c z o n e n a z b i o r z e A<F=$ ciąg (Z^) 
spełnia warunek Cauchy >ego na zb i o r z e A AeS A f^, f2» • • • 
są funkcjami mierzalnymi i skończonymi na zbi o r z e A A 

a A A \ A A „ i f ^ c x > - / ^ ) i < < s 
?;>o^ x m,n>nx DJ 1 ) Jeśli/^ — /1, to z d e f i n i c j i j e s t /?evS i funkcje ^ , 

/g, ... są mierzalne na zbi o r z e A. Jeśli ponadto 

(*) A V A | & G * ) | <~ A|^)|<OO 
JC * 

to na mocy twierdzenia § 63 zastosowanego do p r z e s t r z e n i 31 
j e s t 

(**) A A V A \ f „ w - w * ) \ < * 
•xeA £e3l 1 c e 3 Ł m,ne3t 

£ > O w > » > 
2) Jeśli j e s t spełniony warunek (#*0 , to tym samym j o s t 

spełniony warunek (#) dla f u n k c j i Z^, gdy n Ponadto 
na mocy zupełności p r z e s t r z e n i 31 

A V I I M M x ) = 

skąd otrzymujemy -* i spełnienie warunku (•*) dla funk­
c j i f . 

gdzie 
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{ x : (f(x) = oo A g(x) = - o o ) v (f'x) = - OOA cj(x) = 

= oo) v V (/. (<X) = °° A O, (x) = - oo) V V (Jf. (x) = - oo A 

/\ g (x) = °o)} n A = [x: f (x) = x e / l j n fc:g(x) = - oo A 

A , r e / l j u { j : : f(x) = - oo A x e /!} n [j r : ̂  (x) = M A J f £ / 1 } i 
u U { a r : (x) = oo A xeA} n{x: qk(x) = - oo A x e A} u 

u Cj{x: f/c^ — — oo A xeA}n{x: qk{x) = oo AxeA}eS 

+.g2, . . . są mierzalne na zbi o r z e A-B eS . Niech 
A - B = C± + . . . + C7 

gdzie 

{;* | f{x)\< oo A \g'x)\ < o o A x e A - /5}evS 

1* . / ' ( X ) = < » A 19 <°° A o : e / 4 - 5 } e 5 

{f : Z1 (x) = - 0 0 A |7C«£)| Aie/l-^J£vS 

r def 
L 4 

: | / , ( a : ) < o o A g(x) = 0 0 A j e / I - S } e 5 

r def 
L 5 

rl̂ CjćJI < o o A g(x) = - A xe A-B}eS 

C ^ £ 

L 7 
: = ^ ( ^ ) = - o c A^e/l-(?}e>S 

Mamy 

A A ,41 [A^H.C*>]- [>(*) -̂ ĉ )j|s< 

Mamy d a l e j 

£ > 0 ?! 

A n a l o g i c z n i e dowodzimy, że 

9 - IPyfcftirfy... 
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fn*9n ^ f + 9 

d l a k = 3, 4, 5, 6, 7. Na mocy (nz4) otrzymujemy stąd włas­
ność (nz7). 

(nz8) f„ - fAg„ ^ g =*P„ - gn ^ 5 f - g 

gdzie 
B ^= { x : f{x) = g(x) = oo v f(x) = g (x) = - oo v 

D) Analogiczny do dowodu własności (nz7). 

(nz9) f n - f A g n ^ g ^ f n g / ^ fg 

gdzie 

B & {x : (/>(.*) = o A | gr(jr) | = óo) v ( j f U ) | = o o A g U ) = 

= 0)}eS 

DJ Na mocy twierdzenia § 191 funkcje fg, f±g±, /V>&2» ••• 
są mierzalne na zb i o r z e A-Be 5 . Niech 

A - B • Ć « + . . . + 

gdzie 

c 2 {«* : fi*)" 0 0 A 0<9r(^)<00 A • x e 4-B}eS 

C3 ^ {x : f {X)- oo A - oo <c7(ct)<0 A K / l - 3 } 6 > S 

C 4 M { j ; : ̂  ( j ) - oo A g ( ^ ) = - o o A x e / / - f i } e i S 

[x : f (x) = - °° A 0 <g(x)(oo A x e A -B}eS 

C7 ^ {x:f{X)--<*> A -oo<g{x)<0 AxeA-B}eS 

CQ £̂ {*;f(*)-9fr>-- °° AXcA-B}eS 
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C±Q^ {x: 0 < f ( ^ r ) < c o A g(x)~ oo A xeA-B}eS 

def 

C±i— {x: - oo </\jr)<° Ag(jc) = °oAjceA-B}eS 

Ci2— 0</,(o')<oo A g(x) = - oo A x e A - B}eS 

C 1 3 ^ {x: - oo <f(x)<0 Ag(x) = - o o A x X e A-B}eS 

Mamy 
A A V A | fn(*)9n(x)-f(x)cf(x)\ = 

xeC, £6% nre5t nett 
1 O O * n>nJC 

" | fn (*) - ?(*)] + SfW [ft(*0 " f 
< | || qn{*)-q[X) l+Î WlÎ iW-WK 

Mamy d a l e j 

•*e£ ££S n^e^l neUl £l9^)-£] 

A & («*) O 0 => 

Dowód d l a pozostałych zbiorów Cj, , £ • przebiega ana­
l o g i c z n i e . 

_DJ Dowód przeprowadzimy przez indukcję. Dla A:=i własność 
(nzlO) j e s t oczywista. Jeśli da l e j własność (nzlO) jest 
prawdziwa ó\a k = r, to 

na mocy własności (nz9). 
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( n z l l ) f ^ A Cfn - cf 

Dj D l a C=0 i m p l i k a c j a j e s t o c z y w i s t a ze względu na umowę, 
że 

O • (too) = O 

D l a c ̂ 0 własność w y n i k a bezpośrednio z własności (nz9) d l a 
gn{x) = g(x) = c. 

A . 1 A-B \_ (nzi2) fi 

gdzie 

5 (df.-^df) = 0 v V A (x) = O } n /I = 

{x f{x) = O A JC e A} u U {j::^(a;) = 0Aj:e>4}e^ 
k = 1 

Dj Na mocy t w i e r d z e n i a § 193 f u n k c j e l/f , i//l / A j t 
są m i e r z a l n e na z b i o r z e Ponadto 

A A V A 
0<e <!/•(*)! *>»* 

£ 
9 

1 A-B 1 

gdzie 

B de : gix) = o v V g (x) = o vi f(x) I = I 9 (x) | ='oov 

v V I f {x) I = | qr. (cc) I = °° } n AeS 

. fi A rj> DJ Na mocy twierdzenia § 194 fu n k c j e - ^ , --, ... są mie-
J o*l 2 

rz a l n e na zb i o r z e A-BeS . Również funkcje 1A7 , i / j ^ i i/^ 2» 
... są mierzalne na zb i o r z e A- B i 

A 
ore ,4-5 

<oo A A 
fc€Di 

Wobec tego własność (nzl3) wynika z własności (nzl2) i 
(nz9), ponieważ na zbi o r z e A-B 
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9 r ' 9 1 9n ~ 72 ' 9n 

( n z l 4 ) Zj 1° fi, A, ... są f u n k c j a m i m i e r z a l n y m i i skończony­
mi na z b i o r z e /? eS. 

2° /z j e s t skończoną funkcją rzeczywistą o d z i e d z i n i e 
//e$, g d z i e 3 j e s t ©-ciałem zbiorów b o r e l o w s k i c h na 
p r o s t e j 3?, ciągłą na z b i o r z e YcM domkniętym w p r z e ­
s t r z e n i H i t a k i m , że 

f{A), f±(A), fi2(A), ...cV 

Dj Na mocy t w i e r d z e n i a § 199 f u n k c j a h j e s t b o r e l o w s k a na 
z b i o r z e V, a na mocy t w i e r d z e n i a § 186 f u n k c j e h{fi),h{fiy), 

h(fi2) i ••• s a- m i e r z a l n e na z b i o r z e A. Ponadto na mocy cią­
głości f u n k c j i h na z b i o r z e fi(A) 

Ą £ W « ^ fu> [/*(•*•>] ̂  /z [A*)] 
e ,4 

Zatem 

A ^ £ —htM-^htf) 

co było do w y k a z a n i a . 

§ 211. Zbieżność j e d n o s t a j n a 

Mówimy, że ciąg {fn) j e s t j e d n o s t a j n i e zbieżny do f u n k c j i fi 

na z b i o r z e A i piszemy 

wtedy i t y l k o wtedy, gdy w danej p r z e s t r z e n i X i d l a u s t a l o n e g o 
©"-ciała S 

AeS A fi, A, ... są f u n k c j a m i m i e r z a l n y m i i skończonymi 
na z b i o r z e A A 

A V A A | A>)-AO*)| <* 
£ > 0 n > n 0 
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Gdy ponadto A = X, to mówimy po prostu, że ciąg (fn) j e s t j edno-
s t a j n i e zbieżny do f u n k c j i f i piszemy 

Fn-Ł* F albo l i m fn = f 

Zbieżność jednostajna ma następujące własności: 

( j z l ) Fn
 J~^* f A fn 3—- 9 F=9 

A 
Dj Gdyby z danych założeń n i e wynikało, że /1== g, oznacza­
łoby to, że 

x e A £ e « 
£ > 0 

Ale wtedy nie mogłyby być spełnione równocześnie nierówno­
ści 

ee^St 7?ne3i neU xeA 
72 >720 

A V 
£e?R 
£ > 0 

A V 
ponieważ 

A A \Fni*)-F(*)\<i 

A Ą, fA.X*):-yC*-).l<t 
72 > 72r 

Zatem teza , że f " g j e s t prawdziwa. 

(JZ2) H f =4 A f r n ^ F 
7771 <77J2<...eK 

Dj Mamy 

Ą A A £ e* 770 eK neSt x e A 
Ł > 0 n > *0 

- A V A A £ e 3t xeA 
£ > 0 OTT2 >«0 

- A V A A £e3l 7«0e3i 72eW xeA 
£ > 0 T2>7770 

<£ =* 

<£ 

Ponieważ z założenia -4e5 i funkcje f, /L , A , ... są mie-
1 7*2 

rz a l n e i skończone na z b i o r z e / ? , więc fm -i—*./ 1. 
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(jz3) fn JIA/A BeS A BcA *4fn
 JS> p. • 

pj Wynika bezpośrednio z d e f i n i c j i zbieżności j e d n o s t a j n e j . 

m 

(jz4) A J^fA....*fn ^ P = > f n - + } J & p 

m 
DJ Z założenia wynika, że A.,...tAmeS i wobec tego [_J A, eS 

Jc-1 * 
oraz, że funkcje f, A , ̂ 2 ••• Sfł mierzalne i skończone na 
zbiorach A*,...,Am i wobec tego są mierzalne i skończone 

77? 
na zbiorze U A, . Ponadto 

A A V A A. i f (*)-f(x)\< 
e > D 1 ^ * n > * 

skąd wynika, że d l a nQ = m a x ( , . .. ,n^j j e s t 

A V A Ą \rn(x)-f(x)\<e 
&e% n 0eK neit xeQA, v 

m 

Zatem fn

 J t /». 

(jz5) •£—4=> ciąg (/L ) spełnia j e d n o s t a j n i e warunek Cauchy' 
ego na zb i o r z e At^kAeS A f^, /'g, ... są funkcjami mie­
rzalnymi i skończonymi na zbio r z e A A 

I 
A A V A A \fm 

DJ i ) f^^-* f =p A eS A A , /'g, ... mierzalne i skończone na 
zbi o r z e A A 

A A V A f\\fm{*) - fn^M 

< \ f n w - + l & w - / ^ ) | < f 

2) Niech ciąg spełnia j e d n o s t a j n i e warunek Cauchy' 
ego na zbiorze A. 
Z zupełności p r z e s t r z e n i IR wynika, że 

A V l i m U x ) =fw 
xeA f(jc)e3t m-+oo 
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Niech zatem 
de A f ( x ) m l i m f(x) • 

Na mocy twierdzenia § 198 funkcja f j e s t mierzalna na z b i o ­
rze A, a z powyższego warunku, że f(x) e % wynika, że j e s t 
skończona na z b i o r z e / ? . Przechodząc we wzorze 

A V A A | /„w-f„(*)\<' 
£e9t nneyi w.neSl oceA 
e >0 u m,-n>nQ 

do granicy z m—•oo otrzymujemy 

A V A A l fv\xj-ftx)\<e 
eeS nQeK ne3l xeA 1 * V ^ 

S k ą d f„ J — A 

(JZ6) f ^ f ^ K ±F 
j.A 

Dj A — • p =>AeSA A P±i Po> " ' m i e r z a l n e na zbi o r z e A A 
A-A V" A Ató^ - f(*-\<e =* AeS A f, A , p 2 , . . . 

<Segf n-SS Tzeft xeA £ > 0 U TZ>K0 

mierzalne na zbi o r z e AA A A V A IA (.*) - f(x)\<.Ł 
. *e,4 eefR 7?nett rceS?1 72 1 

f sU. f £>0 72>«0 

(jz7) £ 4i p =* A C> ^ 4 c / -

3 A 

—' '« "Z" =*AeSAf, f±, f2> ••• mierzalne i skończone na 
zbiorze -4 A 

"* ^e^AC/» cf±, Cf2, ... mierzalne i skończone na zbi o r z e 

^AA A V A AjV«(^)-^)<* ££SJ cegt 7?0eft nd? 
£>0 c o «>"o 

Przypadek c = O j e s t oczywisty. 
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DJ fv
J^ fA gn

 J ^ 9 =>AeS A f u n k c j e f, f £ t f ± % 

9±t $2' ••• 1 f+g , r\- + #41 f2

 + 52,••' s ą n a m o c y - t w i e r ­
d z e n i a § 188 m i e r z a l n e i skończone na z b i o r z e A A 

A A Ą A | f » W * Ł W ^ W - ! W l « 
e>0 T?>*O ^ 

< - > ( * ) I + l 9C^)|<£ -> fn + 9n — f + 9 

( j z 9 ) fn
 J — £ A gn

 J-y g -9n

J-^f-9 
Dj Wynika z ( j z 7 ) i ( j z 8 ) . 

3 A • JA 

( j z i o ) fn
 J — /" A — y A 

A V A (\f(x)\<a A\^X)\<O) ^ f n 9 J - ^ fg 

x V A (|/,(^)|< a A|^(jr )|<a) => AeÓA 

a;>0 
A /^« f±9l' fzffz' '"' s ą m i e r z a l n e i skończone na zbiorżez/A 

A A V A A I f„(x)gn(x j-f(x)g(x)|-
£ > 0 n > nQ 

- A * ) J | < |/; 0*)-A*)|| 9nW-9(x)\+\f(x)\\gn(x) -g{x)\ 

Ą&^f„ix')/f(x)] < £ 2 + 2 a £ ^ fngnŁ^fg 

DJ Wynika z własności ( j z l O ) . 

( j z i 2 ) f n ^ f A Ą A ^ ( o : ) f O A 

aeS xeA 1 1 ^ 7̂  
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1 1 1 

D| Z danych założeń wynika, że ASSA - , , -p—, ... s ą funk-
P r i r 2 

cjami mierzalnymi i skończonymi na zbi o r z e A A 

A A V A A 
£ > 0 *>*o 

a 
2 

( j z i 3 ) /•„ f A 9 n < - ± g 

a,6e3t Jte 
a,6>0 

i i i 
pj Wynika z własności ( j z i O ) i ( j z l 2 ) . 

an>0 

a e S xe A 
a > o 

DJ Niech T?Q będzie d l a usta l o n e j l i c z b y r z e c z y w i s t e j do­
da t n i e j £ taką liczbą naturalną, że 

A \f {x)-f(x)\<e 
x e A 1 o 1 

Wtedy 

^ l/,(̂ )hl/,
??â )+/, )̂-̂ 0̂ )|<|̂ 0̂ )|Ĥ ) - / W I < 

< a n 0
+ £ ' a 

( j z i 5 ) ZJ 1° A j e s t zbiorem otwartym w p r z e s t r z e n i metrycznej X. 
2 ° f n H f . 
3 ° f ± i f2> ••• C l figł e n a z b i o r z e / I . 

TJ jT j e s t funkcją ciągłą na zb i o r z e A, 

a A y. v A I / W - W I = 

ees <feX w-sK ^,a- 0e/l 
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. , p. ? ,ra> r° Jest funkcją ciągłą na z b i o r z e / / . 
( j z l 6 ) zJ 1° f., /'2, ••• są funkcjami mierzalnymi i skończony­

mi na zb i o r z e AeS w p r z e s t r z e n i X. 
2° k j e s t skończoną funkcją rzeczywistą o d z i e d z i n i e 

He<t&, gdzie a# j e s t ©-ciałem zbiorów borelowskich na 
pro s t e j j e d n o s t a j n i e ciągłą na zbi o r z e Y, t z n . 

3° zbiór y j e s t domknięty w p r z e s t r z e n i H. 
4 ° A / n , Ą M ) , f2(/\), . . . c y. 

Dj Na mocy twierdzenia § 199 funkcja h j e s t borelowska na 
zbio r z e Y, a na mocy twierdzenia § 186 funkcje h(f), h{fy), 
'M/o^t "*" s a- mierzalne na zbi o r z e A. Ponieważ funkcja h 
j e s t skończona, więc funkcje .h(f), /z(f^), h[f2), ... są 
też skończone na zbiorze /7. Wreszcie na mocy jednostajnej 
ciągłości f u n k c j i h 

fn ^ f =* A ^ A A |/V(x) -/•(•*) I <̂  
r/? ' Se3ł naen we3* *€>4 \ R " K N 

©•>0 0 n>n0 

• A V A A Ihif-w) -h(s(*)) 

skąd otrzymujemy tezę dowodzonej własności. 
Przy wykorzystywaniu własności ( j z l 6 ) przydaje się następują­

ce twierdzenie. 

Twierdzenie (A) 
Jeśli funkcja r z e c z y w i s t a h' o d z i e d z i n i e //e<$jest ciągła na 

przedział e(a ; bycH, ct,b eft , to jest j e d n o s t a j n i e ciągła na tym prze­
d z i a l e . 
DJ Niech (fc, tv2, ... będzie ciągiem wsz y s t k i c h l i c z b wymiernych 
z przedziału (a ;b)>. Na mocy twierdzenia § 168 

A A V A (<«kr«4;vHM*^-^*'H<ł) 
eeJt keto dUX ^e<a,6> v * * * * / 
£>° i>o 
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Mamy 

£-1 
i na mocy twierdzenia § 91 

m V V 
meSl ^1,...,^e3^JV1

 K k J kJ kJ kJ > S < 
N i ech 

ćf — min (<f, , ) 
^777 

S tąd 
A V 

Jf1,ar2e<a;6> r*{i,...,«r} 1 v V *>" 4r 

J JC1 - J**2 | < ̂  

A X 8 € l«kr - Ukr ; ̂  + 2 ^ ) ^ » \ * , K * ( * ) | 4 | A\WJ$\* 

+\h^r)-hM \ < | +|- - e 

i o s t a t e c z n i e 

co hyło do dowiedzenia. 

§ 212. Zbieżność prawie wszędzie 

Mówimy, że ciąg (fn) j e s t zbieżny do f u n k c j i f prawie wszę­
dzie na zb i o r z e A i piszemy 

pr. ty A^ pr w. A 

wtedy i t y l k o wtedy, gdy w danej p r z e s t r z e n i z miarą (X,S ,<u): 

A e 3 A f, fi* f2» ••• Sił funkcjami mierzalnymi ̂  na zb i o r z e A A 

A <« (A-3) = 0 A f ^ f 

Gdy ponadto /4 = X, to mówimy po pros t u , że ciąg (fn) j e s t zbieżny 
prawie wszędzie do f u n k c j i f i piszemy 

pr.w.̂  pr. w. 
& - — f albo l i m & f 
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Zbieżność p r a w i e wszędzie ma następujące własności 

( p r w l ) f„ «• t A fn 9 f 9 

DJ Na mocy t w i e r d z e n i a § 208 

flV Be A A { x ( A - B ) = 0 AĄ, 'Ą, fAfn 

B pr w A 
f — g ^ f = 9 (rwT) 

(prw2) (V\ /•„ — 9LJ.A./ — 3 

pr. w. pr w./] 

(Własność t a o z n a c z a , że zbieżność p r a w i e wszędzie j e s t 
w i s t o c i e określona w z b i o r z e k l a s f u n k c j i równoważnych). 
DJ Załóżmy, że 

pr w A 

Na mocy t w i e r d z e n i a § 208 

V BC.A A p ( A - B ) ± Q A f r i ^ ~ f A f n = Q n A f * Q =? 
B eS 

BeS 

\ / B P'W A 

pr. w. 4 pr w A 
Ze względu na symetrię również gn *" g ^tn *" f, skąd 
otrzymujemy żądaną równoważność. 

pr w A A pr. VJ. A 
(pr«3) fn m i < A £ s ^ • f 

DJ Wynika z d e f i n i c j i zbieżności p r a w i e wszędzie i włas­
ności (nz2) zbieżności na z b i o r z e . 

pr. w A pr W. 8 

( Prw4) / ; " f A Be>SA Sc/1 =* / ; - f 

DJ Wynika z t w i e r d z e n i a § 205. 

(prw5) fn
 9 " " f A CeS A Co/l A <u (C-A)-0 => 

Dl Wynika z t w i e r d z e n i a § 206. 
—1 TTJ 

pr. w. U A, 
pr w. ĄK pr- *l.Am k-1 ; A 

(prw6) & *fA...Afn 
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rn 

Ale 
/ i 7 " v f- rn m - i 

- 77? - I W 

U V U O - ° 

i wobec tego 
77J 

_ pr. iv. U AL 

co było do dowiedzenia. 

(prwY) fr 

pr. w. pr. w. /4 2 

pr w. J J ̂ fc 
4 ^ - ^ ^ 

Dj Analogiczny do dowodu własności (prw6). 
pr. w A 

(prw8) fn *• f A f, f l t f2, • •• skończone prawie wszędzie na 
zbiorze A4=» ciąg (fn) spełnia warunek Cauchy^ego prawie 
wszędzie na z b i o r z e A T T . mierzalne <u 
na z b i o r z e A i skończone prawie wszędzie na zbiorze A A 

A V 5 c / l A (t/ f/4-5)=0 3 sS 

A A A V A \fm(*) -f„(x)\<e 

£ > 0 W,77 > 77 a-
DJ Wynika z twi e r d z e n i a § 208 i własności (nz6). 

A pr. vv. A (prw9) fo4+ f fn E /> ' 
PJ Wynika z d e f i n i c j i zbieżności prawie wszędzie. 
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(prwlO) ? n > - ± f =* fn 

Dj Wynika z własności (j z 6 ) i (prw9). 

( p r w i i ) fn f A Cfn * cf 
C £ Jł 

DJ Dla c = O i m p l i k a c j a j e s t oczywista ze względu na umo­
wę, że O . (- oo) = o. 

Dla C ^ O własność wynika z d e f i n i c j i zbieżności pr a ­
wie wszędzie i własności ( n z i i ) , 

pr w. A pr w./I pr*. w.A-B 
( P r w i 2 ) & f A y„ ^ g ->Ą +gn " f+ff 

gdzie 

B { J t : (/(*) = oo A 0(jf) = - oo ) v (/(a) = - oo A 

<fce3t 
Dj Na mocy twierdzenia § 208 

V c c A A ̂  (4 - C) = o A f„ f A ^ — g 0?) 

C-B 
0) fn +9n ̂  f+9 

Ponieważ 
(X \\A - B) - {p-B)\ = ii\_(A-B)-C']-<u\{A-C)-B~\<f 

4 p(A-C)= O => ^ / [ ( / l -8) - {C-B)'] = O 

więc 
pr.w./4-B 

^ + & * f+9 

pr.w.d pr. w./4 prw.A-B 
(prwi3) ^ - / " ^ *f~9 

gdzie 
óe-P 

B 2 8 1 : / ( X ) = « v / , ( u f ) = ^ ) = - o o v 
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Dj Analogiczny do dowodu własności (pr w i 2 ) . 
pr. iv. A pr.w.d pr.w.A-B 

(prwl4) fn - -*f*9n *9=>1h9n fff 

gdzie 

[ x : ( f ( x ) = 0 A\C{X)\ = °°) v ( | f ( o : ) ] = oo A y ( » = 0)} 

D1 Analogiczny do dowodu własności (pr w l 2 ) . 

( P r w l 5 , £ 2 / -> A /•* * ^ 

pj Wynika z d e f i n i c j i zbieżności prawie wszędzie i włas­
ności ( n z i o ) . 

(prwl6) f„ ~ f jj- ?- \ j 
gdzie 

Dj Analogiczny do dowodu własności (prwi2). 

(prwiT) f n £ fAC„ +-f =* jj- g 

gdzie 
def 

3 " ' ( * : j ( * ) " 0 v V / 9 ^ ( ^ = 0 

v | / - ( * j | - | ^ ) | - o - v V | Ą ( o r ) | = | ą f r ) | n/łeJ 
K ej? 

DJ Analogiczny do dowodu własności (prwl2). 
(prwl8) _ZJ 1° f^, jP2, ... są funkcjami mierzalnymi {J. i skończo­

nymi prawie wszędzie na zb i o r z e AeS w p r z e s t r z e ­
n i z miarą (/, S , <u) * 

2° / i j e s t skończoną funkcją rzeczywistą o d z i e d z i n i e 
/Ve<#, gdzie j e s t <5"-ciałem zbiorów borelowskich na 
pr o s t e j 3?, ciągłą na zb i o r z e Yctt domkniętym w prze­
s t r z e n i H i takim, że f(A), fJA), f2(A), .... c V . 

D] Na mocy twi e r d z e n i a § 208 
^BCAA^A-B) = 0 A f, -p±, f2, ... są funkcjami mie­

rzalnymi i skończonymi na z b i o r z e B A 
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A f(8), f±(8), f2(B), ...c YAjn ty&ft 

§ 213. Zbieżność prawie jednostajna 

Mówimy, że ciąg (fL) j e s t zbieżny prawie j e d n o s t a j n i e do funk­
c j i f na zbi o r z e A i piszemy 

pr. i'. A pr- j- A 
fn f albo l i M j n =J=^ f 

wtedy i t y l k o wtedy, gdy w danej p r z e s t r z e n i z miarą (X, S ,U)i 
AeS A -Pt f±, / ?2' ••* s ą funkcjami m i e r z a l n y m i ^ na zbi o r z e AA 

A A V ^ M - t ^ A / 1 . ^ / ££* Cc/) 1 7 1 

£ >0 

Gdy ponadto /4 = X, to mówimy po pros t u , że ciąg j e s t zbieżny 
prawie j e d n o s t a j n i e do f u n k c j i f i piszemy 

pr.J pr.j 
/V * Z5 albo l i m fn f 

n —• oo 
Zbieżność prawie jednostajna ma następujące własności: 

p r i. A Pr w- A 
( p r j i ) fn ~ ~ f fn *'f' 

Niech 

c = U, - A. 
772=1 

Mamy C ej A Cc A A A ft (A-C)<M (A> ) < h 
777 e3l 

skąd {i{A-C) = 0. Z drugiej strony na mocy własności (jz6) 
i (nz5) 
A 3-@tn C pr w. A 

pni. A pr. i A pr. w A 
( p r j 2 ) f9 f ^ fn ^ 9 — 9 

10 - Wykłady.. 
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