VIII, ZMIENNE LOSOWE

§ 258, OkreSlenie zmiennej losowej

Niech bedzie dana przestrzen probahilistyczna (X,5,7). Zmien-
na losowa nazywamy funkcje rzeczywistg skonczong mierzalna na ca-
tej przestrzeni Kove

Zgodnie z definicjga funkeji mierzalnej z § 181 zmienna losowa
jest okreslona dla kazdego zdarzenia elementarnego ¢ ¢ [X',

Zmienne losowe bedziemy w niniejszym opracowaniu oznaczaé¢ ma-
tymi literami greckimi, ich wartosci matymi literami tacinskimi.

W zastosowaniach praktycznych zmienne losowe majg zazwyczaj
‘prosta interpretacje., Czesto sa to wielkosci mierzone na zbiorze
obiektéw X 1lub funkcje tych wielkosSci. Jesli np. X jest zbiorem
studentéw, a £ ich wzrostem, to £ jest zmienna losowa w prze-
strzeni (X,5,P), gdzie ze wzgledu na skoriczonosé przestrzeni X',
mozna by przyjaé, ze § jest klasa wszystkich podzbioréw prze-
strzeni X', a 7 rozktadem prawdopodobienistwa okreslonym na .

W poréwnaniu do ogélnej definicji funkcji mierzalnych na zhio-
rze z § 181 zachodzi tutaj ta roznica, Ze zmienne losowe definiu-
jemy z regulty w przestrzeni z miara, podczas gdy w § 181 bylo wy-
magane okre$lenie tylko przestrzeni X i 6 -ciata §. Ponadto nie
kazda funkcja mierzalna na catej przestrzeni X moze by¢ zmienna
losowg, gdyz definicja tej ostatniej naktada warunek, by funkcja
byta skonczona,

§ 259, Wrasnosci zmiennych losowych

Wprost z definicji zmiennych losowych wynika sporo wlasnosci,
ﬁedqcych po prostu wiasnosciami funkcji mierzalnych skonczonych.
Podajemy te wtasnosci nizej, zakladajgc, ze dana jest przestrzen
probabilistyczna (X,§,7), a symbole ?}?,$i,$é «+. OZnaczaja zmien-
ne losowe w tej przestrzeni, Ponadto symbolem B bedziemy ozZna-
czaé ciato zbiordéw borelowskich na prostej I

(1) 3{}8 {e: &(e) € 8]55

26 — Wyklady...
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EJ Na mocy twierdzenia § 183,

(E2) {e:é’(e)<a}e$, {e:a<5(e)<b}e5,

{e:£ (e) > a}e5s, {e:a<E(e)<b}es,
{e :& () < a}es, {e:a<k (ey<b}eS,
{e :§ (¢) = a}es, {e=as-E(e)a§b}eS.
{e_:E(e)=a}eS. {e :E (e)ta}e S :

gdzie a,be R,
5 Na mocy twierdzenia § 184,

(E3) C/EX c & jest zmienna losowa,

/\ l§’|c jest zmienng losowg.

D| Na mocy twierdzenia § 185.

(E4) Jedli h jest skoriczona funkcja borelowskg W przestrzeni
euklidesowe] ﬁ”, to

h[Ee),..., 5]

jest zmienng losowsg,
D| Na mocy twierdzenia § 186.
7

(E5) ; g, Jest zmienna losowa

-1
D| Na mocy twierdzenia § 188,

(6) £, ~ E, Jest zmienna losowa.
D| Na mocy twierdzenia § 190.

((3P] /‘3 'fk jest zmienna losowa.
k=1

D| Na moey twierdzenia § 192,

(E8) Jesli e/e\x?;'(e) # 0, to % jest zmienng losowsg.

D| Na mocy twierdzenia § 193,
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(E9) Jesli ;C}EQ)(Q) £ 0, to é; jest zmienna losowa.

D| Na mocy twierdzenia § 195.

(t10) {e: E(e) < p(@)} € S,
{e: E(@)< ()} €S,
{e:E(e) =p(a)}e §
D| Na mocy twierdzenia § 196.
(§11) 7,(e) = max [Ei(o),_,_,gn(a)]
R5(e) = min [E,(),..., £, ()]

sg zmiennymi losowymi,
D| Na mocy twierdzenia § 197,

(E12) 74(e) 0 gdy sup§, () =ee

I

sup 5,,(‘?) w pozostalych przypadkach
i

0 gdy inf £ (e) = =0

?5()

inf fg(e) w pozostatych przypadkach
7

0 gdy |11m sup 53(0)| =58
n oo

7,(@)

]
A

1im sup &,(e) w pozostalych przypadkach

fl = oo

0 gdy lnm inf §0(9)| =50

1 = o0

I
A

Felel =
lim inf £ (e) w pozostatych przypadkach

1 == co

0 dla tych e€ X, dla ktérych ciag (£ (e)) jest
rozbiezny lub zbiezny do granicy nieskolczonej

I
A

7s(@) =
= lim & (¢) dla tych ¢€X, dla ktérych ciag

fl-=oa
(E,(e)) jest zbiezny do granicy skorczonej

“

sg zmiennymi losowymi,
D] Wynika z twierdzeh § 198 i § 182,
(E13) Funkcja charakterystyczna zbioru mierzalnego AcX jest zmien-

ng losowg.
5 Wynika z definicji z § 201,
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(£14) Funkcja prosta mierzalna w przestrzeni X jest zmienng lo-
ﬁowq.
D| Wynika z definicji z § 202.

Uwaga, Zmienng losowsg, bedaca funkcja charakterystyezng zbio-
ru bedziemy nazywaé¢ zmienng losowa charakterystyczna. Zmienng lo-
sowa, bedaca funkcja prosts, bedziemy nazywaé zmienng losowg pro-
sta.

(E15) Kazda zmienna losowa nieujemna jest granica ciggu niemale-
jacego zmiennych losowych prostych.
D| Wynika z twierdzenia § 203,

§ 260, Ciagi zmiennyech losowych

Ciggi zmiennych losowych traktujemy jako ciagi skoriczonych
funkcji mierzalnych na caltej przestrzeni X, a ich zbieznosé be-
dzie nas interesowaé tylko w przypadku, gdy zachodzi na catej prze-
strzeni X i granicg jest zmienna losowa, a wigc gdy granica jest
skonczona, Z tego izgledu zbieznosé na zbiorze ciggu zmiennych
losowych (E ) bedziemy rozwaza¢ tylko w przypadku, gdy tym zbio-
rem jest cala przestrzen X i gdy granica jest skonczona, tzn, be-
dziemy méwié, ze ciag (&,) jest zbiezny do zmiennej losowej i pi-
saé

& —=£ albo 1im & =¢§

n - o0

wtedy i tylko wtedy, gdy §, &, Ez,... sa zmiennymi losowymi i

(312) /\ E) = lim £ (e), gdzie lim E” (e)|< oo
ee X 77— oo

1 - oo

7 powyzszej definicji wynikaja nastepujace wlasnosci.

(e16) &, *EA E,—~>p => £ =p (na mocy wiasnoSci (nz1))

(E1ry 8,8 =>

£, — &

m<my<... e R

na mocy wtasnosci (nz2))
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(E18) En-*-E <= ciag (§,) speinia warunek Cauchy’ego <>

(:)e/e\x e/e\m ysn Am|m(‘)"eﬁ(e) 9.7

£ >0 m,n >y

(na mocy wtasnosci (nz6))

(819) & =& A g, oS> F.5 0, <lTs7
(na mocy wtasnosci (nz7))

Gi2a) §,"=C A @5 =0 P So-llp ST
(na mocy wtasnosci (nz8))

21y £, =8 n'p, ey > L g =t

(na mocy wtasnosci (nz9))

k

B2 h, ke i N

ke

(na mocy wtasnosci (nz10))

G23) &, 5= /\ c&, ~ck

(na mocy wtrasnodci (nzii))

(24) §, =& A /\(E(e);&ozx /\ Ife)#):;.i__..

(na mocy wtasnosci (nzi2))

(k 25) gq—-g 83 P TR C’/A‘ pe) #0 An{} n,(e) # 0) =

&n E
S 7

1
§

(na mocy wtasnosci (nzi3)

(E26) Jesli /4 jest skonczonag funkcja rzeczywistg o dziedzinie
" He B, gdzie B jest G-cialtem zbioréw borelowskich na pro-
stej B, ciagta na zbiorze Yc/4 domknigetym w przestrzeni 4

i takim, ze & (X), §,(X), §5(X),...cY, to

§n =8 = (k) ()
(wynika z wtasnosci (nz14))
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Zbieznosé jednostajna ciagu zmiennych losowych rozpatrujemy
réwniez tylko na catej przestrzeni X i piszemy

EUDE %ot 11m ‘g',,i- 3

17 = oo

Zatem

J
(313) - = ¢ - ... Sa zmiennymi losowymi A
n P 5y 2!

E(e)|< ¢

Na mocy powstzej definicji otrzymujemy nastepujgace wtasnosci

E21) &, = £n g, Lep = g
(na mocy wtasnodeci (jzi))
}- »” z
(¢28) &, =& = m,(mQ.c&‘t g, L= %
(na mocy wtasnosdci (jz2))

(E29) gni.‘s <> ciag (§,) speinia jednostajnie warunek
Cauchy’ego <>

= /A V A /\ [ &nte) -8, ()] <

ee']t n(ﬂ mneTt ee X

& > m,n>ng

(na mocy wtasnosci (jz5))

(E30) &, Lot = B> % (na mocy wtasnosci (jz6))

(E31) &, ““5 = /\ ¢ '-"C§ na mocy wkasnosci (jz7))
(§32)E""§A ""‘"7="E?,,-L'-§?

(na mocy wlasnoéci (32z8))
(£33) &, £ A ?,,—-p = £ 20> e-?

(na mocy wlasnoéci (329))

(£34) gq—{-g A gn 7 A \/ /\ (lf(e)|<aA|7(e)|<a> -~

af. eed

=>£.2, e &7 (na mocy wrasnosci (jz10)



(€ 35)

(836) &,

(E37)

(E38)

(& 39)

(& 40)
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E-"'EA\/ /\ |$(e)|<a=> /\ .{r

a:o

(na mocy wtasnosci (jzit)

7 )
EAe/e\x n/;\fft fule) 0 Ag\r;/%t e/e\xlﬂe)l)a 8
= 1 —{- —t?- (na mocy wtasnodci (jzi2)
n
§nj§ A P, /\/\rg”(e),eon

eex

£ :
A(géég /e\x |§(0)| <a A lzp(e){:»b): ?—:- =S _g_
(na mocy wtasnodci (jzi3)

5_“5 A /\ \/ /\ |En(e)l< a_ =
n€ER a R eed

a>0

= \/ /\ l,s(e)l < a (na mocy wtasnosci (jz14)

aeR eeX
a>0

Jesli X jest przestrzenia metryczna, &'1,&'2,... sa ciggte
1 &4 lim E, to £ jest ciggia
(na mooy “wiasnosci (jz15))

Jedli A jest skorczong funkcjg rzeczywistg o dziedzinie
He B, gdzie B jest G-clatem zbiordéw borelowskich na pro-
stej R s Jednakowo clgglg na zbiorze YcH domknigtym w prze-
strzeni # 1 takim, ze & (X),&,(X), &,(X),e..Cc ), to

E, L8 = h (&) L b (&)

(na mocy wtasnosci (jz16)

Na mocy wtasnodci (prjii) zbieznosé prawie wszedzie i zbiez-
noéé prawie jednostajna dla eiqg_dw zmiennych losowych oznaczajg

Jedno

i to samo. W jezyku probabilistycznym taka zbieznos$é ciggdw

zmiennych losowych nazywa sie¢ zbieznosScia z prawdopodobieristwem 1.
Bedziemy pisaé
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En—Thé' albo 1im & = &

7] <= o2

Zatem

def
(314) & 1o & & A\Q/x E, S- £ A P(A)=1 <>
AES

> r({e: €)= E(0)]) = 1

Z powyzszej definicji wynika, ze zbiezno$é 2z prawdopodobieri-
stwem 1 ma nastepujgce wtasnodci, w zapisie ktérych przyjmujemy
umowe, ze

def
et p & P({e:t@=pe)}) = 1

(B41) snlré’AEnJ-u-?:bE;?

na mocy wtasnosci (prwi))

(E42) (4}1 £ = ?n)f\ Elpg = (Enl'é‘@’?nj*?)

(na mocy wtasnosci (prw2))

Ll 1
(E43) £, — & = m,-mﬁ.en S ARt

(na mocy wtasnosci (prw3))

1
(E44) En-*-g = ciqgﬂ(ﬁﬂ) spetnia warunek Cauchy’ego z prawdo-
podobielistwem 1 &<

@P({e:g{}g }!n m,{e\ﬂ |$,,(e) - &,(0)|< 5}) e

ﬂhﬂ>n? L]

(na mocy wtasnosci (prwg))
€45) &, =& = & =&

(na mocy wtasnos$ci (prw9))
(Eae) &> b= & 1ot

(na mocy wtasno$ci (prwio))

(E47) ;',,-1—-.‘; =>c/e}E c&, —3-cl,=

(na mocy wtasnosci (prwii)



(&48)

(E49)

(€ 50)

(E51)

(E52) &

(E53)

(& 54)

(&55)

& 56)
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1 1 1
En_-"?"\?n_-? _4'5174'?!?_' E"'?
(na moecy wtasnosci (prwi2))
1 1 .
gn_bg’\'?n_-?:en ?7,,"“5'?
(na mocy wtasnosci (prwi3))
1 1
5558 Ry mp owEly Ree £y
(na mocy wtasnosci (prwi4))

k

1 Y
8 g el N ghs
ke T
(na mocy wtasnosci (prwis))

log A /\ @(e} # Mn{}z §,(e) # 0) =

== E_l v (na mocy wtasno$ci (prwi6))

4
&
& Lo £ A 7n le p né}(p(e)#o An/e}z ?nte) - o)

= ‘:5?_” SIS —g— (na mocy wtasnosci (prwi7))
n .

Jesli A jest skoriczong funkcja rzeczywista o dziedzinie
He B, gdzie B jest 6 -cialtem zbioréw borelowskich na pro-
stej R, ciagla na zbiorze yC//, domknietym W przestrzeni

H1i takim, ze & (x).Ei(I).Ez(x),...c ¥ 1
E, & =>n(E) = hE
(na mocy wtrasnosci (prwig))

& +5¢=>/\\/ P(C)>1-£A§n

R CeS
E )

(na mocy wtasnodci (prjii) i definicji  zbieznosci prawie
jednostajnej)

gn_]._ &<> ciag (&,) spelnia prawie jednostajnie warunek
Cauchy’ego <=

& A AU &) - & @< &

E0eR Ces n €N moeM ee€C
65’0 PC)>1¢ "o mn>

(na mocy wtasnosci (prj8)).
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Zbieznodé ciggu zmiennych losowych wediug miary bedziemy na-
zywaé zbieznoscig wedtug prawdopodobieristwa i pisaé

s L2 & albo lim fﬂff

1= 00

Zatem

e
(315) &, =<
€

/5}0?' Jimwp<{e:|$ﬂ(e)-5(e}| :ss}) =0

Z powyzsze]j definicji wynikajg nastepujace wltasnosdci.

EsT) £, - EnE o p ety

(na mocy wtasnosci (wui))

€ (/Ntrp)rtte = (5%t *0)

(na mocy wtasnosci (wu4))

R B LR 4 £15 s
mr<m?<...£‘R 4

(na mocy wtasnosci (wu5))

(& 60) qu"‘f — cigg (5':,?) speinia warunek Cauchy’ego wedlug pra-
wdopodobienstwa <=

@/\ \/ APGQ’

G,E€ER neM mneN
&e>0 m,n > ngy

é’m(e3-&'n(e3|>d‘})< B

(na mocy wtasnoSci (wus))
€61) £,1m¢ =&, > ¢
(na mocy wtasnosci (WHQ))
(E62) fn-}- o —— -,tnf- £  (na mocy witasnosci (wz.xio))

(c63) § =& = ¢ E £  (na mocy wiasnodei (wut2))
g g, >t = Vg Ly
M mp<oie B 7

(na mocy wtasnodci (wui3))

(& 65) §n-{ E = C/e> ck, % ¢t (na mocy wiasnodoi (wut4))
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(§ 66) é,,ﬁ-f A 7 e ? = §,+7, - §+7
(na mocy wlasrméci (wéus))

€61) &, £4 p,"~p = £, % f -7y

(na mocy wtasnosci (wu16))
ce8) &,~¢np, = p =8, 7 %ty
(na mocy wtasnosci (wui8))

P K k

Goo) g% e = /\ £ri s

(na mocy wrasniohol (wu20))
(E70) £k A 4\ (4-(43) 40 A{é\n £ (0) # o) s

- _1—’1- T (na mocy wtasnosci (wu22))
(¢71) 5+.gn;; —-r;/\ /\Cp(e} #0/\/\ 7a(e) ;éo) >
=>§ﬂ —E— (na mocy wtasnosci (w&zzﬂ

(572) Jeali h Jjest skoriczona funkcjq rzeczywista o dziedzinie
He B, gdzie B jest OG-ciatem zbioréw borelowskich na pro-
stej ®# , ciagia na przedziale (a3b)cH, a, beRy, takim, ze
E(X), & (1),&,(2),...€ (a;0), to

& B g = p(E) % p(8)

(na mocy wtasnmo$ci (wu25))

§ 261, Rozklad prawdopodobieristwa zmiennej losowej

Rozktadem prawdopodobieristwa zmiennej losowej E bedziemy na-
zywacd rozklad prawdopodobienstwa P,’, na prostej okreslony zgodnie
ze wzorem (143), jak nastepuje

(316) (g)"‘ P({e E(e)e 3})

Be.s

Zgodnie ze wzorem (144) dystrybuants zmiennej losowej & nazy-
Wamy funkeje
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a8 N Ml
@ /N A @ 5[] =2 (o £l <x))

Zgodnie z powyzsza definicjg dystrybuanta zmiennej losowej ma wia-
snodci (145)-(149) i na mocy twierdzenia § 217 ma co najwyzej
przeliczalnie wiele punktéw nieciggtosci.

Zmienng losowg bedziemy nazywaé dyskretng wtedy i tylko wte-
dy, gdy jej rozktad prawdopodobienistwa jest dyskretny., Zmienna lo-
sowg bedziemy nazywaé¢ ciggla wtedy i tylko wtedy, gdy jej rozktad
prawdopodobieristwa jest ciggly.

Gestoscig prawdopodobiernistwa zmiennej losowej bedziemy nazy-
waé gestosé jej rozktadu prawdopodobienstwa,

Przyjmujemy umowe¢, ze dla prostoty zapisu zamiast

p({e t o (E(e)))

gdzie oo o0znacza pewien warunek natozony na zmienng losowg g, be-=

dziemy réwniez pisacd
2 (x(8))
Na przykiad, zamiast
7 ({eta< < b})
bedziemy réwniez pisaé
?(a<Ex<b)

Wartoscia Srednig albo wartoscia oczekiwang /£ zmiennej loso-
wej) & nazywamy zgodnie z definicja (178)

(318) £5 X [ ¢ ar- [ E@ar(
X

X

Twierdzenie (A)
Wartodé érednia zmiennej losowej jest rdwna wartosci sSredniej
jej rozktadu prawdopodobieristwa, czyli na mocy (179)

(319) £ = £ X dﬂE (x) =fx a’F;(.r)

przy zaltozeniu istnienia tej wartosci Sredniej.
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D| R6wnos¢ catek (318) i (319) wynika 2z wtasnos$ci (c53) catek
Lebesgue’a, czyli reguty catkowania przez podstawienie, jesli wzigé

<U-=p. Yy = R T=$: 9=P’ 2261! = 1, f('x)='x

i zauwazyé, ze na mocy (316)
2 "
3/6}9 % (B) f ar(e)
£1@)

Twierdzenie (B)
Jesli 5 i 7 sa zmiennymi losowymi o rozkladach prawdopodo-
bieristwa odpowiednio PE i P7 i

7=k @

gdzie / Jjest skonczona funkcja borelowska na prostej R, to

En= [ pdp = [H(EYdP= [ ydP () = [ 5 (2IdP. (2)
v rim FUERT AR B

przy zalozeniu istnienia tej wartosci Sredniej.

EJ Poniewaz pierwsze dwie réwnosci otrzymujemy z definicji, a trze-
cig na mocy twierdzenia (A), wystarczy udowodnié rdéwnosé ostatnia.
Wynika ona z wtasnosci (c53) catek Lebesgue’a, czyli wzoru na cal-
kowanie przez podstawienie, gdy wziaé

X=Y =R, S=T =8, p=%, P=PF, z=h

?!
g=1, f(y) =y

i zauwazyé, ze

\® =7(fe: p(eres})- P({e: e} -

=1 -1
= : =P f} )) = 2 \x)
P({e E(e)e h (a)}) y (h7(8 f a7,
#-1(8)
Dla zmiennych losowych dyskretnych wzdr (319) przyjmuje po-
staé (185), a dla zmiennych losowych ciggtych postaé (187), Jak
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wiemy z § 234 i § 249, istnieja zmienne losowe, dla ktérych war-
to$é srednia nie istnieje, jak réwniez takie, dla ktdéryeh war-
toséé Srednia co prawda istnieje, ale jest nieskoriczona.

Wartosci oczekiwane zmiennych losowych majag na mocy wzordw
(188)-(190) jak rdéwniez na mocy (318) i (319) nastepujace wia-
snosci,

(320) £ (af+b) =aft+b, gdy istnieje fx, a,be R v a,beB8,
(821) & (4'-'14-...4- En) =£é 1+...£$ﬁ, gdy istnieje suma/fg +...+ £‘§n

(322) £ (01$1+...+GRER) = a bév.. v FE, gdy istnieje suma

QEEre e v @ EE, Agyeeny a,eR

toaat EE 4+, ..+
(323) £(51 - ;:”) = 51 - 5”, gdy istnieje suma £El+"’£En

a na mocy wtasnosci (c18) caltek Lebesgue’a

(324) E< p =>FECED

pod warunkiem istnienia wartoSci Srednich f§f 1 £p . W szczegdl-
nosci ze wzoru (324) wynika, ze

(325) E>0 =>FE>0, ELO0 =£FEELO

Z wtasnosci (022) catek Lebesgue’a wynika, e gdy istnieje
wartosé srednia ££, to

(326) |EE| < £ |E|

Momenty zmienne]j losowej E defininjemy wzorem

(327) mkd—if £xk =f$"°a‘P, ke R
x

momenty centralne zmiennej losowej E wzorem

(028) et -e0f - [t -£) ap, ke
X

a bezwzgledne momenty centralne zmiennej losowej ﬁ wzorem
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(s29) @, HE|E-rE]f = [ |s-£2]|"dr, ke
X

Podobnie jak warto$é srednia, momenty, momenty centralne,bez-
wzgledne momenty centralne mogg nie istnieé¢, jak rdwniez moga
przyjmowaé wartosci nieskoriczone.

Twierdzenie (C)

Momenty, momenty centralne, bezwzgledne momenty centralne zmien-
nej losowe]j § sa rowne odpowiednim momentom jej rozktadu prawdo-
podobieristwa, czyli na mocy (191), (195) i (210)

L8 o L ACTT A

$ o2

L“|x:=_£ e - |* ap, ()

gdzie na mocy twierdzenia (A) X = £E.
D| Twierdzenie wynika z wkasnosci (e53) catek Lebesgue’a, czyli
wzoru na caltkowanie przez podstawienie, gdy wziac

éf: p, Y = ﬁ}, /i =t8, V= ;% ] E - g= 1
i odpowiednio

& - F|

Fle) = xk £(2) = (@=B)%, £(®)

Na mocy twierdzenia (C) wzdér (327) przechodziw przypadkn zmien-
nej losowej dyskretnej we wzér (192), a w przypadku zmiennej lo-
sowej ciggtej we wzér (194). Analogicznie wzdér (328) przechodzi
w przypadku zmiennej losowej dyskretnej we wzér (196), a w przy-
padku zmiennej losowej cigglej we wzdér (198).

Migedzy momentami zwyk}ymi i momentami centralnymi zmiennej lo-
sowej zachodza zwiazki (199), (200), (201), (208), (209).

Wariancja zmiennej losowe]j nazywamy jej drugi moment central-
ny Uos Tym samym wariancja zmiennej losowej jest rdéwna warian-

cji jej rozktadu prawdopodobienstwa.
Zgodnie z (202) standardowym odchyleniem zmiennej losowej na-

zywamy pierwiastek z jej wariancji, pray zatozeniu istnienia tej

Wariancji,




608
(330) ¢ ¥ o, skad =Dk

Na mocy (328) i (320) mamy

(331) D>%(ak+b) = a®0%E, czy11i D(ab:ib) =|a| D&, a,be Rl

Kwantylami zmiennej losowej nazywamy kwantyle jej rozktadu
prawdopodobienstwa.
Funkcjg charakterystyczng zmiennej losowej E nazywamy

(332) p (t)dif ki f ok ap
x

Twierdzenie (D)

Funkecja charakterystyczna zmiennej losowe] E Jest funkcjg cha-
rakterystyczng rozktadu prawdopodobienstwa F% tej zmiennej loso-
wej, czyli

+

;i
(333) () =-£e dz, (%)

D| Analogiczny do dowodu twierdzenia (C).

Z twierdzenia (D) wynika, ze dla funkecji charakterystycznych
zmiennych losowych zachowuja prawdziwosé twierdzenia (A) i (B)
z § 237 oraz wtasnosci (fchari)-(fchar5).

§ 262, Zbhieznosé ciagu zmiennych losowych wedlug dystrybuant

Zbieznosé ciagu zmiennych losowych wedlug dystrybuant okredla-
my jak w § 219, tzn.

dys def sT
—

(334) o EWENE F ="K

gdzie F}fi,/&,... sa odpowiednio dystrybuantami zmiennych 1loso-
wych..E,Ei,éz,... Wobec tego zbieznosé zmiennych losowych wedlug
dystrybuant ma nastepujace wtasnosci,

(E73) Zmienne losowe £ i 7 maja wspélng dystrybuante A

A /\n zmienne En i n, maja wspolng dystrybuante =
ne
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