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§ 164, Twierdzenie

Z| 19 pana jest przestrzen metryczna X.

29 8 jest 6-cialem zbiordéw borelowskich przestrzeni X.

3° De®B A D¢+ O.

1° 9 jest G-cialem zbiordéw borelowskich przestrzeni D,
T) D jest klasa wszystkich zbiordw borelowskich przestrzeni X za-—
wartych w D,
D| Jesli Ae®P, to na mocy twierdzenia § 163 istnieje taki zbidr
B borelowski w przestrzeni X, 2e A= B8n D, skad AeB A A c.d.
Jedli - odwrotnie - AeB A Ac D, to z uwagi na réwnosé¢ A=AnD
jest AeB/D=9.

§ 165. Obrazy i przeciwobrazy zbiordw i ich klas

W niniejszym paragrafie uscidélimy pojecia obrazéw i przeciw-
obrazéw podane w § 7.

Niech bedg dane dwie przestrzenie X i Y oraz funkcja? o dzie-
dzinie 7 c ¥ i przeciwdziedzinie Uc Y.

Obrazem dowolnego zbioru Ac 7 nazwalismy zbidr

(100) i‘(A)ﬁ{y:y-Z‘(-x)A xeA}cU X
Z tej definicji wynika, ze
(101) xeAd = t(x)erv (4)
ale nie zawsze jest na odwrét, gdyz moze sig zdarzyé, Ze na przy-
kXad
(102) V o (4g) =cldz) A Agn Ay 20
A, AycT

jak w przypadku funkcji rzeczywistej zmiennej rzeczywistej c(x) =
=x2 dla Ai =< =2; -1> i A2 w4225,

Ze wzoru (100) wynika, Zze

u

e(r)

Zgodnie 2z powyzsza symbolika funkcje T mozna traktowaé jako
funkcje zbioru, ktérej dziedzina jest klasa J wszystkich podzbio-
réw zbioru 7, a przeciwdziedzing klasa U wszystkich podzbiordw
zbioru U, z zalozeniem, Ze obrazem zbioru jednoelementowego jest
zawsze zbiér jednoelementowy i umows, Ze
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(%) /\{.x}=.x;\/\ {y}ﬂy

XeT yeU

Z kolei obrazem dowolnej klasy zbiordéw N c<7 bedziemy nazywad
klase zbiordw

d
(103) ?(cﬂ)ﬁ {8:8=r-(A)Az46¢9f}c‘l£
Z tej definicji wynika, ze
(104) Aed =t (A)ec(H)

ale nie zawsze bywa odwrotnie, analogicznie do przypadku (102).
Ze wzoru (103) wynika w szczegdlnosci, ze

U = v (J)

Zgodnie 2z powyzszg symbolika funkcje¢ 7 mozna traktowad jako
funkcje¢ klas zbiordéw, ktérej dziedzing jest zbidr wszystkich pod-
klas klasy J, a przeciwdziedzing zbidr wszystkich podklas klasy
U, z przyjeciem umowy, Ze klase¢ sktadajaca sie¢ z jednego tylko
zbioru z klasy 7 czy % utozsamiamy z tym zbiorem i nazywamy klasg
jednozbiorowg, z zalozeniem, Ze obrazem klasy jednozbiorowej jest
zawsze klasa jednozbiorowa, a obrazem klasy pustej jest klasa pu-
sta, Klasa pusta nazywamy klase nie zawierajgca zadnego zbioru
albo zawierajacg tylko zbidér pusty. Klase pustg identyfikujemy ze
zbiorem pustym.

W przypadku gdy zachodzi kolizja miedzy symbolem liczby O i
symbolem zbioru pustego, ten ostatni bedziemy oznaczaé symbolem 6.

Przeciwobrazem dowolnego zbioru B8 c U bedziemy nazywaé zbidr

(105) et (8) M {x:c(x)es)}

Z tej definicji wynika bezposrednio, ze

(106) x et '(B) S t(x)e8

(107) B8 = o(r™Y(8)), w szczegblnodei y= r(t"i(yjj, gdzie y e U

(108) Ac ™1 (z(4)), w szezegblnosei x c t-i(r(x)), gdzie xeT

(w ogbélnym ujeciu we wzorze tym nie mozna zastgpié znaku c znakiem
réwnosci ze wzgledu, na przyktad, na przypadek (102))
Ze wzordw (107) i (108) wynikajg bezposrednio wzory

(109) A= r‘1(3) = B=—r(4)
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(110) B =t(4) = Act (8)
Z definicji (105) wynika, ze

(111) T =t~

Funke ja 1 jest funkcja zbioru. Jej dziedzing jest klasa ¥U,
a przeciwdziedzing pewna podklasa klasy 7. Jak widaé¢ bowiem z przy-
padku (102), mogg w klasieJ wystepowaé zbiory A4, dla ktérych
t(4) = B, a ktére nie sa przeciwobrazami zbioru B, a wiec zbiory
A nie bedace wartosciami funkecji o1,

Przyjmujac umowe (%), przeciwobrazy zbioréw jednopunktowych
{v}, gdzie y € U, bedziemy oznaczaé symbolem t'-j'(gj. Nie muszg
byé one zbiorami jednopunktowymi.

Przeciwobrazem dowolnej klasy zbioréw <8 c U bedziemy nazywaé
klase zbiordw ]

(112) cH(B)LE {4: 2 (4)eB)

Analogicznie do wzordw (106), ..., (110) otrzymujemy wzory

(113) Ae t7H(B) = T(A)eSB
(114) B = (v71(8B))

(115) Ac el (e ()

(116) A=71(B) = B =1(H)
(117) B = (A) = Acri(B) .

Z uwagi na to, Ze przeciwdziedzing funkcji zbioru =1 nie

jest na ogél cata klasa <, nie otrzymujemy wzoru analogicznego do
(111), ale

(118) gmE (W)

Klasa przeciwobrazdéw zbioréw nalezgcych do klasy $# zawiera
sie w przeciwobrazie tej klasy, tzn,

(119) {4: A= 1 (8)a 8ed8} c o i(H)

Wynika to z definicji (112) i implikacji (109). We wzorze (119)
nie mozna na ogdét zastapié znaku C znakiem réwnosci, poniewaz -
jak to juz Dbylo powigdziane - moggy wystepowaé zbiory A naleZgce
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do klasy (112), a nie bedgce przeciwobrazami zadnych zbioréw
z klasy 8.

Funke ja r'i tak rozpatrywana jest funkcja klas zbioréw, Jej
dziedzing jest 2zbidr wszystkich podklas klasy U, a przeciwdzie-
dzing 2zbidr pewnych podklas klasy 7. Jedli klasa 8 sktada sie
z jednego tylko zbioru Bc !, przyjmujemy umowe, zZe r_i (B) =

(8

Udowodnimy jeszcze kilka wlasnosci obrazéw i przeciwobrazidw,

zachowujgc poprzednig symbolike.

(120) Aq c Ag =t(Aq)c ©(Ay)
D Aicﬂz (x/e\r.xeA =>.xeA)tm———1%5

=) <4c/e\rx€A1 = tv(x)e r(Az)) o

(101) 100)

{ﬁ) ‘{})EU c(x)ev(4,) =t (x)e :-(Az)) =
= t(A)cr(4)
(121) A H Ak) - H v (4,)
D !‘(OA,‘)(E] {y:y-l’(.x)nx(—:UA}

k=1

={y;y = (x)A (XEAIV---V‘xeAm)} -

{y:y- ?(x)n\xef‘lk} ) LMJ I‘(Ak)

k=1
(122) c GA)-O&*A
ka1 K k=1 (4)
D| Analogiczny do poprzedniego.
(123, 3'(141 -Az):’ i:‘(A1) = r(Az)
Dj A - A A A, =
(1 z)“zz’ 1 Gaoy
(121)
= (4 -A)vec(4)28(4) =

121)

= v -A)ur(A) — t(4,)>t@)-TA)=


file:///X6

206
=7 (A4, —4,) -t (4,) > v (A)-t(4,) =
= (4 -4,) 27 (4,)-7(4)

Przykiad (102) pokazuje, Ze we wzorze (123) nie mozna znaku D za-
stgpié w przypadku ogdélnym znakiem réwnosdci.

(124) z QJAk) & ﬂ t(A4,)

D| Wynika z (120), poniewaz

m
/\ QAA:CA& =

ke{l,.,m}
=:;/\“‘.-‘,m} r ( Dl A, ) ct(4)=

m

= z (@ Ak)‘: p ?LAk)

=1

Przyklad (102) pokazuje, ze we wzorze (124) nie mozna znaku c za-
stgpié znakiem rdéwnosci,

(125) v QA“)C ﬂ z(A,)

k=1
Dl Analogiczny do poprzedniego.

(126) 31 c 82 = &"1(81] (o= 1“1(32)

D B,cB & (!}rt(x)eBl —r(@)eh)

s -1
f;:) ‘x/}rxab (8,) = xer (Bz))@

& 7 (8) = o7 (8y)

(127) A H Bk) T s )

k=1

D] Wynika bezpos$rednio z definicji (105).

(128) c"(DlBk = Qle*i(ak)
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D| Wynika bezposrednio z definicji (105).
Réwniez bezpodrednio z definicji (105) wynikajg wzory

(129) :r“iufi?1 - 8,) = E“"(BlJ - 3_1(32)
m m

(130) a“l(m Bk>' a 3“‘1(3;()
k=1 k=1

(131) r -k ﬂ Bk) -] ¢ %(8,)

Dla klas zbiordw otrzymuje sie wzory analogiczne do (120), ...,
(131).

Przejdziemy teraz do przypadku szczegdélnego, gdy funkcja T
jest jedno-jednoznaczna, czyli réznowartodciowa. Wtedy 1 tylko
wtedy Jjest

(132) e - o (y) & y =(x)

xerl yeu

skad wynika, ze

(139) AN IO L A G O B
nastegpnie
-1 3 < =1 L
(134) A{G\Tv (c(A) = A Asg‘?(P (8)) =8
a stad
= -1 =
(135) A{}_ Bé\ﬂ A=1r"(8) & 8= 1t(4)

Wreszcie na moey (112), (119) i (135) mamy

/\ e (B) ={A:B=c(A)nBeR}={A:A- e (8)rBe B}
LBec U

Zatem dla funkcji © réznowartosciowych przeciwobraz klasy .8 jest
zbiorem wszystkich przeciwobrazdéw zbiordw z klasy 8.

Wzér (132) oznacza, ze dla funkecji & réznowartosciowej T~
jest funkecja odwrotng, nastepnie funkeja t-i jest réznowartosdcio-
wa 1 ¢ jest jej funkcja odwrotnag.

Dla funkeji T réznowartosciowych mozna wzdér (120) zastapié
mocniejszym

1
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(136) Ay c Ay &t(4y) c v(Ay)
Istotnie, na mocy (126)

v (A)c ¢ (4,) © 724y c z"l(r(/lz)](@ Al

Dla funkcji & réznowartosciowych mozna rdéwniez wzdér (123) za-
stapié wzorem

(137) (A = Ay) =2(Ag) = 2(Ay)
poniewaz na mocy (129) i (134)

24y - o(dy) = (TNt - 24p)) = (N e(AD) -
- 2 7Me(4y) = (4 - 4)

nastepnie wzdér (124) zastapié mozna wzorem

(138) "(ﬁ'dk)= Q v (4,)
poniewaz na mocy (130) i fiS;)
éz(Ak)=?(r‘1(ﬁr(Ak))) (ﬁrd@-u)) ((;-n“k)

i analogieznie wzor (125) zastapié wzorem

(139) r(ﬂAk)= N z(4,)
k=1 k=1
Dla klas zbioréw otrzymuje sie w przypadku funkeji ¢ réznowarto-

dciowej wzory analogiczne do (134),...,(139) wychodzac z analogii
wzordw (132) i (135).

§ 166, Zbiory otwarte w podprzestrzeniach danej

przestrzeni metrycznej

Niech bedzie dana przestrzen metryczna X, Z definicji zbioru
otwartego i wtasnosdci (w2) z § 52 wynika, 2e wszystkie zbiory
otwarte przestrzeni X zawarte w dowolnym zbiorze Ac ¥ takim, Ze
8° # 0, sa zawarte we wnetrzu zbioru 8, czyli w zbiorze B°, Niech
G bedzie klasa wszystkich zbiordéw otwartych przestrzeni ¥. Udo-

wodnimy nastepujace twierdzenia.
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Twierdzenie (A)

Gl8° jest klasa wszystkich zbioréw otwartych przestrzeni X
zawartych w zbiorze B.

D| Jes$li O jest dowolnym zbiorem klasy&l8° to istnieje taki
zbidér otwarty @ przestrzeni 4, e D=Gng° i na mocy twierdzenia
§ 600 jest zbiorem otwartym przestrzeni ¥. Ponadto Oc B% 8 .

Odwrotnie - jesli 0 jest zbiorem otwartym przestrzeni X zawar—
tym w zbiorze B, to jak juz wykazalidmy, Dc B° i wobec tego D=
= Dn B = pec@IB’ Tym samym twierdzenie zostalo udowodnione.

Z powyzszego twierdzenia wynika na mocy twierdzenia § 162, ze
klasa wszystkich zbiordéw otwartych przestrzeni X zawartych w zbio-
rze B jest klasg wszystkich zbiordéw otwartych przestrzeniJBo,
a zawiera sie w klasie wszystkich zbiordw otwartych przestrzeni
B, gayz B°c 8 = G|8°8IB.

Twierdzenie (B)

Klasa wszystkich zbioréw otwartych przestrzeni X zawartych

w zbiorze 8 jest identyczna z klasa wszystkich zbioréw otwartych
przestrzeni B wtedy i tylko wtedy, gdy 8 jest zbiorem otwartym
przestrzeni X.
D| Gdy & jest zbiorem otwartym przestrzeni X, tzn, £ = 80. wtedy
na mocy twierdzenia (A) i twierdzenia § 162 klasa wszystkich zbio-
réw otwartych przestrzeni X zawartych w zbiorze 8 jest identyczna
z klasg wszystkich zbiordéw otwartych przestrzeni A,

Gdy 8 nie jeést zbiorem otwartym przestrzeni X, to na mocy
wiasnosci (w5) z § 52 jest jednak zbiorem otwartym przestrzeni 8,
co dowodzi stusznosci twierdzenia (B).

Punktem wewng¢trznym zbioru # bedziemy nazywaé kazdy punkt na-
lezacy do zbioru 8Y Na moecy twierdzenia § 161

X, Jjest punktem wewnetrznym zbioru 8

= \/ {x:lx—x '<.-‘—‘} c8°
ce R 0
&>0
§ 167, Granica funkcji w punkcie

Niech f bedzie funkcja o dziedzinie 7 4/ i przeciwdziedzinie
UcyY , gdzie X i ¥ sa danymi przestrzeniami metrycznymi.

Punkt x, nazywamy punktem skupienia zbioru 7 wtedy i tylko
wtedy, gdy y

2 — Wyklady...
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\/ Xp= m X,
Kyy Xy ,... €T k+oo
x,,xz,..-%xo
Punkt Y% € U nazywamy granicg funkcji f w_punkcie skupienia X €T
i piszemy :

Yo = lim f(x) albo f(x) — y,

X+ Xg X X,

wtedy i tylko wtedy, gdy

/\ lim _f(x, )=
.xl,xz,...ef k +oa ( k’) yo
iy ‘xz’-""”‘o
R‘.L—Ez—r&w xk- xﬂ'

Twierdzenie (A)
Y, = 1lim fla) &

X —= X

&>0 >

" D] Zalézmy, ze

/\ \/ /\ 0< - =2 = = =
(-x-)_ I I ( lx-x,1< o | F(x) yol &
&E>0 d>0

Wtedy .
»5{}1 xl,.:c/,\...sr n.r}{z :/e\n 17 (o) —ypl<e=
e >0 x“.zz,.. X, k>N
Lim xzk.._xo
k~os
3 Xq,%g,..€ T kLT“ f(xk) 40,730 .rl—nzxof(x)

X ,X,.+ ¥ Xp
Lim .rk- .xo
koo

Zalézmy teraz, %e warunek (%) nie jest spelniony, czyli

Voot Nturs Von0: 0% = Xl <EAlf(x) =y, |>e

xel
&8 358

\/ /\ \/ 0<l.xk—x0|<—,1;f\|f'(.xk)~y0|28

EeR keM. .xksT
e >0

czyli
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Zatem

4] + x
i Yo ot F) =0 # b £E)
xIIva #Xp
(im %= %o

W ten sposdéb dowéd twierdzenia (A) zostal zakorczony.

Przechodzimy do przypadku, gd‘y Ff jest funkcja rzeczywista,
tzn, ¥ =&,. Chociaz ®, nie jest przestrzenia metryczna, to jed-
nak na mocy § 71 przediluzamy definicje granicy funkcji / w punk-
cie skupienia x; €/ réwniez i na ten przypadek, tzn.

Yo = lim f'(xjeﬁl'o =2 /\ lim fi(x) = yaefRU
‘x-...xo x xz, €T k —»co
X1y Xgpme FXg
khfmxk“xo

Natomiast do tego przypadku nie stosuje sie twierdzenie (A).
Granica dolng funkcji f w punkcie skupienia Xg€7 nazywamy
liczbe

lim :I.nrf'(.x}.d_eJE inf {g:geUA \/ y = lim Flx, J}

X > X Xy Xy €T
0 1342, k —» 00
Xy Kg,me F ¥
lim x, =«
k =00 k Y

Granicg gérng funkcji f w_punkcie skupienia x;€7 nazywamy
liczbe

“1im sup f[x)'i"f sup{y:y e U A \/ y = klim f'(.r. }

X+ Xg KyyKgy-ae €7
&5 o penn F
Lum \.rk=|xo
k oo
Twierdzenie (B) !
/\ lim inf A (x)< lim inff'(.xk]s. lim sup f’(.xkjé
.r1,.x2, €T & = xg k k-
X, Xp et LF X,
ku-rvnon xk-xo

élim _sup, f'(x)
D| Niech bedzie dany dowolny ciag
xll xaito-e TA \xi, xz,.... #xo /\kl.}:ﬂmxk =u1‘..‘0

i niech
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lim inf {'[.xk} = d
k — 00

Na mocy twierdzenia § 42

74?& nierdéwnosé ffd%)-ﬁ r jest speiniona dla nieskornczenie
r>dad

wielu £
natomiast
/A\ nierdwnosé F(x)g r Jjest spetniona co najwyzej dla skori-

reR
red

czenie wielu k

Zatem
1

Bt e Al L

7 eat ineR 2‘, ‘n) n
czyli istnieje taki podeiag &; , & ,...€ Ty Xjy X gace ;é.xo,

1 2 i 2

lim xz i .ro, zZe i
7 — 00

lim x; ) =d
11—»00’0( ln)
Z definicji granicy dolnej funkcji £ w punkcie X, wynika, Ze musi
byé
lim inf /(x) < d = lim inf £ (%)
X —» X, Ak —» 00
Analogicznie dowodzimy trzecig nierdwnosé z tezy twierdzenia (B).

Druga byla wykazana w § 43.W ten sposéb dowdéd twierdzenia (B) zo-
stal zakoinczony,

Twierdzenie (C)

Yo = .rl—i.mxo Flx) € ¥ = 1.%'?—.-1511:5 LI lxm—ﬁgg F)

D| Na mocy twierdzenia (B)

lim inf lim inf F(«x lim su X
‘xw"{a\""er x_"xota(xj = k — oo A k}é k-.scu? f'( k)%
*&aﬁ%ﬂ:ﬁﬁh
Ic-boak 0

<1lim sup A(x)
x—bxu
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Jesli zatem Yo = lim 1g1’ flx) = lim_fgp flx), to
= 0

= lim inf ) = 1im sup £ (&) = lim ()=
'x‘i:‘xz: el yo km—b{loo f‘( k) k—pm?[l k k-‘l-uof k

‘x‘.': 7“‘10
I.A.m. X, =X
k= oo k 0

=Yy = lim f(x)
Qi g
Na odwrdt,
Yo = Mu £x) = /\  yo= 1m fle) =y, =
S0

Xyy Xy yenn €T
-x1.,x2,‘..¢xo
iclfpnooxk-xo

= 1lim inf f(x) = lim sup £ (x)

x'—bxo

X .x'u

Twierdzenie (D)

Yo = Um int (1) & /\  \/ (o<|x-x0|<d”=>
e 7 reR JeR xer
r<yy >0
=,sf(.x3>r) P RIAY N (0< | -x5l<dn £lx) < r[)
- TER eR xeT
>y >0
Yo = 11 T o< |a - |< TA
S e D b o B
r<Yy >0

(=]

<|x-x0|<d‘=>f'(x) < r)

Af(x) > r‘) \/

"63 0eR =xerT
r>yo a>0

D| Zatézmy, ze

Yo = lim 1nf £lx)
X0

i niech r<y0. Gdyby

/\ N/ 0<:|x_.x0|<d‘/\f‘(.xj.gr

JESR XeT

to

N N o< |x, -xl< %Af'(xnjgr

neM x €T

skad
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lim inf F(xﬂjé r
n —+ oo

i na mocy twierdzenia (B)

Yo = lugm_jrgof(m < 1%m_3r;§ ) < 7 <Y

co jest sprzeczne, Zatem

= e VO N (o=l = < & =f(a)>7)
rex JdeR xeT
r<y, d&>0

Niech teraz r >Yye Niech & bedzie dowolna liczbag rzeczywistag do-
datnig., Z definicji granicy dolnej wynika, zZe

\V/ Kol y = Alw £{x,) = \/ o<]a, - 2|<
yeR &,%,,...&7 neR
Josy<r &y, %y, FXp '
L xk"\xo
k—poo

<SOA Flep)<r

Innymi siowy

(k%) /\ TATE Y (0<|x—x0|<d'z\f'(x)<?‘)
reRR deR «xeT .
r>Y, >0

Zalézmy teraz, Ze - odwrotnie - sa speinione warunki (¥*%) i (%9,
Niech 2 |

def . »
9 {5’- yeu.x,,\.xé...sr 5 ig'—iﬂnfka}}
&y X yeue F KX '
e S

Na mocy (%)

7 /\ = ' '
yeQ rga a‘Yst n\e/sz S | % s Byflag)en
riy, o0>0 k>n :

Jesli wprowadzimy ac-l—9£ Yo =" > 0, to mamy z powyZszego
(1) /\ /\ v = -& = lim inf £ (x) >
ye0 &€R Yo iR
£>0
Jesdli = to lim inff (x) =oco = . Zatdézmy zatem, % .
ML = n G URAEE L s e BT, amcom, Nalyo 5o

Na mocy (s¥%)
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/\ /\ \/ 0é|xn-x0|< %A;"(.xn)-(yod-e
EER neWM xue7 , ;
&>0

skad

lim inf
oo f(xp) < Yo

a na mocy twierdzenia (B)

(ii) 1§Cm_1n;0f‘(.xj < Yo

Z (1) 1 (ii) wynika, ze
Yo = }xiuxiﬁ £(x)

W ten sposdéb zakorczylismy dowdd pierwsze]j cpeéci tezy twierdze-
nia (D). Drugg czedé dowodzimy analogicznie.

Twierdzenie (E)

Z| Funkcja £ jest funkcja rzeczywistsa o dziedzinie 7cR 1 prze-
ciwdziedzinie Uc®.

T| Definicje granicy funkeji £ w punkcie podane w § 73 i § 167
sg rdwnowazne,

D| Zalézmy, ze Yo = xlimx f(x) w sensie § 167. Wynika stad, ze
— X

1i = 1im xZ) = =
KysXny=e &ET k—hmoaflf‘xkl Yo A /\ k—b 0 f k} Yo
13723 Xy, Xpyeee €T

X 2 Xp %y W Xg

=FA(Xy=) = f(xgt) = ¥y,

a zatem y, jest granicq funkcji /' w punkcie X, W sensie §5T3%

Zatézmy teraz, ze - odwrotnie - yo jest granicag funkeji F
W punkcie X, w sensie § 73. Gdyby wtedy ¥, nie bylo granicg funk-
cji £ w punkecie X, w sensie § 167, to na mocy twierdzenia (A)

Voo N ogla-al < 8 alplad=aloe
EeR deR xXET
£>0 d>0
Wobec tego istnialby cigg Xy aé, ... €7 okreslony rekurencyjnie
wzorami
0<|.x _.x|<1A/\ 0<.|-x _x|<m1n 1|.x =
1 0 k 0 k'l k-1

ked
k>1

i .ro|) A k/egt |;f'(.xk] -yol > 8
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czyli ciagg taki, ze

ke

ka— xol“Of\gE% /\} lf(xk)—gmlzc

Powyzszy ciag musialby zawieraé podciag (9kJ taki, ze

Hk i albo yk“\ X

0
z tym, ze

AN FICBERT P
£ >0

e

co przeczyloby zaloZeniu, Ze Yo Jest granica funkeji / w punkecie

%, w sensie §73. Zatem y, jest réwniez granica funkecji f w punk-

cie Xy W sensie § 167 i tym samym twierdzenie (E) zostalo udowod-

nione.
4

§ 168, Cigglosé funkecji w przestrzeni metrycznej

Dane sg dwie przestrzenie metryczne X i Y. Dana jest rdwniez
funkcja / o dziedzinie /< X i przeciwdziedzinie (U< VY,

Funkcje / bedziemy nazywaé ciagta w punkecie aj,e7 wtedy i
tylko wtedy, gdy

(140) xl_{mxof(x) = £ (x,)

Funkc je¢ / bedziemy nazywaé ciggla na zbiorze A<= / wtedy i
tylko wtedy, gdy jest ciggla w kazdym punkcie xoe,A .

Funkec je¢ £ bedziemy nazywaé ciggla wtedy 1 tylko wtedy, gdy
Jest ciggla na calej swej dziedzinie 7.

Z definieji wynika, Ze funkcja ciggla na zbiorze A4 jest cig-
gta na kazdym zbiorze Ac A, W szczegélnosci funkcja ciggla jest
ciggia na kazdym zbiorze Ac 7.

Twierdzenie (A)

£ Jest funkcjg ciagia w punkcie X9 &

— — " L
e/e\ag g.\‘!ﬂ N (o< lx-xgl<d = | fa) - flxg)| <e)
&> >0

D| Wykazemy najpierw, ze
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(¥) f jest funkcja ciagla w punkcie Xy =

= <
I Yo L) (0 |xmm] < 0 = | £e-res,)|<e)
£>0 d>0

0téz, gdyby tak nie bylo, to

skad

géé keM x,6T (0< |-\‘. }_i Alp(‘xk)-—,[’(.xo)|2£>

/3

a nastepnie

Qﬁ \/ lim « =x0nk{;JFQQ)~f@%)|2c)

Ky Ky eie T Ay

co przeczyloby (140), czyli zatozeniu, 2e funkcja [f jest ciagla
W punkcie Xy Wobec tego implikacja (x) jest prawdziwa.
WykaZzemy teraz, Ze — odwrotnie -

(% %) '
e/s\!R <>e/m x/e\r (0< | x-xp|< o = |}‘(x)_['(x0)|<£)=>
€>0 d>0
= funkecja £ jest ciagla w punkcie X,

Z uczynionego w (% %) zalozenia wynika, zZe

A Iy /\(o<|x—x0|<d‘=>

ceR deiR Mot .ET kel?
E>0  O>0 A S

= | )~ F(xo)l<e)

Wobec tego
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i na mocy definicji (140) £ jest funkcja ciggla w punkcie Xy ©2Zy-
1i implikacja (¥ %) Jjest prawdziwa., Z implikacji () i (¥ %) wynika
teza twierdzenia.

Twierdzenie (B)

Z| A jest dowolnym zbiorem otwartym takim, Zze Ac 70 A Xg € A
T| (I) #£ jest funkcja ciagia w punkcie x4 =

& (II) xl,{r\z,...eA (kl_i‘u:b X, = X9 = )’“Zl_:I...m‘m f'(\x‘é) = f'(xo}) >

& (1I1) e{}t }G/R x/E\A (0 <lx-xl< d‘=’|f“(x)—,0(.xo)|<e)
E>0 d>0

D/ Implikacja (I) = (II) wynika bezposrednio z definicji (140).
Dowdéd implikacji (II) = (II1) jest analogiczny do dowodu impli-
kacji (%) w twierdzeniu (A). Wystarczy zatem udowodnié jeszcze
implikacje (II1) = (I).

Z zatozenia, ze xje A i A «A° wynika, ze x, jest punktem we-
wnetrznym zbioru 4 i wobec tego
(1) \V {,x:lx—xol‘i d‘l}CA

dieR

hi-

Niech d‘z = min (d, (5'1]. Wtedy na mocy (III) 1 (i)

% Vv /\ 5y 1F@ - Fl<e

& dre® xefx:|a-x,l<
: 250 =%
skad
Aoe (ot VL el vl
Xq, &gy €T N Xy w00 d'e)sg ko€ fg?lr(to

o -l < g = N VO /A 1A - Flg)l<e =
£>0 k> ky

= ktimw F(x, )= F (x5 ))
czyli funkeja f‘ jest cigga w punkcie Xge To dowodzi, Ze implika-
cja (II1) = (I) jest prawdziwa i tym samym dowéd twierdzenia (B)
zostatl zakoriczony.

Funkecje £ bedziemy nazywaé jednostajnie ciggla na zbiorze 4
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

/A \e/w xf,\xed (|-x sxl=de ”‘(‘x) _f'(‘xo)l{‘c)

ceR o
£>0 J>0
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Z powyzszej definicji wynika, ze funkcja jednostajnie ciacia
na zbiorze otwartym 4 jest zawsze ciggla na tym zbiorze.

§ 169. Twierdzenie

ZJ Dane sg dwie przestrzenie metryczne X i Y oraz funkcja ciagia
T o dziedzinie /= X i przeciwdziedzinie Uc Y.
ﬂ I, A= Z"1(8) A B jest zbiorem otwartym przestrzeni U=
= A jest zbiorem otwartym przestrzeni 7.
II. A= ?-1(8) A B jest zbiorem borelowskim przestrzeni U=
= 4 Jjest zbiorem borelowskim przestrzeni 7.
}j Udowodnimy najpierw teze I. Gdy B = 0, teza jest oczywista,
gdyz na mocy (105) jest 4 = 0., Zaldézmy wiec, ze B jest zbiorem

otwartym niepustym. Wtedy na mocy twierdzenia § 161

/\ \/ /\ ('r(.x)—c(.xo]lf-;ezpr:(x)eﬁ)

T(xp)€B" ggﬂg Ex)e U

a na mocy ciagltoseci funkcji i twierdzenia (4) z § 168

ANent N - i /\(|x—x0|<o“:r'r(.x)—r(xo)|<c)=>

Xg€A ceR JeER wer
0 &£>0 d>o0

= /\ \/ /\ (lx-x0|<d=>3(x)68) (Fe})

Xg€A deR XEeT
>0

) /\ \/ /\(|x—x0|<d‘=>xsa4-?*l(3))

X,€A Xer
(108) o AL

Wobec tego na mocy twierdzenia § 1614 jest zbiorem otwartym prze-
strzeni T,

Przechodzimy teraz do dowodu tezy II. Niech % oznacza klase
tych wszystkich zbioréw f<= ¢/, dla ktérych r-1(8) jest zbiorem
borelowskim przestrzeni 7, Na mocy udowodnionej juz tezy I klasa
& .nie jest pusta, gdyz zawiera wszystkie zbiory otwarte przestrze-
ni (/. Tym samym klasa & speinia warunek (61) dla 6-ciakl,

Jedli Re & czyli t_i(ﬁ') jest zbiorem borelowskim przestrzeni
7, to na mocy (129) i (111)

g"i(U_B} - 'L"1(U] - r'1(83 =7 = ?-1(8}
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Wobec czego U -Be x , poniewaz / - r'i(ﬁj jest zbiorem borelow-
skim przestrzeni /., Zatem klasaX speinia warunek (62) dla 6-ciak,

Jed1i 8., 8,, ...eX , ozyli e48,), t™(8,), ... sa zbiora-
mi borelowskimi przestrzeni 7, to na mocy (128)

=1 (S5 el b i
(Ja)= 0 &)

k=1 £

wobec czego L{ 8,€ X , poniewaz U _1(5k] jest zbiorem bore-
k= k=1

lowskim przestrzeni 7. Zatem klasa # speinia warunek (63) i jest
6-ciatem przestrzeni 7.

Poniewaz O -cialo A" zawiera wszystkie zbiory otﬁarte przestrze-
ni U, a ciatod? zbiordéw borelowskich przestrzeni U jest z defini-
cji najmniejszym 6 —ciatem Zawierajacym wszystkie zbiory otwarte
tej przestrzeni, wiec

.‘5}'.‘) =N

co oznacza prawdziwosé tezy II.
W ten sposéb dowéd twierdzenia zostal zakonczony.

§ 170, Twierdzenie

z| 1° Dpane sg dwie przestrzenie metryczne X i)Y oraz funkecja jed-
no-jednoznaczna o dziedzinie /7 & X i przeciwdziedzinie
= Y
2 Funkcje © i 1 sa ciagle.
3°.(¢ jest 6-cialtem zbioréw borelowskich przestrzeni /7, a.A’6-
-cialem zbiordéw borelowskich przestrzeni (.
T X =) A= ien).

D| Na mocy tezy II twierdzenia § 169 zastosowanej kolejno do

funkeji 7 i 1 mamy

(%) e (P)eM A T )N

skad na mocy (120) i (134)
(% %) S Sl P(J()AJ(CC"I(J(’)

Ze wzoréw (x) i (xx) wynika teza dowodzonego twierdzenia,
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