VII, ROZKLADY PRAWDOPODOBIENSTWA NA PROSTEJ

§ 231, Wiadomodci wstepne

Rozkladem prawdopodobieristwa na prostej bedziemy nazywaé kaz-
dy rozktad prawdopodobierstwa P w przestrzeni probabilistycznej
(®,8B,P,), gizie B jest G-ciatem zbiordéw borelowskich na pro-
stej.

Rozktadom prawdopodobielistwa na prostej w sposéb wzajemnie
jednoznaczny odpowiadajg dystrybuanty jednowymiarowe, majgce zgod-
nie z § 216 wtasnodei (145)-(149). Na mocy wzoru (65) z § 137 mamy

4

(166) /\ F(x) =P [( -00} x)] fdp (u) =_de(u.)

d’.‘G.ﬂo oo

W szczegbélnodéci mamy zawsze

+ 00 + oo

(167) /:;ﬂ(.x) =P(R) =1 = f dF (x)

- o0
Dla rozktadéw prawdopodobieristwa P na prostej sa prawdziwe
wzory (76)-(85) z § 138,
Bedg nas interesowaé przede wszystkim rozktady prawdopodobien-

stwa dyskretne i ciagte, ktére zdefiniujemy i oméwimy w paragra-
fach nastepnych. Nie wyczerpujg one klasy wszystkich moziiwych
rozktadéw prawdopodobieristwa na prostej, ale w zastosowaniach od-
grywajg dominujgcg role.

§ 232, Rozklady dyskretne prawdopodobienstwa na prostej

Rozkladem dyskretnym prawdopodobiefstwa AP na prostej, albo
krécej rozktadem dyskretnym P, bedziemy nazywaé taki rozktad pra-
wdopodobieistwa F na prostej, dla ktdrego istnieje przestrzen pro-
babilistyczna co najwyzej przeliczalna (V, S,u ), gdzie fc R ,
taka, Ze
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(168) /\ p(a)del y(Anr)
Ae B

Jak wiemy z § 135, § jest klasg wszystkich podzbioréw przestrze-
ni 4, ktére z definicji sa co najwyzej przeliczalnymi sumami zbio-
réw jednoelementowych {x}, gdzie ax€X i tym samym xe¢R , Zatem
ScB i YeB , a z drugiej strony AnXc X , skad An Xe S.

Wykazemy najpierw, ze wzér (168) definiuje rozktad prawdopo-
dobieristwa, czyli miare unormowana ma 6-ciele JB. Warunki (v1)
i (¥2) miary unormowanej sa dla funkcji P okreélonej wzorem (168)
oczywiste, Mamy dalej

P(R) = (R0 X) =u(y) =1

a wigec jest speiniony warunek (¥3). Mamy wreszcie dla Ai,Az,...e.ﬁ

o0 O

=2 uUpn k) = 20 P4

i jest tym samym spelniony warunek (v4). Zatem, istotnie, wzér
(168) okreéla rozktad prawdopodobieristwa na prostej.

Niech

X={11!1'2!‘“}' xi,xz,...,cﬂl . xi%Jj dla 1 *]

i niech

(169) k/e:\fﬂ P, def d(), Pyt Pyt eee =1
Na mocy (168) mamy

(170) PA) = 3 p,, P(R) =2 P =1

W szczegdélnosci na moecy (166) dla rozktadu dyskretnego 2 jest
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F(x) =
(171) x/e}; : (2) ;.%'z Pe
X <X

Wynika stad, ze dystrybuanta rozkiadu dyskretnego jest funkcja
skokowa i na mocy wzoru (85) z § 138 jest

(172) iQp’f Fla+) = F ()

Gdy przestrzen X jest skoficzona, rozktad F bedziemy nazywacd
rozktadem dyskretnym skorczonym., Gdy przestrzen X jest przeli-
czalna, rozktad AP bedziemy nagywaé rozkladem dyskretnym przeli-

czalnym,

§ 233, Rozklady ciggle prawdopodobiernistwa na prostej

Rozklad prawdopodobiefistwa #Z na prostej bedziemy nazywaé cig-
giym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja / mierzalna «w i
nieujemna taka, Ze

(173) /\ P = [rnda
AecdB i

Jak poprzednio, B oznacza klase zbiordéw borelowskich na prostej,
a «) miare Lebesgue’a na prostej.

Na mocy wtasnoéci (c54), gdzie przyjmujemy X =Y=%R , §=7= 34,
#4=w 1 0(X) =x, kazda funkcja P zdefiniowana wzorem (173),gdzie
£ jest funkcjg mierzalng «, nieujemng, taks, ze

+00

(174) f F(x)dx = 1

- 0a

jest rozkladem prawdopodobienstwa na prostej.
Funkcje {‘, mierzalng « 1 nieujemnsa, speilniajgca warunki (173)
i (174), nazywamy gestos$cia prawdopodobienstwa rozkiadu P.
Rozklad prawdopodobieristwa /7 jest zatem ciggly wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje dla niego gestoéé prawdopodobienstwa.
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Twierdzenie A

Rozktad prawdopodobienistwa # o dystrubuancie F jest eciggly
wtedy i tylko wted?, gdy istnieje funkcja [/ mierzalna «) i nie-
ujemna taka, ze

X
(175) /\ F) =f £ (u)du

XER,

D] Gdy rozktad A jest cigglty, to dla 4 = { —co;X) na mocy (168

i (173) otrzymujemy (175). Jeéli - odwrotnie - istnieje taka funk-
cja £ mierzalna « i nieujemna, %e zachodzi (175), to wprowadZmy

funkecje

) 4) 2ef Yd
(% A/E\ﬁ v(4) Aff'(.x x

Na mocy (175) jest spelniony warunek (174), a na mocy wkasnosci
(e54) P jest miarg unormowana na prostej. Ze wzoru (175) wynika,
ze F jest dystrybuantg miary p , a z twierdzenia § 115, ze v= P,
Wobec tego wzér (¥) jest réwnowazny (173) i rozklad P jest ciagiw
Dowdéd twierdzenia (A) zostal zakoriczony.

Na mocy witasnosci (e72) z § 228

(178) F(x) = £(x) w kazdym punkcie ciagtosci funkcji /

Na mocy (175) i wtasnosdci (c68) dystrybuanta rozktadu cigglego
jest zawsze funkcjg bezwzglednie cigglg, a wiec na mocy twierdze-
nia (B) z § 180 - jednostajnie ciagla na catej prostej.
Twierdzenie (B)
Jesli rozktad ciagly P ma dwie gestosci prawdopodobieristwa £
ig, to f EEX g
D| Niech

A 2oL (r: p) > g0}, A% [x: p0) (g2}

A ek fx: p(a) = g(0}

Na mocy twierdzenia § 196 zbiory Ai,Aé,%% sq mierzalne. Mamy
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pay) = [p@rde = [ g@de = [ (p@) - g0 dx =
4 Ay A

HO w(4y) =0

Analogicznie otrzymujemy (A,) = 0, a nastepnie O( R -,43) =
= w(dy + A2) = h(Aij +¢J(A2) = 0,skad wynika, ze /EZX g,co bylo
do dowiedzenia.

Jedli rozktad P jest ciggity, to

/\ Pap = o

(177) A€R

poniewaz dla A={x} Jjest @W(A) = 0 i na mocy wlasnosci (c1)

P(A) =fp(x)dx=f{"(x)du(x) =0
A 7/

Rozklady ciggle definiuje sie¢ najczesciej przez podanie ich
gesto$ci prawdopodobieristwa.

§ 234, Wartosé drednia

Wartoscia drednig funkeji k, rzeczywistej lub zespolonej, zmien-
nej rzeczywistej, mierzalnej P, ze wzgledu na rozkiad prawdopo-
dobienistwa ” na prostej, bedziemy nazywaé liczbe

(178) Rl [ hydp@ = [ & (2) dF (2)

~ oo

gdzie F jest dystrybuanta rozkiadu P,

Wartod$é drednia funkcji 2 nie zawsze istnieje,a jesli istnie-
je, nie zawsze jest skonczona,

W szczegdélnodci wartoscig Srednig rozkladu prawdopodobienstwa
P na prostej bedziemy nazywaé liczbe X okredlong wzorem

+00 + 00
(179) 2% [ xap () = [ xdF

20 — Wykbuly...
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Liczba X nie zawsze istnieje, a jedli istnieje, nie zawsze jest
skonczona,

Pojecie wartosci sSredniej (178) jest naturalnym uogdélnieniem
pojecia Sredniej wartosci funkeji w przedziale (a;b) dla calek
Riemanna

b
R ﬁfh(x)d.r a,beR
a

Otdéz naturalnym uogdlnieniem powyzszego pojecia na catki Lebes-
gue'a jest
d

- ef
M= =@ jf”d‘“

W przypadku A= R , ze wzgledu na to, ze P(R) = 1, wzér tenprze-
chodzi dla u =P we wzér (178),

Wykazemy, %ze dla rozkladéw dyskretnych, dla ktérych X =
= {& 00}y WEA; dla D4, &y,%,...€ R, 1 dla kté-
rych wzorem (169) sa okreélone prawdopodobierstwa p 11Poyees ta-
kie, ze p, + Py + «u. =1, wzér (178) przyjmuje postaé

m

(180) h = % Py R (X)), meN vm= oo,

0 ile w przypadku funkcji rzeczywistej A~ jest spelniony warunek

(181) g,&"’ka)(m v k%pk-h(.z}t) 3 oo

gdzie
U2 (ks ke akg<m A 1 () > 0},

V‘Eﬂ{k:kem AKk {m A h(x;)‘(o}

a w przypadku funkecji zespolonej h = ro+ w , gdzie r iu sa funk-
cjami rzeczywistymi, warunki

- (182) “Z,U;pk r(.xk)<oovk§ pk-r(.rk)>-oo

r
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18 ; oo ulx) > -
(182) “2%{ P @ (xk} < vkg;yu Pe u( i) > =ioo

U,.c-iﬁf{ktkeflb Ak {m A r(.z.‘k)>0},
Vrg{iakgﬂt Akgma r)<o}

U2 kem A k <m A ulx,) >0},

%C_lﬁi'{k:kem Ak m A u(xkj<0}

Istotnie, na mocy (178) mamy

Przyjmujac

mamy

ties
15w hlx ) meR vm= oo
k=1 (“’{Ak'

a poniewaz na mocy (170)

P(A,) =p,  Ma k=1,2,...

wiec na mocy zatozer (181) i (182) i witasnosci (c23) otrzymujemy
wzér (180). :
Zauwazmy jeszcze, ze W przypadku funkecji rzeczywistej A waru-
nek (18i), a na mocy nieréwnosci (ii) z § 230 w przypadku funkeji
zespolonej % = r + tu warunki (182) sa spelnione, gdy
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(183)

M3

-

P | ~ (xk)l {0

K-

Warunek (183) jest zatem wystarczajgcy na to, by miata miejsce
réwnodé (180).

Wykazemy teraz, ze dla rozkladdw cigglych A~ o gestosci praw-
dopodobienstwa £ wzdér (178) przyjmuje postaé

+ 00

(184) h =f h(X) P(x)dx

przy zalozeniu istnienia wartosci $redniej % , tzn, istnienia cal-
ki (178).

Wzér powyzszy wynika bezposrednio z twierdzenia o podstawia-
niu, tzn., wlasnosci (c53), gdzie nalezy przyjaé A =Y =R, J=
T=8, d=w, gdzie & jest miarg Lebesgue’a na prostej, V=
P, g=mpf I T(ax) =

Wartosé drednia rozkladu dyskretnego na moey (179) i (180)
wyraza si¢ wzorem

(185) & =

k

m
X meW v m= oo
=1 Fre i 0

z tym, Zze w przypadku m =oco ma byé spelniony warunek
(186) = P, <00 v EEV&xk>-m

kel

gdzie

US4 ke A > o}, Vﬂ{;&: kela & < o}

Wartosé Srednia rozkladu cigglego na mocy (184) wyraza sie
wzorem

oo
(187) X = f.x-,!’(.r)d.x

przy zaozeniu istnienia tej catki.
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Z definicji (178) wynika na podstawie odpowiednich wlasnosci

catek Lebesgue’a

(188) ar+b =ar+b, a,beR albe a, be3B
(189) Ry *eosthpy = hy + oo + hy,
meRN A /\ ]%](m
kef1,...,m}
(190) ahy +...4auh, = 0'11}'1 Funine +am,Em,

me%' ai,...,ﬂmGSE

/\ |';Ik| { oo

ke{1,...,m}

§ 235. Momenty

k-tym momentem zwyklym rozkladu prawdopodobieristwa 2 na pro-
Stej albo po prostu k-tym momentem rozkiadu # nazywamy wartosé
Srednig funkcji.xk, gdzie ke N , wzgledem tego rozktadu tzn,
liczbe

+ 00 + 00
(191) mk‘."—f-fka dpP (x) =f.rk df (x), ke,

gdzie F jest dystrybuanta rozktadu P, przy zaltozeniu, %e taka
liczba istnieje.
Z powyzszej definicji wynika m. in., ze
E =m1

Jest pierwszym momentem danego rozktadu P£.
W przypadku rozktadu dyskretnego mamy na mocy (180)

(192’ m =2P' utjk’ k’(—:ﬂ. WGSZ VM = oo
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z zalozeniem, ktdére dla k£ parzystego jest zawsze speilnione, ze
w przypadku m =oco jest

’.“'oo -_J.‘>_oo
(193) J%; EJ‘IJ < VJ'EZV Pj xJ
gdzie
Ugg{j:‘jcﬁlnx}‘>0}, Vﬁ{j:JeﬂZA .xj‘<0}

W przypadku rozktadu ciggltego F mamy na mocy (184)
+ o0
(194) my, = f.x“,f‘(x)d.:r, kel
- 00

przy zatozeniu, ze taka catka istnieje, Zalozenie to dla k£ parzy-
stego jest zawsze speinione,
k=tym momentem centralnym rozkladu prawdopodobienstwa F na

prostej albo po prostu k-tym momentem centralnym rozkladu P na-
zywamy warto$é drednia funkeji (o -.f)k, gdzie ke 9 a X jest
wartoscig sSrednig rozktadu P, tzn., liczbe

(195) @l [ (z-BFap@ = [ (x-2Fdr @

przy zalozeniu, %e taka liczba istnieje, co Jjest uwarunkowane
m, in. istnieniem wartodci éredniej & .
W przypadku rozkladu dyskretnego /# otrzymujemy na mocy (180)
wzér
< k
(196) &, =J§) pj (% = &)

x ke, meRvm=oo

z zatozeniem, ktére w przypadku istnienia wartosci Sredniej X i £
parzystego jest zawsze speilnione, ze w przypadku m = oo

7Yk (o%] : ._—k - 0o
(197) % pj(‘rj-x) {oo v J%@(-IJ 7
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gdzie
pag {jsjem A (z; -&)"

; >0}

[ {J:jeﬂt A (xJ--,f}"<0}

W przypadku rozkiadu cigglego P na mocy (184)

+ 0o

(198) &, =f (x- %) P (x) dx

~ 00

przy zatozeniu, 2e taka catka istnieje. Gdy wartosé sSrednia X
istnieje i & jest parzyste, zalozenie to jest zawsze speinione.

W przypadku gdy wszystkie momenty my,...,7, 1istnieja 1 sa
skoficzone, tzn. |m,| {00, uusy [m| (o, mozna tatwo wyrazié mo-
ment centralny u, przez momenty zwykle, positugujgc sie rozwinie-
ciem dwumianu Newtona:

(=) =( Kb (l)x 5T @ s AR5 et senE(E)E”
Otrzymujemy stad na mocy (191) i (195) wzér

@lk = (g)mk—(f)m’lnge_i tooat (—1}’(- ()’c 2) f 2???2 +

e (ARl

czyli

ﬁlﬁIl%L%_E_ 1n% 5 W evead (- 1)k_2 é%—:l— 1 ﬂ% s

+ (-1)"'1 (k-i)rrzik dla k= 2,3,...

Dla k = 1 mamy zawsze w przypadku, gdy wartos$é érednia X istnie-
je 1 jest skonczona:

(200) 4, = f (X = X)dA(x) -fxdﬂ(x) .xfdp(x) w Ko I 1O
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Dla k= 2 otrzymujemy na mocy (199)

—m$=m =X =aI -&

(201) My =M 5

2

Moment &, nazywamy wariancja rozkladu prawdopodobieristwa A,
a liczbe

(202) S =y

standardowym odchyleniem rozkladu prawdopodobieristwa £, Nalezy

tu zauwazyé, ze na mocy wzoru (195) wariancja rozktadu A istnie-
je, gdy istnieje wartoséé érednia X , i zawsze jest nieujemna, Na-
tomiast wzér (201) ma sens wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skori-
czona warto$é X, Jedli bowiem .fz = oo, to na mocy nierdwnosci
Schwartza oraz wzoréw (191) i (167)

} oo 2 + 0a :m (B2
x2 =(fxdp)<< f x?dp -de=x2

skad &2 = 00 i wzér (201) traci sens.

Zauwazmy jeszcze, ze wariancja Yy = 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy rozklad P jest dyskretny jednopunktowy, tzn., istnieje tylko
jeden punkt & e®  taki, ze P{q}) =1, a P(%R - {x}) = o,
Jedli bowiem dly = 0, to na mocy (195)

+ co

(x - 3)2 dp (2

- 00

]
o

i na mocy wiasnosci (c13)

p . w.R
(x-x)2 =

co0 oznacza, e IE[ <oo i
PR - {x}) =0

Na mocy réwnosci

P(R) =P({ZP + P(R -{&) =1

—
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otrzymujemy

pP(fx}) =1
Jedli - odwrotnie - P jest rozktadem dyskretnym jednopunktowym i

pp =P} =1, X €R, P(R - {x}) =0

zgodnie ze wzorem (169), to na mocy (185) mamy

a na mocy (196) &, = O.
W przypadku rozktadu dyskretnego P wariancja dos zgodnie ze
wzorem (196), jest rdwna

m m
—\2 N D - e
(203) &, = 12_1: pj (.1:;- -8° n ﬁ;:}-{rf -X°, meMvm =0

Zalozenie (197) jest tu zawsze spelnione, gdy istnieje wartosé
§rednia X, ale ostatni czlon we wzorze (203) ma sens tylko wte-
dy, gdy &< oo

W przypadku rozkiadu ciaglego A wariancja o zgodnie ze wzo-
rem (198) jest rdéwna

(000 uy = [ (x-@p@de g [ Ppe0 da- 2

przy zatozeuiu, ze wartosé srednia X istnieje, z tym, %e - ana-
logicznie - ostatni czion ma sens tylko, gdy .fa<cn.
Warianeja rozktadu P ma nastepujaca wiasnosé:

(205) Uy = ;eiilf (.x-a)zdﬂ(.;r), gdy |&) (oo

Istotnie, w przypadku gdy |X|< oo , mamy

4+ 00

[x-a?ar(@ = [ [x-2) + (G-a)) abia) =

- o9
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+ o0 + 00 § 00

- S @2%p(a) + 2@-0) [ x-D ) + F-0® far (@) oy

= 0o

+ (% - a)?

skad wynika, Ze minimum jest osiggniete dla @ =.X, Wzér (205)
jest zatem prawdziwy.

Wartosé sSrednia & 1 wariancja Uy sa najczesciej uzywanymi
parametrami rozktadu prawdopodobierstwa / na prostej. Nieco rza-

dziej uzywa sie tzw. wspdélczynnika asymetrii ,;‘1 okreslonego Wwzo-
rem

(206) 3'1 fﬁ- _‘UQ__S_’ gdy  dy #0
Vi)

oraz tzw, wspdlczynnika splaszczenia fz okredlonego wzorem

Ll
(207) a'2d=‘o-&[—; -3, gdy Wy #0
2

Uzasadnienie definicji (207) znajdziemy nizej w opisie tzw., roz-—
ktadu normalnego. Momenty Ay i (:14 wystepujgce we wzorach (206)
i (207) mozna na mocy (199) wyrazié wzorami

(208) dg =My = Bmymy, + 2

(209) dy = my = dmymy + Gmim2 - smi

Mniejsze znaczenie praktyczne majg tzw., momenty bezwzgledne,
k-ym bezwzglednym momentem centralnym rozktadu prawdopodobieristwa
P na prostej albo krécej k-ym bezwzglednym momentem centralnym roz-—
ktadu P nazvwamy warto$é Srednig funkeji ].x-‘ir'il‘i gdzie ked ,
tzn, liczbe

+ 0o
(210) y'k]gg_l?j s -.flde(x)

przy zatozeniu, Ze wartoéé Srednia X istnieje.
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Moment ‘”Ill nazywamy sdrednim odchyleniem bezwzglednym rozkla-
du A, Mamy na mocy (210)

4 00
def

(211) (ull,—'—flx—f\dﬂ(x)

- 00

Jak wynika z definicji (210), momenty &), zawsze istnieja, gdy
istnieje warto$é $rednia &, i sa nieujemne.
Ponadto, jak tatwo zauwazyé,

(212) g =& dla 4 parzystych

-

§ 236, Kwantyle

Kwantylem rzedu p, gdzie p € (0_;1), rozkladu prawdopodobiern-
stwa P na prostej nazywamy kazdg taka liczbe 2 ze

(213) F(z,) S p< F(zp+)

gdzie F jest dystrybuanta rozktadu P . Innymi siowy, na mocy wzo-
ru (81) z § 138, kwantylem rzedu p nazywamy kazdg taka 1liczbe
zp, ze

(214) P(< =0 32p))S pS P(<- 25 2,5 )

Gdy rozktad P jest ciagly, wtedy na mocy definicji (213) kwan-
tylem rzedu p mnazywamy kazda takg liczbe zp, ze

(215) /-‘(zp) =p =P(<—M;:zp))

Mediana nazywamy kwantyl rzedu % . Bedziemy ja oznaczaé sym-
bolem 2.,

Kwantyle dowolnego rzedu p (pe (031)) i w szczegélnosci media-
na istnieja zawsze dla dowolnego rozkiadu P, ale na ogét nie sag
okreélone jednoznacznie. Na mocy wzoru (213) kwantyle sa zawsze
skoriczone, tzn, Izk]< 0o

Mediana m rozktadu /~ ma nastepujgca wtasnosé:

+ 00

(218) :Z:].r-rﬂdf’(x) = j |x - a|ar(x)

=00
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