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Moment nazywamy średnim odchyleniem bezwzględnym rozkła­

du P. Mamy na mocy (210) 

(211) ^ U l ^ / \*-.JĆ\dP(£) 
- oo 

Jak wynika z d e f i n i c j i (210), momenty {i zawsze istnieją, gdy 
i s t n i e j e wartość średnia X , i są nieujemne. 

Ponadto, jak łatwo zauważyć, 

(212) ^L\k\ ~ ^k d l a k P a r z y s t y c n 

§ 236. Kwantyle 

Kwantylem rzędu p , gdzie p e (0 } i ) , rozkładu prawdopodobień­
stwa P na p r o s t e j nazywamy każdą taką liczbę 2̂ , że 

(213) f(zp) < p< F(*p + ) 

zo-gdzie F j e s t dystrybuantą rozkładu P . Innymi słowy, na mocy w 
ru ( 8 i ) z § 138, kwantylem rzędu p nazywamy każdą taką liczbę 
zpt że 

(214) p( < - oo vzp ))4 p4 P i < - 0 0 ; *p > ) 

Gdy rozkład P j e s t ciągły, wtedy na mocy d e f i n i c j i (213) kwan­
tylem rzędu p nazywamy każdą taką liczbę 2̂ , że 

(215) F(Z) - p =/>(<- )) 

Medianą nazywamy kwantyl rzędu | . Będziemy ją oznaczać sym­
bolem rh . 

Kwantyle dowolnego rzędu p (pe ( 0 ; i ) ) i w szczególności media­
na istnieją zawsze dla dowolnego rozkładu P , a l e na ogół n i e są 
określone jednoznacznie. Na mocy wzoru (213) kwantyle są zawsze 
skończone, t z n . )2^j< oo . 

Mediana tn rozkładu P ma następującą własność: 
•*— t-oo +oo 

(216) / \x-m\dP(Jc) = min I \x. - a I dP(x) 
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I s t o t n i e , gdy a > rn , to 

ł oo U łoo 

J \ x-a\dP(x) = f (a-x)dP(x) + f (x-d)dP(x) = 

m + 

= f (a-x)dP(x) + j (a-x)dP(x) + / (x-d)dP(.X) 

~°° m+ iń+ 

- j (x-a) dPU) = / (m-x)dP(x) + y (a-m dP(x) 
777+ -00 _ 0 ° 

a + 00 + 00 

+ (ar-.r) d P ( # ) + y Cr-/S) dP (je) - J (a-ff?>dP(x) = 

m+ fi* ™+ 

+ o» (7 , m+ ł o o 

= y \x-i7l\dP(x) + 2 / (a-jr) dPfccI + ( r r - ^ f / dP (x) - / rfP(x)) 

A l e w j e s t taką liczbą, że 

772 + 

W ł 

skąd 

- CO 

• CO ł OO ftf+ 

J dP(x) = ydP(*) - J dP (jf) . i - F | 

~ , r « ł 00 . 

2 / (a-x)dP(x)±(a-m) If dP[x) - J dP(x))>0 
Ttfł - M rn + 

+ 00 

i całka y \x-a\dP(x) p r z y b i e r a najmniejszą wartość d l a a = m, 
-©o 

Gdy a ^ w , to 
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*00 O too 

J \JC-a\dP(x) = j (a-x)dP(x) + f U-a) dP(x) = 

tn m 
• J (a-x)dP(x) - J (a-x)dP(x) + f (x-a)dP(x) + f (x-a)dP(x) = 

-oo a m a 

m m in 
= J(m-x)dP(x) + f (a-m)dP(x) + 2J (x-ct)dP(x) + 

+00 +00 too tn 
+ 

m iii 
f (x~fn)dP(x) + / (w-a)dP(j:) = J \x-m\dP(x) + 2J {x-a)dPU) 

+ 00 tn 

+ (jń-a)(JdP(x) -f dP (x)\ 

Ponieważ 
+ 00 +00 W2 

dPU) =JdP U) - J9 dP{x) = i - F(f, > | 

w 

y ^ (JC) - f (/*)< 1 
więc 

2y(x-a)dP(x) + (m-a){j_ dP(x) -J*dP(x)^ > o 

i całka J*\x-a\dP{x) również przyjmuje najmniejszą wartość d l a 
Ct=fh, Tym samym własność (216") została udowodniona. 

§ 237. Funkcja charakterystyczna rozkładu prawdopodobieństwa. 
na p r o s t e j 

Funkcją charakterystyczną rozkładu prawdopodobieństwa P na pro­
s t e j albo krócej funkcją charakterystyczną rozkładu P nazywamy 
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wartość średnią f u n k c j i e ze względu na rozkład prawdopodobień­
stwa P o dystrybuancie P(JC) , t z n . funkcję zespoloną 

(217) tf(t) e i U dP (x) = f ediX dF(x) . ( t e SR ) 
-00 - 00 

Funkcja charakterystyczna i s t n i e j e dla każdego rozkładu P na mo­
cy własności (c24) całek Lebesgue'a, ponieważ 

^ " +00 

(218) \e{łjc\ = ) cos ( t o ) * i sln(iar) | = i A /1 e ^ | r f P ( j r i = 
-00 

J 
4 00 

= 7*dp u) = i 
- 00 

Dla rozkładów dyskretnych P funkcję charakterystyczną można na 
mocy (180) wyrazić wzorem 

(219) cf(t) = X) e k-P, , weft v m = 00 
k-\ * 

ponieważ na mocy (218) 

m m 

1 warunek (183) j e s t zawsze spełniony. 
Dla rozkładów ciągłych mamy na mocy (184) 

4 BO 

(220) 9>(<) = f e l i t Z f ( x ) d x 
-o* 

i całka ta na mocy (218) zawsze i s t n i e j e * 
Funkcje charakterystyczne są wygodnym narzędziem w dowodach 

w i e l u twierdzeń rachunku prawdopodobieństwa i odgrywają w tym r a ­
chunku ważną rolę. 



Podstawowym faktem w t e o r i i f u n k c j i charakterystycznych j e s t 
wzajemnie jednoznaczna odpowiedniość między rozkładami prawdopo­
dobieństwa P na p r o s t e j a funkcjami charakterystycznymi. Wzór 
(217) gwarantuje, że każdemu rozkładowi P odpowiada dokładnie jed­
na funkcja charakterystyczna y> . To, że - odwrotnie - każdej funk­
c j i c h arakterystycznej ip odpowiada dokładnie jeden rozkład praw­
dopodobieństwa P, gwarantuje następujące twierdzenie. 

Twierdzenie (A) 
1 fit) j e s t funkcją charakterystyczną rozkładu P o d y s t r y -

buancie F (x) . 
ZJ 

U 

2 xt a e 31 są punktami ciągłości dystrybuanty F. 

F(x)-F(a)= l i r n ^ ±TJ % <f(i)dt 

Dj Zanim przystąpimy do właściwego dowodu, udowodnimy potrzebny 
później lemat. 

Lemat 

1 f s i n 
$ J t 

tnjŚ dt = 
1 
2 

d l a 
d l a 
d l a 

y > o 

y - 0 

y < 0 

Dowcjd lematu 
Wystarczy wykazać, że: 

T U 

ponieważ d l a y = 0 lemat j e s t oczywisty, a d l a y ^ 0 mamy pod­
stawiając | y \ t = X 

c\y\ 
f *±rUłL d t = l l m f Einj£ ^ u l l m f sinx 

J t C - » o o J i C-*o°J J 
dx= 

0 
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Aby wykazać ( i ) , obierzmy dwie l i c z b y 

h m, i c=mft, gdzie k,me^t 

i rozpatrzmy równość 

/

O O 

* ! § £ * * - £ . - i * t * s i n o: ̂  _ 'Sp s i n t nh ) 

O O 

djc - V 

Mamy na mocy d e f i n i c j i całki Riemanna 

A A V A 
weff i £ e 3 ł Areft fcett 

c 
s i n x 
~x 

dx -
km-1 

s i n nh 
72 

h 

O 7!=1 

s i n 
nh 

• h < S 

Następnie 

c rnSi J htu 

s i n a 

X 
dx 

W + (777+ 2j ) 

du - * £ - ^ du < 
j-o J [u+ (777+2/)Sf] [u+(777+2j + i)3r] 

u + (w+ą/ + i)ft 
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ot 
< i E f 

7-0 J 
= 2 

0 0 i 

fto \m+J m+J+± <£ -

co dowodzi zbieżności całki ( i ) . Ponadto 

Y"* s i n nh 
n-km 

km+k-\ km+2k-1 

n-km n=k(Tn+l) 
s i n nh 

n 

jp s i n nh 
j-0 «-*(«*/) n*l+k(?n*j) 

oo k-1 ( x • i \ 
j«0 Z-0 \ / 

oo Ar-1 
V"* s i n Łft < 

< X : .X/ ^ Jfc(w+2/H(ro+2/ J=0 7,= 0 A 
i 
77+27+1) (m+2j) (fW+2J + i ) < 

OO OÔ  , » 
< (w+i)(m+j + i ) = (jff+J " m+j+1 J = W 

oo 
co dowodzi zbieżności szeregu 22 s l l ^ f t . jed n o s t a j n e j względem 
A. Wobec powyższych oszacowań 

A A V A 
TWC$R eeSR fc0e9ł fceSfc 

£ > 0 u * > fc 
/

O O s i n JC V^ s i n **« < - + £ 
> 77? 

21 - WyWai/y... 
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skąd ze względu na dowolność l i c z b y m, 

A V A 
eeSl J t 0

e ^ ^eSfc 
P > 0 * > fe0 

s i n rẑ  

a d l a /?—•<"), c z y l i £ —»• co 

A 
e >o 

oi 

jf) s i n X 
X dx - l i m £ < e 

skąd ze względu na dowolność l i c z b y £ 

( i i ) J sina: 
0 

s i n Tih dx = l i m 5^ 515. 

Rozwińmy teraz funkcję 

( i i i ) zyU) a r c t g 

w szereg Maclaurina 

( i v ) 

gdzie 

a 0 = y{o) = o A A a n = 

Mamy 

c z y l i 

y'(*) = sin /z 

1-2 ar cos/2+.z2 

( i - 2 cos/z + X2) y\x) = s i n h y'(0) = s i n /z 

Różniczkując tę równość otrzymujemy kolejno 
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2(X-Cosri)i/' (x)+(±-2x cosh+A2) y"{x) = O, -2cos/i y'(o)+z/"(0; = O 

2y'(x)+A,(x-cosh)y'\x)+(±-2x oo8h+x2)y"'(x) = o 

Gy"(x) + 6(X-cosh)i/"'(x)+(l-2X cos/z+a2)y'"(«*•) • o 

i przez Indukcję dowodzimy, że 

A ?z(«+i)v(n)(^ + 2(n+l)(x-cosh)y(n + l ) (X) + 

+ (1-2^: cos^ + x 2 ) y ( n + 2 ) ( x ) = o 

skąd 

/\^n(?l+l)y(n)(0) - 2(«+i)cos/7 Z / ( " + O ( 0 ) + y ( " + 2 ) ( 0 ; = O 

a następnie 

A tt(tf+i)tf! an - 2(«łi)(łz+l)l cos/z Q ; ^ + 1 + (?z+2)!a'w+2 = o 

i po skróceniu przez («+i)! 

( v ) ót nctn ~ Hn+±)ooB*ia„± + fr + 2)an+2 = o 

Ze wzoru tego można sukcesywnie obliczać współczynniki O j t f l ^ , . . . , 
gdy są znane współczynniki 

dt±m JĄ°1 = sin/>, a2 = 3%g> = 2 s l n
2 * c ° s * = M n _ 2 f t 

Ale można z łatwością sprawdzić, że wzór (v) j e s t spełniony d l a 

A a„ = s l n n h 

Ponieważ wzór (v) określa współczynniki flg,^,... jednoznacznie, 
otrzymaliśmy wzór na wszystkie te współczynniki i na mocy ( i v ) 
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__„+„ X sinh ST^ s i n 
a r c t g l-xeoBh = 2y — 

s i n nh „n 

n-1 

Jak już wykazaliśmy, szereg powyższy j e s t zbieżny d l a X m i 
a więc i d l a w s z y s t k i c h \*X\ < i . Dla <X = i otrzymujemy 

c z y l i 

s i n h oj.** łC \ 
a r c t e i ^ o T * • 2/ 

s i n nh 
•n 

arc 
77-1 

c z y l i 
oo 

f - a r c t g (i. j f l . £ « Ł 
X 7 77-1 

77/2 

c z y l i 

i wobec tego 
77-1 

s i n 7?/f _ ST h 
n " 2 ~ 2 

l i m 
h 0 ^ - ^ 77 

77=1 

77/7 & 
= 2 

skąd na mocy ( i i ) otrzymujemy ( i ) , a stąd tezę lematu. W ten spo­
sób lemat został udowodniony. 

Dowód twi e r d z e n i a (A) wystarczy przeprowadzić w przypadku a (x 
Dla a = JC teza j e s t o c zywista, a d l a a >JC wystarczy zamienić 
w t e z i e a i x . Niech 

n <±£ i f elta-- ita - 7 tac e 

<Ht)dt Mamy 
-da - itoc 

e - e 
it 

• da l - e - jj ( r- f l) / e'iudF(n) < 
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t 

+00 r ettu cLF(u) = 
x_e-it(x-d) 

t J 
—00 

ettu cLF(u) = 
i 

i-cos [i(x-d)~] + i s i n [i(x-d)l\ 

1*1 

cos [ t C r - a ) ] ) 2 + sin [t(x-a)l 
t2 

. 1/2 1 - c o s u 5 = i/2(x-a)2 - 1 - c°s 5 S i 
K t 2 ^ t*(x-a)d 

J.2 
Ponieważ funkcja g— - i + cos f5 osiąga minimum równe 0 dla i = O 
i wobec tego -|- ̂ > i-cos7i, c z y l i 2 ( l - c o s T ^ ) w l e c otrzymu­
jemy 

e - d a _ e - dix 
9(t) 4 \\/(x-d)2 =x-a 

Z powyższego wynika na mocy własności (c30) całek Lebesgue'a, 
że funkcja 

ii 

j e s t całkowalna w każdym przedziale < -C\c) i na mocy twierdzenia 
Pubiniego, tzn. własności (c6l) mamy 

c 
m h f 

-c 

1 
2«r 

e - z t a _ e - i t x 

Ti 
e i i u di ) dF (u) 

Ale 

t 
- ita iłx , 

e ^U. e
 l t u di -/ li (u-a) " ii (u-x) 

- e 
it 

di = 



518 

= J cos[f(a-flQj - cos[ć (u-x)1 ^ ^J s i n [t (u-a)] -sin[t(u-xj] 

-c -c 

dt 

Ponieważ pierwsza z tych całek jako całka w p r z e d z i a l e symetrycz­
nym względem zera z f u n k c j i ograniczonej n i e p a r z y s t e j j e s t równa 
zero, więc uwzględniając parzystość drugiej f u n k c j i podcałkowej 
mamy 

• - ita - iłx 
-e itu 
it 

dt = 2 J^[t(u-d 

-c o 

Na mocy udowodnionego wyżej lematu mamy 

c 

A V A i- / snuć-* 
c"o>0 c>c 0' 

Wobec tego d l a wystarczająco dużych c j e s t 

< i 

c c 
j ę - l i a - e ~ t Ł x

 e ittitf m 2 J ^BlnlHu-a)'} _ sin £Uu-x^di 

/

* c 

i na mocy własności (c46) całek Lebesgue'a 

dt 

+ oo C 

Ale na mocy udowodnionego wyżej lematu 
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C->-oo o 

"2 d l a y > O 

O d l a y = O 

-|- d l a y < O 

wobec czego 

l i m i / B i n [ t ( ( x - a ) j r f . , , 1 / s i n [t ( a - x f l 

0 d l a a > oc 

y d l a a = X 

1 d l a a < a < X 

•|- d l a a = X 

O . d l a u. < x 

i w konsekwencji na mocy (166) 

l i m Ic = -§• /ofF(u) + f d F ( u ) + \fdF(iL) = 
c-*°o a a+ jr 

= -|F(a + ) --§-F.(a) +F(x) -F(a+) +-|f(x+) --§F(x) = 

»-§(f (X + ) *F(X)) - j (F(a+) + F(a)) 

Gdy a i ar są punktami ciągłości dystrybuanty F , wtedy 

F (x+) =F(JC) A F(a+) = F(a) 
i 

l i m Ic =F (x) - F(a) 

co było do dowiedzenia. 

Niech teraz będzie dowolnym ciągiem punktów ciągłości dy­
strybuanty F takim, że 

a \ - -
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Na mocy twierdzenia § 217 ciąg t a k i zawsze I s t n i e j e . Na mocy wła­
sności (148) z § 216 j e s t 

l i m F ( a . ) = O 

1 wobec tego na mocy twie r d z e n i a (A) d l a każdego punktu ciągłości 
x dystrybuanty F mamy 

c 

(*) F(pc) = l i m l i m -hj- -fr <p(t)dt 
—<-°° c -»••» _ c 

Granica powyższa zawsze i s t n i e j e , ponieważ na mocy twie r d z e n i a (A) 
ciąg 

c 
( Ą /» itaL -tt* \ 
cU"- / <P W ) = " FM 

j e s t niemalejący i ograniczony od góry liczbą F(o© )-F(-°o) = 1. 
Wzór (*) zapewnia jednoznaczność dystrybuanty w punktach cią­

głości. Z lewostronnej ciągłości dystrybuanty F wynika wtedy j e d ­
noznaczność dystrybuanty d l a danej f u n k c j i c h a r a k t e r y s t y c z n e j <p , 
a na mocy twie r d z e n i a § 115 jednoznaczność rozkładu prawdopodo­
bieństwa. 

Twierdzenie (B) 
Z | 1° (ji j e s t funkcją charakterystyczną rozkładu P o dystrybuan-

o i e F . 
2° 

/ |<p(t)Ut<«o 

T | Rozkład P j e s t ciągły, a fun k c j a 

f(*> M hf*'itxf<<t)dt 

— oo 

j e s t jego gęstością prawdopodobieństwa j e d n o s t a j n i e ciągłą i ogra­
niczoną na całej p r o s t e j . 
D j Mamy a n a l o g i c z n i e jak w dowodzie t w i e r d z e n i a (A) 



521 

e ~ i t c L - e ~ i t x miła ± _ e - i t ( x - a ) ± _ e - i t (x-a) 

1-cos [t (x-a)] +i s i n [tCr-a)] 
t 

/ (1-cos 
y t 2 

1 wobec tego 

e - t t a _ -ttac 
y> (x) ^ oc -a <p (t) 

Na mocy własności (c37; całek Lebesgue'a oraz założenia 2° funk­
c j a 

e - t t a e - itx 

ii <p(0 

j e s t całkowalna w p r z e d z i a l e - °o < t <°o , c z y l i na całej p r o s t e j 
i i s t n i e j e funkcja skończona 

<***> & * w M -fe / 
t ta D - tta 

: Z-E 
tt 

f (t)dt + F(a) 

gdzie a j e s t dowolnym punktem ciągłości dystrybuanty F. Na mocy 
twier d z e n i a (A) j e s t 

F (x) m ur (JC) 

d l a każdego punktu ciągłości oc dystrybuanty F. Ponadto na mo-
oy (**) 
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— itxn -itx 0 -e 

Ct(x-xQ) 
<p(t) < | y ( t ) | 

Na mocy własności (c59) całek Lebesgue'a i wzoru (***) d l a każde­
go x e M i s t n i e j e pochodna 

g- it(X _ Q — itx 
it 

i j e s t ograniczona, ponieważ na mocy założenia 2 

1^1 - fc \fe"itxf(t)dt ^/\eiłx\\ip(t)\di<, 

+ 00 

Ponadto funkcja f ( x ) j e s t j e d n o s t a j n i e ciągła na całej p r o s t e j , 
gdyż 

+ « 
= -|-^- y | cos t > x 1 - cos t 2 - t s i n t x 1 + t s i n t j c _ <j>(t) dt 

+ o c 

y 5 T t / V (costocj^ - c o s t j c 2 ) 2 + ( s i n t j ^ - s i n tjc g ) 2 | y> ( i ) | d r 
— oO 

A 
-|-̂ rfV 2 - 2(cos tjc t cos t x 2 + sinfvC Ł s i n t x 2 ) jy(t)|rft = 
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± / -i / 1 - cos [t(jc 1-JC 2)] 
9r«/ r 2 cp(t) dt 

= £ 7 | s i n ^ y(t) dt = i ; ( x Ł - X 2 ) 

Ponieważ s i n [ - ̂ Xl
2 ̂ 8 ̂  l| f(0|^| <p(t)| , więc na mocy założenia 

2° i własności (c47) l i m \? (u) = 0, c z y l i 

\x. -X 0\<S = > |?(JC, - X 0 ) < £ 

£ > O o" > O 1 

skąd 

A V A \x. - x 9 \ < $ = * |f(*4V-f(JC9)-|<"£ 
Ł > O S > O 

co oznacza jednostajną ciągłość f u n k c j i £ na całej p r o s t e j . 
Z i s t n i e n i a pochodnej f u n k c j i i 1/ wynika, że funkcja ta j e s t 

ciągła na całej p r o s t e j -00 < oc < + oo . Wobec tego na mocy lewo­
stronnej ciągłości dystrybuanty F mamy 

A F(x) -*m(x) 

skąd 

A +«2 

F'(X) =^ / Q i i X y (t)dt mf (je) 

i dystrybuanta F j e s t funkcją| ciągłą . 
Funkcja f na mocy twierdzenia § 199 i w-łasności (c28) całek 

Lebesgue'a j e s t całkowalna na każdym p r z e d z i a l e <a ;jc) , Q,JC e t 
i na mocy twi e r d z e n i a Fubiniego, t z n . własności ( c 6 l ) 
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+ °o JC 
f f(u)du = /( -b (t)dt)da = y/f (ty/ e~itudu dt = 

skąd na mocy twi e r d z e n i a ( A ) 

A f i U) da = FU) -F(a) 

Przechodząc do granicy z a —*• - oo otrzymujemy 

x 
FU) - / f^)du 

co oznacza, że rozkład P j e s t ciągły, a funkcja f j e s t jego gę­
stością prawdopodobieństwa ciągłą i ograniczoną na całej p r o s t e j . 

Tym samym twierdzenie (B) zostało udowodnione. 

Funkcja charakterystyczna y rozkładu P ma następujące wła­
sności: 
( f c h a r i ) / \ I < i 

teS 1 1 

D J | f ( t ) | =| / eitxdPU)\ < / | eitx\dP{x) =/dP(x)=i 
— oo —oo — °o 

(fchar2) (f(O)ml 

D j y(0) = f dP(x) m 1 
— oo 

(fchar3) y ( - t ) = ( ? ( t ) ) * 
gdzie symbolem z * oznaczamy liczbę sprzężoną z liczbą 
zespoloną z 

+°° .. +°° 
Dj <p(-t) = / e~ttxdP(x) = J (cos(t o c ) - L sin(tjc))dP(x) = 
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+ 00 

• ( / ( c o s ( t a ) + i Bin(t jc)) dP(x) )*= ( f ( t ) )* 

(fchar4) (p(t) j e s t j e d n o s t a j n i e ciągła na całej p r o s t e j . 
DJ Analogiczny do dowodu, że f(x) j e s t j e d n o s t a j n i e cią­
gła na całej p r o s t e j , przeprowadzonego w twierdzeniu (B). 

(fchar5) Jeśli i s t n i e j e skończony A;-ty moment rozkładu P o funk­
c j i c h arakterystycznej f ( t ) , to funkcja c h a r a k t e r y s t y c z ­
na ma k -tą pochodną i 

m, 
1 (dk<p ( t ) \ 
ik \ dt / t = 0 

Dj Rozpatrzmy funkcję 

+ 00 

A u t ) = / ( C x ) k e { t x d P ( x ) , kell v km o 
Mamy 

A 
x,t,t0e n 

, . ./t ~tx k itffiC 
(ix) e - (LX) e 

t -t " 

cos t,x + i s i n tac - cos t^oc - i s i n t ^ x 
a ( t - t n ) 

fc+i V(cos t a - cos t Q J f ) 2 + ( s i n tac - s i n t Qx)2 

\x(t - t Q ) | 

= ac 
l / 2 - 2 cos tac-cos t Q J C - 2 s i n t x - s i n t Q j c 

~ X ( t-t Q) ~ 

fc+1V2-2,co8[jr( t - t Q )J | , f c 

U ( t - t 0 ) | = JC 
+ 1 

s i n x 
Ć - t , < JC 

lfc + 1 
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Załóżmy, że i s t n i e j e (/c + i ) - s z y moment rozkładu P 

+00 

fc+i = fx
k+idP(x), m /t + 1 << 

k +i 1 I A; + i Oznacza t o , że funkcja oc , a z nią i fun k c j a |JC| 
są całkowalne na całej p r o s t e j . Wobec tego na mocy wła­
sności (c59) całek Lebesgue'a, w której kładziemy 

A = 6 = (-oo;+oo) , x = « , 5=J8 , pmp 

y - t , f(o-,y) = (ix)ke£tx , / i - Z l ^ 

f u n kcja j e s t różniczkowalna na całej p r o s t e j i 

+00 

^ ( O = / ( i x ) k + 1 eiłx dP(x) =hk+1(t) 

k + l 
A l e z całkowalności f u n k c j i \ X \ wynika całkowal-

0 ki. 1° z całkowalności f u n k c j i | X | + wynika całkował-

'i d l a \x I < 1 

J a r " - 1 d l a |oc | > i 

ność f u n k c j i l a ^ d l a j = i , . . . , / c , ponieważ 
z całkowalno 
ność f u n k c j i 

9k(x) = 

gdyż 

/ | g f c CX)|C/P(JC) = / gk(oc)dP(x) - P « - i $ i » + 

_ 1 co 
+ dP(X) + / | o c | / f

 + 1 dP(*X) < i + 

+ 0 0 
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2° z całkowalności f u n k c j i g^fa) wynika na mocy wła­

sności (c29) całkowalność funkcj i I x\ , gdyż 

Wobec powyższego z i s t n i e n i a momentu skończonego +^ wy­
ni k a i s t n i e n i e skończonych momentów m ^,... i 

im) m -d-^- - - f"Ue^iP & 
Ponieważ z d e f i n i c j i 

hk(o) = ikmk 

wynika stąd żądana własność. 

§ 238. Informacja i e n t r o p i a 

T e o r i a i n f o r m a c j i wywodzi się z zagadnień praktycznych t e l e k o ­
m u n i k a c j i . J e s t to obecnie dział matematyki zyskujący stale na znaj-
"czeniu i mający duże powiązania z rachunkiem prawdopodobieństwa i 
statystyką matematyczną. Wprowadzenie t e o r i i i n f o r m a c j i do proba­
b i l i s t y k i przyniosło nie t y l k o nowe sp o j r z e n i e na znane zagadnie­
n i a , a l e spowodowało wykrycie nowych praw i konstrukcje nowych me­
tod. Z tego względu j e s t pożądane, by współczesny wykład probabi­
l i s t y k i obejmował również elementy t e o r i i i n f o r m a c j i . 

W t e o r i i i n f o r m a c j i za jednostkę i n f o r m a c j i przyjmuje się b i t , 
c z y l i cyfrę binarną (skrót nazwy a n g i e l s k i e j "binary d i g i t " ) . 
J e s t to natu r a l n e , ponieważ za elementarną informację można uwa­
żać odpowiedź na jedno p y t a n i e , wyrażoną słowami "tak" lub " n i e " , 
którym to słowom można wzajemnie jednoznacznie przyporządkować cy­
f r y binarne O lub 1. Jeśli przyjąć, że a l f a b e t języka polskiego 
zawiera 32 z n a k i , to każdy z tych znaków może być wzajemnie jedno­
znacznie przyporządkowany jednej z l i c z b od O do 31 zapisanych 
w systemie binarnym 5 bi t a m i od 00000 do l i l i i . W ten sposób i n -
formacja przesyłana jednym znakiem a l f a b e t u może być traktowana 
jako informacja złożona z 5 ko l e j n y c h bitów. Za pośrednictwem zna­
ków a l f a b e t u każdy te k s t może być traktowany jako informacja zło-
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