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A f(8), f±(8), f2(B), ...c YAjn ty&ft 

§ 213. Zbieżność prawie jednostajna 

Mówimy, że ciąg (fL) j e s t zbieżny prawie j e d n o s t a j n i e do funk­
c j i f na zbi o r z e A i piszemy 

pr. i'. A pr- j- A 
fn f albo l i M j n =J=^ f 

wtedy i t y l k o wtedy, gdy w danej p r z e s t r z e n i z miarą (X, S ,U)i 
AeS A -Pt f±, / ?2' ••* s ą funkcjami m i e r z a l n y m i ^ na zbi o r z e AA 

A A V ^ M - t ^ A / 1 . ^ / ££* Cc/) 1 7 1 

£ >0 

Gdy ponadto /4 = X, to mówimy po pros t u , że ciąg j e s t zbieżny 
prawie j e d n o s t a j n i e do f u n k c j i f i piszemy 

pr.J pr.j 
/V * Z5 albo l i m fn f 

n —• oo 
Zbieżność prawie jednostajna ma następujące własności: 

p r i. A Pr w- A 
( p r j i ) fn ~ ~ f fn *'f' 

Niech 

c = U, - A. 
772=1 

Mamy C ej A Cc A A A ft (A-C)<M (A> ) < h 
777 e3l 

skąd {i{A-C) = 0. Z drugiej strony na mocy własności (jz6) 
i (nz5) 
A 3-@tn C pr w. A 

pni. A pr. i A pr. w A 
( p r j 2 ) f9 f ^ fn ^ 9 — 9 

10 - Wykłady.. 
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pry A pr i. A 

P r w A

v pr.w.A^ pr>v Ą 
(prji) 'n f A fit ^(^1/ ~ ^ 

pr.i./4 Pr j- g, 
( P r j 3 ) & — * - * /» A 5e5 A BcA .-»£ f 

pr. 1. /4 

Dj — — " fA BeS A Bc A 

= = ^ A G S A B eS A B cz A /\ 

£6X Cc/l ̂  V ' r» r 

=^5e«SA A V D = B(\CADCAA 

£> O 
* <u{B-D)-V(B-C)<>ti (A-C)<e A f n ^ f = * > 

ar A. B 
fn f 

( p r j 4 ) . fn ~ * f A B eS A B D A A (JL (B-A) = 0 =* 

D| fn fA BeSA BDA A <U {B-A) = O - H » 

=s> /fe^S A 5£vSA/3Z./1 A<U(£-/4)=0 A 

e > o 
=> 5£JA A V <u (S-C) = (U(B-A) +(u (A-C)<£A 

£• 65t C .4 

. w. /4 

(Własność t a oznacza,że zbieżność prawie jednostajna j e s t 
w i s t o c i e określona na zb i o r z e k l a s f u n k c j i równoważ­
nych) . 



3 3 9 

Dj Na mocy twierdzenia § 208 

(pr-iĄ-) 

, P R - M Pr-J-3 pr.i S 

(P"j*) pr.j./4 

S' ) 
i . 4 A A. 

Dj Wynika z d e f i n i c j i zbieżności prawie jed n o s t a j n e j i 
własności ( j z 2 ) . 

pr. j - 1̂ „ Pr J 7̂7? , 

=> A A V **(4r 

r W , r
 k~m -. w . 

>t=1 J L 1 -1 ^-^ 1 

j.C PrJ' W/* 

(prj8) fn ^jf^ciąg (fn) spełnia prawie j e d n o s t a j n i e warunek 
Cauchy'ego na zb i o r z e A ACSAĄ^, f 2» ••• s a. funkcjami 
m i e r z a l n y m i ^ na zbi o r z e A i skończonymi prawie wszędzie 
na zb i o r z e A A 

A A V V A A \fm(x)^nw\<* 
£;óe3R Ceó" 770eSR: 777,776 SR e C 
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Dj Wynika z d e f i n i c j i zbieżności prawie jednostajnej i 
własności ( j z 5 ) . 

pr j A 
( p r j 9 ) f * p fy fi> /12» ••• s 3 prawie wszędzie skończone 

na z b i o r z e A 

DJ pj^>p^l\ V n(A-ejt 4 A 
m 

n CeS m-1 

A /, /'-JL, /"g, ... skończone na zbi o r z e C =* /?, ^ a i ••« 
są prawie wszędzie skończone na zb i o r z e 4. 

( p r j l O ) pn - f =*fn~^f 

DJ Wynika z d e f i n i c j i zbieżności prawie j e d n o s t a j n e j , 
( p r j i i ) Jeżeli funkcje f, f^, f 2 , ... są prawie wszędzie skończo­

ne na zbi o r z e A i £i(A)(°° f to 

D| Wobec własności ( p r j i ) wystarczy dowieść, że przy da­
nych założeniach 

pr.w A pr.j. A 

J e s t to tzw. twierdzenie Jegorowa. 
Aby j e udowodnić, zauważmy'najpierw, że na mocy zało­

żenia i twierdzenia § 208 

V Dc/)A^{A-D) = OAfn—'fA 

A (i/•(•*)!<~ a Ą i&(*)i<°*5 A 

Wprowadźmy z b i o r y 
O O 

§ 185 

Mamy 
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gdyż 

i i * 'A A ' V A I A c j f ) - / - u ) i < i 

A: >k0 

- A A V A-,.** 
cceO « i e S * f l et £e3>. * 

Na mocy własności (m.7) miary i założenia £t(A)<.o*> j e s t 
zatem 

skąd na mocy własności (mSO miary 

£ > 0 
Wprowadźmy teraz zbiór 

£££ fi. «L 
Spełnia on warunek 

m.1 

f c " c / l 

oraz 

oo oo 

Ponadto 

meJl * T OeK ^e£ 77 

Otrzymaliśmy o s t a t e c z n i e 

e >o 
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( P r j i 2 ) pn BLM. p A cPn ELlA^ cf 

DJ Wynika z d e f i n i c j i zbieżności prawie jednostajnej i 
własności ( j z 7 ) . 

pry A pry A P-i \ 
( p r j i 3 ) A, K Ł - * ^ A f f n 9 =*fn + 9n *f+9 

pr.\.A Pr\A 
E fn - ^ f * 9 n 9 =» 

A V C,Z)C/ł A u (A-C)< T A w(/I-Z?)<| A 
£€S C,£>e,S . 

Niech 

Mamy 

£ e J A £ c / 4 A ^ ( / 4 - £ ) - ^ [{A - C) u (/•-£)]< fi (A-C) + 

+ <u (A-D)<& 

Zatem 

A V £ CL A A u (A-£)<e A JL^+fAa 3-^*q =^ 

e >o 

=> ^ + ?n ̂ P + 9 

gdyż na mocy własności (pr j 9 ) funkcje f+g, f± + gf ̂ , 
^2 + 92' s ą określone prawie wszędzie na zb i o r z e A i 
m i e r z a l n e j na zb i o r z e A, zgodnie z twierdzeniem § 187. 

( P r j i 4 ) pn -+-tfA g / ^ g ^>Pn-9n

fL-L^P-g 

D] Wynika z ( p r j i 3 ) i ( p r j i 2 ) . 
pryA pr.j./4 

( p r j i s ) fn ^ U f ^ 9 n - ^ 9 A 

X \£ A ( lf{*)\<" A|^(>r)|<a) A 
BeS 
BcA O . 

pr-1- A _ 
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p j Analogiczny do dowodu własności ( p r j i 3 ) . 
pr j A pr j A pr.i. A 

(prJ16) /"„ " 7° * 9Vz A M ^ K ^ / ^ ^ f t 

pj Na mocy własności (prj9) 

V A \f(x)\<°° 
Cc/l 

Zatem jeśli 

C ^ & f {x: \f(x)\< k A xe C}eS 

to 

A. V * 
skąd 

6 C. 

c - U c , A e, c c2 c 

Na mocy własności (m7) miary i założenia (a(-4)<oo o t r z y ­
muj emy 

p{C) = l i m <u( C) < o o 

skąd na mocy własności (m9) miary 

e>o P 

Z d r u g i e j strony 

£eS Dc/1 £ >0 

Niech 

Mamy 

a następnie 
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A V V > ( / / - £ ) < ! A f A 
5 « a pCSl £eS ^ 1 l n 1 

>.>0 EcA 

A \f{*)\<p A 

i a n a l o g i c z n i e 

Ą V V M (A-F)<% A gn ^ g A 
&>0 F c A 

Kładąc 
CT = max (p , r ) 

oraz 

3 ^ £ n A e S 
skąd 

(A~ B) ~ «U [(// - £) u ̂  - FJ] < <u (j4 - £) + <U C/f - F)<£ 

otrzymujemy, że 

. A 

£ > 0 

A \ / A C u ( A - B ) < e A Ą — f A 9 n — g 

i > o 

V A (\f(x)\<a A |g(a : )|<a ) 
e3? * e f i 

a > 0 

( p r j i o ft ^ 4 ? A s V V / \ | / c * ) l < « 
8 cA <2>o 

<U (,4-5)-0 

Dj Wynika z własności ( p r j i 5 ) . 

( p r j i s ) « * A f £ ^ A 

JDj Wynika z własności ( p r j i 6 ) . 
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pr j . 

( p r j l O j fn *y A Z\» ••• r o z n e od zera prawie wszędzie na 
zbiorze A A 

5e>° aeK JceB t n 

BcA a>0 

Dj PO wykorzystaniu twierdzenia § 208 dowód wynika z de­
f i n i c j i zbieżności prawie jednostajnej i z własności 
( j z l 2 ) . 

(prj20) (fnP-LŁ^fAJ* ^ ^ T * * • • • )<" ( Q Ą ) <~ ^ 
P rA U d i & 

pr.j ,4, P^Mg 
°J f * - wt) 

pr. w. /4, pr. w. /fg 
( p r j l ) f77 ' -P A " ^ A . . . = * 7 ) 

Prw- 5, Ak PrJ- D, \ 
(prw7) r« ' Cprj9) Tn r 

pr.j. /I (prj tl) 
( p r j 2 l ) pn • f A f, f^, f2, ... różne od zera prawie wszędzie 

na z b i o r z e A A ^ (/4 ) < =£• 
. 1 P r-j- A -i 

Dj Na mocy twierdzenia § 208 
V ie(A-B)=0 A f, /"o, ... różne od zera na zb i o r z e £ 
BeS 
BcA 

Niech 

Ą B m ^ ix:\f(x)\>i A xeB}eS 

skąd 

5= U 8 m e S m-1 
Na mocy własności ( p r j 3 ) i ( p r j i 9 ) 

( Prj4) f 5 



^ A O ' W l < " A | » W I > t ) A « * ' -
BcA a,b>0 

iuCA-B)=0 f prA.A f różne od zera prawie wszędzie na zbiorze A => rp- » •— 

Dj Wynika z własności ( p r j i 5 ) i ( p r j i 9 ) . 
P*j-'4. PÓ4. 

(prj23) fn *f*9„ 9 A fft g±, g2, ... rpżne^ od zera p r a ­
wie wszędzie na z b i o r z e A /\£i(A)(°° =$ -p-

DJ Wynika z własności ( p r j i 6 ) i ( p r j 2 i ) . 
(prj24) ZJ 1° f, fy, fi2t «.. s a. funkcjami mierzalnymi fJ- i skoń­

czonymi prawie wszędzie na zb i o r z e A w p r z e s t r z e n i 
z miarą {X,S ,(U). 

2° h j e s t skończoną funkcją rzeczywistą o d z i e d z i n i e 
MeS, gdzieś j e s t 0-ciałem zbiorów borelowskich na 
p r o s t e j SR. 

3° y j e s t zbiorem domkniętym w p r z e s t r z e n i N i takim, 
że f(A), f±{A), f2(A), ... c y. 

4° <U{A) <t» A h j e s t funkcją ciągłą na zbi o r z e y albo 

fi{A) = 00 A h j e s t funkcją j e d n o s t a j n i e ciągłą na 
zbiorze Y. 

DJ Gdy £i(A)<°<3 , własność powyższa wynika z własności 
( p r j i i ) i (prwi8). Gdy natomiast =00, to z d e f i ­
n i c j i zbieżności prawie jednostajnej i własności ( j z i 6 ) 

§ 214. Zbieżność według miary 

Mówimy, że ciąg (fin) j e s t zbieżny według miary na zb i o r z e A 
do f u n k c j i fi i piszemy 

* JU • A i*-<4 

f * 7 ? s f a i b o łft.,%tr ̂  
wtedy i t y l k o wtedy, gdy w danej p r z e s t r z e n i z miarą (/f, >S ,<u): 
AeSA fi, f.% f2, ... są funkcjami m i e r z a l n y m i ^ na z b i o r z e A i 
skończonymi prawie wszędzie na z b i o r z e A A 
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