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§ 208. Twierdzenie

Wlasnoécicxi, Ky, +o+ 84 spelnione prawie wszedzie na zbiorze
A =*B§G (BcAAu(A-B) = 0 A wiasnosdci X4y Xy, .. Sa speinione na
zbiorze 8),
D] Dowéd jest analogiczny do dowodu twierdzenia § 207.

§ 209, Ciggi funkeji mierzalnych

W nastepnych paragrafach zajmiemy sie rdéznymi typami zbiezno-
gci dla ciggéw funkeji mierzalnych na danym zbiorze, W teorii
funkeji mierzalnych korzysta sie z réznych typéw zbieznosci w za-
leznosSci od typu zagadnien., W takiej sytuacji potrzebna jest zna-
jomos¢ powigzan miedzy poszczegélnymi typami zbieznosci., Pozwala
to m,in, z twierdzeﬁ udowodnionych dla jednego typu zbieznosci
otrzymywaé¢ twierdzenia dla innych typdw.

Wiele z wtasno$ci podanych w nastepnych paragrafach dla po-
szczegdélnych typéw 2zbieznosci ma charakter trywialny, Inne sa
znacznie giebsze i trudniejsze, zZnane pod nazwa odrebnych twier-
dzen, jak np. twierdzenie Jegorowa czy twierdzenie Riesza. Autor
uwazal za wskazané zebraé te wszystkie wlasnoSeci razem, gdyz ula-
twia to w znacznym stopniu pdéZniejsze ich wykorzystanie,

§ 210. Zbieznos$é na zhiorze

Méwimy, ze ciag (f,) Jest zbiezny do funkcji £ na zbiorze A i
piszemy

A : A
IR g W
wtedy i tylko wtedy, gdy w danej przestrzeni X i dla ustalonego
G-ciata
AeSAfs £ F2, ... sa funkcjami mierzalnymi
zbiorsz N AN X) = lim &)
na zbiorze A Ay £ ( i Frl

Gdy ponadto A=4X, to méwimy po prostu, ze ciag (£,) Jest

zbiezny do funkeji £ i piszemy

Pk albo lim A =F

oo
Zbieznosé na zbiorze ma nastepujace wiasnosei:
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(nz1)

(nz2)

(nz3)

(nz4)

(nz5)

(nz6)

(nz7)

A A A
St i el M B
Q] Wynika z jednoznacznosci granicy dla ciggdéw 1liczbowych.
A
MMy (e N
2] Wynika z odpowiedniej wtasnosci ciggéw liczbowych,

A B
fn > PABeSABcA =S, —=F
D| Wynika z definieji zbieZnoécilga zbhiorze,

4 A U., A
> FAA = Ff =t Stk

D| Wynika z definicji zbieznoéci na zbiorze,

(==

U A
L N

D| Wynika z definicji zbieznosci na zbiorze.

Fa ﬁb{‘z\?(', ,&"1, 75’2, ... skonczone na zb;{ze A ciag (fn)
spelnia warunek Cauchy’ego na zbiorze A AeSAL s Fore-s
sa funkcjami mierzalnymi i skoneczonymi na zbiorze A A
A a{:> /C\ ;lé;z "{;E!Er | P () = A ()< €

D| 1) Jesli{' £, to z definicji Jjest AeS i funkcje £y,
fos «+. sa mierzalne na zbiorze 4. Jesli ponadto

@ AN\ NV A\ | Ffa@)] <o A AR

XEA meN nd>my

to na mocy twierdzenia § 63 zastosowanego do przestrzeni R
jest

T A AN/ A F A O RTINS

XEA EER n‘xeﬂl m,n
e>0 m, ?l)‘l“l

2) Jesli jest spelniony warunek (¥%), to tym samym jest
spetniony warunek (x) dla funkeji £,, edy n >n, . Ponadto
na mocy zupeinosci przestrzeni R

lim £ (x) = £(X)

xEA LlxieR s Nekoo

A
skad otrzymujemy f; "F i spelnienie warunku (%) dla funk-
cji f.

A-B
Frz ﬁ’?o"gn i“g = fr * 9n T

gdzie



321

I

B {x: (f(2) = ong@

S k\e/ﬂl (£, (2) = =ag, (2)

—o0) v (f(x) = —eong(ax) =

1}

- 00) Vv k\e/ﬂz (,f‘k(x} = — 0o A

Ag, (x) =°a)} nA={x: £(a) = con xeAFNnfig(a) = o0 A
AxeAdbu{a: f(x) = -0 pnxeA} n {x: g(x) =o0nxed}u

U lri{x: £, (2 =oon.zeA}n{x: 9, (x) = —c0n .xeA}u

o UJfa: £, = - con xed}n{z: g (0) =0 nxcd])es
k=1

D| Na mocy twierdzenia § 187 funkcje F£+G, 3y + G4, 7"‘2 +
+.95, ... sa mierzalne na zbiorze 4-BeS . Niech

A= Bim T g i O
gdzie
(;123{ fa:| £ (x| o0 A g () (oonxeA-B}eS
6‘2"—‘3‘-p {x: F(X) =00 A [g(x)| <oo AxeA-B}eS
0319_{ ) ,L‘(x)=—oox\\g(x)| (oo AxeA-B}eS
C 2 fx:|fla)<oon gla) = o nzed=B}ed
o fux:|f(x)| <00 ngla)=-eonxecA-B]eS
Co2E {a: f(a) =g(@) =0 A xeA-B}eS

C.(ﬁ {.x: £ (x) =g(x)=-o0 AxeA—ﬁ'}eS

Mamy ]
AN AN NV e @]- [ +g@)]|¢
X € Cy 31;30% n €N ;i.‘lgx

: [
< | £y () = £ (@) +|92(2) = g(x) | <& =t G 2 F+Y
Mamy dalej

NN N AL B gk g tgheine=

LEC, eeR n,eR neR
£>0 nO>N,
Co
= f'n + G, —> L +g =00
Analogicznie dowodzimy, ze

9 — Wyktudy...
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(nz8)

(nz9)

G, '
oty = £+

dla # = 3, 4, 5, 6, T. Na mocy (nz4) otrzymujemy stad wias-
noséé (nz7).

A-B
)[;gd’ ?p"\gn‘ﬁ"g:’on"gn'_‘p“g
gdzie
p L fa: p) = ga) =ocov £(x) =g (x) = —0ov

vkgl f;c(-x) = g’k(-X) = vagb ka (Jﬁ') = gk(.r) = —W}llAeS

D] Analogiczny do dowodu wiasnosci (nz7).
A A A-B
frn=* fAG, * 8 = Fnds " 19
gdzie
B (a: (P0) =0 A (D) ]| =) v (|P(2)] = ongla) =
=-0)}s$ -

D| Na mocy twierdzenia § 191 funkecje Ay, £,9,, fhgh,
sa mierzalne na zbiorze A-B¢€ S . Niech
A-B=cl+aoa+cia

gdzie
0,8 {xif(2)] (sonlg(@)|CoonzeA-B}es
Cp & (x: £ (2)= 00 A 0<g(x) <o A xEA-B)eS
0y % (a1 f (k)= 0 A= 00 (9(x)<O0ALE A-B]es
Co S fn:p (0)= cong(a)=-=Axed-B}eS
0y 2 (&1 £ (2)= gla)=oon xed-B}eS
Cq gef {x:f (x)=-00n0<g(x){onxE A-B}eS
c.,d—e-'r- {@:f (x)="-e0 A —0alg(x)K0 AxeA-B}eS
0 2k {x:f(x)=g0x)= -0 AxcA-B}eS

ngﬁ' {.x:ﬁ(x)-*-co Ag(x) = ocheA—B}ES
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C‘mﬂ {x: 0{f(x)<oo AG(x) =00 AxeA=-B}eS
cn'(ﬁ {a: =0 F(x)K0Ag(x)=conXeA-B]ES
Cof f: 0PI Coo A ga) = — oo Az 6 A-B]eS
013‘3-’5{- fx: — 0o (P(X)KOAG(x)=-00AxeA-8]eS

Mamy

AN N VA | (00 -Fx)g@) | =

Xel se".‘i, n,eN neRN
e>0 no>ny

= | £ @) [82 ) - 9(@)] + 9(x) [ () = F(2)]|€
< | A @ || (@) - 9@ | +| 9| A -F@) |«
< e(p@)| +& @)= Lg >4

Mamy dalej

1
/\ /\ \/ /}l Fn(‘x)>g[m’\

xel, £e R nxsﬂz n e
_0<ecgx) n>nx

& I (x)>q(~x)—e>0 =

= /§2 Vo I\ ) g F =

U(é‘(g(x) 75Ny
= ]c;egrz 709 bt e

Dowdéd dla pozostalych zbiordw Cb, «.+y Cyq przebiega ana-
logicznie,

(nz10) % o
7[1?3 F = k{}lf Fk

D| Dowéd przeprowadzimy przez indukcje. Dla k=1 wtasnosé
(nz10) jest oczywista. Je$li dalej wtasnoéé (nz10) jest
prawdziwa dla k=7, to

R R N L Y e S i

r+i A r+1
7

na mocy wtasnosci (nz9),
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A
(nz11) £ D p= N\ of, S op
CeR

PJ Dla ¢ =0 implikacja Jjest oczywista ze wzgledu na umowe,
ze

0 - (ioo) ={])

Dla ¢ #0 wtasno$é wynika bezposrednio z witasnosci (nz9) dla

Inp(x) = g(x) =c.

A A-B
(nzd2) FoNSSSR = ;..1; — %
gdzie
Bd—e{a{&(-f’(x)=0vke\é /‘k(.r)=[]}n/4 =

={x: f(x)=0n .x(-:/;'} U k@ {.x:,t;(.x)= DAxe/?}eS

D| Na mocy twierdzenia § 193 funkecje 1/, 1/4, 1/f5, «..
sa mierzalne na zbiorze A - B, Ponadto

ISR TN L Wi e e

xeEA-B ¢ceR ??IESZ neR ,f‘(.x)
0<e ¢ L) %>R,
Pt th@f}—foH < & =4 J- 4:£._1
| £l £(x)| (£ =) A=) fn N
A A n A-8 F
(nz13) Fn —-{‘Agn —> g =>§f —_— 7

gdzie

e {x: gx) =0 v ymgk(x) =0v|f'(.x)| =|g(x)| =Too v
Vk\e/xlfk(x)l = lqk(ac” = o }lndeS

D| Na mocy twierdzenia § 194 funkeje Z 1 fa sq mie-
g! ?1' gE’ Ll

rzalne na zbiorze A-BeS . Réwniez funkeje 1/7, 1/9,, 1/9,,

... Sa mierzalne na zbiorze A-B8i

/\

xreA-8

i i1 7
< Aké}tlg_rk(‘r |<oo

Wobec tego wiasnoéé (nzi13) wynika 2z wtasnosSci (nzi12) i
(nz9), poniewaz na zbiorze A-28

7@
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£ L. . In 1
a = . 7 < .= o a—a
g F g In ¥L In
(nz14) 2| 1° A, fi» fos «.. sa funkcjami mierzalnymi i skonczony-

mi na zbiorze A €5,
2% A jest skorfczona funkeja rzeczywista o dziedzinie
Heiﬂ gdzie‘ﬁ jest 6-ciatem zbiordéw borelowskich na

prostej X, ciagia na zbiorze YCAH domknietym w prze-—
strzeni A i takim, ze

FIAY, £L(A), Fold), ...CV

T A Aefes k() 2o ).

EJ Na mocy twierdzenia § 199 funkcja 4 jest borelowska na
zbiorze Y, a na mocy twierdzenia § 186 funkcje A(£),A(#;)
h(f5)s «.. sa mierzalne na zbiorze A. Ponadto na mocy cia-
gtodci funkcji £ na zbiorze £(4)

/\ £lx) 5% £(a) =?h[;"n x)] =" h[,f'(x}]

X EA

Zatem
LG ") -2 1 ()

co bylo do wykazania.

§ 211, Zbieznosé jednostajna

Méwimy, ze ciag (/,) jest jednostajnie zbiezny do funkcji /
na zbiorze A i piszemy

j.A , . A
f;z‘?—» £ albo Lim f;J—-—F

wtedy i tylko wtedy, gdy w danej przestrzeni A i dla ustalonego
6-ciata S

AeSAF, £+ Foy .. sa funkcjami mierzalnymi i skoticzonymi
na zbiorze A A

e Mot niis xé\l,ﬂ,,(«) - ()| <e

e eR 75 €9 neN
& >0 n>n,
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Gdy ponadto A = /X, to méwimy po prostu, ze ciag (£,) jest jedno-
stajnie zbiezny do funkeji # i piszemy

J- ; .g.
= albo 1lim
n F = = f
Zbieznoéé jednostajna ma nastepujace wltasnosci:

: A . A4 A

(321) £, L5 FA Ll g = fEg
D| Gdyby z danych zalozen nie wynikalo, ze f“é g, oznacza-
loby to, ze

Nk - lf‘(x)—-g(x)\>e

x€A eeR
e>0

Ale wtedy nie moglyby byé spelnione réwnoczesnie nieréwno-—
Sci

/\% VoA A TRE-F0l<E

o€ neRN xeA
>0 ﬂ>nn

LSV D elhlassEile
e >0 n>ng

poniewaz
| £ - g | <| 4 @) - £ | +

Zatem teza, ze ,{"'ig jest prawdziwa.
. A . A
(322) £, I F = 7\ Fy L5 F
m, {mp(--- €N

(@) - g(a)

D| Mamy

N /\ I\ £ @)= £2) | <2 =
e>0 ﬂoem g'E.': <34y

< .

e/e\% R T R £l |ce =
&> mﬂ)”o

A NV A A | 0@ <
eeR  myeR nell xed n
£>0 n>my

Poniewaz z zalozenia A€S i funkcje £, 4 , f, 4 «.. sa mie-
1

rzalne i skoticzone na zbiorze 4, wige £, L5 £
n
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(323) £ 1 7('/\ BeS A BcA =;,C'n, ,['

D| Wynika bezposrednio z definicji zbieznodci jednostajnej.

m

' g M4
ey £ LA A gy LRy gy e

D| Z zatozenia wynika, ze '41"""4 €S i wobec tego UA s

oraz, ze funkc,]e £ ,(’1, ;2 ... S3 mierzalne i skonczone na
zbiorach 4;,...,A,, 1 wobec tego sa mierzalne i skoficzone
m

na zbiorze | 4, . Ponadto
kot K

/\ \/ /\ X x )< &
86? kefl,.,m} neR neR X ]7‘1’“( ) F( )l
£ n>7
skad wynika, ze dla ny = max("v”'s —m) jest

a/e\sa n}é! n/e>?. .ré}”JAkH"(x)_F(I)l(e

£>0 n> k=1
m"o

U4
Zatem 7?.& J—ﬁ‘—L—ksf‘

(3z8) £ {:i;‘éé ciag (£,) speinia jednostajnie warunek Cauchy’
ego na zbiorze Ae:nsAe.S A fys f29 ++o. sa funkcjami mie-
rzalnymi i skonczonymi na zbiorze 4 A

A N AN N e il e
g/gg .xe| ~ ‘

noeil m,nen

D 1) ,f‘nJ——vrf'ngg.j‘ A f4» fo4 +.. mierzalne i skoriczone na
zbiorze A A

WA no\e/m mé\m AR ACH
€20 mm>ng

<A@ = £ + | @) = £G0)| <&

2) Niech ciag (f,) spelnia jednostajnie warunek Cauchy’
ego na zhiorze A,

Z zupeinosci przestrzeni ® wynika, ze

lim £ (x) = £(x)

€A P@A)ER m->co
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Niech zatem

def
x) Ll ()

xeA f( m__ooi‘m(

Na mocy twierdzenia § 198 funlccjaf‘jest mierzalna na zbio-

rze A, a z powyzszego warunku, ze F(x)eR wynika, ze jest

skoriczona na zbiorze 4, Przechodzac we wzorze

I NN o N Fkds fm(x)lw

aem npeN m, nef
&>0 ???7?)??0

do granicy z m—+oo otrzymujemy
AR 2 x/e}] | £, () - A)| <

EER HO_E‘R neN
€>0 n>ng

J-A
skad £, —> £.

rd

(126) f, > o g A F

4
D| ﬂziﬂp = AeSA £, 47 fay .. mierzalne na zbiorze A A

AN\ \//\ /\lf;l(x) - POce= AeS A f, e Bt

CER myeR nelt xeA

£>0 n N,
mierzalne na zbiorze An /A /\ V /\ |70 (x) - f(tﬂl(e =
4 xeAeeR nueﬂt
= {‘72 — L 30 ?2)710
. A JA
(350Y. “FeSpamr JNLCHE S of:
D £, u*,f’ = AeSAfy £ £or vee ‘mierzalne i skoriczone na

zbiorze A A

e et R Y RSP eREcy =
EER ce'g ,Mo€N nedt x€A
eE>0 c# n>m
= AeSach cfy, c{'2, ... mierzalne i skoliczone na zbiorze

AR 2N x/e\ | cfy (@) - F )| <6 =

ceR cest, neN  neN

&0 ios nyn,
= Nk
&8

Przypadek ¢ = 0 jest oczywisty.
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. LA . A
(iz8) £, L PA Gp L9 = £, 59T £y

1| 7(’ JA, ARG -—rg =4e§ A funkcje £, Fiv a3 eees G,

949 Gor een 1 £+g, 1('1 + 94 1“2 + Joy+++ Sa na mocy ‘twier-
dzenia § 188 mierzalne i skorczone na zbiorze A A

Aé/e\?ﬂ ?z}!sx é}z .x/e\A \fn(x)*’%(x)‘f‘(x)-g(x)lé
n >N

|£,<x)—£(x>| *| gy ()= g(x) |<e = f‘n+9n—-f+9
JA
(29) £ 1% pag g =g -5 1% p—g
D| Wynika z (jz7) i (jz8).

A J
(3240) £, T FAg, =g A

A fos 1914+ ooy --. sa mierzalne i skoticzone na zbiorze AA

P T Ve f’(x)gcx)l=

£>0 n>ng

1 _“:?[n t'l) "?pk‘l)] [Jn (JC) i Q’(K)] 7{‘(1) Egn (‘x) g(vf)] g(‘l)[fn ('IJ"
S| < [ A @) - £ || galx) - 900) [+ £0)] |9 (%) - ()] +
+|g(:c]||,f’ (x) -,P(x) | <e2+20e = fiug, LA, ,cg

(jz11) pﬂ }‘ A de&t /\ |,P(x)|<a = /\ ,nn fk
>0

D) wynika z wtrasnosci (jz10).

(Jz12) £, _"'ff\ /\ /\ Fn(ﬂ-’?‘OA

XEA neMm
A
AN A @b =g S

ae®R «xeA
a>0



330

D| Z danych zalozen wynika, ze AeSa 3, 4 y _1;_, «es Sa funk-
£ -?1 fa

cjami mierzalnymi i skolczonymi na zbiorze A A

e T i e i)

EeR 7MEN neN x €A

e 1

1

£ >0 n >Ny
_A® @, e i k.
lf’n(«mf(x)l< i = 7
(3z13) F,, F A 9n L4 ga _
(LN, 23 70 con 90 50 )l Lyamcoro
a,b)?o ‘4 -
J
=#_§f — 7

D] Wynika z wiasnosci (jz10) i (jzi2).

L4, 2 A /\ \ /\|f,»}(x)l<an=’

neN  ayeR
Ap>0

O ARRVAS I,

R X EA
a

(3z14) £,

ae

ad>
D| Niech L bedzie dla ustalonej liczby rzeczywistej do-
datniej & taka liczba naturalng, ze

A | Frg (%) = {’(x)‘l <e

X EA
Wtedy
N A= | () + £ = Fos (0] g @]l o) = £y | €
<a +tE&=Q

(jz15) Z] 1%°4 Jest. zbiorem otwartym w przestrzeni metrycznej JX.
2 )‘;z J_’P
3o #1» F3, +.. ciagle na zbiorze A4,
T| £ jest funkeja ciaglq na zbiorze A.

Dyl SN I\ | FE-Fx0)| =

R d‘e!! n N X,x4€
0 >0 ¢ Ix EEICJ

=| A(®) = Fay (&) + Fay ) = F (@) + iy (H0) = Al ) | <



<| £ @)= @ H A ) = FagGo) | + | (o) =K G # 5+ 5 =2 =

ﬁf?ﬁ?ijrﬁié £ Jjest funkeja ciagta na zbiorze 4.
(jz16) 2| i fs Fys F'as «-+ sa funkejami mierzalnymi i skoriczony—
mi na zbiorze AeS w przestrzeni /X,

h jest skonecZona funkcja rzeczywista o dziedzinie
Heai gdzie ﬁgjest O-ciatem zbioréw borelowskich na
prostej R, jednostajnie ciagla na zbiorze Y tzn.

(I% Yol <O =|h (%) - k(y2)|<£)

20

AN AT

3" zbidér Y jest domkniety w przestrzeni A,

4o, ETAYY Pl AYs Ruise e
JA J. A
Blvfy S = b (f) S (F)

(4]

D] Na mocy twierdzenia § 199 funkecja 2 jest borelowska na
zbiorze ¥, a na mocy twierdzenia § 186 funkcje A(£), h(fy)
h(fy), .. sa mierzalne na zbiorze 4. Poniewaz funkcja k
jest skoiiczona, wiec funkcje .k(£), A(fy), A(f5), ... s=a
tez skoliczone na zbiorze A, Wreszcie na mocy jednostajnej

ciagtosci funkeji 4

fr __'F'__} 6{6\%7¥R n%r ey [P ’r(“‘)l“f i
el

skad otrzymujemy teze dowodzonej wltasnosei,

Przy wykorzystywaniu wktasnosci (jzl6) przydaje sig¢ nastepuja-
ce twierdzenie.

Twierdzenie (A)

Jeéli funkcja rzeczywista #°o dziedzinie HEB jest ciagla na
przedzialeda ;6>cH, a,b e R, to jest jednostajnie ciagla na tym prze-
dziale.

D| Niech w Wiy Woy «ue bedzie ciggiem wszystkich liezb wymiernvech
z przedziatu (a 6>. Na mocy twierdzenia § 168 :
(xe(w - 26,5 m,+2d, ) =3| £ (x)-h(m,) | <5 )

EE€R  keWr JER «e(aaé')

£>0 >0
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Mamy
H(Wk—d;;nz +d}‘é):{a;b>

i na moecy twierdzenia § 91
m

Vai e (m; =Gy 5 m; + 9, )2<asb>

meN kT,...,kme‘.‘leq

Niech
def
d\l min (d\‘ki, ...,é\km)
Stad
\/ x.€(wm -d, 3w, +d, A
x1,x2€<a;b> re{1,...,m} 1 L k?“ k}" l‘-’r r‘)
|x1-‘2‘2|(5

A Z,€ (Nkr_ 20,5 W+ 20}9) =>|n(x1)-h(-fz)‘€\ h(xy)- h(“‘k,)'*
Ham )-r(R)| < & +5 -¢
i ostatecznie

gg% et xT,.x25<a;b>(|'x1_‘x2\<d‘=}|h(‘rf)“k(x2)|<£)

co bylo do dowiedzenia,

§ 212, Zbieznosé prawie wszedzie

Méwimy, ze ciagg (4,) jest zbiezny do funkecji f prawie wsze-
dzie na zbiorze A4 i piszemy

pr.w. A prw A
1 Sat' alboﬂljli I £

wtedy i tylko wtedy, gdy w danej przestrzeni z miarg (X, S ,u):

AeSAfs £is fos +-+ sa funkcjami mierzalnymi & na zbiorze AN
B8
“4MA-8) =0 AFf, — F
. gc:gq
3 €
Gdy ponadto A =X, to méwimy po prostu, ze ciag (/,) jest zbiezny
préwie wszedzie do funkeji ,C’ i piszemy
: prw. LW,
i “f albo lim £, 2

7—»oo

f
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Zbieznosé prawie wszedzie ma nastepujace wtasnosSei

(prw1)

(prw2)

(prw3)

(prwa)

(prw5)

(prwé)

prow. 4 prow. 4

fo B8P A4 g — pEdyg

D| Na mocy twierdzenia § 208

2 B8 B
N BcAnuA-BY=0ng Brpnf, Fog =
prwd

= f Gant =1
W, PfW.A
(;C; Fn E__f'gn) Nf g =0

= (£ 5 o9, ")

(Wtasno$é ta oznacza, ze zbieznos$é prawie wszedzie jest
w istocie okreslona w zbiorze klas funkeji rdéwnowaznych).

D| Zatézmy, ze
prw A

f i
Na mocy twierdzenia § 208

‘ 8 8
Be\\{ g:A A y(A—3)=UA,£'ﬂ£-;‘A,PH=gnA,Z‘=g =

: prw A
ﬂgg BcA Au(A-8)=0ag, ‘g"g e - T

|'.:|r',|-|||f_¢1I prw A
Ze wzgledu na symetrig¢ réwniez g, =i =?£1 *>f, skad

otrzymujemy zgdana réwnowaznosSc.
pr.w A4 pr-w. A
—l

—— - #
fn 4 m (mp (€N fm?’ f
D] Wynika z definicji zbieznosci prawie wszedzie i wlas-

nosci (nz2) zbieznosci na zbiorze,

prow A prw.B
By = PA BeSABCA = £, — —f

D| Wynika z twierdzenia § 205.
prw A
! “"LACeSACOA Au(C-A)=0=

rwl
=>‘D?T -E—D-f
D| Wynika z twierdzenia § 206,

m
w U4
prw. A P!‘-I'\Mﬂ R k=1 ku £
fh f?h""\f% F=¢¥;
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(prw7)

(pxrw8)

(prw9)

D ke’{*!,.{}m} Bke\.s/ B,cA N u(4~B,)=0A

8 B
e
Ale
m m m m
73 gAk_HBk>= & [H(’qkhgk)_ga"]é
T m
e[ Uu-8)]¢ X ata-8)- 0=
m m
= — =
#(H A, kgsk) 0

i wobec tego

U
pPr-w. - Ak
1[,?1 _'_k‘“‘—"'lf|
co byito do dowiedzenia,

w. 4 pr.w. Ap
p BBy pip ZECaip, -

o9
PI“.W, L-J‘IAkL

= #u ek

D] Analogiczny do dowodu wlasnoéci (prw6),

pr.w. A 5
f” — " FfAfL Fys Foy ++. skoriczone prawie wszedzie na
zbiorze A& ciagg ({’n} spetnia warunek Cauchy’ego prawie
wszedzie na zbiorze A4 &5 AeSAfyy o5 .. mierzalneu
na zbiorze 4 i skoriczone prawie wszedzie na zbiorze 4AA

A 3\64 BcAAu(A-8)=0

A NN N N @) - f) | <2

&g >0 mn>N,

D| Wynika z twierdzenia § 208 i wtasno$ci (nz6).
A r.w. A
R e s A S

D] Wynika z definicji zbieznosci prawie wszedzie,
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r.w.A
(prwi0) £, L4, £ = £ WLy p

D| Wynika z wiasnosci (jz6) i (prw9).

prw.A prw.A
(prwit) £, —> £ = C{g\{ oh — > of

D| Dla C€= 0 implikacja jest oczywista ze wzglg¢du na umo-
we, ze 0 . (fo0) = 0. ,

Dla C # 0 witasnosé wynika z definiecji zbieznosci pra-
wie wszedzie i wiasnosci (nzii).

i rw. A pr.w. A-B
(rrean) o iy, Ty Ve g SIS

gdgie
B2 (i (fa)= o n gla)= —o)v (P(0) = = o= A
A 9‘("‘;)"“) v k}é (f’k(‘x)::oo/\g&(x)-—W)v

= — pa = 00 nAS
v V() A G () =eo)}nAe

D| Na mocy twierdzenia § 208

3 ¢
N ccdnutd-C)=0nfy 5 £ag 9 G

G—z_’}) frnt9n =% f+g
Poniewaz
u[(A-8)-(c-8)]= a[A-B)-¢c]-«[A-0)-8]<

 4(A-0)=0 = «[(A-8)—(c-B)]=0
wiegc
pr-w.A-B
£t Gnmiy pruretd

row. 4 r.w A prw.A-B 2
(w1d) fy T pa G g S g £ T8

gdzie

B f fl) =g(@) = oo v £(#) = @) = = >0 v
A GEEICEESINAACESAC
nAeS
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D| Analogiczny do dowodu wlasnosci (prwi2).

B4 B, Prw.4-8,
F A9 9 = 9n 79

(prwid) £,

gdzie
BEE {x: (£(2) =0 a|g(x)|=c0) v(|#(2)|= % Agx)=0)}

D| Analogiczny do dowodu wktasnodci (prwi2).
W w. A
e k k
(prwis) £ e k/e}z Fi f
D| Wynika z definicji zbieznoéci prawie wszedzie i wias-
nosci (nzi0). ]

w. 4 row. A-
(prwis)fﬂ—“w ,P=;7,1; Al

)

gdzie
gﬂ {x: A(x) = ka% &(x) =O}n Aes

D| Analogiczny do dowodu wiasnosci (prwi2),

Wi pr.w. A fn prwd-B £
TR g

(prmi7) £, 5% pag, =g

gGZ_‘ieE
d » = =
B L {x:g(x) ka}é 9 (x) =0 v

vIA@)|=|9@)|== v V| A(x)| =] g | =% }nAes
ket
D| Analogiczny do dowodu wktasnoséci (prwi2).

(prwi8) 2z; 1° 2, Fi» £3» -+ sa funkejami mierzalnymi i skorczo-
nymi prawie wszedzie na zbiorze AeSw przbstrze-
ni z miara (4,5 ,&).

2° 4 jest skoriczona funkcja rzeczywista o dziedzinie
Hed, ezdzie o jest 6-ciatem zbioréw borelowskich na
prostej 9?, ciggla na zbiorze YcH domknietym w prze-
strzeni H i takim, ze £(4), £1(A), fold), «cccCcY .

2 £ B ps h() B0 a(p)
D Na mocy twierdzenia § 208 :
8%8::;4/\54(4-8) =0A A f19 f21 +-. sa funkcjami mie-

rzalnymi i skoriczonymi na zbiorze 5 A
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A PGB, P(B f5BYy senC Y A fy e s
= G = k(g) T h(p)

§ 213, Zbieznosé prawie jednostajna

Méwimy, ze ciggz (£,) Jjest zbiezny prawie jednostajnie do funk-
cji £ na zbiorze 4 i piszemy

r.1.4 pr 1. A
fa Tl £ albo lim f, =iy

wtedy i tylko wtedy, gdy w danej przestrzeni z miara (4, ,(u}:
AeSA £y L4y £2y +-+ sa funkcjami mierzalnymi 4 na zbiorze AA

o
A e/\ C\/ & (4-0<a A £ =ry
E>

Gdy ponadto A=Y, to méwimy po prostu, ze cige (f3,) jest zbiezny

prawie jednostajnie do funkcji £ i piszemy

pPrd, pr.J
" F albo 1lim £ £

Zbieznoéé prawie jednostajna ma nastepujace wlasnosci:

r.j. A pr.w. A

(prj1)
P"J
- LI
o A F m/e}? c¥,4‘“(’4 G % f\i‘;;
Niech
g ?5341 Crm

$15
Mamy CeS A Cc A /\m/e\n(u(/""c)éﬂ (A"Cm)<‘m

skad @(A-C) = 0. 7 drugiej strony na moey wtasnosci (jz6)
i (nz5)

I\ g T g Lopss p EA

meM

A pr.-w. A
(prs2) fy P p g B g = p

5’

10 — Wyklady...
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