
^ A O ' W l < " A | » W I > t ) A « * ' -
BcA a,b>0 

iuCA-B)=0 f prA.A f różne od zera prawie wszędzie na zbiorze A => rp- » •— 

Dj Wynika z własności ( p r j i 5 ) i ( p r j i 9 ) . 
P*j-'4. PÓ4. 

(prj23) fn *f*9„ 9 A fft g±, g2, ... rpżne^ od zera p r a ­
wie wszędzie na z b i o r z e A /\£i(A)(°° =$ -p-

DJ Wynika z własności ( p r j i 6 ) i ( p r j 2 i ) . 
(prj24) ZJ 1° f, fy, fi2t «.. s a. funkcjami mierzalnymi fJ- i skoń­

czonymi prawie wszędzie na zb i o r z e A w p r z e s t r z e n i 
z miarą {X,S ,(U). 

2° h j e s t skończoną funkcją rzeczywistą o d z i e d z i n i e 
MeS, gdzieś j e s t 0-ciałem zbiorów borelowskich na 
p r o s t e j SR. 

3° y j e s t zbiorem domkniętym w p r z e s t r z e n i N i takim, 
że f(A), f±{A), f2(A), ... c y. 

4° <U{A) <t» A h j e s t funkcją ciągłą na zbi o r z e y albo 

fi{A) = 00 A h j e s t funkcją j e d n o s t a j n i e ciągłą na 
zbiorze Y. 

DJ Gdy £i(A)<°<3 , własność powyższa wynika z własności 
( p r j i i ) i (prwi8). Gdy natomiast =00, to z d e f i ­
n i c j i zbieżności prawie jednostajnej i własności ( j z i 6 ) 

§ 214. Zbieżność według miary 

Mówimy, że ciąg (fin) j e s t zbieżny według miary na zb i o r z e A 
do f u n k c j i fi i piszemy 

* JU • A i*-<4 

f * 7 ? s f a i b o łft.,%tr ̂  
wtedy i t y l k o wtedy, gdy w danej p r z e s t r z e n i z miarą (/f, >S ,<u): 
AeSA fi, f.% f2, ... są funkcjami m i e r z a l n y m i ^ na z b i o r z e A i 
skończonymi prawie wszędzie na z b i o r z e A A 
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A A ^ l i m pfe: | -pn (x) - f(x) |>£ A x e A} = O 
£ eSft 
£ >0 

Gdy ponadto A= X, to mówimy po prostu, że ciąg ( jL) j e s t zbieżny 
według miary do f u n k c j i f i piszemy 

^ albo l i m J? =t= n 

Zbieżność według miary ma następujące własności: 
*\ „ P-A u.A 

2J A?. * f A fn *" ^ 

pr. w. A 
f 9 

£ >0 

skąd 

c z y l i 
A < M { . * : J - g ( o r ) | > £ A ^ e / I } = o 

£ > 0 

Niech 

Mamy 

{x : Z1^) ^ g(x) A xeA}= U Dm 

skąd 
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(w^2) Ą ^ A £evS A #c/4 => ^ 4 /> 

Dj Wynika z d e f i n i c j i zbieżności według miary, gdyż 
A A : l/L U) -/ ,(or)|>£ A * e 5 ) c 

BeS ' J 

5 cA z > 0 

c{x:\fn'x) -f{x)\}SAxeAj=> 

Jo4 £>o 

j/ 1 U) - /*(*))> fi A xeA}=* 

BeS eett 
BcA £>0 

(w^3) /5, ^ 4 ^ A A A^ (£-/4)- 0 = * p n ^ f 

DJ Wynika z d e f i n i c j i zbieżności według miary, gdyż 
B m A + (/?-/!) 

^{^: |/LG*) - |>« A *e/3} = 
= ̂ {jr: |/L(ut) — -P (x )\^-SAxeA^ + 

+ ,.u [r: | £ (x) - f(x)\> S A xe B-A } -

= Ąx:\fn{x) - f(x)\>e Axe.A]^-+p 

8n)*f — 

(Własność ta oznacza,że zbieżność według miary j e s t w i s t o ­
c i e określona w zb i o r z e k l a s f u n k c j i równoważnych). 
D| Na mocy twierdzenia § 208 i własności (w<u2) 

/ A pr. w. A \ . pr.w.A 

^ (-4-5 =0 
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/ Ai. B ji-B \ 
= > ( f n ^ f *=* 9n 9) 

c 1 7 1 ' w?1<w2<...e3? mn 

Dj Wynika z f a k t u , że ciąg 

j e s t ciągiem liczbowym. 

pj Wynika z d e f i n i c j i zbieżności według miary, gdyż 
m 

Ąx>.\pn{x) -f{x)\>s A x e U ^ } = 

(w^7, [fn fn / A . . . J A 

OO 

Dj Niech 
A 5 £łs£ A _ ( j - y , £ j 

Wtedy 
oo oo 

oraz na mocy (WJ2) 

fn

 iL-^f*Fn^^ fA... =» & — — ^ 

Niech £ będzie ter a z dowolnie ustaloną liczbą rzeczywistą 
dodatnią i 



Zatem 

a z założenia 

wynika, że 

A V £ ^ ( Ą ) < # 

oo 

Ponieważ 

Zatem 

A V X <«(£)<•§ 

J>0 

A A i <" ty 

(*>. A V A s «t„ < f 
V £,Je3? weiR ne5K fc-w+i K n 

£,S>0 

Z drugiej strony 

A A A fn ŹL1^f^ /.\ /\ l i m d = o 
£ > 0 

<*? A V V A c -

£>0 
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<u • A 
(\i{i8) fn — • — * • f ś=» ciąg ( f n ) spełnia warunek Cauchy 7 ego według 

def 

miary na zb i o r z e A t^AeSAf^, f2, ... mierzalne fi na 
zbiorze A A A, ... skończone prawie wszędzie na z b i o ­
rze A A 
A A V A ^{JT: - fn{x)\>SAxeA}<C 

ó.ee^R n0ellt -m,n(%l 
J,e>0 " m,n>n0 

DJ Dowód podzielimy na 4 części: 
M.A 

T l | — ^ ciąg (/^J spełnia warunek Cauchy'ego według 
miary na zb i o r z e A. 

T2J Ciąg (pn) spełnia warunek Cauchy'ego według miary na 
zbior z e A =4 V Pm

 pr-w-A> n 

T3| Ciąg (fn) spełnia warunek Cauchy'ego według miary na 
zbior z e A ==* V , „ pm ^ 4 . f , 

T4J Twierdzenie R i e s z a . Ciąg (fn) spełnia warunek Cauchy' 
ego według miary na zbi o r z e A =$fn^~^*' f-

Dowód T i 
Na mocy twierdzenia § 208 

B c A A fi(A-B)=0 A f, p^, p2, • •• skończone na zb i o r z e 
B a następnie 

A V Ą>{*i'|4:Órt - f(*H> | A ^ e 5 j < 
J , £ > 0 ° w,n>w0 

A (t[x: \f„(x) - f'x) | > f A arefl]<§ =* 

a r : l/U*) - P„W\> SAxeB\<, <?,ee3? v0eSt m.neJl m l n J 

cf,t>0 m.»™Q 

<Ąxx\pm{x) -f(x)\ +\fi„(x) -f(*)\> #AXkB}< 



A l e 
- fn(.x)\>SAXeA-B}<,y{A-FD=o 

skąd 

<a{jr: I/^CJT) - fn{x)\> 6A X e /) } = 

+ <u{x:\fmU) - fn(x)\> SAXCA~B] = 

Zatem 
A V A ^\x:\fAx) - fn(x)\>ÓA xeA}<£ 
Azę* n0eU m.weJt 1 U m n 1 J 

<$£>0 m,nyn0 

co kończy dowód części T i , gdyż warunki AeS, f^, f~2, ••• 
m i e r z a l n e j na zbi o r z e A i A , f2, ••• skończone prawie 
wszędzie na zb i o r z e A są spełnione z założenia. 
Dowód T2 
Na mocy twierdzenia § 208 

\/ CCAA{I (A-C)=0 A A , P 2 f ••• skończone na zbiorze C 
Ponadto z założenia, że ciąg (fn) spełnia warunek Cauchy' 
ego według miary na zb i o r z e A wynika, że 
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Niech 

Ą e — U C. e ( D „ c C ) 
k~n K 

oo 

i> 2££ D / ) _ e S , ( i ) c c ) 

Zatem 

A <"(Z):)< (Z)*- < F=r) "* <W = 0 

a ponadto 
OO Oo 

( i ) C - 1^ = C - U C. = D ( C- C. ) e3 

o ą oo 

( i i ) C-D = C - M Ą , - U (C -Dn)eS 
ł l - 1 '* 7Z-1 

Na mocy ( i ) 
( i i i ) A / \ c - D „ c C - C , =* 

•* A A 6 . * 1 ^ w - ^ ( - r > 1 -
i>k>* 

= | [ ^ A ^ " S - i U ) - l + +^+1
(jr)

 'fmk<*% 



Ponieważ na mocy ( i i ) 

A V xeC-I)„ 

więc na mocy ( i i i ) 
XC^ c i^S liczbowy (fmn(x)) spełnia warunek Cauchy' 
ego =? A V l i m f (x) = p (x) 

xeC-D P(x)e% n + oa'™* 

Na mocy twie r d z e n i a § 198 funkcja f j e s t mierzą ha na 
zb i o r z e C-Deó i wobec tego 

C-D ( i v ) 

A l e 

H [A - (C-D)] =<u \\A-C)vD] < S (A-C) + = o 
i wobec tego 

pr. w. A 

fmn *\ P 

co kończy dowód części T2. 

Dowód T3 
Rozpatrujemy w dalszym ciągu zależności wykazane w części 
T2. Mamy 

A A \pmu) - / u ) 1 = 1(4 (x) - p m (xf\ + 

+ . . . < ( 
( i i i ; 

/ _1_ _ i 
(iii) 2n + 2n+1 

+ . . . = , n - i 

A A U ' \ p m ^ ] ~ ^ x ) \ ^ - i h : A x e C ) c 

•ne± k,Le3t 1 1 ™tt 1 2* 1 J 
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= > A A V A f r i ^ W - ^ ) | > d A x e C } c Ą 
Óe3ł neJZ keTi lefft^ l 
&>0 k >n Lźlc 

A A V A Ą x : \ f m ( x ) -f(x)\^d-AxeC}4 
£e<3L -rzeSt keSL ieSl l 
S>0 k>n l>k 

= * A V AĄx-lfmAx) - / W | > ^ ^ C } < £ = 
.<f,e>0 Ł>/c 

l i m j {jf: /" (4:) - f(x)l > S /\xeC}= O ==> 
<?> 0 

t m n r t m n T 

co kończy dowód części T3. 

Dowód T4 
Na mocy T3 i założenia o spełnieniu warunku Cauchy ,ego we­
dług miary na zb i o r z e A mamy 

A Y ~ A <u{x:\r (ar) - f (x) W f A xe C }<f A 
<5,£>0 0 ?7>7?0 

cf,£>0 n>n0 

< <u({a: :\fn(x) _ / ^ ( a ; ) | > | A x e t } u 

< M* 1 \fn(x) - pmJx) | > £ A * C £ } + 
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'n 

W ten sposób został zakończony dowód części T4 i całej 
własności (w^i8). 

C > 0 Cc A 

-» A V A V A A \ F N ( X ) -
£eS? Ce5 <fe* nne-X nejl « C 1 r " v y 

£>0 CcA S>0 ^ n>nn 

'p(x)\<# =*A V A V A 1 ^ : 1 -
1 £€5R <7e,S ffe« « n e » «e» 1 1 ' n K 

£ >0 CC/4 <?>0 ° 7Z>*n 
*tfĄ-Ć)<fi 0 

- (̂o;)|> A x e A ] c A - C =* 
=>A V A / / -f(yc)\> <^AX eA}<e => 

cf,t>0 u n>nQ 

<f>0 

gdyż z założenia j e s t /4evS, ft p p ... są funkcjami 
mierzalnymi AU na z b i o r z e A i skończonymi prawie wszędzie 
na z b i o r z e A na mocy własności ( p r j 9 ) . 

(w^lO) £ f =» /»„ 

Dj Wynika z własności ( p r j i O ) i (n/9), 
( w ^ i i ) ZJ 1° pt p^f p2, ... funkcje m i e r z a l n e j i skończone pr a ­

wie wszędzie na zb i o r z e AeS. 
2° AU(A)<OO. 

DJ Wynika z własności ( p r j l i ) ( t w ierdzenie Jegorowa) i 
własności 
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(w<«12) Zj 1° f, f±, f2, ... funkcje m i e r z a l n e j i skończone pra­
wie wszędzie na z b i o r z e AeS. 

2° <u(A)<°° . 

U Pn ^ f =>fn ^ 

pj Wynika z własności (prw9) i ( w ^ t i i ) . 

( V i 3 ) p n ^ P=* V • 
Dj Wynika z części T l i T2 dowodu własności (w,ii8). 

DJ Dla c = O i m p l i k a c j a j e s t oczywista. Dla c f O mamy 
A l i m ^ f o r : j c / ^ (JC) -cf(x)\>Z A X e A } = 

= B1JJ»/<{JR \ fn (x) - f(x) | > ,1, A * e A } = O =» c& ̂  V 

gdyż z założenia AeS, cf , cf cf 2 , ... są funkcjami mie­
rzalnymi (U na zbi o r z e A i skończonymi prawie wszędzie na 
na z b i o r z e A . 

(^15) fn P * g n ^ ź g =$Pn+9n P +9 

Dj Z założenia j e s t /4e,S i funkcje f, f^, f2, ••• o r a z i7i 
^i' -̂ 2* **• a e i * u n k c j a m i mierzalnymi^/na z b i o r z e A i skoń­
czonymi prawie wszędzie na zbi o r z e A, skąd na mocy t w i e r ­
dzenia § 187 funkcje f+g, A.+ <JL, A» + #2* ••• s ą m l e ~ 
rzal n e na zbiorze/4 i skończone prawie wszędzie na tym 
z b i o r z e . Następnie 

U . Ł ^ f A g J L A + g ^ A V A ^{x:\fn{X)~ 

-/»(*)]> y A x e / l } < | AĄX: \gn(x) -g(x)> j A 

A ^ ^ ( | => A V ' A fl \X:\f„{X) + 
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+ ffH(x) - f(x) - gU) |> S A x eA}iii{x'\fn U) - f(x)\ + 

+ \9n(x) ~ 9 (x)\> S a xeA}^^(J^X :\f n {x) -f(x)\ź | A 

A xeAju [x:\gn (x) - g(x) |> f A *e/J})< 
^ <u{x: \fn(x) -f(x)\^ f AxeA}+lu{x:\gn(x) -g(x)\ss§/\ 

A l i m u\X; 1/1, u*) + Q„yxj -

- /(o:) - y (x)\> dAX£ A j = o =4 fn + gn *~ f + g 

(W^16) f A g n ^ A g ^ f n - g n ^ f-g 

DJ Wynika z własności (w<«i4) i (w^iiiS,. 
. . M.A M-A 

(Wji7) fn f A ^ A 

DJ Z założenia j e s t / 4 e , S i funkcje A , Z1™, ... oraz 
^i.' $2'" •*" s ą m i e r z a l n e i skończone prawie wszędzie na 
zbi o r z e A, skąd na mocy twierdzenia § 191 fun k c j e / ^ , f*S±* 
f292* ••• s ą m i e r z a l n e j na z b i o r z e A i skończone prawie 
wszędzie na tym z b i o r z e . Następnie d l a dowolnej u s t a l o n e j 
l i c z b y r z e c z y w i s t e j dodatniej e mamy 

[x:\ fn(x) qn(x) - f(x) g(x)\> e A XEB} = 

= {x:\[fn(x) - f(x)] [gn(x) - gU)] * f(x) [gn(x) -g(x)] + 

+ #U) [ / Y T F J - f(x)] | >. £ A x e B) c 

c{xi\pnU) - fU)\\gn{x) - g.(x)\ + | f(x)\\gn(x) - g{x)\ + 

+ \g{x)\\fn{x) - f(x) | ^ £ A xe£}c 

c({x:\fnU) - f(x)\\gn(x) -g(x)\> ^ A x eB}V 
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u {* :|/>(dr)|| gn(x) - g\x)\ > ^ xe B]V 

u{x:\g(x)\\fn(x) - f(x)\ > | A « i f } ) c 

C (jx: \fn(x) - f(x)\> V f " A X c 3} u 

v[x: \ gn(x) - g(x)\ >y| A x e B] U 

u{x:\fn(x) - f(x)\ >\a AxeB}v 

u{x:\gn(x) -g(x)\> ^ A 

= {x:\fn(x) - f(x)\> ÓAxeB}u{x:\gn(x)-g(x)\><?AXeB} 

gdzie 

Wynika stąd, że 

(*) <u{x'.\fn(x) gn(x) - f(x) g(x)\ A X e B] < 

< ^ { ^ : l f w ( ^ - f U ) | > • A xe B} + 

+pfx: |g n (X) - g(x) | > 6 A Xee] 

Z dr u g i e j strony mamy 

11.4 fi.Ą fx.B <u-B 

•*/\ lim{i\x: \JL(X) - fi(x)\> 3 A X eB} = o A 

( ^ ? A l i m ̂  {>r: | ^ ( J r ) ffn(x) - f(x) g(x) \ > s A xeB) = O 

£ > 0 " "* °° 
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DJ Na mocy d e f i n i c j i zbieżności według miary i twierdze­
n i a § 208 

V A [fi*)] < 00 A \gW\ < ~ A (a(C)<oo 
* £ S OC £ C CeS 

CcA 
H (A-C)=0 

wobec czego funkcje fg, p^g^, f*9Q s a- m i e r z a l n e j i skoń­
czone prawie wszędzie na z b i o r z e /AeS. 

Niech 

(**) A Cr^\x:\f(x)\< r A \g(x)\<r AXcC}eS 

Zatem 
00 

c = U cr 

r= 1 
Na mocy (**), (WJ2) i (W^17) 

A p„ q„ fq 

i na mocy (vi{l7) oraz (w<#3) 

^ fg =*/WN̂  ̂  
(W(ui9) /V DA V V A l f W \<a A pk ^ i p k 

1 BeS aeSt xeś ' kelSl n ' 
BcA ct>0 

p) Wynika z własności ( w j l 7 ) . 

(wj20) fn&4f A {l{A)<o* =* J^fŹ ^ f k 

pj Wynika z własności (WJ18) . 

(w^i) fnMi«L*Ł ^i^\f^l>a)^ fv f2> 
od zera prawie wszędzie na z b i o r z e / l ^ j r —*~p 

pj Na mocy twierdzenia § 208 
V V A |f(*)|> a A A p n W 4 0 

CcA , a>0 ^(/(-C)-O 

różne 
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skąd 
A u\x: ee3J 

& > o 
1 i ^ e A JC e C } = 

, \fn(x) - P(x)\ -> 

+<«.[*: l/^o;) - /"(ar) | > | A ^ E C } 

gdyż 

l / » ( J r ) [ > a A |/;wk< f -/(*)|> f 
A l e 

Z1 

=>A l i m M*: |£(JO - r°(^)|> A^eC] = o 
a,£>0 

A {ar: //'„(a:) - jp(.*)J> -§ A^eC}= o =-> 

£ > 0 
> £ A JTeC} = o 

i- <fc£ i . i _ <M i 
?« F <wf3) fn f 

gdyż z założeń wynika, że /4e>° i funkcje —, , -n-, ... 

są mierzalne JU na zb i o r z e /4 i skończone prawie wszędzie 
na tym z b i o r z e . 
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(wj22) p i£-Ą.p/\pt fy, ••• s a; różne od zera prawie wszędzie 
na z b i o r z e A A XU(A) <°O => ^ <^*^j-

DJ Na mocy twierdzenia § 208 
\ / A PU) TT 0 A A * 0 A («(5)<oo 
BeS <xeB • nelR. 
BcA 

H {A-B)-0 

Niech 

/\Cm^{*:\fU)\> &}f>$*3 . 

Zatem 

Na mocy (wj2) i (w,w2i) 

( W j 2 3 ) f A gn^ffA( \/ \y A j n ^ ) i < « 
\ BeS a,be1R xeB 

BcA a,b>0 
£t(A-B)=0 

A j CJ(JC) | > 6 JA <jr̂ t ^ 2t ••• różne od zera prawie wszędzie 
na zb i o r z e /4 =? -^t- • 7*-

DJ Wynika z własności (w^i?) i ( w j 2 i ) . 

( W j 2 4 ) fn fi Agj^g^gt g±, g2* ••• rófne °f z e r a prawie 
wszędzie na zbiorze A A <U(A)<°° • g . 

DJ Wynika z własności (w,«i8) i (w^22). 
(w^25) _ZJ i° p, p^, p2, ... są funkcjami mierzalnymi i skończo­

nymi na zbiorze AeS w p r z e s t r z e n i z miarą (Y, S , j ) . 
2 A j e s t skończoną funkcją rzeczywistą o d z i e d z i n i e 

//€c#, gdzie & j e s t ff-ciałem zbiorów borelowskich na 
pro s t e j 3fc , ciągłą na p r z e d z i a l e (a ;&)<=//, a,b £ 
takim, że /^M), » ••• c (a;^« 

3° fJ. (A ) = C < 00 . 
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U fnŁdf=> h{fn) ^4 hfy) 

DJ Na mocy twierdzenia § 199 funkcja h j e s t borelowską na 
p r z e d z i a l e <'cr;6> , a na mocy twierdzenia § 186 funkcje 
h(f) t h(f^), / z ( / 1

2 ) , ... są mierzalne i skończone na z b i o ­
rze A . Niech 

j)M {jr : xeA AfU) e (a;b)}, 
A Dj£ [xi xc A Af{x)e <ak; bk>] 
keSl 

gdzie 

Mamy 

/\ a,, be 'Si , a , \ a , b< A b 

/>« C A> c . . . A U D. = D 

i na mocy własności (m7) miary 
l i m ^ C Ą ) =<u(D) =<u(A) = c 

Zatem 

A V , u{x: xeA /\f(x)e <am; bm >} > c - f 

a na mocy tw i e r d z e n i a (A) z § 211 funkcja h j e s t jedno­
s t a j n i e ciągła na p r z e d z i a l e <am;dJn> c z y l i 

A V A (\fn(x) -fW\ <s 
e>0 tf>0 fix)e<am;bn2y 

\n(fn{x)) - h(f(x))\<e) 

Stąd 

V <«{̂ : \ h " h(-p(x))\<£ A X e A } > 
£ > 0 ^>0 

> lu{x: | h{fn(x)) - h(f(x)) \<e A xeA A f (x)e <a7n;brn>}^ 

><u{x: \ fn{x) - f(x)\<ó-A*eA A f (x) e <am ;bm>] > 
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> <a{or: | f^fa)-f(x)\<'&A xeA}-<u{x: xeA A f {x)$ <am;6m>}» 

a następnie 

A V u\x: \h(Ąi(x)) - A (f(x) VI > Ł A xe A\* 
£>0 <?>0 

4 M*- -ti{x'. | fn{x) - f(x^<ć A xeA } + 

= tu{x: \fv{x) - f(X)\> $ A xeA } + F 

2 

Ale m e 

S,<x>0 " nyn0 

*A ^ ^ ^(^M^(^) - Hf(x))\>8AxeA}<cc =4 
£,«c>0 o n>nQ 

§ 215. Twierdzenie Luzina 

ZJ 1° jQ> j e s t klasą wsz y s t k i c h zbiorów mierzalnych w sensie Lebes­
gue'a w p r z e s t r z e n i euklidesowej 3J z miarą Lebesgue'a a), 
t z n . w p r z e s t r z e n i z miarą (31*, <£, có). 

2° / ' j e s t funkcją rzeczywistą skończoną określoną na zb i o r z e 
A e«£. 

3° cJ(/?) <oo . 
Tj f j e s t mierzalna ŁJ na z b i o r z e ś=4 

^ A V -P j e s t ciągła na z b i o r z e F 
e > o FcA . 

gdzie F oznacza domknięcie z b i o r u F. 
DJ Dowód podzielimy na 6 części T i , T6: 
T U A A V G j e s t zbiorem otwartym A GZ>BA tó(G-B)<£ 

Be£ Ge-6 <5>0 
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