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Moment ‘”Ill nazywamy sdrednim odchyleniem bezwzglednym rozkla-
du A, Mamy na mocy (210)

4 00
def

(211) (ull,—'—flx—f\dﬂ(x)

- 00

Jak wynika z definicji (210), momenty &), zawsze istnieja, gdy
istnieje warto$é $rednia &, i sa nieujemne.
Ponadto, jak tatwo zauwazyé,

(212) g =& dla 4 parzystych

-

§ 236, Kwantyle

Kwantylem rzedu p, gdzie p € (0_;1), rozkladu prawdopodobiern-
stwa P na prostej nazywamy kazdg taka liczbe 2 ze

(213) F(z,) S p< F(zp+)

gdzie F jest dystrybuanta rozktadu P . Innymi siowy, na mocy wzo-
ru (81) z § 138, kwantylem rzedu p nazywamy kazdg taka 1liczbe
zp, ze

(214) P(< =0 32p))S pS P(<- 25 2,5 )

Gdy rozktad P jest ciagly, wtedy na mocy definicji (213) kwan-
tylem rzedu p mnazywamy kazda takg liczbe zp, ze

(215) /-‘(zp) =p =P(<—M;:zp))

Mediana nazywamy kwantyl rzedu % . Bedziemy ja oznaczaé sym-
bolem 2.,

Kwantyle dowolnego rzedu p (pe (031)) i w szczegélnosci media-
na istnieja zawsze dla dowolnego rozkiadu P, ale na ogét nie sag
okreélone jednoznacznie. Na mocy wzoru (213) kwantyle sa zawsze
skoriczone, tzn, Izk]< 0o

Mediana m rozktadu /~ ma nastepujgca wtasnosé:

+ 00

(218) :Z:].r-rﬂdf’(x) = j |x - a|ar(x)

=00
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Istotnie, gdy @ » m, to

+ oo o +o0

flx-a|dp(x) =/ (@=-2) dP (x) +f (x=-a) dP (x) =

a
?;?‘-!- a
- [ (@-2dpta + [ @-Ddp@o +

o+

(=]

(=) dP (1)

e,

a ,7,

-_/, (x-a) dP (1) =f

m+ - 00

+

(a-m dP(x) +

e

(=) dP () +

a + o0

g f @-2adp(x) + [ (M dp(e) - f (a-m dP (z) =

m4 1+ m+

my oo

+o0 o
g f[.t:-r??ldp(x) v 2 f (@-2) dP(x) + (@- (/ dp (2) -fdP(.r))

117+ 2 7+

Ale i jest taka liczba, ze
m+

fap(.r) = F(m) >

0

S @@ - far@ [ <1 - ranc

skad

a "+ 00
2./(a—x)dP(.x)+(a—‘rr‘z} (f ar(x) —j'dp(.x))a 0
M+ - oo m+

too
i calka f].r-a[dp(.x‘) przybiera najmniejsza wartosé dla d =i,
)

Gdy a gm, to
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+00 a Foo
[1z-ajard = [ (@-Dar @ + [ (x-0) a2 =
o “oo a

m $oo m
- f (a-dP(x) - [ (a=-2)dP(x) +f (=a)ar(x) +f (w-a)ar(x) =
o} a m a
n
f -2)dP(x) + [ (a=-m) dP(x) + 2 f (r-a)dP(x) +

+f'(x..ﬂadp(x} +f (=) dP(x) -_/ | - mjdP(x) + 2] (C-a)dP(L) +

¥ (,—,,_a)ut;(x) -fﬁdp (r))

Poniewaz

fdp(x) fdﬂ(x) 1 [dP(x)

f dPlr) = FNL

- 00

-Fm > %

o=

wige
i , oo m
2f(.x-a)dﬂ(.x) + (m-a) (f dpP (x) -/ ar (x)) >0
Vo m L

i cailka f].x-aldﬂ(x) réwniez przyjmuje najmniejszg wartosé dla
- oo

a =nm, Tym samym wtasno$é (216) zostata udowodniona.

§ 237, Funkcja charakterystyczna rozktadu prawdopodobienstwa,
na prostej

Funkejg charakterystyczng rozkladu prawdopodobienstwa P na pro-
stej albo krdécej funkcja charakterystyczng rozktadu P nazywamy
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warto$é drednia funkcji ¢ “% ze wzgledu na rozktad prawdopodobieri-
stwa /7 o dystrybuancie F(x), tzn. funkcje zespolona

(217) o (2) ﬂf@‘“ ap () = [e*F dr @)  (tew )

Funkcja charakterystyczna istnieje dla kazdego rozktadu P na mo-
cy wtasnosci (c24) catek Lebesgue’ a, poniewaz

(218) |e#‘r| =] cos(tx)+  sin(fx) | = 1 Af[e zf‘;':]a'f’)(,z") =
=j.dp () =1

Dla rozktadéw dyskretnych P funkcje charakterystyczna mozna na
mocy (180) wyrazié wzorem

m -
(219) S(t) = g ezf‘x"-pk S meW vm = o0

poniewaz na mocy (218)

m

é;;:lezfakby = Eii b

i warunek (183) jest zawsze spelniony.
Dla rozktaddéw cigglych mamy na mocy (184)

4 00

(220) ¢ (t) = [ etrpax

- Do

i catka ta na mocy (218) zawsze istniejes

Funkeje charakterystyczne sg wygodnym narzedziem w dowodach
wielu twierdzen rachunku prawdopodobieristwa i edgrywaja w tym ra-
chunku wazng role, '
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Podstawowym faktem w teorii funkeji charakterystycznych jest
Wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé miedzy rozktadami prawdopo-
dobiefistwa P na prostej a funkcjami charakterystycznymi. Wzér
(217) gwarantuje, ze kazdemu rozktadowi A odpowiada dokladnie jed-
ha funkcja charakterystyczna ¢, To, Zze - odwrotnie - kazdej funk-
¢ji charakterystycznej ¢ odpowiada doktadnie jeden rozklad praw-
dopodobieristwa £, gwarantuje nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie (A)

z] 1° ¥(t) jest funkcja charakterystyczna rozktadu P o dystry-
J buancie £ (x).
29 &, a € W sg punktami ciggtosci dystrybuanty F.

tc__rhz —itx
N OF@) - A = ue g [ A gwae

i
Y 00
cC— dr

Eﬂ Zanim przystapimy do wtasciwego dowodu, udowodnimy potirzebny
pbéZniej lemat.

Lemat
3 L ala y>o
i sin yt . e
jfr“f*_‘y't at = 0 dla y =0
0 i
ol Ty dla y<0
Dowdd lematu
Wystarczy wykazaé, ze:
oa
sin X T
(1} f‘x—dx—"z'

0

bPoniewaz dla Yy 0 1lemat jest oczywisty, a dla Y # 0 mamy pod-
stawiajac |y|t =x

1]

o c clyl
" sin yt 2, sin yt L in &
b/ Snyt gf = aam [ SBYE g . cl_ibn‘l”b/a'agny. A e

=]
- A sin x
sgn y ~/’ —1;——-akr
0
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Aby wykazaé (i), obierzmy dwie liczby

h ={Z i e=mA , gdzie kymeNR

i rozpatrzmy rdéwnosé

"si Y‘ in »/ J i ‘St ! in 7k
sSin & 8 n nre sin & s1in 7
‘0/___________ dx 2 — . = (f__ dx - _-—_72 ) +

oo
1 (5]
+f sin & e S sin nh
¢

T
v nakim n

Mamy na mocy definicji catki Riemanna

meMN sea kdn ke
e> k >k,

AR fm.r SN sin e

sl

c-
sin& i\ s:ln 7th
./‘_ff—_ dx = 2 -h

= <&
0
Nastepnie
00 g | (ms J+ )
fsj::x dz f sinx x Zf s:l;.x dr S
Fir bl =
% J=0 tmajyar () Frsu=x
b9 msj sin u R 1
= | & 1 fm \=§_ﬂf ﬂinu(ﬁm

Jr
i
15 i et gl U =T S“ /" sin u dy <
u+ (m+2_;‘+1)ﬂ) du J=0 . [2e+ (m+ 27 )9] [+ (m+ 25 +1)7] ¢
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du - i L

<Xy, :
30 4 (m+2 ) (m+2j +1) T J 0 (m+2j)(m+2j+1)

oo i o0
5y Sl s gl o

co dowodzi zbieznosdci catki (i). Ponadto

00 kv k-1 km+2k-1
2 3 sit:lnh a Z signk " 2 sinnnk Yy l »
n=km 7= km n=k(m+1) ’

oo k(mijik-1 z i
5 sin nh (~1) m4 sin lh -
0 nk(meg) n n=1l+k(m+j) j=0 7-0 L +kim+] )

oo

; i
5o AT T ) -

! J- 1=0

'M

00 k-1
LD I s th o <
70 70 [+k m+2j l+kim+2j+1
oo k-1 oo
i
<kj“0 i k(m+.2jjk(m+2j+1) JZO (m+2J}(m+2j+1) <

<J'-Za'\ (m+1)(:r+j+1] Z(H?-I-j o m+J+1) " %5

co dowodzi zbieznosci szeregu 21: sinm‘z , Jednostajnej wzgledem
h. Wobec powyzszych oszacowan

A

meRN ac‘R ko€ ke
&> k >kg

oo

sin & _m sin 7k 2
f = dx Z: = < =+ &

n=1

21 - Wykdady...
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skad ze wzgledu na dowolnos$é liczby m

a dla

£
E

\/

5 69?, koen ke
e>0 k >k

o

: oo
f si;.r Az - 2 sin 7k
0 -

71 7
0

h— 0, czyli k —+ oo

/\

€R
>0

co

skad ze wzgledu na dowolnos$é liczby &

(ii)

Rozwinmy teraz funkcje

(ii1)

singy d. = sin nk
I = 1l1lim
ﬁ/‘ X k-0 %g; 7
def
y(@) 2L arorg Lotnk,

w szZereg Maclaurina

(iv)

gdzie

Mamy

czyli

(1 -

: 2
y(.z:) = Qg + QX + Ao + eoe

()
@y = y(0) =0 A /A\ a, “'iL?rTLQJ

neNt

sin /
i-2x oosfz+f

y'@) =

2X cosh + &2) y(x) = sin £ y’(0)

Rézniczkujac te réwnosé otrzymujemy kolejno

= 5

oo
sinx sinnh
Jeinx e e 3 stam|o
0 5

sin A
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2(t-cosh)y’ (x)+(1-2x cosh+ ) y(x) = o, -2cosk y'(0)+ y"(0) = 0
2y’ (2)+4(x=-cosh) y”(x)+(1-2x cosk+.z‘2)y”(x) =0

8y” (x)+6(X=cosh)y”(x)+(1~-2x cosh+.xz)y"(.x) =0

i przez indukcje dowodzimy, Ze

Q{ rz(rz+1)y(n)(.:r') i 2(n+1)(x-cosh)y(n+1)(x) +

+ (1-2x cosh + xa)y(m'z)(.r) =0

skad

A\ nes1y™ (0 - 2(tdeosk g™ (0) + y @+ (0) - o

a4 nastepnie

ﬂ/e§t n(r+i)nl @, - 2(n+1) (n+1)lcosh Q.4+ 21, , =0

i po skréceniu przez (n+1)!

(v) ré}t na,, - 2(n+1)coaleam_1 + (n+2)a’n+2 = 0

Ze wzoru tego mozna sukcesywnie obliczaé wspdtezynniki Aay Tyyonay
gdy sg znane wspdélezynniki

A () h, 0) _ 2sink cosk sin 25
@ - L sinn, a- L9 - z il

Ale mozna z tatwodcig sprawdzié, ze wzér (v) jest speiniony dla

/\aﬂ‘= sigm‘z

neJ

Poniewaz wzér (v) okresla wspéiczynniki @34Q,4... jednoznacznie,
otrzymal ismy wzér na wszystkie te wspélczynniki i na moecy (iv)
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X sinfk _ i sin n#k

n
arctg i-X cosh o= n &

Jak juz wykazalismy, szereg powyzszy jest zbiezny dla X = 1
a wige i dla wszystkich |X| < 1, Dla & =1 otrzymujemy

sin £ =
sin nh
aretg 7 087 2 7
=

czyli
arctg (ctg 2) L;’;"ﬁ
czyli
a % h
o (w2 sin nk
F - o (). 3 o
n=1
czyli
oo
:E: sin nh ﬂh it
e 2 2
1 wobec tego
sin n I
#1 223 n 2
n=1

skad na mocy (ii) otrzymujemy (i), a stad teze lematu, W ten spo-
8éb lemat zostal udowodniony.

Dowéd twierdzenia (A) wystarczy przeprowadzié w przypadku @ (&
Dla a= & teza jest oczywista, a dla a >x wystarczy =zamienié
w tezie a i x , Niech

c : ;
T ger '%Tr i-@_:’;?__l.ffq(t)ag-
Mamy € 400
le-ifazte-xl‘x o(t) | =|e-ita 1ee™ i(.r_a) . -f” ot dF(u)|<
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+ 00,

S las . i s -1t (¥-a)
< 15 1’&(.1' a) ._/0; e | gr(u) = -e—-{;"—-
= |l1-cos [t@-a)] + i sin [t(.x—a’)]| i
I£]

bt ‘l/i - cos [{(x=a)] %2 + sin?[#(x=-a)]
t

5 ]/2 1 - cos [t(a=)) Vztx-a)z 1 - cos [£(x-0)

t t2(@-a)®
62
Poniewaz funkcja 5 = 1 + cost osigga minimum réwne O dla £ = 0
2 -
i wobec tego g— > 1-cost?, ozyli g_(_i_:gs_t_z < 1, wiec otrzymu-

Jemy

-ita - itz
e ‘,P(t)‘é |/ @-a)? =x-a

Z powyzszego wynika na mocy wtasnosci (c30) catek Lebesgue’a,
ze funkecja

- ita -t
E '}f P(t)

Jest catkowalna w kazdym przedziale < -cj;C) 1 na mocy twierdzenia
Fubiniego, ‘tzn. wtasnosci (c61) mamy

C 400

- ita -t :
1 gt i e wu
Jc=ﬁf( = fe dF(u}) dt =
-C
. - ita =iy :
= %f(fe fée e u df) dF (u)
¥ N=e ;

Ale

./'e-:‘ttr. _e;f.r ez'fu SR f ef{- (u-a) -e it (u=-2) Lo
.ﬂt ) -C zt
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c

C
=f cos[#(u-a)] - cos[t (u-x)] dt +f sin[#(u-a)] -sin[#(u=2)] at
it t

-Cc -C

Poniewaz pierwsza z tych calek jako calka w przedziale symetrycz-
nym wzgledem zera z funkcji ograniczonej nieparzystej jest rdwna
zero, wiec uwzgledniajac parzystosé drugiej funkecji podcatkowe}]
mamy

c

/'e‘ ita » - ihx , Hy 2f( sin[téu-a)] b ain[tt(u-.x}:l )dt

nc ﬂ

Na mocy udowodnionego wyZe]j lematu mamy

TNTETE

eR eR cCe
% §D>O c>C

»”

Wobec tego dla wystarczajgco duzych c Jjest

c

fe— uta __e-z'f.r g ‘-tudf= :

[
sin[#(u-a)] _ sin[é(u-g))
f ( ( : /d{|<,

it
=
c c
.\<‘.2 fsin[ﬁiu-a)] dt|+ 2 fsin[t!tu-.rn ot lé“"r
0 0

i na mocy wtasnodci (c48) catek Lebesgue’a

1im 7, =j' (lim 51'r_-/'(scin[té(u-a')] ] sin[i(u--ﬁ])dt)df(u) .
. e g

C—»00 C—boo

+00 C c
= f (cl_,i.'?,, }fsin[ftgl_t-dﬂ dt = 31’” ;.Ffsin[ tt(U-Q] df)dfty)
- 00 0 0

Ale na mocy udowodnionego wyzej lematu



- % dla 0
Lin %fﬂi—nt& =dt{ 0 dla y =0
i -% dla Yy < 0
Wobec czego
fO
1
, c =
cl},:iﬂl a/'sin[iégu-a)]dt ¥ 11“‘517' : sin [f;(u-x}]dt -
5
2
0

i w konsekwencji na mocy (166)

a+

. X L+
un 1, =% SdF@ + JSdF@ +§ SdFw -

=3 Fla+) -LF@@) + F@) -Fas) + 3F@+) -1 F @)

=—;~(F (x+) +F (x)) _%(F(cﬁ) + F(a))

dla

dla

dla

. dla

Gdy @ i x sa punktami ciaglosdci dystrybuanty F , wtedy

F&+) =F (@) A F(at) =F (a)

1im [, =F (x) -F (a)

Co+rco

c0 bylo do dowiedzenia.

519

Niech teraz (ak] bedzie dowolnym ciggiem punktéw ciggitosci dy-

Strybuanty F takim, ze

Qg N = e
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Na mocy twierdzenia § 217 cigg taki zawsze istnieje. Na mocy wila-

snodci (148) z § 216 jest

lim F(a)= 0

j'{,--cu

i wobec tego na mocy twierdzenia (A) dla kazdego punktu ciggtosci
X dystrybuanty F mamy

-ita -it.
(%) F ) = lim  1lim ?,-,-/ - ca = ¢ (t) dt

c —+o

Granica powyzsza zawsze istnieje, poniewaz na mocy twierdzenia (A)
ciag

C
ita -itx
(.}i'l'o %f%—cp(t)dt) = (F(x) -F(a,))

jest niemalejacy 1 ograniczony od géry liczba F(eo)-F(-=) = 1.
Wzér (%) zapewnia jednoznacznos$é dystrybuanty w punktach cig-
gtosci, Z lewostronnej ciggtodci dystrybuanty F wynika wtedy jed-
noznaczno§é dystrybuanty dla danej funkeji charakterystycznej ¢ ,
a na mocy twierdzenia § 115 jednoznaczZnoéé rozkiadu prawdopodo-
biefstwa, ;
Twierdzenie (B)
Z | - i ¢ Jest funkcjg charakterystyczng rozkladu P o dystrybuan-
cie F .

20

,_[lep(t)ldt«o

T| Rozktad P jest ciagly, a funkcja

+ 00

f) S J= Se g ()t

- o0

jest jego gestoscig prawdopodobieristwa jednostajnie ciagla 1 ogra-
niczong na calej prostej.
D | Mamy analogicznie jak w dowodzie twierdzenia (A)
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e - ~ita 1-9_“: (x-a) 9 \ 1_e'f't (x-a)
it il e e i e L= e i
a | 1-cos [t (x-a)] +i sin[t(x-a)] m
&l
l/ (1=cos [t (x -a)] 2 4+ sin® [t(.x-aﬂ
t2
l/(x _)2 2 1-cos[t(x—a.ﬂ ¢ it )R S
i wobec tego
-ita —-itx
a0 e < Ja-al loet)

Na mocy wlasnosci (c¢37) catek Lebesgue'a oraz zatozenia 2° funk-
cja

-ita =g
QT et s :
it ¢ (t)

Jest calkowalna w przedziale —oco < t <oo e¢zyli na calej prostej
i istnieje funkcja skonczZona

: Ao—ita o~ it
A x/e\!l IF(JC') 2:rrfe ta;';e Lxlp(t)d'!:+F(a,)

—oa

gdzie a jest dowolnym punktem ciggtosci dystrybuanty F, Na mocy
twierdzenia (A) jest

F(x) = qx(x)

dla kazdego punktu ciqg!oéci x dyst.rybuant.y F. Ponadto na mo-
cy (*%)

e~ita _ o —itx e-ita _ p=itx
x{c\en E— gLilke 3 " 9(t)
A ]

.X'-.X.'O
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-itx -it

o O=e t)' t)
Lt(x-xo PL 9 |

Na mocy wtasnosci (c59) catek Lebesgue’a i wzoru (¥+%) dla kazde-
go x e istnieje pochodna

+ 00 + oo

-ita -itx \’ |

-

Ead

i jest ograniczona, poniewaz na mocy zalozenia 2°

| Fe) | == |f -~ o(tydt | < 2,,fl e“t|| ¢ (t)|at <

< '1"57"./' ot <o

Ponadto funkcja f(Xx) jest jednostajnie ciagla na calej prostej,
gdyz

/\ |P(x1) - £xy)] =~%-.;|,/‘(e"itx1 ¢ %) q;(t)dtl <

Xy 4 X, R

+w . -
é ;_ﬂ_fmle—l.f-x1_e-lt12“!P(tjldt -~

+oo
= f costux, - costu, —isintx, + ¢ sintux, Hq:(t)|df =

NIH

]/ (costux, - costx ) + (sintx, - sintx )2|tp(ﬂ|dt =

—o

+ oo

B ;—wfl/z - 2(cos tx, costx, + sintx, sin f:.xz) |5u(t}|dt‘ =
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- cos =X, )
=%_./'1/1 c [z(xixz]lcp(t}ldt :

| 25 258 | oeaat = viey -x p)

sin

-3/

—

Poniewaz sin|-£L£1§¢£ll—H ?(t}|§ , wWiec na mocy zatozenia
2° i wiasnosci (c47) lim v (L) = 0, czyli

/\ \/ /\ |x1-.x2|<5——'“>1)(x1 —x2)<£

ft ®ox,en

skad
e/e\a a}e/xé\em |xy =X, 1< = [F(x,)-F(x,) <€
£ Y AS3 Ava

co oznacza jednostajng cigglosé funkeji £ na catej prostej.

Z istnienia pochodnej funkcji y wynika, ze funkcja ta jest
ciggta na catej prostej -oo { X ¢{+o0oc . Wobec tego na mocy lewo-
stronnej ciaglosci dystrybuanty F mamy

/\ F (x y (x)

XER

skad

NS f =L (8)dt = £ ()

XeER

3

i dystrybuanta F jest funkcja|ciaglsy.

Funkcja { na mocy twierdzenia § 199 i wlasnosci (c¢28) catek
Lebesgue’a jest catkowalna na kazdym przedziale <a ;x), a,Xe®R
i na mocy twierdzenia Fubiniego, tzn, wtasnosci (c61)
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X -+ w0 + 00 X
Frovalisf (5 Se e (rdt)du = 35 Lo (0),) et du dt -
§7 - ita - it
-1 ‘C e =£ p(tydt

skad na mocy twierdzenia (A)
X
/\ ff(u.)du=F(Jc) - F (a)
ae® o
Przechodzge do graniey z @ — -co otrzymujemy

x
F) =S Flwdu

co oznacza, e rozktad P jest ciggty, a funkcja f jest jego ge-
stoscig prawdopodobienstwa ciagla i ograniczona na catej prostej.
Tym samym twierdzenie (B) zostalo udowodnione.

Funkcja charakterystyczna ) rozktadu P ma nastepujgce wla-
snosci:

(fohart) t/> le(t)| <1

+oa

D |e)]| = | M e‘-t‘”dP(.x)IQfT e “t*|dP (x) =:f:P(x)=1

-0

(fchar2) ¢ (0) = 1
+o0
D) g(0) =/ dP(x) =1
(fchar3) ¢(-t) = (p(t))*
gdzie symbolem 2z * oznaczamy liczbe sprzezona =z liczbg
zespolong 2z

4e0 e
D; ¢(-t) = S e " dp(x) = S (cos(tx) - i sin(tx))dP(x)=

—os
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+ oo

=( S (cos(tx) + i sin(tx)) dP(x) )= (p(t))*

—_—0

(fchar4) (p(t) jest jednostajnie ciggla na calej prostej.
D| Analogiczny do dowodu, ze f (X) jest jednostajnie ciag-
gta na catej prostej, przeprowadzonego w twierdzeniu (B),
(fchar5) Jedli istnieje skonczony k -ty moment rozk}adu P o funk-
cji charakterystycznej ¢ (t), to funkcja charakterystycz-
na ma k -ta pochodna i

= ()

t=0

D| Rozpatrzmy funkcje

400

def s ; ’
N\ by 2 [ oke™dp@), kem v k=o
Mamy
. 't
Xt toe B t «to
- ,x“”i cos tx + { sin tx - cos t x - [ sin tox 1
=|x|k+1 V(cos tx - cos to.x)2 + (sin tux - sinto.x)a Lk
lx(t -t )|
J le ‘kq-i ]/2 - 2 cos tx-cos toX - 2 sih t.x-sinto.x .
[x(t-tg)]
V2-2 coslx(t-t,)] D
| |k+1 2 THD l |k+1 Pin S ¢ |k+1
lx(t =t )l trg | <

2
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Zatézmy, ze istnieje (k+1)-szy moment rozktadu P

4oo
m, .4 =f.xk+1dp(.x), |mk+1| < o0

Oznacza to, ze funkcja x k+1, a z nig i funkcja lx

sg caltkowalne na calej prostej. Wobec tego na mocy wta-
snosci (ec59) catek Lebesgue’a, w ktérej kladziemy

‘ k+1

A=B = (-w3+), X=% , $=8 , ‘U.=P
poNke vt
y=t 7 F(I;y) = (L-I) e‘ w ’ h =hk

funkcja hk jest rézniczkowalna na catej prostej i

00
h’k(t) - f (ix)f*t eftX gp(x) =p ket (B)

-— O

Ale z oalkoqalnoéoi funkeji| x| k+1 wynika calkowal-
nosé funkecji | x|j dla J S W poniewaz
1° 2z catkowalnoéci funkeji le 1 wynika catkowal-
nosé funkeji
@) 1 dia || <"1
g \x) =
lef+t  a1a x|y 1
gdyz
./: g (0)|dPGx) = gk(oc)dP(.x) =P (¢-131)) +

-1 0o
Slxlk+ dpy & S K+ dPxy < 1+
—0 \ 1

+ oo
+ Slalf*t dp(a) <o

—_—0
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2° 2z catkowalnodci funkeji gk@x) wynika na mocy wia-
snosci (c29) catkowalnoéé funkcji Lxlj, gdyz

|| 7 ¢ gj )

Wobec powyzszego z istnienia momentu skoﬂczonego1ﬂh+1 WY —
nika istnienie skoriczonych momentéw M gyenesMmy i

k
d®hg(t) koot TORR e,
dgk dépt(k') = g{j({x) etr* gdp (x)

(221) hk(“ =
Poniewaz z definicji
hk(o) ik

wynika stad zadana wtasnosé,

§ 238, Informacja i entropia

Teoria informacji wywodzi sie z zagadnien praktycznych teleko-
munikacji. Jest to obecnie dzia* matematyki zyskujacy stale na znajx
‘czeniu i majgey duze powigzania z rachunkiem prawdopodobienistwa i
statystyka matematyczng. Wprowadzenie teorii informacji do proba-
bilistyki przyniosito nie tylko nowe spojrzenie na znane zagadnie-
nia, ale spowodowalo wykrycie nowych praw i konstrukcje nowych me-
tod, Z tego wzgledu jest pozadane, by wspdélczesny wyklad probabi-
listyki obejmowal roéwniez elementy teorii informacji.

W teorii informacji za jednostke informaeji przyjmuje sie bit,
czyli cyfre binarna (skrét nazwy angielskiej "binary digi&f).
Jest to naturalne, poniewaz za elementarng informacje mozna uwa-
zaé¢ odpowiedZ na jedno pytanie, wyrazong stowami "tak" lub "nie",
ktérym to stowom mozna wzajemnie jednoznacznie przyporzgdkowaé cy-
fry binarne 0 lub 1, Je$li przyja¢, ze alfabet jezyka polskiego
zawiera 32 znaki, to kazdy z tych znakdéw moze byé wzajemnie jedno-
znacznie przyporzgdkowany jednej z liczb od 0 do 31 =zapisanych
W systemie binarnym 5 bitami od 00000 do 11111, W ten sposdéb in-
formacja przesylana jednym znakiem alfabetu moze byé traktowana
Jako informacja zlozona z 5 kolejnych bitéw, Za posSrednictwem zna-
kéw alfabetu kazdy tekst moze by¢ traktowany jako informacja zto-
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