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A PGB, P(B f5BYy senC Y A fy e s
= G = k(g) T h(p)

§ 213, Zbieznosé prawie jednostajna

Méwimy, ze ciggz (£,) Jjest zbiezny prawie jednostajnie do funk-
cji £ na zbiorze 4 i piszemy

r.1.4 pr 1. A
fa Tl £ albo lim f, =iy

wtedy i tylko wtedy, gdy w danej przestrzeni z miara (4, ,(u}:
AeSA £y L4y £2y +-+ sa funkcjami mierzalnymi 4 na zbiorze AA

o
A e/\ C\/ & (4-0<a A £ =ry
E>

Gdy ponadto A=Y, to méwimy po prostu, ze cige (f3,) jest zbiezny

prawie jednostajnie do funkcji £ i piszemy

pPrd, pr.J
" F albo 1lim £ £

Zbieznoéé prawie jednostajna ma nastepujace wlasnosci:

r.j. A pr.w. A

(prj1)
P"J
- LI
o A F m/e}? c¥,4‘“(’4 G % f\i‘;;
Niech
g ?5341 Crm

$15
Mamy CeS A Cc A /\m/e\n(u(/""c)éﬂ (A"Cm)<‘m

skad @(A-C) = 0. 7 drugiej strony na moey wtasnosci (jz6)
i (nz5)

I\ g T g Lopss p EA

meM

A pr.-w. A
(prs2) fy P p g B g = p

5’

10 — Wyklady...
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prj A prj. A
prw. A pr.w. A

el PN prw A
Gr) T f A fn 9 Gy’

prj-A g prj. 8
(pri3) £ PABeSNBecA=L T F
prj-4
D £ FABeSABcA =
= AdeceS ABeSABcAn

\V U(A-C)<e A 4, j'—c’f' =

Age%ﬁ CcA
>
=>BESA/\ \/ D=BnCADCAA
CeER pes
£>0 iD
Ap(B-D)=u(B-C) e (A-C)eAfpy —"Ff =
pr.j. B
= /4" F
prj.-A
(prid). £, — *FPABeSABOAA u(B-4)=0=
pr.7. 8
= £

1. A
D £, = PABeSABOAAU(B-A)=0=

= AeSA BeSAB>AAU(B-A)=0 A

A A C\ZA #(A~€)<an'j—'q-zf=¢
=5 Be?SA /\ C‘\céy(B-C)=y(B—A)+p(A—C)<EA
A p il piasp, RO

(pr3s) (ﬂ/e; p B g Ya s P"'""_"‘ g =
= (ﬁ2 pr.j. A M’g)

B
(Wtasnoéé ta oznacza,Ze zbieznosé prawie jednostajna jest
w istocie okreslona na 2zbiorze klas funkeji réwnowaz-
nych).




D| Na mocy twierdzenia § 208

ﬂ\é B AAu(A-B)- 0/\/\ 5 2 | Eﬁ%
] .
o3 0 r e TS pe g, B g
(P"J4> pr.j.A
= 9, g)

r.i.4 r1. 4
(Bes) anily e Ao SN B

m1<77f2 <---€3?-

D] Wynika z definicji zbieznoSci prawie jednostajnej
witasnodci (jz2).

.3- Ay prj‘ﬂm
(prj7) fn Sy 7C,a\m... A £ =
"J U A
N fln k=1 7p
prj-As prj
T M R e e
= \/ A LR
EeX  kefl,m} G CAy “( )<
1 A
Nh s = (a( UA;‘ Gi)es
n ()z4) gg% ° L"jck )

& [Q (A~ Ck); C]< 1% [kg (A= C )] < kEm é (A G)<

i-c P"j‘@"‘k
CE A fy = P R

pr.j,
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(pri8) £, T f S ciag (f,) spelnia prawie jednostajnie warunek

Cauchy’ ego na zbiorze A%Aeé‘nﬂ, {'2, «... 83 funkcjami
mierzalnymi &« na zbiorze A i skoficzonymi prawie wszedzie

na zbiorze 4 A

Ae/é‘\sm C‘e\/s >/esz m{a\m .r/\ | £ ()< F ()| <8
£,6>0 CcA m,non,

U(A4-C)ee
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(pri9)

(prj10)

(prjt11)

D| Wynika z definicji zbieznosci prawie jednostajnej i
wtasnoseci (jz5).

3 _,J_.Jp=) £y f£4s £21 +++ Sa prawie wszedzie skoriczone
na zbiorze A

_] r‘};_’%‘:»/\ \/ & (A-G (%/\
A,{’n—*,t‘=> \/C= cmAC’cA.«\

A(ée\sz U(A-C)Eu(A-Cp)< J—n = u (A-C)=U)

A 3 P4+ foy +«- Skofczone na zbiorze C= £, Fis Far oee
sa prawie wszedzie skofczone na zbiorze 4.

j-4 '_l"-F

D| Wynika z definicji zbiezno$ci prawie jednostajnej.

Jezeli funkcje £, £4, £,y -.. Sa prawie wszedzie skoriczo-
ne na zbiorze A i u(A){ee , to

pr.j-A pr-w
o a . L
D| Wobec wtasnosci (prjl) wystarczy dowiesé,.ze przy da-
nych zatozeniach
WtVA pr.j- A
—b
MERE e MR
Jest to tzw., twierdzenie Jegorowa.
Aby je udowodnié, zauwazmy najpierw, zZe na mocy zalto-
zenia i twierdzenia § 208

D
D\eé DcAAU(A-D)=0 A F5 —"FA

ﬁﬁBUFuH<Mﬂp£§lﬂﬂxH<w)

WprowadZmy zbiory

et rl Do {x: | £ (%)- f<x>|<m}gﬁ:

Mamy

4% Bt € Bug€c & 0= ) Dy



341

gdyz

f'n P /\ /\ \/ /\ |Fk(‘f)'f('x)l<%#

X€ED meRM kpeR  keX

; k > ko
/\ /\xeD

.xso meR koeX keR
_ k3K

Na mocy wtasno$ci (m7) miary i zalozenia u(4)<eo jest
zatem

/A\ b)) = 1%
meRN L k*ﬂ (.l(Dmk‘) 5
skad na mocy wiasnosci (m9) miary

5y & P-D )= (D)= (Bt <

meN ge! ko €30

WprowadZmy teraz zbiér

ESE06 s pie tets
m=1 k

. m m
Spelnia on warunek

EcDc A

u(A-E)=(A= ) 0 )= e[(4-0)+ (0= [, B )]
=4;|:(A—D)+ Q, (D~ Doy )& 4 (A= D)+ & (D= ) =
Ponadto

N NN N aw-ralcs =pib e

meHR kmelt neN «xe€f
n> Kk

Otrzymalismy ostatecznie

u. .‘A
s/e\%t Y, EcAnu(A-E)ceng, Lopop Ty
&>
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(prji2)

(prji3)

(prji4) Fn

(prjis)

A

B prjA, i) /\\ fp pryA, of
ceR

D] Wynika z definicji zbieznoSci prawie jednostajnej i
wtasnodei (jz7).

. jA pri-A,
B B pagy TS g R peg

ri. 4 pr.1.4
Yy Sm g, b g

a8 \/.s GDcAAu(A-C)< 5 ~p@A-D)<$ A

59 o

4 f% li;{?Aghi__bg
Niech

E2E cap

Mamy
EeSAEcANU(A-E)=u[(A-C)u (A-D)]S u (4-C)+
+ U (A-D)(e
Zatem

{ex E\C/S EcAn u(A-E)ce af, —"'{‘./\gr,z g(]?)

o I\ NV Ecanu@-E)enprg, toprg =

gdyz na mocy wtasnosci (prj9) funkcje £+ g, fi +qq
fo *+ goy ++. Sa okreslone prawie wszedzie na zbiorze Ai
mierzalne & na zbiorze A, zgodnie z twierdzeniem § 187,

'9.4 pri.A r.1. 4
gt 0 Rk T g
D| Wynika z (prji3) i (prji2).

pry-A prj A
fr —*fﬂsn—"-'gn

\é e L\ (Ir@lkaalgoka) =
H(A-8)=0 ;
BShe o

= fr In
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D| Analogiczny do dowodu wkasnosci (prji3).

Prj 4 prj 4 i A
(prji6) £, _-J_.{, A Gy hj_’g"‘ @(A)<°°=}annEL’P9

D| Na mocy wiasnodci (prjo9)

| £(x)] <00

Ces XEeC

CcA

&(A-C)=0
Zatem jesli

de=ep {x:|F(x)|<k A xel}es
to

skad

Na mocy wiasnosci (m7) miary i zatozenia u(A)<{ce otrzy-
muj emy

&(0) =i U(C)ee

skad na mocy wiasnosci (m9) miary

N N a(e-g) <k FANFACIIRg:
p

eeR EMN
€>0 P
Z drugiej strony

prj. A :
oo E= N Na@-0)<kaniRe

teR Dc
£>0
Niech
£ 88l Cyn Des
Mamy

u(A-£)=a[(A-Cp)u (4-D)] = 4[4~ C)u (C-Cp)u (A-DIK
S& (A-C)+a (C-Cp)+u (4-0) <4

a nastepnie
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>

V \/S @(A-E)(%Afnl’g'f'/\

£3 A 1y
A | (K p

XEE

i analogicznie

L% e \/@(A—F)a(%/\gnﬁ*g,\

ceR eRN F
g0 " ceR T fed

FcA
AJ{}F lg(x)I<r
Ktadae
a@ =max (p,7)
oraz
82 £nres
skad

y(A—B)-a[(A-—E)U(A-F)] {UA-E)+u(A-F)Le

otrzymujemy, ze
. B J- 8

J
/N N w8l £ ag, T g A

o8

€
>

BAE A (IF@)]<a alg(®)I<a) Goy
S

M

1. B v. 4.4
oy PG £9 0 Fudn T 2
prseny oy FLA e A NN pajlca =

Bed aecR xeB
a>0

BcA
u(4-8)=0
=$/N\ k PrdAd ik
keR Fr £

D| Wynika z wtasnosci (prjis).
r. 4. prj. A
(r318)  f B pn @) = N\ £ FE

D| Wynika z wtasnosci (prjis).



(prij19)

(prj20)

(prja1)
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pri. A
f%‘——l_ﬁp A f1s For vee rézne od zera prawie wszedzie na
zbiorze A A

AV M /\ | Px)|>a = Eiiii-%
BeS ae® w«weB

E Po wykorzystaniu twierdzenia § 208 dowdd wynika z de-
finicji zbieznosei prawie Jjednostajnej i 2z witasnoSci
(jz12).

r'|j A
— Prl &4
pr.j. A prj- Ao
D) ﬂ,*—lmfn—“ A
(Prjh)
pr.w. Ay 25y
(PrJ‘I) 70?2 70 fa?z FA - Prw'?)
prw. U A pri L) 4
k=1 . P
(pw7)%; F(;§3)¥; s

(pg 1
3 —ﬂi—*'f ALy Fis fas ..? rézne od zera prawie wszedzie

na zbiorze A A p (A)<> =

1T 7 prg-A 9 :
. —_— —

Z ;
D| Na mocy twierdzenia § 208

;B\/S(.z(ﬁ—ﬁ):O APy Fis Foy +++ réine od zera na zbiorze S
€

BcA
Niech
m/e\m 8, %k {x:|p@)>1 A xeBles
skad
3=Q1ames

Na mocy witasno$ci (prj3) i (prji9)

i opridm 3, 4 P8 1
mewt B, F (prj 20) £, 7. (pja)
O L T e
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(pri22) £, EJ—A» £AG, M’g A

MR /\ (],L‘(.x)](aA]g(.x)]>b)/\g1,92,...

(gei g,bg%t XEB

= )

L (A-B)=0 o
rézne od zera prawie wszedzie na zbiorze A = ﬁz-— Pi’;‘-

e
In g
D| Wynika z wtasnos$ci (prjis) i (prji9).
pry. A prj 4
(prj23) ,Qn J > LA In GAGy 919 Gor +ee rézne od zera pra-

wie wszedzie na zbiorze 4 A u(A) (e = ;:_?2 Prd.4 ?}O_
n

D| Wynika z wiasnosci (prji6) i (prj2i).

(prj24) z| 1° fs F1» £o4 ++. sa funkcjami mierzalnymi & i skon-

czonymi prawie wszedzie na zbiorze Aw przestrzeni
z miarg (X,S ,u).

a9 < jest skonczong funkcja rzeczywistg o dziedzinie .
He#, gdzie B jest G-ciatem zbioréw borelowskich na
prostej R,

3% Y jest zbiorem domknietym w przestrzeni 4 i takim,
ze £(A4), ’01(‘4)' ;"2(.4), s s

4° ‘u(A)(aa A h Jjest funkcja ciagta na zbiorze Y albo
U(A) =00 A h jest funkcja jednostajnie ciagig na
zbiorze Y. :

1 AT o @) A A(p)

D| Gdy u(4){oo , wtasno$é powyzsza wynika 2z wkasno$ci
(prji11) i (prwiB). Gdy natomiast u(4) =oo, to z defi-
nicji zbieznosci prawie jednostajnej i wtasnosci (jzi6)

§ 214, Zbieznosé wedtug miary

Méwimy, ze ciag (f,) jest zbiezny wedlug miary na zbiorze/
do funkcji £ i piszemy

{‘RM» # albo lim

. A
fMl—+oo FT?_ ,0
wtedy i tylko wtedy, gdy w danej przestrzeni z miara (t,S s U ):
AeSA £, £y £2y +++ sa funkcjami mierzalnymi u4 na zbiorze A i

skoficzonymi prawie wszedzie na zhiorze A A
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