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WSTEP

Wspélezesne maszyny matematyczne sa stosowane gléwnie do
wykonywania obliczen. Dzigki olbrzymie;j szybkodci liczenia — do-
chodzace] w najszybszych maszynach do miliona operacji arytme-
tycznych w ciagu sekundy — mozna je stosowaé do rozwigzywania

zadan, wymagajacych wykonania miliardéw dziatan arytmetycznych.

Reczne wykonanie takich obliczeri byloby oczywiscie praktycznie nie-
mozliwe, trwatoby bowiem setki, jezeli nie tysigce lat. Nic wiee
dziwnego, Ze inzynierowie, konstruktorzy, fizycy, ktérzy w swej
pracy napotykajg na trudne problemy obliczeniowe, widzg we wsp6l-
czesnych maszynach matematycznych narzedzie otwierajgce calkiem
nowe perspektywy.

Okazalo sig, ze maszyny matematyczne, budowane pierwotnie do
cel6w wylacznie rachunkowych, moga byé réwniez stosowane w wielu
innych dziedzinach. Rozlegle mozliwedei zastosowan tych maszyn
byly nawet pewnym zaskoczeniem dla ich konstruktoréw.

Do jednych z najciekawszych zastosowan maszyn tego rodzaju
nalezg niewgtpliwie préby przeprowadzenia z ich pomocs rozumowat
matematycznych. Jakkolwiek powazniejsze badania w tej dziedzinie

- trwaja dopiero zaledwié kilka lat 1), to sam problem mechanizacji
L rozumowania jest juz bardzo stary i poczatki jego siegajg starozytnej

Grecji. Zanim przystapimy do przedstawienia roli maszyn matema-
tycznych w mechanizacji rozumowania, warto nieco uwagi poswiecié -
logice, nauce o poprawnych formach rozumowania.

Rozumowanie polega na wyciaganiu wnioskéw z przestanek. Lo-
gika zajmuje sig takimi postaciami rozumowania, w ktérych postepo-
wanie nie zalezy od tresci wystepujacych w nich pojeé. Rozumowanie
takie jest nazywane formalnym. Poniewaz przeslanki jak i wnioski

1) Inicjatorem ich jest matematyk amerykanski pochodzenia chinskiego,




~ 83 zapisywane w jakim§ jezyku, rozumowanie formalne sprowadza sie
do czysto mechanicznego przeksztalcania jednych napiséw (przesta-
nek) w inne napisy (wnioski). Wnioskowanie formalne przypomina
wigc nieco rachunek, i)olegajqcy na przeksztalcaniu napiséw w okre-
Slony sposéb. Idea zastapienia myélenia rachunkiem jest niezwykle
" atrakeyjna, nic wige dziwnego, ze przesladuje ona ludzkodé z réz-
~nym nasileniem od niepamietnych czaséw.

Pierwszy system logiki zostal stworzony przez Arystotelesa

w czwartym wieku przed nasza era. System ten znany jest pod nazws

sylogistyki. Jest. zadziwiajace, ze przez przeszio 2000 lat po Arysto-
telesie nie odnotowano w rozwoju logiki zadnego istotnego postepu.
- Dopiero w polowie XIX wieku matematyk angielski George Boole,
. stwarzajac matematyczne podstawy tzw. rachunku zdan,” zapoczat-
kowal dalszy intensywny rozwéj logiki. Rachunek Boole’a pozwalat
na czysto mechaniczne wykonywanie wielu rozumowan matematycz-
nych. Jednakze w trakcie dalszych badati okazalo sie, ze prawa my-
Slenia odkryte przez Boole'a sa w wielu przypadkach niewystarcza-

jace. Dopiero stworzenie tzw. rachunku kwantyfikatoréw pozwolito

na pelng formalizacje wszystkich znanych do tej pory rozumowan
matematycznych. Za pomocs praw algebry Boole’a oraz rachunku

kwantyfikatoréw mozna juz, wychodzac z niewielkiej liczby aksjo--

matéw, wyprowadzi¢ wszystkie znane aktualnie wnioski matemas
tyczne, : ' '

Nasunelo to myél, ze dzialalno$¢ matematykéw wladciwie moze
by¢ zastgpiona przez odpowiednie maszyny, ktére stosujae na wszelkie
mozliwe sposoby prawa algebry Boole’a oraz rachunku kwantyfika-
toréw do wyjsciowych aksjomatéw, beds produkowaly wazelkie

mozliwe twierdzenia matematyczne, Tak jednak nie jest. Wykazal

to przed okolo 30 laty wybitny matematyk austriacki Kurt Gédel.
Wszystkich prawdziwych twierdzen matematycznych nie da sie wy-
~ prowadzié¢ w ten sposéb. W matematyce sa twierdzenia, ktérych

‘nie da sie wywiesé z zadnych aksjomatéw wedlug dowolnych regut

wnioskowania. W pracy matematyka wystepuja wiee istotnie twéreze
. elementy. Na czym polega istota twérezodei matematycznej, po-
dobnie zresztg jak i kazdej innej twérezosei, do tej pory nie wiadomo.

Zdawaloby sie, ze Godel raz na zawsze zdewaluowal role maszyn
matematyczinych w matematyce i skazal matematykéw na stoso-
wanie najprymitywniejszych narzedzi: papieru i oléwka badz kredy
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i tablicy. Praca matematykéw jest bowiem dzialalnoscia twéreza
1 zastosowanie tu nawet najwymyslniejszych maszyn nie moze mieé

istotnego znaczenia. Trudno oprzeé sig jednakze uwadze, ze zaréwno
~ pojecie twoérczodei jak i pojecie maszyny nie s3 zbyt jasne i $cisle

— dlatego nie wszyscy zgadzajg si¢ na taka interpretacje wynikéw

" Godla i majg ‘cichg nadzieje, ze moze z tych wiezéw da sig jakos

wyplataé. Sa to jednak, jak do tej pory, marzenia fantastyczne,
Nie bedziemy sie wiec nimii zajmowad, '

Z twierdzenia Godla nie wynika, 7e cala praca matematykéw
ma charakter twérezy; sa oczywidcie w niej fragmenty, ktére z po-
wodzeniem mozna zmechanizowaé. Powstaje wige pytanie jakie. sa

‘proporcje elementéw twérezyeh i mechanicznych w dzialalnogci ma-

tematycznej. Istnieje wéréd matematykéw przekonanie, e gléwnag
role odgrywaja tu elementy pracy intelektualnej, natomiast Hao
Wang postawil hipoteze, ze rzecz przedstawia sig wrecz odwrotnie:
wprawdzie w pracy matematyka wystepuja elementy twdreze, to
jednak znakomita wiekszosé tej pracy polega na zupelnie mechanicz-

-nych ezynnosciach, ktére z powodzeniem moga byé wykonane za
pomocy odpowiedniej maszyny. (Hipoteza ta nie jest oczywidcie

w zadnej sprzecznofcei z rezultatami Godla).

Dla uzasadnienia tej hipotezy, po raz pierwszy chyba w historii
matematyki odwolano si¢ do dodwiadczenia. Maszyna matema-
tyczna zostala uzyta nie jako pojecie abstrakeyjne, a jako konkretne
narzedzie. W dotychezasowych bowiem badaniach dotyczacych pod-
staw matematyki studia nad mozliwoéciami maszyn mialy charakter
czysto werbalny. Wang natomiast zadal sobie trud praktydznego
sprawdzenia czego rzeczywidcie mozna dowiedé za pomocy wspélezes-

~nych maszyn elektronicznych. Jako obiekt swoich dogwiadezen wzigl
.on znane dzielo B. Russel’a i A.N; Whitehead’a Principia mathe-
 matica. W ksigzce tej jest kilkaset dowodéw twierdzen matematycz-

nych. Znalezienie tych dowodéw zajelo Autorom na, pewno kilka mie-
sigey, jezeli nie kilka lat pracy. Tymeczasem Wang dowiéd! wiekszg
czeéé wystepujacych tam twierdzen, za pomocy szybkiej maszyny
matematycznej, w czasie ... okolo 9 MINUT?). -

1) Podany czas dotyezy tylko czasu dzialania maszyny. Nalezy do tego
doliczyé czas przygotowania programéw pracy maszyny. Do spraw tych wré-
cimy jeszcze w dalszym ciagu.




Fakt ten zmusza do zastanowienia. Jezeli bowiem w1eloletmay
pracg mozna wykonaé w czasm kilku godzin, to konsekwencje tego

'faktu mogy mieé duze znaczenie dla dalszego rozwoju matematyki.,

- Nie wszyscy zgadzaja sie z tym pogladem, uwazajac, ze sprawa
! takiej czy innej szybkosci wykonania dowodu nie ma tutaj istotnego
znaczenia. Tak chyba jednak nie jest. Wiadomo, ze idac pieszo mozna
dojg¢ do dowolnie odleglej miejscowodei, Wprowadzenie komunikacji
kolejowej czy lotniczej skraca znacznie czas podrézy, jednakze kon-
sekwencje lotnictwa nie sprowadzaja si¢ tylko do szybkodei podrézy,
wplynely one pogrednio na caly szereg innych spraw. Nie wykluczone,
Ze maszyny matematyczne mogg posrednio odegraé duzad role w ma-
tematyce.

_ Tiustracjg powyzszeJ mysli moze byé np. sprawa zrozumienia
dowodu matematycznego. Dowéd matematyczny polega na . rozbi-
ciu calego rozumowania matematyeznego na takie elementarne kroki,

z ktérych zaden nie moze byé kwestionowany przez osobe badajaca

poprawnosé dowodu — o ile oczywiscie jest on poprawny i jest przez

sprawdzajacego rozumiany. Zrozumienie dowodu polega wiec na zro--

zumieniu poszczegélnych jego elementéw i zdaniu sobie sprawy z lch
wzajemnego powigzania.

Wyobrazmy sobie, ze matematyk chce sprawdzm czy jakies wy-
‘razenie jest twierdzeniem badanej przez niego teorii. Dowéd tego

twierdzenia wymaga jednak milionéw badz miliardéw operacji, tak

ze wykonanioc ich przez czlowieka jest praktycznie niemozliwe. A wigc
0 twierdzeniu tym nie mozna orzec czy jest ono prawdziwe czy nie.
Zastosowanie w tym przypadku maszyny pozwoli przeprowadzié
dowéd; powstaje jednak pytanie, czy dowdd ten moze byé przez
czlowieka rozumiany ? W dotychezasowym sensie — chyba nie. Jezeli

nie, to za pomocs maszyn matematycznych mozna dowodzié twier-.
dzen, ktérych nie mozna zrozumied, ewentualnie pojecie zrozumienia

wymaga innej interpretacji.

Zastosowanie maszyn do dowodzenla tWIerdzen ma jeszeze jeden .
- aspekt. Matematyk dowodzac jakiego$ twierdzenia, na ogél nie prze- .
prowadza’ dowodu z cata drobiazgowodcia, robi tylko jego szkic tak,

~aby byly widoczne~zasadnicze elementy dowodu, dbajac jednakie

o to, aby w razie potrzeby dowolny fragment mozna bylo useciglié. |

Szezegélowe przeprowadzenie dowodu wymagaloby bowiem zazwy-
czaj wykonania olbrzymiej iloSci operacji, przez co dowéd stracitby
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na _przejrzystosei; z drugiej »str(')n\y,' taka drobiazgowa praca jest

~ nieciekawa, nie odpowiada wysokim kwalifikacjom matematykéw.

Zastosowanie maszyny do dowodzenia zmusza natomiast do bardzo

- szezegélowej analizy dowodu i spojrzenia na niego z zupekie innej

strony, od strony organizacji pracy: w jaki sposéb najsprawniej
wykonaé tak duza liczbe operacji. Prowadzi to. w konsekwencji do

~nowych zagadnien, ktére w przypadku pracy recznej nie wystepowaly,

jak np. ‘dobér odpowiednich regul wnioskowania, czy sposobu zapi-
sywania dowodéw. Zastosowanie. w tym przypadku maszyn moze
by¢ wiee interesujace nie tylko dlatego, ze mozna za ich pomoca
dowiesé szybciej pewnej liczby twierdzen, lecz dlatego, ze na proces
dowodzenia mozna spojrzeé z nieco innego punktu widzenia. Przy-
pomina to sytuacje w dziedzinie innych odkryé, np. podrézy Ma-
gellana. Wartodé odkrycia moze. lezeé zupemie gdzie mdz1e], amzeh ‘
sie spodziewano.,

Tak wiec po 30 latach nielaski maszyny matematyczne zna,la,zly
si¢ ponownie w kregu zainteresowan logikéw i matematykéw i to
ni¢ tylko jako obiekt filozoficznych spekulacji, ale réwniez jako ewen-
tualne narzedzie pracy. Dzi$ trudno jeszeze przewidzieé czy i w jakim
stopniu spelnia one pokladane w mnich nadzieje. Nie ulega natomiast
watpliwodei, ze badania nad meohamcznym rozumowaniem znajda
zastosowania pozamatematyczne, np. w technice, pozwalajac na bardzo
szybkie podejmowanie decyzji w sytuacjach, w ktérych konieczne
jest uprzednie przeanalizowanie olbrzymiej liczby konsekwencji przy-
jetych zalozeri. Bez uzycia maszyn elektronicznych rozwiazanie ta:
kiego zadania, jakkolwiek teoretycznie mozliwe, w praktyce jest

7’ zupelnie niewykonalne.

W Polsce prace nad automatycznym dowodzeniem tWIerdzen 88
prowadzone w Instytucie Matematycznym PAN pod kierunkiem
dra Andrzeja Ehrenfeuchta. Wydaje sie, ze kierunek badan re-
prezentowany przez Ehrenfeuchta moze by¢ bardziej przydatny do
celéw maszynowych anizeli inne dotychczasowe badania. Jednakze
prace te nie zostaly jeszeze zakorczone i dlatego nie dezlemy ich
tutaj omawiali. : ‘

Celem niniéjsz’ej‘ ksigzeczki jest pokazanie zasady dowodzenia
twierdzenn za pomocs maszyn matematycznych, a takze pokazanie -
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zasady dzialania maszyn-cyfrowych, elementéw programowania tych
maszyn a takze czgdciowo naszkicowanie niektérych zagadnieni i trud-
nosei zwigzanych z konstrukeja maszyn matematycznych. Zagadnienia
~ te wydaja sie o tyle wazne, ze dla matematykéw maszyny stworzyly

nows interesujacy dziedzine pracy. We. wszystkich krajach, gdzie

sa stosowane badz konstruowane maszyny matematyczne, istnieje
- bardzo duze zapotrzebowanie na matematykéw tej specjalnosci. Wy-
daje sie wige, ze wszelkie informacje na ten temat dla tych, ktérzy
cheieliby w przyszlodei studiowaé matematyke, mogy sie. okazaé
~ przydatne. Ksiazeczka ta jest wiee gléwnie przeznaczona dla uczniéw
‘szkél érednich, ktérzy interesuja si¢ maszynami matematycznymi,
. oraz dla nauczycieli. Mam nadzieje, ze przeczytaja ja réwniez wszyscy,
- ktérych - interesuja nowe perspektywy zastosowan maszyn matema-
~ tycznych. Dla tych ostatnich, w spisie literatury dotyczacej auto-
matycznego dowodzenia twierdzeni, zamieécilem réwniez niektére
~dostepne w Polsce prace zrédlowe dotyczace poruszanego. tematu.

Materiak zawarty w tej ksiazce zostal podzielony na dwie czesei.
W czedei pierwszej podano pojecie twierdzenia, dowodu, zasade
‘dzialania maszyny cyfrowej oraz przedstawiono ogélng strukture pro-
gramu dowodzacego twierdzenia.

Crzgsé druga zawiera omdwienie zastosowania maszyn matema-
tyoznych do dowodzenia twierdzen w prostej teorii matematycznej
* — rachunku zdan. Jako punkt wyjscia przyjeto koncepcje Hao
Wanga Préby zastosowania maszyn do dowodzenia twierdzeti w ra-
.chunku zdafi i w rachunku kwantyfikatoréw byly robione réwniez
przed. Wangiem, jednakze nie miaty one wigkszego znaczenia. Dopiero

\

Wang postawil to zagadnienie w nalezyty, jasny i Secisly sposéb.

Ogélna koncepcja Wanga wydaje sie byé dobrym punktem wyjscia
réwniez do badania innych teorii matematycznych pod.katem zasto-
sowania w nich maszyn matematycznych.

Do rozumienia ksigzki wystarczaja wiadomodei matematyczne
w zakresie szkoly éredniej, jednakze Czytelnikowi zainteresowanemu

glebiej tym tematem radzimy gruntowniejsze zapoznanie siezra-
~chunkiem zdati z ksigzki A. Grzegorczyka Logika popularna

oraz z teorig dowodu z ksigzki W. Pogorzelsklego id. Slupec-
~ kiego, O dowodzie matematycanym.

+ Czesé druga ksiazki, jakkolwiek nie wymaga do zrozumienia szer-
szych’ wiadomosei niz czes$é pierwsza, jest od czeéei pierwszej nieco
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- trudniejsza, wymaga bowiem drobiazgowego przesledzenia do§é dhu-

gich programéw. Czytelnik nie posiadajacy biegloSei w manipulo-.
waniu duza iloécig symboli moze tu napotkaé¢ trudnosei.

- Jednakze do rozumienia zasadniczych idei przedstawionych w tej
ksigzce szczegblowe czytanie czedci drugiej nie jest potrzebne. Diugie,
nieczytelne i nieprzejrzyste programy sa w gruncie rzeczy nudne;
moga by¢ one interesujace jedynie dla kogo$, kto zajmuje si¢ zawo-
dowo programowaniem. Dlaczego wige je tutaj umieécitem ? Sg one
bowiem bardzo charakterystyczne dla wszelkich zastosowan maszyn
matematycznych. Maszyna matematyczna nie zrobi najprostszych
nawet wnioskowan samodzielnie; postepowanie maszyny musi byé
nawet w najbanalniejszych sytuacjach szczegélowo i drobiazgowo
opisane w postaci programéw. Aby cokolwiek rozwiagzaé za pomoca
maszyny matematycznej, musimy najpierw sami znaé¢ metode roz-
wigzania zagadnienia, ktére nas interesuje, a dopiero wtedy mozna
moéwié o zastgpieniu pracy ludzkiej przez maszyne. Nie jest tak, jak
to sobie niektérzy wyobrazaja, ze maszyna rozwiaze jakiekolwiek
zagadnienie samodzielnie. Przytoczone programy sa tego najlepszym
dowodem. Nie potrzeba ich szezegélowo analizowaé, aby zrozumieé,
ze maszyna matematyczna nie jest mniej czy wiecej udana kopia
moézgu ludzkiego.

' Na zakoriczenie checialbym wyrazié podziekowanie drowi Andrze-
jowi W. Mostowskiemu za udzielenie mi wielu cennych rad i wskazé-
wek przy redagowaniu niniejszej ksiazki.
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CZESC I

§ . . Rozdzial I

POJECIE DOWODU MATEMATYCZNEGO

- § 1. Wnioskowanie

Jak powiedzieliémy we wstepie, wnioskowanie jest to wyprowa-
dzanie, na podstawie odpowiednich regul, wnioskéw z przeslanek.
Oczywiscie interesuja nas tylko takie formy wnioskowania, ktére
od prawdziwych przestanek - prowadza do prawdziwych wnioskéw.
Inaczej wnioskowanie byloby pozbawione jakiejkolwiek uzytecznosci.

- JednakZe zagadnieniem prawdziwosci nie bedziemy si¢ tutaj intere-
sowali. Nie jest to bowiem konieczne do zrozumienia poruszanego
przez nas tematu. ‘

Poniewaz zdania wystepujace we wnioskowaniu sg zapisywane

‘ w jakimé jezyku, wige jezeli pominiemy tredé tych zdas, to wniosko-
1 wanie mozemy uwaZaé za przeksztalcanie symboli wedlug zadanych
regul. Takie podejécie bardzo zaweza sens pojecia wnioskowania —
jednakze  do niektérych celéw jest ono wygodne. W szczegélnodci
zalozenie takie jest zawsze przyjmowane w maszynach matematycz-
nych, realizujacych dowolny proces przeksztalcania symboli, albo-
wiem znaczenie symboli przeksztalcanyeh przez maszyne nie ma zad-
Y . nego wplywu na jej konstrukeje ani zasad¢ dzialania. Dlatego tez
w dalszym ciagu zamiast konkretnych rozumowasi matematycznych
bedziemy rozpatrywali przyklady przeksztalcania symboli wedlug za-
danych regul, nie wigzac z rozpatrywanymi symbolami ani regulami
zadnej tresci matematycznej. Bedziemy mieli tylko na uwadze, aby
charakter tego przeksztalcania byl podobny do rzeczywistych rozu- -
mowan matematycznych.

op
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Podkreslamy raz jeszcze, ze zastosowanie maszyny do przepro-

wadzania wnioskowania mozliwe jest tylko wtedy, gdy wnioskowanie
mozna sprowadzié do czysto mechanicznych manipu].e,cji na symbo-

lach. maszyna bowiem nie rozumie tresei wykonywanych ezynnosei,

nie moze wige postugiwaé sie regulami wnioskowania odnoszgcymi

sie. do sensu przestanek. Widaé stad wyraZnie, Ze maszyny moga
tu odgrywaé jedynie role pomocniczych narzedzi.

Jezeli wnioskowanie nie zalezy od treéci rozpatrywanych zdai,
a tylko od ich postaci, to wnioskowanie takie nazywamy formalnym.
Poniewaz w niniejsze] ksiazeczce bedziemy sig zajmowali tylko wnios-
kowaniem formalnym, dla uzupelnienia proponujemy Czytelnikowi
zapoznanie sig z treScia matematyczng wnioskowan formalnych’
z ksigzek: A. Grzegorczyk, Logika popularna, PWN, Biblioteka
Probleméw, 1960 oraz W.A. Pogorzelskii J.Stupecki, O dowodzie
matematycznym, PZWS, 1962, ' ,

N

§ 2. Teorie dedukcyjné

Teorie matematyczne s3 teoriami dedukcyjnymi. Kazda teoria

dedukeyjna jest zespolem zdan — zwanych tezami albo twierdze- - -

niami tej teorii — takim, ze kazde zdanie jest aksjomatem lub wnios-
kiem z aksjomatéw. Jezeli zdanie Z jest twierdzeniem teorii T, to
zapiszemy [—Z i przeczytamy: ,,Zdanie Z jest twierdzeniem teorii T¢.

Poniewaz nie bedziemy sie¢ interesowaé trescia teorii matematyecz-
nych, mozemy wigc uwazaé je za zesp6l napiséw takich, ze kazdy

z nich jest napisem wyjsciowym, badi tez napisem otrzymanym

z napiséw wyjsciowych za pomoca odpowiednich regul przeksztalecania
napiséw. Napisy te bedziemy nazywali wyraZeniami lub zdaniami
teorii. .

. Dla okredlenia teorii_dedukcyjnej konieczne jest, oprécz podania
aksjomatéw oraz regul wnioskowania, podanie symboli dopuszczal-
‘nych w tej teorii oraz regul pozwalajacych twdrzy¢ z symboli wyjscio-
wych wyrazenia nalezace do tej teorii. Zbiér symboli wyjsciowych?)
oraz regul tworzenia wyrazen nazywany jest jezykiem teorii.
v’Tak wige teorie dedukeyjnag charakteryzujemy przez podanie

1y Zbiér symboli wyjéciowych jezyka nazywany jest aliabetem Iub siow- .

nikiem ‘jezyka.

—

Zbioru symboli wyjsciowych,
regul tworzenia wyrazen,

zbioru aksjomatow,

L A

.regul wnioskowania.

Na teorig dedukeyjna mozemy réwniez patrzeé jako na ‘imetod_.g

 produkowania wnioskéw z przestanek. Dlatego tez czasem zamiast

teljmimi wnioskowanie, bedziemy uzywali terminu produkeja. |

Jezeli zdanie Z jest otrzymane z przestanek Py, Py, ..., P, za
pomoca jednej - dopuszezalnej reguly wnioskowania, to zdanie Z na- -
zwiemy wnioskiem bezposrednim z przestanek Py, P, ..., P,

Jezeli zdanie Z jest otrzymane z przestanek Py, Py, ..., Py za.

pomocs wiecej niz jednokrotnego gtosowania dowolnych regul wnios-
kowania dopuszczalnych w teorii oraz zdanie Z nie jest przestanka
dla zadnego wniosku w danym wnioskowaniu, to zdanie Z nazwiemy |

‘wnioskiem koncowym. ‘

" Rozpatrzymy teraz kilka przykltadéw prostych teorii dedukoyj-
nych, ilustrujacych powyzej wprowadzone pojecia. Z przykladami
takich teorii Czytelnik spotkat sig na lekcjach matematyki. Najbardziej
znanym przykladem teorii dedukeyjnej jest geometria. Nie bedziemy
tutaj jednakze rozpatrywali zadnej rzecz ywistej teorii matematycznej,
zajeloby to bowiem zbyt wiele miejsca. Z drugiej zas strony strukture ’

“teorii dedukeyjnych latwiej jest przesledzié na specjalnie w tym celu

skonstruowanych przykiadach, nie posiadajacych okreglonego sensu
matematycznego. Taki sposéb postepowania jest czesto praktykowany,
nie tylko w celach popularyzacyjnych, gdyz pozwala na latwe uchwy-
cenie niektérych istotnych whasnosei teorii dedukeyjnych. '

Przyklad 1. Rozpatrzymy najpierw przyklad bardzo prostej
teorii dedukcyjnej, ktéra oznaczymy przez T Celem okreslenia
teorii musimy najpierw podaé jej jezyk, a nastepnie aksjomaty
i reguly wnioskowania obowiazujace w tej teorii. Przyjmiemy, ze
alfabet jezyka teorii T; sklada sie tylko z dwu symboli, a mianowicie
liter @ i b1). ]

1} Zamiast liter @ i b mozna by przyjaé dowolne inne dwa ‘symbole, np.. -

* 4+ i 0, bad# 0 i 1, itp. Rodzaj przyjetych symboli jest tu nie istotny. Wazne '

jest tylko, aby byly to dwa rézne symbole.




Jezyk ‘toorii T, posiada jedna regule tworzenia wyrazen z symboli
alfabetu.

Q: o, B—aP

Regula ta nosi nazwe konkatenacji (stykania) i oznacza, ze jezeli
dwa wyrazenia « i B nalezagce do jezyka teorii T, napiszemy obok
siebie, to tak otrzymane wyrazenie nalezy réwniez do jezyka teorii Tj.
Np. Wyraienia, a oraz a nalezg do jezyka teorii Ty, a wigc wyrazenie aa
nalezy réwniez do tego jezyka. Réwniez wyrazenie aab jest wyra-
zeniem jezyka teorii Ty, gdyz mozna je otrzyma¢ za pomoca reguly @,

z symboli alfabetu jezyka. Méwiac proseiej, wyrazeniami jezyka

-teorii Ty sa dowolne skonczone oiagi liter @ i b,

A wiec kaidy ciag skladajacy sie z liter a i b jest wyrazeniem
jezyka teorii T,. W rzeczywistych teoriach matematycznych jezyk
‘jest oczywidcie znacznie bardziej skomplikowany anizeli w teorii T,.
Alfabet zawiera znacznie wigkszg liczbe symboli a takie wytazenia
83 tworzone w bardziej skomplikowany sposéb anizeli w naszym
przykladzie. Tym nie mniej ogélny schemat postepowania jest dla
kazdego jezyka jednakowy: z ustalonego zbioru symboli, alfabetu,
tworzymy ciaggi symboli wedlug odpowiednich regul. Dla ilustracji
_tego faktu podany przez nas przyklad jest wystarczajacy.

Pomineliémy tutaj calkowicie fakt, ze jezyk teorii matematycz-
nych jest tworzony celem wyrazania pewnych mysli, a wiec wyraze-
nia takiego jezyka posiadaja okreflone znaczenie. Jezyk teorii T,
natomiast zadriego znaczenia nie posiada. Ciagi symboli alfabétu tego
jezyka nie wyrazaja zadnych mysli, nie posiadaja zadnej interpretacji
matematycznej. Z punktu widzenia zastosowania maszyn matema-
tycznych do dowodzenia twierdzen jest rzecza calkowicie obojetng
czy wyrazenia przeksztalcane przez maszyne posiadaja jakiekolwiek
.znaczenie, czy tez nie. Maszyna postepuje tutaj w sposéb calkowicie
mechaniczny, przeksztalcajac zadane wyrazenia w okreélony sposéb,

bez rozumienia ich sensu. Dlatego tez dla zrozumienia idei mechanicz-

_ nego dowodzenia twierdzen nie musimy kohiecznie rozpatrywaé zadnej
konkretnej teorii matematycznej, a wystarcza nam do tego celu
bardzo proste ,teorie** zbudowane podobnie do teorii spotykanych
w matematyce.
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Jako jedyny aksjomat teorii T, przyjmiemy symbol"a n,
A,: a

Dla zupelmego okreflenia teorii T, nalezy podaé jeszcze reguly
wnioskowania obowiazujace w tej teorii. Sa one nastepujace:

R,: A Ab
R,: 4 > ada

Regula R, méwi, ze jezeli do dowolnego twierdzenia A nalezacego
do teorii T; dopiszemy na koncu literg b, to w wyniku otrzymamy
twierdzenie nalezace do teorii T. '

Regula R, méwi, ze do dowolnego twierdzenia A teorii T, mozna
dopisaé z obu stron litere @ i tak otrzymane wyrazenie jest réwniez
twierdzeniem teorii T. : :

Reguly R, i R, pozwalaja wigc na produkowanie twierdzen teorii T,
wychodzac z jedynego aksjomatu A; tej teorii.

Produkowanie twierdzeri w teorii T, przebiega nastepujaco:

Stosujac do aksjomatu A4, regule R,, otrzymamy twierdzenie ab.

Stosujac do twierdzenia ab jeszcze raz regul@ R,, otrzymamy
twierdzenie abb. :

Z twierdzenia abb na podstawie reguly R, otrzymamy twierdzenie
aabba,

W dalszym ciggu proces produkowania twierdzeh b@dzwmy za-

pisywali w postaci tabelki, jak to podano nizej. "

l.a A,
2, ab Ry 1
3. abb "Ry, 2

' 4. aabba R,, 3

Kazdy krok wnioskowania jest zapisany w jednym wierszu ta~
belki. Wazystkie wiersze sg ponumerowane z lewej strony liczbami
1, 2, itd. Z prawe]j strony zapisane sg uzyte reguly oraz numer wiersza,
do ktérego je zastosowano. Np. w wierszu 3 podano R,, 2, co oznacza,

1) Dla prostoty‘ przyjeto, ze aksjomat jest identyczny z symbolem alfabetu.
Ogolnie biorge, aksjomaty sa wyrazeniami skladajacymi si¢ z wakszeJ niz
jeden hczby symboh wasclowych
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76 twierdzenie abb otrzymano przez zastosowame reguly R, do prze-
slanki zapisanej w wierszu 2,

~ Jak widzimy kazde twierdzenie teorii T, jest pewnym zdaniemr
jezyka tej teorii ale nie na odwrét: nie kazde zdanie jezyka teorii
-jest twierdzeniem tej teorii. Twierdzenia sg to wige pewne zdama
zapisane w jezyku teorii.

W dalszych przykladach przy]mlemy jezyk 1dentyczny ]ak w teorii
. Ty, dlatego w okreéleniu teorii nie bedziemy go podawad.

Przyklad 2. Tearia T, jest okreslona nastepujaco:
A a ‘

‘A, ab

R,: Aa— Aab

R,: Ab— Aba

Teoria T, posmda dwa aksjomaty, a oraz ab, i dwie reguly wnios-
kowania. _ : . >~

Pierwsza regula R, pozwala na dopisanie do twierdzenia zakon-
czdnego litera a, litery b.

Jezeli ostatnim éymbolem twierdzenia jest litera b, to zgodnie

z reguly R, mozemy dopisaé do niego litere a i tak otrzymane wy- --

" razenie jest réwniez twierdzeniem teorii T,. Np.

1. ab A4,

2. abo R, 1

3. abab R, 2

4. ababa - R, 3

W teorii T, otrzymywanie twierdzen polega na dopisywaniu do
otrzymanych juz twierdzen litery a lub b, zaleznie od tego jaks
litera, jest zakoriezone rozpatrywane twierdzenie.

Przyklad 3. Teoria T, posiada jeden aksjomat i dwie reguly.
wnioskowania jak nizej, ‘
. 4t a
R;: A~ Ab
R,: A,,B-> AB
Pierwsza 'regula wnioskowania R, méwi, ze dopisujac do dowol-
© nego twierdzenia teorii Ty litere b na koncu, otrzymamy nowe twier-
dzenie teorii '.[‘3
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Regula druga R, méwi, ze jezeli dwa dowolne twierdzenia tej
teorii 4 i B napiszemy obok 81eb1e to w rezultacie otrzymamy nowe
" twierdzenie Ty, Np.

1. a 4,
2. ab Ry, 1
- 3. abbd R;, 2
S 4. ababb R, 2,3
Przyktad 4. Teoria T, ¥
A:a )
R,;: 4— ada

R,: ad, Aa — bAD

Regula R, méwi, ze jezeli do dowolnego twierdzenia teorii T,

dopiszemy z obu stron litere a, to otrzymamy nowe tw1erdzenle
teorii T,. .

" Regula R, jest nieco bardz1e] skomplikowana. Jezeli jedno twier-
dzenie teorii T, zaczyna sie na litere a, natomiast drugie twierdzenie
tej teorii konezy sie¢ na literg @ i pozostale symbole obu twierdzen
sa identyczne, to mozemy utworzyé nowe twierdzenie tej teorii,
piszac po obu stronach identycznych symboli litery b. Np.

1. a A4,

2. aoa R, 1
3. baab R, 2,2
- 4. abaaba Ry, 3

5.

bbaabb R, 4,4

Wyjasnienia wymagaja tu wiersze 3i 5. W wierszu 3 zastosowalismy
regule R, do wiersza 2. Liczba 2 jest napisana dwukrotnie, gdyz
- twierdzenie baab jest wnioskiem bezposrednim z dwéch przestanek:
aaa i aaa. Pierwsza przestanka zaczyna sig od litery a, druga natomiast
konezy sig na litere a. Pozostale dwa symbole sg oczywicie jednakowe,
- a wige zgodnie z réegulg R, mozemy do nich z obu stron dopisa¢ litere b
i otrzymamy wtedy baab. Podobnie przebiega konstruowanie twier-
dzenla bbaabb, podanego w wierszu 51).

1) Podane przyklady teorii dedukcyjnych zostaly zaczerpnigte z ksiazki

P. Lorenzena, Einfihrung in die operative Logzk und. Mathematik, Berlin, -
Gottingen-Heidelberg, 1955. )
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Rozpatrywane przyklady teorii dedukcyjnych byly bardzo proste.

Teorie te zawieraly po jednym, badz dwa aksjomaty i kilka prostych

regul wnioskowania.

W rzeczywistych teoriach matematycznych liczba aks]omatow_

moze byé znacznie wigksza, czesto nieskoniczona. Ilosé regul wnios-
kowania ‘moze byé réwniez wigksza i majs one znacznie bardziej
skomplikowany charakter. Nie zmienia to jednak istotnie waznego
dla nas faktu, ze otrzymywgnie twierdzen w takich teoriach polega
na odpowiednim przeksztalcaniu napiséw wyjsciowych, chociaz napisy
te moga byé mnle] czy bardziej skomplikowane i postaé regul wniosko-
wania moze réwniez znacznie odbiegaé od podanych tu przykladéw.

§ 3. Wnioskowanie i drzewa

Przebieg procesu wnioskowania wygodnie jest przedstawié gra-
ficznie w sposéb nastepujacy: kazdej operacji przeksztalcama prze-
slanek we wnioski przypiszemy punkt,
natomiast przestankom i wnioskom
przypiszemy  odcinki  zorientowane

wiadaja odcinki wchodzace do punktu
reprezentujacego operacje wnioskowa-

stawiony przez odcinek wychodzacy
z tego punktu. Rysunek taki przypo-
* mina drzewo (rys. 1). Najwyzej poto-
zony odcinek przedstawia wniosek
konicowy. Odcinki nie zaczynajace sig
od punktu przedstawiaja aksjomaty,
lub twierdzenia juz wyprodukowane,
przyjete jako punkty wyjsciowe wnios-
kowania. Numery obok punktéw wska-

Oczywiscie kolejnosé ta moze byé inna

Rys. 1 niz podana tutaj. Z- naszego punktu

_ widzenia nie gra ona specjalnej roli
i dlatego nie bedziemy jej blizej omawia¢. Wazne jest tylko by ope-
racje, ktérych przestanki nie zostaly jeszcze otrzymane, byly wyko-

18

w ten sposéb, ze przestankom odpo-

nia, a wniosek bezposredni jest przed-

zuja kolejno$é stosowania operacji. |

‘kach 1 i 2 przyklady wnioskowania

_rozgaleziajacych sie odcinkéw.

‘stanki sa dwoma napisami i dlatego
na drzewie bedg one wystepowaly jako
.- dwie rézne galezie. Np. na rys. 4 prze-

_operacji nr 3. Podobnie na rys. 5 prze-

t

' nywatié po operacjach, ktérych wynikami sa potrzebne wlagénie prze-
_ stanki. Np. operacja 5 moze byé wykonana jedynie jako -ostatnia

operacja wnioskowania, gdyz do jej zrealizowania potrzebne s3 prze-
stanki bedace wynikami operacji 4 i 3.

ab
a 47
R, . aba
ab : R, $2
R, abab
abb
R,¢3
R,
ababa
ababa
Rys. 2 Rys. 3 Rys. 4

~

Podane w poprzednim paragrafie przyklady wnioskowan beda
miaty odpowiednia postaé¢ graficzna, jak to pokazano na rysunkach .

}23415

Ponibwaz w teoriach T, i'T, reguly wnioskowania odnosily sie tylko
do jednej przestanki, wiec na rysun-

maja posta¢ nie drzewa, a ciagu nie

W teoriach T i T, reguly R, od-
noszg sie do dwu przeslanek. Nalezy
zwrécié uwage, ze z naszego punktu
widzenia dwie nawet identyczne prze-

stanka ab wystepuje raz jako przestan-
ka operacji nr 2, a raz jako przestanka
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slanka aaa jest reprezentowana przez dwie galezie wchodzace do
punktu 3, wnioskowanie polega tu bowiem na otrzymaniu z dwu
napiséw: aaa oraz aaa nowego napisu baaab. Podobna jest “8y-
tuacja w przypadku przestanki abaaba i reguly R,, zrealizowanej
_ w punkeie 5. , . )

§ 4. Wnioskowanie i obliczanie

Proces wnioskowanis, przypomina pod wieloma, wzgledami wyko-
nywanie rachunku, ktéry réwnies polega na przeksztalcaniu symboli

w mysl regut rachunkowych. Dane liczby odpowiadaja aksjomatom,.
wyniki czesciowe obliczenia — wniogkom posrednim, wynik kofcowy

obliczenia — wnioskowi konicowemu, a dziatania arytmetyczne — re-
gulom wnioskowania,.

Przyjmujemy tutaj, ze liczby to nie twory abstrakeyjne, jak to

" jest powszechnie przyjete w matematyce, lecz napisy i rachunek

jest przeksztalcaniem napiséw. .
Np. rachunek- przedstawiony na rys. 6 mozemy zapisaé:

dana
dana .
+,1,2
dana
dana

— 4,5
.,3,6
dana
dana’

10. 2 —, 8,9
1.8  —, 7,10
Zasada opisu przebiegu rachun-
~ ku jest tutaj identyczna jak ta,
ktéra przyjelismy w opisywaniu
produkowania twierdzen w teoriach
dedukeyjnych. Z lewej strony ta-
beli podany jest numer wiersza,, _ v
nastepna kolumna zawiera symbole, ktére 83 przeksztalcane, w ostat-
niej za$ kolumnie podano rodzaj zastosowanej reguly przeksztalce-

LD oK D e
W s N R oW

Rys. 6

. Dia oraz numery wierszy, do ktérych dang operacje arytmetyczng

s

.s’lonej nastepujaco:

-siebie dwa twierdzenia przez dopisa-

- dzenia na koricu, jezeli pierwsze twier-
_dzenie jest zakoriczone na b.

{
zastosowano. Np. wiersz 3 w ostatniej kolumnie podano +,1,2,
¢o oznacza, ze wykonano dodawanie na liczbach zapisanych w wier-
szach 1 i 2. ‘ -

Taki sposéb zapisu przebiegu obliczenia nie jest powszechnie przy-
jety w ‘rachunkach wykonywanych za pomoca papieru i oléwka,

. jednakze zasada ta jest stosowana w maszynach matematycznych.

W zwyklych obliczeniach podany rachunek zapisalibyémy konwencjo-

. malnie w powszechnie uzywanej symbolice matematycznej nastepu-
~Jacat.

((2+3)- (4 —2))—(83—-1)

Podobnie mozemy zapisaé réwniez przebieg produkowania twier-

. dzen teorii, jednakie ten sposéb nie jest przyjety w tej dziedzinie.
- Zapisanie poprzednio podanych przykladéw produkowania twierdzen

w postaci wzoru wymagatoby dodatkowych wyjasnien, dlatego ogra-
niczymy sie chwilowo do przykladu nie zwigzanego z poprzednio

-dyskutowanymi teoriami, a podamy specjalny przyklad teorii, gdzie
- to podobienstwo jest widoczne od razu. : ‘

F 'Rozpa,trzmy przykiad produkowania twiérdzgnia, w teorii T; okre-

A a
C A, ab .
R,: 4b, B~ ABb
" Ry: A, Bb—> bAB
- Regula R, pozwala napisaé obok.

nie ostatniej litery pierwszego twier-

‘'Regula R, pozwala na napisanie

jk' " obu twierdzen obok siebie, jezeli ostat- babaabo
nia litera drugiego twierdzenia koticzy
.. 8ie na b, przy czym litera ta pisana Rys. 7

i Jest.na poczatku.

- Przyklad wnioskowania w teorii T; przedstawiony jest na rys. 7.
Whrioskowanie to 'w postaci tabelki zapiszemy jak nizej:
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a A4,

1.

2. ab 4,

3. baa R,1,2 N

4. ab . A4,

5. abaab R,4,3

6. ab 4, ‘ o

7. babaaba ARz, 5, 6 ' A

Natomiast w postaci wzoru mozemy to wnioskowanie przedstawié’
nastepujgco: '
((ab.R; (a R, ab)) R, abd)

W jaki sposéb drzewo wyrazi¢c w postaci wzoru, moze byé

z latwodcia odezytane przez Czytelnika na podstawie analizy rysunku |

przedstawiajacego przebieg obliczenia.

Tak wige produkeje twierdzenia, jak i przebieg rachunku mozemy
przedstawié zaréwno w postaci tabeli jak i formuly matematycznej,
powszechnie . przyjetej w algebrze, czy arytmetyce. N :

W dalszym eiagu tej ksigzeczki bedziemy stosowaé¢ zaréwno jedné ,

jak i druga formg przeksztalcania symboli.

§ 5. Dowéd twierdzenia

Jednym z najwainiejszych poje¢ matematycznych jest -pojecie

dowodu. i

Aby sig przekonad, czy jakie§ wyrazenie jest twierdzeniem teorii,f

wystarczy podaé, w jaki sposéb moze byé ono wyprodukowane z aksjo-

matéw. Przyjeliémy, ze produkcje taka przedstawiamy w postaci
tabelki, opisujacej kolejno$é stosowania regul wnioskowania. Tablice
opisujaca przebieg produkeji twierdzenia bedziemy nazywali dowodem.
tego twierdzenia. Np. dowéd twierdzenia aabbab w teorii T, ma postaé:

1. a Ay
-2, ab R, 1
3. abb R, 2
4, aabb R, 1,3
‘5. aabbab Ry 4,2

Sciélej biorac, przez dowéd rozumie si¢ w matematyce 'nie cala
tablice, a tylko ciag wystepujacych w niej zdan, nalezacych do roz- .
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patrywanej teorii. Dla twierdzenia aabbab dowodem 1bledzie wige ciag

- zdan:

a

ab

abb
aabb
aabbabd

Symbole numerujacé wiersze dowodu oraz symbole opisujace, jakie

. réguly zostaly zastosowane w kazdym kroku dowodu, maja charakter

objasniajacy, pomocniczy i do dowodu nie sg zaliczane.

Poniewaz ‘dowéd bez tych dodatkowych objagnien byltby czesto
zupelnie nieczytelny, wiec przez dowéd bedziemy rozumieli ciag zdan
wraz z obja$nieniami, w jaki sposéb zdania te sa wzajemnie ze sobg
powiazane logicznie — nawet wtedy, gdy o objaénieniach tych nie
bedziemy wyraznie méwili. -

A wiec dowéd twierdzenia, to diag zdan teorii takich, ze ostatnie -
zdanie tego ciagu jest twierdzeniem, ktdrego dowéd dotyezy, a kaide
inne zdanie dowodu jest aksjomatem?) teorii lub jest wnioskiem
bezposrednim ze zdan go poprzedzajacych. :

Méwiac nieco doktadniej, eigg wyrazen

0y Koy + o vy Oy

nazwiemy dowodem twierdzenia o« w teorii T, jezeli a = «, oraz dla
kaidego (1 < i < n) wyraienie o; jest aksjomatem teorii T Tub tez
jest wnioskiem bezpoSrednim z wyrazefi o, gdziej <4, poprzedzaja-
cyeh o;. B )

Twierdzenie jest jednym zdaniem teorii. Dowéd tego twierdzenia

_ to ciag zdan, jak gdyby rodowéd twierdzenia, jego drzewo genea-
‘logiczne, méwiace o wszystkich zdaniach potrzebnych do wyproduko-

wania tego twierdzenia i o zwiazkach zachodzacych miedzy tymi

- zdaniami: - .

Oczywiscie dla danego twierdzenia moze istnieé wiele dowodéw.
Inaczej méwiae, to samo twierdzenie moze byé wyprodukowane

1) Zamiast aksjomatéw mozemy W dowodzie przyja¢é twierdzenia juz
udowodnione. Gdybyémy bowiem kazde twierdzenie cheieli wywodzié z aksjo-
matéw, wiekszoéé dowodéw bylaby niepotrzebnie dluga i nieczytelna.
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z aksjomatéw na rézne sposoby. Np. twierdzenie aabbab w teorii T,

moze mie¢ réwniez dowdéd nastepujacy:

1. a ' A,

2. ab R, 1
3. aab R,, 1,2
4. aabbd R,, 3
5. aabbad R, 4,2

Obie tabelki bgdzwmy uwazali za dwa réine dowody tego samego
twierdzenia. Przebieg produkeji w obu przypadkach bowiem byt inny.
A wige dowéd w naszym rozumieniu jest szezegblowym opisem calego

przebiegu produkeji. twierdzenia. Uzywajac innego poréwnania, do-

wod: to Slad po wszystkich' czynnogciach, ktére doprowadzily do wy-
produkowania twierdzenia.

- W dalszych rozwazaniach b@dmemy przez dowéd rozumieli jaki$
konkretny jeden sposéb produkeji twierdzenia 1) ~

Przez dowdd rozumiemy wiec opis produkeji twierdzenia, inaczej
méwige opis wnioskowania.

W nastepnym rozdziale zajmiemy sie zasadniczym zagadnieniem

dla maszynowego dowodzenia tw1erdzen a mlanowmle poszukiwaniem
dowoddw.

1) Dla glebszego zrozumienia pojecia dowodu odsytamy Czytelnika do
ksiazki W. Pogorzelskiego i J. Stupeckiego O dowodzze matematycznym,
PZWSR, 1962, s. 51.
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Rozdzial 11

POSZUKIWANIE DOWODOW

§ L Budowanie teorii‘mat'ematycznych

W kazdej teorii dedukcy] nej mozemy wyprodukowaé nleskonezeme
wiele twierdzer. Do twierdzen juz wyprodukowanych mozna po-
nownie zastosowaé odpowiednie reguly wnioskowania, otrzymujac
dalsze twierdzenia teorii. Jednakze w kazdej teorii liczba aktualnie
wyprowadzonych twierdzen jest oczywiscie skonczona. Z rozwojem
teorii liczba ta moze wzrastaé. Jednakze wzrost ten nie jest w praktyce
nieograniczony. Powéd tego jest nastepujacy: Jakkolwiek w kazdej
teorii dedukeyjnej mozna wyprodukowaé¢ nieskoriczenie wiele twier-
dzen, nie zapominajmy o tym, ze teoria to nie formalna zabawa
symbolami. Tworzenie teorii przez matematyka nie sprowadza sig
do kolejnego wypisywania twierdzer i ich dowodéw; teorie te sa

budowane w celach poznawczych. A wigc twierdzenia teorii musza

byé zrozumiale, muszg sie daé czytaé przez czlowieka ze zrozu-
mieniem. Wiadomo zas, ze zdolnoSci recepcyjne czlowieka sa ograni-

‘czone. Zbyt dlugie ciagi symboli nie moga byé przez czlowieka roz-

poznawane i czytane ze zrozumieniem ).
Gdybysmy wiec rozpatrzyli wszystkie znane twierdzenia w do-
wolnej teorii matematycznej okazaloby sie, ze liczba wystepujacych

1) Podobna sytuacja wystepuje przy zapisywaniu liczb. Wprawdzie mo-
zemy zapisywaé liczby zawierajace dowolng liczbe cyfr, np. '
.634529735467819873456738652918753873645987300017536882711872365789432,
jednakze postugiwanie sie tak zapisanymi liczbami jest w praktyce niemozliwe..
Nierozumiemy zupehie o jakirzgd wielkosei tu chodzi. Z tych samych wzgled6w
slowa dowolnego jezyka majg ograniczong liczbe liter. W zadnym istniejacym
jezyku nie ma na pewno stéw skladajacych sig ze stu liter. Byly by one bowiem

" nieczytelne.

’
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w nich symboli jest ograniczona i nie przekracza np. stu. Llczba moz-
liwych twierdzen jest wigc réwniez ograniczonal). '

" Drugim czynnikiem ograniczajacym liczbe twierdzen w teorii ]est
fakt, ze nawet wiréd twierdzeri o okreélonej ilo$ci symboli, nie wezystkie

. 83 jednakowo dla matematyka interesujace. Matematyk nie wypro-:

wadza bezmyslnie wszystkich twierdzen po kolei, lecz stara sie uzyskaé
 tylko takie twierdzenia, ktdre stanowig jakie$ interesujace go fakty
w badanej teorii. Oczywiscie, co jest interesujgce a co nie, jest sprawg
trudng do formalnego rozstrzygnigcia i zalezy od intuicji badacza.
W kazdym razie budowanie i badanie teorii nie sprowadza si¢ do
mniej czy wiecej bezmyslnego produkowania kolejnych jej twierdzen.
Zazwyczaj nowe twierdzenia s stawiane jako hipotezy i aby .sie
przekonaé, czy sta,wiaria hipoteza jest twierdzeniem teorii, nalezy
podaé jej dowdd. A wige zadane jest jakie§ wyrazenie i pytamy, czy
~moina je wyprowadzié z aksjomatéw rozwaianej teorii. Chodz1 tu
przy tym nie tylko o odpowiedZ ,,tak* badz ,nie, a o podanle do-
wodu, o ile taki 1stn1e]e

o f
§ 2. Poszukiwanie dowodéw w teorii dedukeyjnej
. . : . ! °
Zgodnie z uwagami w poprzednim paragrafie, inatematyk badajacy
" teorie matematyczng stoi zazwyczaj przed nastepujacym zagadnie-
niem: czy zadane wyrazenie jest twierdzeniem rozpatrywanej teorii.

Np. mozemy zapytac czy wyrazenie aabbab jest twierdzeniem
teorii Ty. Jak sie o tym przekonaé? Nalezy sprébowaé wyprodukowaé
to wyrazenie z aksjomatéw teorii T;. Dla rozpatrywanego przykladu
przebieg produkeji bedzie nastepujacy: .

!

1} Liczbe twierdzen, ktérymi da sie praktycznie manipulowaé, mozna
znacznie zwigkszyé w kazdej teorii, przez wprowadzenie do jezyka teorii,
.tzw. definiowania. - Definiowanie pozwala na zastepowanie dlugich, nieczy-
telnych cmgéw symboli. — nowymi, krétkimi symbolami. Zbyt dlugie ciagi

tych nowych symboli zastepujemy znéw nowymi symbolami itp. Oezywidcie

procesu definiowania nie mozemy praktycznie kontynuowaé¢ w nieskonczonosé,
" gdyz stoja tu na przeszkodzie czymniki podobne jak przy czytaniu zbyt diu-

gich. ciqgéw symboli: ilo§é. definicji, ktére mozemy wprowadzié jest réwniez

ograniczona naszg zdolnofeia percypowania. Tym niemniej definiowanie po-
zwala na znaczne zwiekszenie liczby twierdzen praktycznie wyprowadzonych
w teorii.

2‘6._ .

a . A

1.

2. ab ‘ R, 1
3. abb : R, 2
4. aabb R, 1,3
5. aahbab Ry, 4, 2

Pomewaz produkeja taka jest mozliwa, wigc 5 aabbab.

‘Warto zwrécié uwage, ze poszukiwanie metody wyprodukowania
twierdzenia jest tutaj oparte na intuicji, a nie na zadnych ustalonych
zasadach. Poszukiwanie takie moze sig udaé lub nie. Jezeli zogtato
ono zakonczone pozytywnym rezultatem, badane wyrazenie jest

‘twierdzeniem teorii; w przypadku przeciwnym nie mozemy nic orzec.

Produkeja taka moze bowiem' istnieé, jednakie—przez nas nie zo_stala,
znaleziona.

W prostych przypadkaeh, podobnych do przytoczonego, na pod-
stawie struktury wyrazenia, ktérggo dowodu szukamy, mozna sig
domyéle¢, jak dowdd taki moze prawdopodobnie przebiegaé. Jednakze
w bardziej skomplikowanych sytuacjach odgadnigcie dowodu nie jest
takie proste i moze nawet si¢ nie udaé po W1e1u prébach, mimo ze

" dowdd taki istnieje.

Nasuwa sie wiec koniecznos$é podania jednoznacznej i Wykonalnej .
realnie — przy uzyciu $rodkéw, ktérymi rozporzadzamy — metody
postgpowa,ma, pozwalajacej dla zadanego wyrazenia znaleié jego
‘dowéd, o ile taki dowéd istnieje? Gdyby taka metoda istniala, po-

-szukiwanie dowodéw byloby czynnoscig réwnie prosta jak np. wy-

konywanie rachunkéw. Kilka uwag ogélniejszych na ten temat
uczynimy w ostatnim rozdziale tej ksigzki, tutaj natomiast tylko
stwierdzamy, ze czasem podanie takiej metody jest mozliwe. Znaj-

dowanie dowodu nie jest wtedy dzielem przypadku czy szezedcia,
a rezultatem systematycznego postepowania, wedlug okreslonego

jednoznacznie przepisu. W dalszych paragrafach tego rozdziatu zaj-
miemy sie tym zagadnieniem, jednakze nim przystapimy do tego
tematu, uczynimy kilka uwag na temat dowodzema i wniogkowania.

§ 3. Dowodzeme wnioskowanie

Obie czynnosci wymienione w tytule tego paragrafu sa w pewnym
sensie czynnosciami wzajemnie odwrotnymi.
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W pierwszym przypadku mamy zadane aksjomaty oraz kolejnosé
i rodzaj regul wnioskowania, a szukamy wniosku koricowego 1).

W dowodzeniu natomiast zadane mamy aksjomaty, reguly wnio-
skowania teorii oraz wyrazenie, ktére chcemy zbadaé, czy jest twier-
dzeniem — szukamy natomiast dowodu, tj. ciagu wyrazen, ktdéry jest

'loglcznle powiazanym lancuchem whioskéw i przeslanek, zaczynaja-
cym sie od aksjomatéw a konczaycym sig na badanym twierdzeniu.

Szukanie dowodu mozemy wiec przyréwnaé¢ do nastepujacego
zadania arytmetycznego: zadany mamy wynik koncowy jakiegos
‘nieznanego nam’ obliczenia, rodzaj mozliwych wykonywanych dzia-
lai arytmetycznych oraz zbiér liczb, na ktérych dzialania te sa okre-
slone, szukamy natomiast obliczenia, ktére do tego wyniku prowadzi,
tj. ciagu operacji arytmetycznyéh i danych poczatkowych takich,
ze po ich wykonaniu otrzymamy zadany wynik. Np. mozemy zapytac¢,

w wyniku jakich dziatah arytmetycznych na liczbach naturalnych ~

otrzymamy liczbe 52 OdpowiedZ moze byé np., ze w wyniku \,doda,nia
liczb 2 i 3. Oczywicie nie jest to jedyne mozliwe rozwigzanie.
Natomiast w przypadku wnioskowania pytanie brzmi: jaka liczbe
otrzymamy w wyniku zastosowania do liczb 2 i 3 operacji dodawania?-
Uzywajac jeszeze innego sformulowania, mozemy powiedzied, Ze
" we wnioskowaniu podobnie jak i w obliczeniu zadane mamy drzewo-

opisujace przebieg produkeji, natomiast przy dowodzeniu mamy wynik

koricowy i szukamy drzewa, ktére opisuje produkcje tego wyniku.
Szukamy wiec opisu procesu ktéry prowadzi do z géry zadanego
rezultatu. :

Zdanie sobie jasno sprawy z tych dwu rodzajéw czynnosci ma
zasadnicze znaczenie dla rozumienia dalszych rozwazan i dlatego
‘proponujemy Czytelnikom uwazne przemyslenie tego problemu.

§ 4. Wnioskowanie redukeyjne
Stwierdzilis’my, ze poszukiwanie dowodu za pomoc@ dotychezaso-
wych srodkéw jest do celéw maszynowych nieprzydatne. Nasuwa sig¢

wiec pytanie, czy mozna podaé¢ taks metode szukania dowodu, ktéra

1) Podobna sytuacja jest w rachunku, gdzie zadane sa liczby poczatkowe '

oraz kolejnoéé i rodzaj operacji arytmetycznych, ktére nalezy wykonaé, aby
otrzymac szukany wynik koncowy obliczenia. :
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by byla ]ednoznaczme okredlana przez strukture Wyrazema, ktorego
dowodu szukamy !).

W tym celu wprowadmmy reguly redukowama. Reguly wniosko-
wania pozwalaly na Wyprowadzanle wnioskéw z przeslanek. Reguly
redukowania pozwalaja na czynnosei odwrotne — na znalezienie prze-
slanek dla zadanego wniosku 2). '

Jezeli wige szukamy dowodu zadanego wyrazenia, to najpierw
za pomocs odpowiedniej reguly redukowania szukamy przestanek,
z ktérych to wyrazenie wynika. Tak otrzymane przeslanki.stanowia
punkt wyjsciowy dalszej analizy, tzn. dla kazdej przestanki szukamy
dalszych przestanek, z ktérych one wynikaja. Czynnosé te powtarzamy
tak dlugo az otrzymamy wyrazenia, ktérych dalej rozlozyé juz nie
mozna. Wyrazenia takie bedziemy nazywaé¢ atomami. Jezeli otrzy-
mane w wyniku takiego postgpowania atomy wszystkie s3 aksjoma-
tami teorii, to badane wyrazenie jest twierdzeniem. J ezeli choé jeden "
atom redukowanego wyrazenia nie jest aksjomatem, wtedy wyrazenie
to twierdzeniem nie jest.

Przyklady teorii z regulami redukowama rozpatrzymy w nastep- -
nym paragrafie. Teori¢ z regulami redukowania bedziemy nazywali
teorig redukeyjng. '

$ 5. Teorie redukecyjne

Rozpatrzmy szukanie dowodéw w teorii redukeyjnej T; z naste-
pujacymi aksjomatami:

. ,\Alz aa
4,: ab
Ag: ba -

oraz z. jedna regul@ redukowania
R;: adf—> ad,Ap
Male litery greckie « i B oznaczaja symbble @ lub b, natomiast -

litera 4 oznacza dowolny ciag liter a i b, np. aab. Regula redukowania

1y Problem ten jest podobny do nastepujacego zadania: Podaé opis prze-
biegu skladania przedmiotu na podstawie analizy jego struktury..

%) Reguly redukcyjne mozna wiee przyréwnaé do regul rozkladania przed-
miotu na jego czedei skladowe.
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méwi, ze dla dowolnego wyrazenia przeslankami sg wyrazenia otrzy-
mane przez opuszczenie pierwszego i ostatniego. symbolu w tym wy-
razeniu. Np. przestankami wyrazenia aabba beda odpowiednio wy-
razenia aabb oraz abba. Pierwsza przeslanke otrzymaliSmy przez
opuszezenie w wyrazeniu aabba ostatniej litery tego wyrazenia, na-
tomiast druga. przestanke otrzymahsmy, opuszcza)@c W wyrazeniu
aabba pierwszy symbol.

Szukanie dowodu za pemocy regut redukowania jest bardzo proste
i jednoznaczne i nie wymaga domyslnosei. Kazdy krok postepowania
jest tutaj scisle okreslony. -

Poszukajmy np. dowodu twierdzenia aaba, piszac poszczegolne
kroki w postaci tabelki, jak to czyniliSmy poprzednio:

1. aaba
2. aab : R,1
3. aba Ry 1 , :
4. aa R, 2 A, ~
5. ab R, 2 4,
" 6. ab R, 3 A4,
7. ba R, 3 A,

Stosujac do wyrazenia 1 regule redukowania, otrzymaliémy prze-

stanki podane w wierszach 21 3.

Dla wyrazenia 2 przeslankami sg wyrazenia podane w wierszach
415. : '
Przestankami wyrazenia 3 sa wyrazenia 61 7.

Wyrazenia. 4, 5, 6 i 7 sa atomami, dalej nie mozemy ich bowiem

rozkla,dé,é wedlug reguly R,. Poniewaz wszystkie atomy sg aksjoma-
tami, wige 5 aaba.
Przykltad innego dowodu w teorii 77 .

. 1. baaba v
2. baab R, 1
3. aaba - Ry, 1
4. boa R, 2
- 5. aab ' Ry, 2
6. aab R, 3
7. aba R, 3 T
8. ba _ R, 4 A,
9: da , R, 4 A, '
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wanie redukcyjne mozemy

_ staci drzewa. Dowody twier-
" dzenia aaba oraz baaba Sy

10. aa R, 5
11, ab R,5
12. aa R, 6

R, 6
R, 7
R

[

13. ab
14. ab
15, ba

N N

NN

3
Poniewaz wszystkie atomy sa aksjomatami, wiec g, baaba.
‘Sprébujmy znalezé dowéd wyrazenia abbb. E

1. abbb
2. abb R,1
3. bbb - R, 1 \
. 4. ab R,, 2 T A, )
5.6 R,, 2 —
6. bb R, 3, —
7. bb R, 3. —

‘Atomami wyrazenia abbb sa wiersze 4, 5, 6 i 7, jednakze tylko
. w wierszu 4 znajduje sie aksjomat; w pozostalych wierszach 5, 6 i 7
atomy nie sg aks] omatami. Wyrazenie abbb nie jest wiec twierdzeniem

teorii 'I‘

Widzimy, 7e szukanie dowodu za pomocs regul redu.kowa,nia,'nie
jest dzielem przypadku. Dowéd kazdego tw1erdzenla teorii T; moze
by¢ zawsze znalezmny w prosty sposéb. '

Latwo mozna podaé przyklady innych podobnych teorii redukcy}--
nych.,

" § 6. Redukowanie
i drzewa

Podobnie jak wniosko-.
wanie dedukeyjne, wniosko-

réwniez przedstawié w po-.

przedstawione odpowiednio

. na rys. 8i 9. Znaczenie ga- - Rys. 8
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tezi i punktéw ]est 1dentyezne jak poprzednio. Jednakze, o ile
w przypadku wnioskowania dedukeyjnego drzewo bylo zadane przed

‘rozpoczeciem wnioskowania, to dla wnioskowania, redukcy]nego

drzewo opisujace przebieg wnioskowania mozemy narysowaé doplero
po znalezieniu dowodu. Sciélej méwige, drzewo to mozemy rysqwad '
w trakeie wykonywania dowodu. Proces rysowania drzewa zaczynamy
od ,,pnia‘ odpowiadajacemu zadanemu wyrazeniu.

Rys. 10

Po kazdym zastosowaniu reguly redukowania dorysowujemy dwie
nowe galezie, odpowiadajace znalezionym przeslankom »

Drzewo jest tutaj narysowane ,,do géry nogami* co 0CZywiscie
nie ma znaczenia. Zakladamy przy tym,ze w kazde] chwili wykonywa-

na jest co najwyzej jedna operacja redukowania. "
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“Proces szukama dowodu najlepiej .ilustrowaloby wiec drzewo
,»Tosngce*, w ktérym po kazdym kroku redukeji wyrastaja dwie nowe
galezie z odpowiedniego rozgalezienia, jak to pokazano na rysunku 10.

: § 7 ‘Symetria regul

- Przyjelismy, ze regula R, w teorii T, pozwala, na znalezienie prze-

-~ stanek dla kazdego wyraZenia jezyka teorii T;.

‘Regule R, mozna réwniez stosowaé w drugg strone, tj. do znale-
zienia wnioskéw dla dowolnych przeslanek. Regule R; nalezy wtedy
rozumieé¢ nastgpujaco: Jezeli dwa wyrazenia ad oraz AP, sg twier-

" dzeniami, gdzie « i B 83 literami a lub b, natomiast A oznacza do-

wolny ciag symboli @ i b, to mozemy je zastapié wyrazeniem .po-
staci xAB, i tak otrzymarfe wyrazenie jest -réwniez twierdzenieni..
Np. jezeli ab i ba sa twierdzeniami, to rowmez wyrazenie aba ]est

" twierdzeniem.

Produkeje twierdzenia aaba mozemy — za pomoca reguly R, —
przedstawxc nastepujaco:

aa
ab
aab
ab

. ba
aba
aaba

1

2
v 12

[

B b B A

.
4,5 .
3,6

NoeorwdH-

??

Reguly wmoskowama produkeji pozwala;q wige zlozy¢ wyrazenie
z aksjomatéw, reguly redukowania pozwalaja natomiast rozlozyé

-wyrazenie zlozone na jego skladniki elementarne.

Drzewo tego procesu jest oczywiscie takie samo, jak na rys. 8.
"W przypadkach, w ktérych jest mozliwe stosowanie regul od
przestanek do wnioskéw, jak i odwrotnie, tj. od wnioskéw do prze-
stanek, proces szukania dowodu jest jednoznacznie wyznaczony
przez strukture badanego wyrazenia. A wige kazde twierdzenie takiej .

~ teorii zawiera w sobie informacje o tym, w jaki sposéb zostalo ono
. zbudowane z aksjomatéw. W strukturze twierdzenia jest Wtedy za-

warta historia jego powstania.

3 — Automatyczne dowodzenie twierdzefh . 33. '




‘Rozdzial III
*PROCES REDUKOWANIA

. § 1. Pojecie procesu

Wspominalis’my w poprzednich paragrafach, ze szukanie dowodu

za pomocy regul redukowania przypomina rozkladanie przedmiotu
zlozonego na jego czefei skladowe. Wygodnie bedzie dla dalszych roz-

wazafi wprowadzié ogélné pojecie procesu redukowania, ktére za- '
leznie od interpretacji moze oznaczaé szukanie dowodu, badz jaka-

kolwiek inna czynnoéé o podobnym charakterze. Pozwoli to nam lepiej
zrozumieé strukture maszyny, ktéra taki proces bedzie realizowala.

- Struktura takiej maszyny bowiem nie zalezy od tego, czy ma ono

zrealizowa¢ proces dowodzenia, czy tez jakikolwiek inny proces do
niego podobny, a zalezy od pewnych ogélnych wlasnodei procesu.

Z pojeciem procesu spotykamy si¢ na kazdym kroku. Méwimy np.
o procesie uczenia sig, starzenia, rozwoju itp. Ogdlnie méwige, w po- |

jeciu procesu zawarty jest element zmiany. Zmiana ta moze do-
tyczyé struktury lub stanu jakiegos obiektu materialnego.

Tak szerokie zrozumienie pojecia procesu byloby dla naszych ce-

16w nieprzydatne i dlatego je zawezimy. ~ .

Przez proces bedziemy rozumieli ciag operacji, w wyniku ktérych -

z jednych przedmiotéw tworzymy nowe przedmioty. W szczegdlnosei

przedmiotami procesu mogg by¢ napisy, a operacje beda wtedy po-

legaly na przeksztalcaniu napiséw w mysl okreélonych regul.

Proces jest wiec okredlony przez zespél przedmiotéw X, zeé’pél_

Qperabin oraz porzadek wykonywania operacji I1.
Proces bedziemy oznaczaé symbolicznie przez

P =(X,Q,1I)

Dalsze ograniczanie polega¢ bedzie na zalozeniu, ze rozpatrujemy .
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, g; lewym, lub prawym wynikiem.

"' tylko takie procesy, w ktérych wykonywana jest w kazdej chwili
", tylko jedna operacja. Procesy takie nazwiemy sekwencyjnymi 1),

W przypadku procesu dowodzenia elementami X sa wyrazenia .

T:*_":»-ti;/eofii, w ktérej szukamy dowodu. Ale oczywifcie nie wszystkie wy-
- “razenia, tgj teorii a tylko te, ktére wehodzg w sklad dowodu. Podobnie-
7+ elementami 2 s3 wszystkie operacje wykonane w trakcie dowodzenia.

: ‘KaZda, ‘operacja jest tutaj realizacja pewnej reguly redukowania.
.- Oczywiscie ta sama regula moze by¢ zrealizowana wielokrotnie. A wige

. w £ moga wystgpowaé jednakowe operacje. Podobnie. w X moga
- . wystepowaé wielokrotnie te same wyrazenia. '

et § 2 Definicja prpéesu redukowania

1 .

. ¢ Powiemy, ze proces P = (X, Q,II) jest procesem redul'(cji, jezeli
.- P gpelnia nastepujace warunki: ‘ ‘

1.{ W wyniku kazdej dper_acji o, nalezgcej do 2, zastosowanej
“do obiektu «, nalezacego do X, otrzymamy dwa obiekty B i vy nalezace
do: X. Obiekt o nazwiemy argumentem operacji w, a obiekty § 1 y

. nazwiemy odpowiednio lewym i prawym wynikiem operacji .

2. Dla kazdego obiektu o nalezacego do X istnieje co najmniej
_jedna taka operacja w, Ze « jest argumentem tej operacji lub tez jej

o 3. Istnieje dokladnie jeden taki obiekt a néleiécy do X, ié o nie

. jest wynmikiem Zzadnej operacji nalezace] do Q. Takie « mazwiemy

- argumentem poczatkowym procesu. . '

A 4. Dla kazdego obiektu o« nalezacego do X istnieje ‘dokladnie
- jeden ciag : ‘

0g, O, Uy Wgy + v vy Oy O

- taki, Ze «; i w; 83 obiektami i operacjami procesu P, oraz dla kaédego,i
. obiekt «; jest argumentem o, obiekt a;,; jest wynikiem operacji
L 0; 0raz o, = o. : ' B

. Podang definicje prostego procesu redukowania latwiej zrozumied,

o !) Mozna sobie wyobrazié, ze w procesie wykonywanych jest jednoczeénie
- wiele operacji. Np. jeden dow6d przeprowadzany jest nie przez jednego mate-
matyka, a przez kilku jednoczesnie. Kazdy przy tym wykonuje inng czedé

dowodu. Takie postepowanie nie byloby procesem sekwencyjnym.
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jezeli przyjmiemy, ze méwimy nie o obiektach i .operacjach, lecz -
o ,,galeziach‘ i ,,rozgalezieniach‘?).

~ Proces redukowania jest wtedy interpretowany jako. rysunek
przypominajacy drzewo. Definicja procesu redukowania jest wlasei-
‘wie opisem takiego rysunku. ’ ‘ .

Mogliby$my przyjaé, ze z kazdego rozgalezienia wychodza nie
dwie, lecz dowolna ilo$é gatezi od 1 do n. Jednakse pozostaniemy przy !
dotychezasowym zalozeniu. ' '

Zamiast proces bedziemy tez czesto méwili drzewo.

Jak to juz wspominaliémy, w wyniku kazdej operacji z jednego
rozgalezienia drzewa wyrastaja dwie nowe galezie. Proces redukowa-
nia mozna by wige przyréwnaé do procesu wzrostu drzewa, takiego
jednak, ze w kazdej chwili wyrasta co najwyzej jedna para nowych
galezi?). ~ \ ’

§ 3. Porzadek operacji N

W procesie redukowania operacje mozna wykonywaé wedlug
réznych kolejnoéei. Okazuje sig, ze z punktu widzenia konstrukeji ma-
szyny nie jest rzecza obojetna, w jakim porzadku wykonywane sa
operacje w procesie redukowania. Cztery z nich sa dla zastosowania
w maszynach szczegélnfe'wygodne. Zapoznamy si¢ tylko z dwiema
z nich; dwa dalsze sa do nich podobne, nie bedziemy ich wige tutaj
omawiaé. Porzadki te nazwiemy porzadkiém poprzeeznym oraz po-}
rzadkiem wzdliznym i bedziemy je odpowiednio oznaczaé literami

Poraz W. . ;- e

Porzadek wykonywania dzialanr wyznaczymy przez podanie ‘nu-
meracji punktéw drzewa. Zasade numerowania dzialan w obu po-
rzadkach wyjasnimy na podstawie przykladéw.

- Porzadek poprzeczny (1—’). Zasade numeracji poprzecznej
wyjagnia rys. 11. Operacja polozona najwyzej ma numer 1. Pozostale
operacje numerujemy wediug nastepujacej zasady: drzewo dzielimy
na ,,pietra“. Na kazdym pigtrze numerujemy operacje kolejnymi
liczbami naturalnymi od strony lewej do prawej. Na kazdym pigtrze
1) lﬁb odeinkach i punktach. o ) :
2) W rzeczywistym drzewie, wyrasta jednoczeénie wiele galezi z réznych

rozgalezien, a wiec nié jest to proces sekwencyjny. . -
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wane operacje.

¢ najmniejszy numer operacji jest o jednodé wigkszy od[ najwiekszego
* numeru operacji na pietrze wyzszym. A wiegc operacje numerujemy
. z lewa na prawo i od géry w dét.

Rys. 11

Male litery na rysp'hk_u oznaczaja kolejne obiekty otrzymywane
w wyniku kazde] operacji, duze litery natomiast oznaczaja wykony-

W wyniku pierwszej operacji 4 z obiektu a otrzjrmamy obiekty

b i c. Nastepnie wykonujemy drugg operacje B i otrzymamy w wyniku
obiekty d i e itd.

~ Dla porzadku P proces bedzie wige przebiegal nastepujaco:

1. a _4,2,3 1 -
2. b B,4,5 2
3. ¢ C,6,1 3
4. d D,8,9 4
5. e E,10,11 5
6. f. F, 12,13 6
1. g —

8. h —_
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@, 14,15 . 7

Przyjelismy tu nieco inng zasade opisu procesu, nii' to l}czynilién.ly
poprzednio, a mianowicie podajemy przy kazdym oblekC{e operacje,
ktéra do niego zastosowano, oraz numery wierszy, gdzie zapisano
wyniki tej operacji. Kreska w trzeciej kolumnie tablicy oznacza, ze
obiekty w tym wierszu nie sg juz dalej rozkladane’.‘ . .

Poprzednio za$ pisaliémy operacje przy jej wyniku, pod'::,]%(? nu-
mery wierszy, z ktérych wynik ten zostal otrzymany. Oczywiscie obie

‘metody sg réwnowazne. Bedziemy stosowali obie zaleinie od oko-

licznosci. Ponadto w ostatniej kolumnie po prawej stronie podana
numer wykonywanej operacji. o . )
Porzadek wzdluzny. (W). Zasade numerowania operacji

w porzadku W pokazano na rys. 12. Na rysunku tym dla uproszezenia .

o -

) t
_ B

- linii 4B, piszemy kolejny nimer mijanego rozgalezienia.

jest dla porzadku W catkiem inny niz dla porzgdku P,

" - kladéw.

W bedzie mial natomiast postaé: (numeracja operacji w porzadku w
- dla tego dowodu podana jest na rys. 13) '

:
°

-nie podano oznaczen galezi i rozgalezieni literami, ktére sy takie same,

jak na rys. 11, . ' : \ ,
 Zasada numeracji w porzadku. W jest nastepujgca: obchodzimy

drzewo wzdhuz obwiedni, poczynajac od punktu 4 i jezeli idziemy w dét

Przebieg procesu przy porzadku W wykonywania operacji bedzie -
.wygladal nastepujaco: o '

1. a A,2,3 4 1
2. b B, 10, 11 5
3.¢ C,4,5 2 )
4. f . F. 6,1 3
5.¢g —

6./, e —

7.1 @, 8,9 4
8. m —

9. n —

10. d D, 14,15 7
11. ¢ E, 12,13 6
12.5 —

13. k —

14, & -

15. 5 —

Widzimy, ze sposéb pisania tablicy, opisujacej przebieg procesu,

W poprzedniej téblicy operacje procesu byly wykonywé,ne w takim
samym porzadku, w jakim byly wpisywane do tablicy. Dla porzadku
W jest odwrotnie: ‘wykonujemy zawsze bstatniq wpisang do tablicy

_operacje. ,

Dla doktadniejszego zrozumienia réznicy miedzy oboma porzad-
kami proponujemy Czytelnikowi wykonanie kilku prostych przy-

. Np. dowéd twierdzenia baaba w teorii T), podany w rozdziale II,
§ 5, byl wykonany w porzadku P, Przebieg tego procesu dla, porzadku
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1. bagba ~ R, 2,3 1
2. baab R,, 10, 11 5
3. aaba R,4,5 2
4. aab R,, 8,9 4
5. aba R,, 6,7 3 .
6. ab 4, -

7. ba A,

8. aa A,

9. ab 4,

10. baa R,, 14,15 7
11. aab R, 12,13 6
12. aa A, - .
13. ab . -Az

14. ba A,

15. aa A4,

Poréwnanie tablicy z rysunkiem 13 pozwoli na dokladne zoriento-
wanie sie w kolejnosci wykonywania operacji oraz sposobie zapisy-
wania wynikéw operacji w tablicy. -
~ Podane obie kolejnosci wykonywania operacji maja zasadnicze
znaczenie dla dalszych rozwazan, dlatego dokladne ich opa,nowame
jest meodzowne dla zrozumienia dalszych rozwazan.-
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Rozdzial IV

REALIZACJA PROCESU WNIOSKOWANIA Z PORZADKiEM P
ZA POMOCA MASZYNY BEZADRESOWEJ

§ 1. Ogllny schemat ilyaszyny'

W rozdziale tym zajmiemy si¢ zagadnieniem, jak powinna byé
. zbudowana maszyna matematyczna realizujgca proces wnioskowania,

redukcy]nego w porzadku P.

Rys. 14

M

We —)L ]—> WG\

Ogélny-schemat maszyny pokazany jest na rys. 14, Maszyna skla-
da sie z: )

O — operatora, realizujacego operacje redukowania,
M — magazynu liniowego przestanek, -
A — magazynu aksjomatéw,

S — sterowania, nie pokazanego na rysunku,

We — wejécia,
.- Wy — wyjdcia.




Urzadzenia zwane wejSciem i wyjsciem pozwalaja na wprowadzanie
i wyprowadzanie do i z maszyny wszelkich informacji. Tak wigc np.
©za posredmctwem wejdcia wprowadzane sa do maszyny aksjomaty
teorii oraz wyrazenie, ktérego- dowodu szukamy. Wyrazenie to bedzie

argumentem pierwszej operacji. BQleemy je w dalszym clagu na- ° -

zywac hipoteza poczatkows.

Za pomoca wyjscia wyprowadzane sa na zewnatrz maszyny
wyniki wnioskowania i dodatkowe objasénienia.

Wyjéciem maszyny moze byé elektryczna maszyna do pisania,
ktéra automatycznie drukuje po znalezieniu dowdd twierdzenia.
Wejdciem natomiast moze byé np. klawiatura, za pomoca ktérej
wpisujemy aksjomaty i hipotezy do odpowiednich magazynéw.

Wejscia i wyjéeia dla prostoty réwniez na rysunku nie pokazano.

Operator, magazyny i sterowanie sg skomplikowanymi, szybko
dzialajacymi urzadzer}ia,mi elektronowymi. Np. mozna przyjaé, ze

~ operator moze znalezé 100 000 przestanek w ciagu jednej sekundy. -

Zagadnieniem szybkodci dzialania nie ‘bedziemy sie ]ednak tutaj |

zajmowali i dlatego nie musimy zna¢ realizacji technicznej elementéw
maszyny. Bedzie nas natomiast interesowaé logiczna struktura ma-
szyny. Dlatego mozemy przyjaé szereg zalozen upraszczajacych, nie
wnikajac w szczegély techniczne. _ -

§ 2.vMagazyn liniowy
Jak wspomnieliémy w poprzednim paragrafie, magazyn maszyny

jest skomplikowanym. szybko dzialajacym urzadzeniem elektrono-
wym. Jednakze dla naszych celéw wystarczy, jezeli przyjmiemy, ze

magazyn to pokratkowana tasma papieru. Kazda kratke bedziemy

nazywali miejseem magazynu.
W kazdym miejscu magazynu moze byé zapisane jedno wyrazenie

badane] teorii.

Miejsca magazynu bedziemy oznaczali my, mg, ..., My

~ Okredlimy teraz dzialanie magazynu liniowego. W magazynie li-
niowym moga byé wykonywane na,stqpu]adce operac]e

1. Zapis,

2. odezyt,

3. przygotowanie miejsca do zapisu,
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nych miejscach magazynu my, m,, ..

4. przygotowanie miejsca do odezytu, -

5. wymazanie zawartosci miejsca w magazynie.
W magazynie hmowym w kazdej chwili moze byé przygotowane
tylko jedno miejsce do odezytu oraz jedno miejsce do zapisu.

W magazynie liniowym mozna zapisaé tylko w miejscu przygoto-
wanym do zaplsu

W magazynie liniowym mozna odezytaé tylko komérke przygoto-

- wana do odezytu. -

Przy zapisywaniu zawarto§é poprzednia miejsca jest wymazy-
wana. Niech m, oznacza miejsce przygotowane do odezytu oraz m;
— miejsce przygotowene do zapisu.

Do opisu dzialania magazynu liniowego wygodnie jest przyjaé
nastgpu] ace oznaczenia :

(M ) — Odczytaj zawartosc miejsca m; oraz przygotuj do odczytu
mle]sce M.

: [M 1 — Zapisz w miejscu m; oraz przygotuj do zapisu miejsce m; ;).
Wtedy magazyn liniowy mozemy okresli¢ jako magazyn w ktérym
.= —
sa wykonywane operacje (M) i [M].
A wiee w magazynie liniowym wpisywanie odbywa si¢ w kolej-
, my 1 odezytywanie magaiyn{l :
odbywa sie w tej samej kolejnosei co zapls tj. odezytywane sa kolejno
miejsca my, My, . . ., My, N
Magazyn liniowy mozemy sobie Wyobrazm réwniez jako plik
kartek papieru. Kazda kartka jest miejscem magazynu. ‘W kazdym
miejscu moze by¢ zapisane jedno wyrazenie teorii. Wszystkie zapisy-
wane kartki sa ukladane kolejno jedna na drugiej. Odezytywanie
natomiast nastepuje od kartki polozonej najnizej i polega na czy-
taniu kolejnych kartek od dotu poczawszy. \ '
Magazyn linjowy mozna by przyréwnaé réwniez do kolejki przed .
gklepem. Osoby stojace w kolejce sa obstugiwane przez ekspedientke
w takim samym porzadku, wjakim przybyly do sklepu. Nie jest tutaj
wazne, w jakim miejscu st01 dowolna, osoba, lecz przed kim i za kim.

1) Przyjmujemy, ze operacje zapisu i odezybtu (M), [M] nie moga -byé
w magazynie wykonywane jednoczeénie, lecz sa wykonywane kolejno.

43




Magazyn liniowy bedziemy w dalszym ciagu rysowaé w postaci

-

© zaznaczajac miejsce przygotowane do odezytu za pomocy strzatki |,
a miejsce przygotowane do zapisu — za pomocs strzalki |

- § 3. Cykl pracy maszyny

Maszyna Trealizujac proces wnioskowania. wykonuje cyklicznie
' szereg powtarzajacych sie czynnosci. Dlatego dla zrozumienia dzia-
lania maszyny wystarczy: podaé nie wszystkie ezynnosei, a tylko te,
ktére sa zwiazane z wykonaniem jednego kroku dowodu, tj. z realizo-
. waniem jednej operacji redukowania. Dla kazdej innej operacji czyn-
nosci maszyny sg identyczne. Zbiér wszystkich czynnosci maszyny,
potrzebny do zrealizowania ]edne] operacji redukowania, bedziemy
nazywali eyklem pracy maszyny.

Bedziemy zawsze rozpatrywaé dzialanie maszyny od momentu,
w-ktérym badana hipoteza zostala umieszczona w pierwszym miejscu
magazynu przeslanek M. Przyjmiemy ponadto, ze akSJomaty 83
réwniez juz umieszezone w magazynie aksjomatéw A.

Z@k}adamy ponadto, Ze przed rozpocze¢ciem dzialania maszyny
pierwsze miejsce m; magazynu przestanek M przygotowane jest do
odezytu oraz drugie miejsce m, magazynu M przygotowane jest do
zapisu,

Dzialaniem operatora O chwilowo sig nie zajmujemy. Zakladamy
tylko, Ze operator ten chwilowo, w blizej nam nie znany sposéb, oblicza
przestanki zadanej hipotezy, podobnie jak np. arytmometr oblicza
wynik dziatania arytmetycznego.

Cykl pracy przedstawia sie teraz nastepujaco:

1. Wydrukuj na wyjéciu hipoteze z mle]sca, przygotowanego
do odezytu.

2. Odezytaj hipoteze z miejsca przygotowanego do odezytu
iprzedlij do operatora O.

3. Przygotuj nastepne miejsce do odezytu.
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4. Sprawdz czy odezytana hipoteza jest atomem. Jezeli TAK,
to wykonaj czynnosé nr 5. .
Jezeli NIE, to wykonaj czynnosé nr 6.
5. Sprawdz czy atom jest aksjomatem.
Jezeli TAK, to wykonaj czynnoéé nr 15,
Jezeli NIE, wykonaj cz_ynngs’é nr 13.
6. Oblicz pierwszg przeslanke.
. Zapisz pierwsza przeslanke w mle]scu przygotowanym do
" zapisu.
.. 8. Przygotuj ngstepne miejsce do zapisu.
9.. Oblicz drugg przestanke.
10. Zapisz druga przeslankg w.miejscu przygotowanym do zapisu.
11. Przygotuj nastepne miejsce do zapisu, .
12. Wykonaj czynnoséé nr 1. :
13. Wydrukuj na wyjsciu maszyny: HIPOTEZA POCZATKO-
WA FALSZYWA. ‘
14. Wykonaj czynnosé nr 17.
15. Sprawdz czy ¢ = j.
Jezeli NIE, to wykonaj czynnosé nr 1.
Jezeli TAK, to wykonaj czynnos$é nr 16.
16. Wydrukuj na- wyjéciu maszyny objasnienie: HIPOTEZA
. POCZATKOWA PRAWDZIWA.

17. Zakonez wnioskowanie. , )

Cykl pracy sklada si¢ z 17 czynnodci. Wykonywaniem tych czyn-
nosei rzadzi sterowanie maszyny. -

W kaidym cyklu pracy maszyna najpierw drukuje badang hlpotezg
na wyjsciu maszyny, tj. na arkuszu elektrycznej maszyny do pisania.

- W ten sposéb po zakonczeniu pracy — o ile hipoteza wyjsciowa oka-
- zala sig prawdziwa — mamy wydrukowany na wyjsciu caly dowdd.

Nastepnie maszyna sprawdza, czy badana hipoteza jest atomem.
Jezeli nie jest atomem, obliczane 83 obie przeslanki tej hipotezy
i zapisywane w magazynie M, po ¢zym analizowana jest nastepna,
hipoteza w magazynie M. .
Jezeli badana hipoteza jest atomem, maszyna spra,wdza, czy atom
ten jest aksjomatem. Jezeli atom nie jest aksjomatem, to znaczy, -
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e hipoteza poczadtkowa, jest falszywa, Ma,szyna druku]e ‘wige odpo-
wiednie objasénienie_i na tym koticzy sie dzialanie.

- Jezeli ‘atom Jest akSJomatem maszyna sprawdza, czy Wmosko-
- “wanie ‘jest juz zakonczone ‘Latwo sprawdzié, ze wnioskowanie jest -
-zakoncezone whedy i tylko wtedy, jezeli ¢ = j, tzn. miejsce przygo--
\ . towane do odezytu i-miejsce przygotowane do zaplsu 83 tymi samymi -
miejscami magazynu M. Magzyna nie ma wtedy wiecej hipotez do

- sprawdzania i w trakeie ‘wnioskowania nie znalazla Zadnego atomu,
.- ktéry by nie byt aksjomatem. A wigc hipoteza, poczatkowa jest praw-
- dziwa. Maszyna drukuje wige objagnienie: HIPOTEZA POCZATKOWA

PRAWDZIWA i kotezy "dziatanie, ' '

~Tak wige, jezeli hipoteza okazala sig pra,wdz1wa, na wyjsciu ma-
. szyny mamy wydrukowany dowod oraz na koricu dowodu uwage
HIPOTEZA PRAWDZIWA?Y),

- Jezeli hipoteza byla fa,lszywa, maszyna przy pierwszym napotka-
nym atomie, ktéry nie jest aksjomatem, drukuje ob]asmeme HI—
POTEZA FALSZYWA i przerywa “dzialanie.

Opis cyklu pracy wygodnie jest przedstaww w postacl rysunku,

;jak to pokazano w tablicy I.
N4 poszezegblnych kratkach napisane sg czynnosci wykonywane
- Przez maszyng oraz numery tych ezynnosei. Czynnodei napisane jedna
pod druga wykonywane sg kolejno.

‘W przypadku czynnosci sprawdzajacych, gdzie wymk moze byc

dwojaki: TAK lub NIE, narysowane sg rozgalezienia i zaleznie od }
. odpowiedzi ‘Wykonywane sad nastepnie czynnoéci wskazane przez
strzatki, - -

Taki.sposéb oplsu pracy maszyny pozwala na szybkie zorlento-
wanie sie W calej strukturze dzialania _maszyny.

Podany schemat dzialania maszyny nie zalezy od teorii, ktore]
 twierdzen dowodzimy.* Dla -réznych teorii réinie dziala tylko ope-
rator ‘O, obliczajacy przeslanki oraz fragment maszyny, w- kt6rym-
nastepuje badanie, ‘czy atomy sg aksjomatami. Poniewaz dzialania
_ tych obu. fragmentéw_nie rozpatrywahémy, podany ‘schemat jest
.'caylkovvlcle ogolny :

N

y PrzyJthmy dla uproszczema, -Ze na, Wy]éclu nie sa drukowane obJaéme

* . nia informujace o tym, za pomoc& jakiej reguly i ktéreJ ‘hipotezy zostala obli-

. czona dana przeslanka,

;

‘TABLICA i

A - . . -

v

Start -

v

Wydrukowanie hipotezy
Oczytanie hipotezy

| Przygdtowanie do odczytu
| Atom 2

TAK ] NIE

l » : ok
IAkg/omat 2 Obliczenie 6] preestanki |
TAK | Zapisanie Fef przestanki

6

7 .

8 Préggotbwarf/e do zapisi
{ | 9 |ovhiczenie 2- i) przestanki
k

Alw|no]w

Fafsz
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§ 4. Przyklad szukania dowodu

Dla ilustracji rozpatrzymy kolejne etapy pracy maszyny przy
szukaniu dowodu twierdzenia baaba w teorii T;.

Bedziemy podawall tylko stany magazynu M dla kolejnych dykl(’)W

pracy po ich wykonaniu, zaznaczajac strzalkami, ktére miejsca ma--

gazynu sg przygotowane do zapisu i odezytu.

{

W podanej tablicy (s.'48—49) mozemy zobaczyé, ze przeslanki-

83 zapisywane w kolejnych iiejscach magazynu i Ze 'pobieranie
hipotez nastepuje w kolejnosei ich otrzymywama

= Dla innych, ba.rdme] skomplikowanych teorii cykl pracy jest
1dentyczny

§ 5. Obliczanie przeslanek

O ile ogélny schemat maszyny nie zalezal od konkretnej teorii
matematycznej, to samo obliczanie przeslanek jest $cifle zwigzane
z rozwazang teorig. Dla réznych bowiem teorii stosowane ga rézne
reguly wnioskowania redukeyjnego. Operator O musi wlaénie te re-
guly realizowaé. Dlatego ograniczymy si¢ do rozwazania dzialania.
operatora dla teorii T}, tj. oméwimy realizowanie jedynej reguly
redukowania R,, obowiazujacej w tej teorii.

Nie bedziemy szezegélowo analizowali dzialania operatora, a po-;
damy. tylko zasady ogélne.

Przyjmiemy, ze w sklad operatora wchodza dwa magazyny, ktére
bedziemy nazywali rejestrami. Jeden rejestr nazwiemy rejestrem
hipotezy i oznaczymy literg H, drugi zas rejestr nazwwmy rejestrem
przestanek i oznaczymy litera P.

Mozemy przyjaé, ze oba rejestry sg réwniez pokratkowanymi

tasmami papieyu, Poszezegdlne kratki rejestréw bedziemy nazywali
pozyejami.

W kazdej pozycji rejestru moze byé zapisany jeden symbol jezyka
teoriil).

1) Pozycje odgrywaja w rejestrze podobng role, jak miejsca w magazynie.
Réznica polega na tym, ze w-miejseu magazynowane jest wyrazenie, natomiast
w pozycji — jeden symbol.

W rejestrach mogg byé wykonywane czynnosei podobne jak w ma-
gazynie, tj.
Odeczytywanie,
zapisywanie,
wymazywanie,
przygotowanie do zapisu,
przygotowanie do odezytu.

COUp oo

Czynnodei te dotycza obecnie nie wyrazer a pojedynczych symboli.
" Przeslanie hipotezy z magazynu M do operatora O polega na prze-
‘ \plsa,mu jej z‘przygotowanego do odezytu miejsca magazynu M do
rejestru H w ten sposob ze pierwszy symbol hipotezy znajduje sie
‘W pierwsze] pozycji, drugi w drugiej itd.!).
Przyjmiemy ponadto, ze operator moze Wykonywaé nastepujace
operacje:
1. Przepisanie symbolu z pozycji przygotowanej do odezytu w re-
jestize H do pozycji przygotowanej do zapisu w rejestrze P.
2. Sprawdzenie, czy w pozycji przygotowanej do odezytu w re-
jestrze H jest zapisany jaki§ symbol.
Obliczenie pierwszej przestanki bedzie przebiegalo nastepu]a‘co
1. SprawdZ czy pozycja przygotowana do odezytu jest pusta.
‘Jezeli TAK, to wykonajj czynnosc nr 6. Jezeli NIE, to wykonaj
czynnosé nr 2.
Przepisz symbol z pozycji przygotowanej do odezytu w re-
jestrze H, do pozycji praygotowanej do zapisu w rejestrze P.
Przygotuj nastgpne miejsce do odezytu w rejestrze H.
Przygotuj nastgpne miejsce do zapisu w rejestrze P.
Wykonaj czynno$é nr 1.
Wymaz ostatni wpisany symbol w rejestrze P.
Przepisz przestanke z rejestru P do magazynu M na miejsce
przygotowane .do zapisu.
Przygotuj do odezytu pierwsza pozycje w rejestrze H.
9. Przygotuj do zapisu pierwsza pozycje w re]estrze P.
* 10. - Oblicz druga przestanke.
‘ Wykres tych czynnosei przedstawiony jest w tablicy .II.
Przyjelismy milezaco, Ze przed obliczeniem pierwszej przestanki

Noo kw0

®

“ 1) Oczywiscie zakladamy,  Ze rejestr posiada dostateczna ilo§¢ pozyeji, ‘
a.by zapisaé dowolne wyrazenie wystepujace w ezasie wnioskowania.

4 | ’ 51




TABLICA IT

Start o
L ~nt \L
K
1 H=0¢ '
TAK NIE
A
2 H—=P
6 3 r:3
7 4 "
8 7 |5 Skok
<
g 2 |
10-| Obliczenie 2-¢f przestanki |- N T )

—:_* ~ 0znacza przepisanie
ci = przygotowanie do odczytu pie/wszg pozy.g"i pc?/‘estnu H
Hp, = przygotowanie do zapisu pierwszej pozygji rejestru P

w rejestrach H i P byly przygotowane do zapisu i do odczytu plerw- '

sze pozycje.

Sam przebieg obliczenia przestanki ]est tutaj bardzo prosty i me‘

bedziemy go blizej omawiaé,

Obliczenie drugiej przeslanki przebiega podobme z tg ]edyme
réznica, ze pierwszy symbol z rejestru H jest omijany, a przepisywanie
do rejestru P zaczynamy od drugiego symbolu.

Przebieg obliczenia drugiej przestanki jest wige nastepujacy:

1. Przygotuj do odczytu nastepna pozycje w rejestrze H.

x

2. Sprawdz czy pozycja przygotowana do odezytu w rejestrze IF-
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TABLICA III

Start

- N
2 - H=02?
' TAK - NIE
o
. A
3 H—pP
3
5 Skok
’ .
P_).M . ‘ J
% ‘
Lo—]
P1,
Koniec

. Przygotuj do zapisu nastepne pozyc]e w rejestrze P

. Wykonaj czynnosé nr 1. :

. Przepisz przeslanke z rejestru P do miejsca magazynu M

: - przygotowanego do zapisu.

7. -Przygotuj do odezytu pierwszg pozycje rejestru H.
. Przygotuj do zapisu pierwsza. pozycje w re]estrze P

. Koniec obhczama, przeslanek

Jest pusta. Jezeli TAK, to wykonaj czynnosé nr 6. Jezeli NIE,

to wykonaj czynno$é nr 3.

v

. Przepisz symbol z pozycji przygotowanej do odezytu w re-

jestrze H, do pozycji przygotowanej do zapisu w rejestrze P.
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o » Przebieg tych czynnodci pokazany jest graficznie w tablicy IIL. TABLICA IV
L ~ Poniewaz pierwszg czynnodeia przy obliczaniu drug%ej przestanki
bylo przygotowanie: nastepnego miejsca do odczytu w rejestrze H,
wiec pierwszy symbol zapisany w rejestrze H nie zostal przepisany
do rejestru P, a wigc zgodnie z reguly R, w rejestrze P znajdzie sie,
po wykonaniu tych czynnodei, druga przestanka.

W podobny sposéb mozna opisaé dowolne manipulacje na syﬁi-
bolach. A wiec dla teorii, gdzie obliczanie przestanek jest bardziej
skomplikowane, operator bedzie wykazywal wigcej réznorodnych czyn-

- nofei, jednakse istota jego dzialania bedzie podobna do pokazanego
na tym przykladzie. Operator jest jak gdyby druga mniejsza maszyna,
ktéra w istocie dziata dosé podobnie do ogélnego schematu maszyny, -

~ gdzie réwniez zachodzi przepisywanie symboli, poréwnywanie itp.

Start

TAK NIE

§ 6. Badanie atoméw |
& .

Do oméwienia pozostalo jeszeze, w jaki sposéb maszyna sprawdza

Ak | - NIE

czy- analizowany atom jest aksjomatem.

Przyjmijmy, ze wszystkie aksjomaty badanej aktualnie teorii znaj- .
duja sie w specjalnym magazynie aksjomatéw A. Sprawdzanie, czy
atom jest aksjomatem mozna by wykonaé przez poréwnanie atomu,
symbol po symbolu, z kazdym aksjomatem po kolei. Takie rozwigzanie
byloby doéé niewygodne i nie bedziemy go tutaj blizej omawiad.
Dla éwicezenia proponujemy Czytelnikowi rozwiazaé to zadanie samo-
dzielnie. o '

Najwygodniej byloby dla nas, aby$my o wyrazeniu mogli po-
wiedzieé, czy jest aksjomatem, na podstawie badania struktury tego
wyrazenia, W rozpatrywanej przez nas przykladowo teorii, takis ba-
‘danie jest mozliwe. Mianowicie kazde wyrazenie, sktadajace si¢ z dwu

- symboli @ i b i nie bedace wyrazeniem bb, jest aksjomatem.

(H)

15 Fatsz SR

Zatozymy, ze badane wyrazenie zostalo przepisane z magazynu
do rejestru H i ze maszyna sprawdzila, ze jest ono atomem. Wobec _ : _
- tego wiemy, ze sklada si¢ ono z dwu symboli. - Jezeli TAK, to wykonaj czynnoéé nr 4.
Jezeli NIE, to wykonaj czynnoéé nr 2.
2. Przygotuj do odezytu nastepna pozycje rejestru H,
. . 3. Sprawds, czy symbol.zapisany w pozycji przygotowanej do-
odczytu rejestru H jest liters a.

Sprawdzenie, czy afoom jest aksjomatem bedzie wige przeblegac
nastgpu;qco -

1. Sprawdz, czy symbol zapisany w przygotowanej do odezytu

.pozycji rejestru H ]est litera a.

o
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Jezeli TAK, to wykonaj czynnoéé nr 4.
A Jezeli NIE, to wykonaj czynnosé nr 5.
4. Odczy‘ta] z magazynu nastepng hipoteze.
5. Wydrukuj: HIPOTEZA POCZATKOWA FALSZYWA.
Wykres tych ozynnoécl podano w tabhcy IV.

W opisie dzialania maszyny podawaliSmy bardzo szczegélowe

~ opisy czynnosei, ktére maszyna powinna wykonywaé dla zrealizo-
wania okreslonego zadania. Cechs charakterystyczna tych opiséw

byto to, Ze operowaly one nastepujacymi elementarnymi czynnosciami:
1. Odczytywanie symboli,

zapisywanie symboli,

przygotowanie odezytu, \

‘przygotowanie zapisu,

odréznianie symbali; =

wybieranie jednej z dwu mozhwych drég postepowania,

S o

Wymienione wyzej czynnosei pozwalaja na opisanie znacznie bar-
dziej skomplikowanych operacji na symbolach niz te, ktére przygo-
towaliSmy tutaj. Majac zas$ opis wszystkich standardowych czynnosci
elementarnych; ktére ma wykonaé maszyna, nietrudno juz opracowaé
na tej podstawie szczegélowy schemat maszyny. Zagadnieniem tym
nie bedziemy sie jednak zajmowali i przyjmiemy, Ze schemat na,

rys. 14 plus opis dzialania, dostatecznie wyjaéniaja przebieg pracy‘ o

maszyny przy dowodzeniu twierdzen.

Rozdzml A%

REALIZACJA WNIOSKOWANIA Z PORZADKIEM W ZA
POMOCA MASZYNY BEZADRESOWEJ

§ 1. Ogélny schemat maszyny

Jezeli przyjmiemy, ze proces wnioskowania redukcyjnego. jest
wykonywany w porzagdku wzdluznym, to ogélny schemat maszyny nie
ulega zmianie. Maszyna taka zawiera identyczne elementy jak ma-
szyna opisana w poprzednim rozdziale. Inaczej dziala tylko magazyn M,
ktéry dla porzadku W jest tzw. magazynem rewersyjnym. Natomiast
- pozostale elementy w obu maszynach s identyczne. :

§ 2. Magazyn rewersyjny

Magazyn rewersyjny mozemy uwaza¢ réwniez za pokratkowana-
tasme papierows. Jednakze sposéb zapisywania i odezytywania jest
tutaj nieco immy, niz w magazynie liniowym. Magazyn rewersyjny re-
alizuje nastepujace operacje:

1. Zapis,

2. odezyt, . .

3. przygotowanie (do odeczytu lub zapisu),

4. wymazywanie zawartoSci miéjsca w magazynie.

- ‘W magazynie rewersyjnym jest tylko jeden rodzaj przygotowania,
niezaleznie od tego, czy ma byé w magazynie wykonana operacja
e odczytu czy tez zapisu. Przygotowanie miejsca nastepnego oznaczymy

. przez —, przygotowanie miejsca poprzedniego oznaczymy przez <,
Ponadto wprowadznny oznaczenle

o —
[M ] Przygotu] do zapisu miejsce #; , ; oraz zapisz w miej sou m; i 1e
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Znaczy to, ze jezeli w magazynie jest aktualnie przygotowane
—_

miejsce m;, to W.wyniku operacji [M ] przygotowane jest w magazynie

nastepne miejsce m;,, i W miejscu tym jest zapisany jaki$§ symbol.

R - -
Warto zwrécié uwage na réznice migdzy operacja [M] a [M] Ope-

—

racja [M] powoduje zapisanie w miejscu przygotowanym i po wyko-
naniu zapisu przygotowanie nastepnego miejsca, natomiast w wyniku -

. —

operacji [M ] czynnosci przygotowania i zapisu sg wykonywane w od-
wrotnym porzadku niz poprzednio, tj. najpierw przygotowane jest
nastepne miejsce i dopiero wtedy nastepuje zapis w magazynie.

<
Wyrazenie (M) bedzie oznaczalo operacje odczytania miejsca
przygotowanego m; i po odezytaniu przygotowanie miejsca m,_;:
Magazyn rewersyjny jest to taki magazyn, wktérym sg realizowane

- operacje (M) oraz [M] 1.

Magazyn rewersyjny dziala wige nastepujaco:

1. Najpierw zapisywane jest miejsce m,.

2. Nastepnie zapisywane jest kazde kolejne miejsce.

3. Zawsze nastepuje odezytywanie ostatniego zapisanego miejsca.
4. Po odezytaniu zawarto$é miejsca jest wymazywana.

Dziatanie magazynu rewersyjnego mozna tez wyjaénié na naste-

pujacym przykladzie: zatézmy, ze miejscami magazynu sa oddzielne .
kartki. Wtedy zapisywanie do magazynu polegalo na polozeniu za-

pisanej kartki na stosie kart, odczytanie za$ na pobraniu kartki
z wierzchu stosu i jej usunieciu. A wige czynnosei sg tu w pewnym
sensie odwrotne do czynnosci magazynu liniowego.

Przykladem . magazynu rewersyjnego jest stog siana. Warstwy

siana sg ukladane jedna na drugiej i pobierane w kolejnosci odwrotnej
do ich ukladania. " '

<« —
1) Jednoczesne wykonywanie operacji (M) oraz [M-l jest niedozwolone.
W magazynie moze byé wykonana jedna, badZz druga operacja.
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§ 3. Przykla;d stanéw magazynu rewersyjnego w trakeie szukania
dowodu '

W rozdziale 1V, § 4 podaliSmy kolejne stany magazynu M przy
realizowaniu procesu wnioskowania w porzadku P. Obecnie roz-

~ patrzymy ten sam przyklad ‘dowodu dla porzadku Ww.

Cykl pracy maszyny z magazynem rewersyjnym jest identyczny,

' jak i w maszynie z magazynem- liniowym, z ta jedynie réznica, ze
" badanig konca procesu dowodzenia odbywa si¢ teraz w nieco inny spo-

s6b niz poprzednio. Latwo sprawdzié, Ze proces wnioskowania jest
zakonczony, jezeli 1 = 0, gdzie ¢ jest miejscem przygotowanym w ma-
gazynie M. ‘

Méwiac inaczej, jezeli zawarto$é calego magazynu zostala wyma-
zana, proces wnioskowania jest zakoneczony. -
Kolejne stany magazynu M podane sa nizej:

0. baaba -

1. baab aaba

2. baad . aab aba

3. baab aab ‘ ab ba
4. ~ baab aab . ab

5. -1 baab aa ab

6. baab aa

7. baab

8. [ bas aab

9. baa . ac ab
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10. baa ’ aa ‘
11. baa : ‘ . v ‘ -
12. ba aa ’ E\" ]
13. l ba - : .
" |

W wierszu nr 1 podano stan magazynu po wykonaniu operacji
nr 1 przy numeracji Ww. '
Zgodnie z zasada dzialania magazynu rewersyjnego, przy odezy-

- tywaniu aksjomatéw z magazynu M nastepuje Wymazame aksloma,tu
- z magazynu, bez wpisywania jego przestanek?).-

Jak widzimy w podanym przykladzie, magazyn rewersyjny wy-
maga mniejszej ilogci miejse dla rozwiazania danego problemu, niz
magazyn liniowy.

Oczywiscie zamiast wpisywaé aksjomaty do magazynu M oraz '
" przy ich odezytywaniu je wymazywaé, mozna by od razu przy obli-

czeniu nie wpisywaé ich do magazynu, umka]@c w ten sposéb zbednych
czynnofei. Jednakze dla przejrzystosei przyjeto, ze kazdy a,kSJoma,t |
jest réwniez wpisywany do magazynu M.

Maszyny, o ktérych byta mowa w rozdziatach IV i V nie istnieja.
Obecnie nieé oplacaloby si¢ bowiem do celéw dowodzenia budowaé
specjalne aparaty. Prace nad maszynowym dowodzeniem twierdzen
s3 bowiem dopiero w stadium poczatkowym i nie wiadomo na pewno .
czy znajda zastosowanie i w jakim ewentualnie zakresie.

Dlatego dotychczasowe préby dowodzenia twierdzen byly ro-
bione nie za pomocg specjalnie w tym celu zbudowanych urzadzen,
lecz za pomoca istniejacych maszyn do celéw rachunkowych.

W dalszym ciagu zajmiemy sie zastosowaniem uniwersalnych ma-
szyn cyfrowych do dowodzenia twierdzef. Oméwione dwa przykiady
maszyn pozwola nam lepiej zrozumie¢ dalsze rozwazania.

1) Aksjomat mozna uwazaé za wniosek z pustego zbioru przestanek. -
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' Rozdzial VI
-ADRESOWA MASZYNA CYFROWA

- § 1. Schemat ogélny maszyny

W' rozdziale tym podamy zasade dzialania adresowej maszyny
cyfrowej, zwanej dalej krétko maszyng cyfrows, aby w nastepnym
rozdziale wyjaénié zastosowanie maszyn cyfrowych do dowodzenia’
twierdzen. Omawiajac zasade dzialania maszyny cyfrowej, nie be-
dziemy — podobnie jak poprzednio — wechodzili w szezegdly technicz-
ne, a postaramy si¢ podaé ogdlng mysl przewodnig jej konstrukeji.
Maszyny cyfrowe sg powszechnie stosowanymi urzadzeniami do szyb-
kiego wykonywania obliczer. Jednakze za ich pomoca mozna réwniez,
jak sie niebawem przekonamy, dokonywaé roznorodnych manipu-
lacji na symbolach

Maszyna cyfrowa sklada si¢ z nastepujacych elementéw:

1. Operator,

‘2. magazyn wewnetrzny,
3. wejscie,

4. wyjdcie,

5. sterowanie.

Rola operatora jest podobna jak w maszynach bezadresowych
wykonuje on operacje przeksztalcania symboli. W szczegdlnogci ope-
rator wykonuje réwniez cztery podstawowe dzialania arytmetyczne:
dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie. Dzialaniem operatora
nie bedziemy si¢ blizej zajmowaé, przyjmiemy tylko, ze wykonuje _
on wszystkie potrzebne operacje na symbolach.

Wejécie i wyjécie jest tutaj identyczne jak w maszynach bez-
adresowych. Wejécie jest urzadzeniem, gdzie zapisane sa wszystkie
potrzebne dane i moga byé one przez maszyne w miare potrzeby auto-

- matyocznie czytane.

61




Wyjécie np. pozwala na drukowanie na papierze interesujacych
nas wynikéw. Mozemy przyjaé, ze wejsciem jest sterowana elektrycz-
nie maszyna do pisania?). ‘ :

" Rola sterowania jest identyczna jak w maszynie bezadresowej;
rzadzi ono calym przebiegiem pracy maszyn. ,

Inacze] jest natomiast zbudowany magazyn tej maszyny. Dziala
on na zasadzie adresowej. Pojecie magazynu wewnetrznego oméwimy
w nastepnym paragrafie?).

§ 2. Magazyn'wewngtrzny. Lista

Magazyn wewnetrzny jest podobnie jak i inne elementy maszyny
cyfrowej szybko dzialajacym urzadzeniem elektronicznym.

Dla zrozumienia dzialania maszyny cyfrowej niepotrzebne jest
zapoznawanie sig szczegélowe z konstrukeja magazynu wewnetrznego,
a wystarczy przyjaé, ze magazyn adresowy to ta$ma papieru po-
dzielona na kratki. Wszystkie kratki sa ponumerowane kolejnymi
liczbami naturalnymi 0, 1, ..., n. Poszezegélne kratki bedziemy
nazywali miejscami magazynu. Numery miejsc nazwiemy ich adresami.
Magazyn wewnetrzny bedziemy przedstawia¢ w postaci listy.

0

1

2

1) Wejécie i wyjScie maszyny mozna by uwazaé za magazyny liniowe.
Wejdcie to tasma papieru, podzielona na wiersze i w kazdym wierszu moze
byé zapisany dowolny ciag symboli ustalonego alfabetu. Maszyna cyfrowa moze
w miare potrzeby odezytywaé kolejne wiersze wejécia do magazynu wewnetrz.-
nego.

' Wyjécie réwniez mozemy uwazaé za magazyn liniowy. W. kolejnych miej-
scach tego magazynu wpisywane sg automatyeznie kolejne interesujgce nas
wyniki. :

2) Magazyn liniowy i rewersyjny sa magazynami bezadresowymi. Stad

nazwa: maszyny bezadresowe.
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. lez,tego w dalszym ciagu zamiast magazyn wewn@trzn&, i)@dziemy\
tez uzywaé termin: lista. ’
W kazdym miejscu listy moze byé zapisany ciag symboli ustalo- .

nego alfabetu. _ '

Miejsce °, ‘adresie zero na liScie spelnia specjalng, wyrdiniona

role, z k.toray zapoznamy si¢ w dalszym ciggu. Miejsce to bedziemy
- nazywali akumulatorem. '

W glaga,zynie wewnetrznym moga byé wykonywane nastepujace
operacje: '

1. Zapisanie,

2. odeczytanie,

3. wymazanie.

Blizej = (.)pe.ra,cjami tymi zapoznamy si¢ w dalszym ciagu.

.Wyra,zema, znajdujace si¢ w magazynie moga byé przepisywane
zmieniane, wymazywane. Czynnoéei te sa w maszynie cyfrowej opi-,'
Sywane za pomocg tzw. instrukeji.

§ 3. Instrukeje. Spis instrukeji

B Maszy.na, cyfro\wa moze wykonywaé szereg -instrukeji, ktére bpi-
sujg manipulacje na symbolach. Instrukecje maszyny sa zapisywane

~ w specjalnym jezyku. Kaida instrukecja sklada sie z dwéch symboli:

1. Symbolu operacji,
2. adresu. :

Np. — b; strzalka — oznacza operacjg przepisywania. Liczba 5
Jest adresem na. lidcie. Instrukeja — 5 oznacza: '

Przepisz zawarto§é akumulatora (miejsca 0) do miejsca o adresie 5.

. Pomt.ewaz w instrukeji wystepuje jeden adres, nazwiemy ja
instrukejg jednoadresows, a maszyne, ktéra realizuje instrukeje jedno-
adresox;ve — maszyng jednoadresows !). '
. Kazd'a.m maszyna moze wykonywaé pewng liczbe z géry ustalanych
1nstryk?]1. Dla réznych maszyn ilo§é i rodzaj instrukeji sg réine.
Prz.melemy tutaj, Ze rozwazana maszyna wykonuje w zasadzie tylkc;
te instrukcje, ktére beda nam potrzebne do dowodzenia twierdzeri.

1) ISbnleJ& rowniez lllaSZyny Wleloadles()we 'ed_]l&kze nimi nie I)Q 1€: y
>
dz Jaay
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Spis instrukoji realizowanegé przez maszyne. Aby wiec np. opisaé proces’ dowo-
-dzenia twierdzen przez maszyne adresowa, musimy najpierw prze-
' - bieg tego procesu opisaé za pomoca przyjetych instrukeji. Zanim
. Nr Symbol Nazwa rzystapimy do rozwigzania t dania b ;
kolejny instrukoji instrukeji przystapumy ozwigzania tego zadama W nas epnym  roz-
; ‘ dziale, zapoznamy sie najpierw dokladniej z dzialaniem maszyny
1 +a Dodaj _ adresowej.
1\
2 —a Odejmij ) E )
. . 1 pr j
X . Pornéi §,4- Cykl p acy. maszyny adresowej 4
! 4 a Podziel Przyjmiemy, ze w stanie poczatkowym w magazynie wewngtrznym
: - : ‘maszyny znajduje sig program procesu, ktéry ma byé przez maszyne
____5_'_— e Zapise 3 zrealizowany. Instrukcje programu sa umieszczone W kolejnych
6 —a Odezytaj miejscach magazynu, poczynajac od miejsca o adresie m. W stanie ‘
: E poczatkowym miejsce m jest przygotowane do odezytu. i
; ___14__ __i_ﬂ Skocz : * Cykl pracy maszyny jest wtedy nastepujacy:
"~ 8 ‘a Skoez warunkowo | 3 1. Odezytanie z magazynu wewnetrznego instrukeji zapisanej
N —a Wprowadi w mleJSCI-l przygotowajn?rm do (?flczytu.
. 2. Wykonanie odezytanej instrukeji,
10 «a Wyprowadz 3. Przygotowanie w magazynie wewnetrznym nastepnego miejsca
11 , Oa Wyzeruj do odezytu?). ' . |
s Na Nastepnik Sprawdzeme czy odezytana instrukeja. jest instrukeja STOP
S . Jezeli TAK, to zakonczyé dzialanie maszyny.
L o 13 ’ Pa - Poprzednik . _ ! Jezeli NIE, to wykonaé czynnosé nr 1.
14 =a Zero A wigc w maszynie adresowej sterowanie na przemian odczytuje
s | stop Stop ] instrukeje z magazynu wewnetrznego i wykonuje odczytane instrukeje.

Ozynnodci te sa powtarzane tak dlugo, az zostanie odczytana in-
strukcja STOP.

Wykres cyklu pracy podany jest w tablicy V. _

Teraz mozemy juz przystapié do oméwienia zasad ukladania pro--
graméw dla maszyny cyfrowej.

Instrukeje 3(a) bedziemy nazywali instrukejami posrednimi,
a instrukcje Sa — instrukejami bezposrednimi. Podobnie nazwiemy
adresy a i (a). Pierwszy z nich nazwiemy bezposrednim, a drugi
posrednim. A
Instrukeje posrednie nie sa konieczne do dalszych rozwazan, wpro-
wadza one tylko szereg uproszczer. A
Przyjeliémy, ze rozwaZzana przez nas IMaszyna moze wykonaé
" w sumie 27 réznych. instrukeji. Kazda czynnosé, ktérag bedziemy
cheieli wykonaé za pomoca maszyny, musimy najpierw opisa¢ za
pomoca tych 27 instrukeji. Opis taki nazywamy programem procesu

1) Przygotowanie nastepnego miejsca mozna zaliczyé do czynnosei nr 2,
. jak to czyniliémy przy opisie instrukeji. Czynnosé te tutaj wyrézniamy dla
podkreslenia jej waznosci. o :

~
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TABLICA V. - 1. Obliczenia arytmetyézne

o Zadanie. /Obliczvyé m +n i wynik umiescié pod adresem 22.
Start

- Pierwszg instrukeje programu umiedcié pod adresem 10,
‘ .. Zalozenia
— { N 020 =m
) C21=n
+ Program

1 |Odczytanie instnukcji

10. <20 Odeczytaj
11. 4+ 21 Dodaj
12. - 22 Zapisz
13. Stop

Y
2 |Wykonariie instrukcji

Pierwsza instrukcja < 20 przesyla liczbe m do akumulatora.
Instrukeja + 21 dodaje liczbe 2 do liczby znajdujacej sie w akumu-
latorze. Instrukcja —> 22 przesyla wynik pod adres 22.

Dla ilustracji wygodnie jest przedstawié zapis tego zadania w ma-
gazynie wewnetrznym \plaszyny.

/
3 | Przygotowanie instrukgji

0 : 0
: y
VIR Sstorp2 1 RWE
| TAK NIE N .
10 — 20
) 11 + 21
12 o L 22
13 stop
51 Koniec | i '
20 m
. 21 n
§ 5. Przyklady programéw -
Pokazemy obeenj; jak za pomocg instrukeji nalezy opisywaé N T

przebieg wykonania przez maszyne réznych prostych czynnosei. |
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Stan magazynu wewnetrznego podano przed wykonaniem pro-
gramu. :

Strzatka przy adresie 10 oznacza poczatek programyu, tj. w_stanie
poczatkowym miejsce 10 jest przygotowane do odezytu.

Opisanie za pomocy instrukeji wykonania _b'ardziej skomplikowaf

nego obliczenia arytmetycznego jest podobne. Np.
' N

Zadanie. Wykonaé obliczenie o
A (@ +Db)-¢
d—e

Wiynik obliczenia umiesci¢ w miejscu 200. Pierwsza instrukcje pro-
gramu umiescié w miejscu 10.

- Lalozenie
00 =0 _
C100 = a A ~
C101 = b
Cl02 =¢
C103 =d
Cl04 =¢ .
Program

10. <« 100. Odezytaj
11. + 101. Dodaj
12, - 102 Pomnodz
13. — 105 Zapisz
14. <103 Odeczytaj
15. — 104 Odejmij
16. — 106 Zapisz
17. < 105 Odczytaj
18. : 106 Podziel
19. — 200 Zapisz
20. Stop

r

Stan poczatkowy magazynu wewnetrznego dla tego rachunku
podany jest na s. 73. _

Odezytanie tego programu nie przedstawia trudnosei, nie be-
dziemy go wiec omawiali.

-

T2

- 0 0
- 10 <« 100
11 4+ 101
T 12 v - 102
13 ' — 105
14 ’ <~ 103
15 — 104
16 > 108
17 7 < 105
18 : 106
19 ‘ — 200
20 stop
100 ) a
101 b
102 . ] c
103 d
104 e

2. Zastosowanie instrukeji warunkowej do obliczen
arytmetycznych

Zadanie. Obliczy¢ sume @, 4 ... + a9y i wynik umiedcié w miejseu
400. Pierwsza instrukcje programu umiescié w miejscu 100.
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Zalozenie

Co =0

Cl10 =99 -
Cll1 = 201

C201 = a,

C202 = a,

0300 = ayq

" Program. Bez uzycia instrukecji warunkowej ulozenie programu

nie sprawia trudnogei. Uczyniliby$émy to podobnie jak dla poka-
zanych poprzednio wzoréw arytmetycznych. Program taki zawieralby
99 instrukeji. Postugujac sig instrukeja warunkows, mozna znacznie
zmniejszy¢ ilo§é instrukeji w prograthie. Z uzyciem instrukeji wa-
runkowej program sumowania bedzie mial postadé.

100. + (11) Dodaj

101. N 11 Nastepnik

102. P10 Poprzednik ~

103. =10  Zero

104, ? 100 Skok warunkowy

105. <400 Zapisz

106. Stop

Pierwsza instrukcja powoduje dodanie do akumulatora liczby
z miejsca o adresie podanym pod adresem 11. Pod adresem 11 ma-

my zapisang liczbe 201, ktéra jest adresem pierwszego skladnika a,.

Poniewaz na poczatku w akumulatorze znajdowalo si¢ zero, wige

w wyniku rozkazu -+ (11) w akumulatorze znajdzie si¢ pierwszy

skladnik. ,
Instrukeja N 11 powoduje dodanie jedynki do liczby znajdujacej

si¢ w miejscu 11. Po:wykonaniu tego rozkazu znajdzie si¢ wiec w miej- .

scu 11 liczba 202, .

- Instrukecja P 10 powoduje odjecie od liczby znajdujacej sie w miej-
scu 10 jedynki. W miejscu 10 znajduje sie liczba 99 — liczba wszyst-
kich dodawan, ktére nalezy wykonaé, aby otrzymaé sume stu liczb.
Po wykonaniu rozkazu, w miejseu 10 mamy wige liczbe 98, co oznacza,
ze jedno dodawanie zostalo juz wykonane.

Nastepna instrukeja = 10 bada, czy wszystkie dodawania zostaly
juz wykonane, tzn. czy w miejscu 10 znajduje sie liczba 0.

Instrukeja ? 100 jest skokiem warunkowym. Jej znaczenie za- .
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0 .0

10 99

11 201
100 + (11)
101 ' N11
102 P10
103 =10
104 ? 100
105 — 300
106 stop
201 a
202 a,
300 G100

\ .

lezy od ostatnio wykonanej instrukeji, badania zawartosci miejsca,
= 10. Poniewaz liczba ta jest rézna od zera, wiec po instrukeji ? 100
zostanie wykonana instrukeja 4 (11). ’ o
Jednakze obecnie instrukeja - (11) ma inne znaczenie, niz miala
przed jej pierwszym wykonaniem, gdyz pod adresem 11 znajduje
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Sie teraz liczba 202. Wykonanie tej instrukeji powoduje wige do-
danie do akumulatora drugiego skladnika sumy a,.

Ciag tych instrukcji jest 'powtarzany tak dlugo, az w miejseu 10
pojawi sig liczba zero.

Po 99-krotnym Wykonanlu instrukeji 100—104 w miejscu 10 _

znajduje sig liczba zero. Wtedy po instrukeji 104 zostanie wykonana .

instrukeja 105: — 400, ktéra spowoduje zapisanie obliczonej sumy -
w miejscu 400.

Stan magazynu dla tego obliczenia przedsta,wiony jest na s. 75.

:

3. Wprowadzanie i wyprowadzanie

Zadanie. Ulozyé program wprowadzania liczb a,, ay, . . ., a, do ma-
gazynu wewnetrznego na kolejne miejsca, poczynajac od mle]sca m.
Program umiedcié poczynajac od miejsca k.

Zalozenia. W magazynie wejsciowym znajduje sie cigg liczb (lub
innych symboli) ay, @y, ..., @,. Liczby te sa umieszczone w kole]nych
miejscach magazynu. Ponadto

010 =m

Cll =n ' -
Program E
’ ) k. — (10) Wprowadzenie

kE+1. N1o Nastepnik .

kE-+2 P11 Poprzednik

k+4+3. =11 Zero

k+4. k " Skok warunkowy

k 4 5. Stop

.

Instrukeja — (10) powoduje przeslanie pierwszej liczby a, z wejécia
do magazynu wewnetrznego pod a,dres podany pod adresem -10, czyli
pod adres m.

Instrukecja N 10 dodaje do m jednodé

Instrukeja P 11 odejmuje od liczby — Wskazu]@ce] ile przestan
zostalo jeszcze do wykonania — jednodé

-Nastepna instrukcja powoduje sprawdzenie, czy w miejscu 11
znajduje si¢ zero..Jezeli nie, to znaczy, ze nalezy powtdrzyé wszystkie
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ezynnosei do instrukeji —» (10). Jezeli tak,'to przesylanie jest zakon-
czone. :

- Stan poczatkowy dla. tego progra,mu przedstaWIa sug nastepu]qco

10 m .

11 n '

'

/ & ' — (10)

‘ k+1 N 10
k+ 2 / P11
k43 = 11
k44 ?k
. k+ 5 ) . stop

Program przepisania zawartodci miejsc magazynu wewnetrznego
do magazynu wyjsciowego bedzie identyczny, z wyjatkiem pierwszej

mstrukcp Zamiast instrukeji — (10) znajdzie sie Wtedy instrukeja
<« (10).

4. Program podstawiania

Zadanie. Dany jest ciag liczb ay, ay, .. ., a,. Liczbe a, —kw tym

- ciaggu zastapié hczb@ m. Program umiescié, poczyna]ac od mle]sca, P

Zalozenia
Cl10 =[
Cll =m
Cl12 =7
Cr+1
Cr+2=a,

I
S
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Program

p. - NI12. Nastepnik
p+ 1. «(12) Odezytaj i
p+2. ~10 Odejmij

p4+3. =0 Zero

p+4. tp Skok warunkowy

p+ 5. <« (11) Odeczytaj

p+6 > (12) Zapisz

P+ 7. stop
Pierwsza instrukcja N 12 oblicza é/dres pierwszej liczby a,.
Instrukecja < (12) powoduje przeslanie a, do akumulatora.
Instrukeja — 10 wykonuje dziatanie a, = k.

Nastepna instrukcja = 0 oraz instrukcja ?p sprawdzaja, czy
w akumulatorze znajduje sie zero.

Jezeli nie, to cykl instrukeji jest powtarzany od poczitku. Jezeli .

tak, to pobierana jest nastepna instrukeja < (11), powodujaca prze-
stanie do akumulatora liczby m.

Dalsza instrukeja — (12) powoduje wpisanie liczby znajdujace]j
sie w akumulatorze na miejsce o adresie podanym ‘pod adresem 12.
Pod adresem 12 znajduje sie wlasnie adres liczby k.

Stan magazynu dla tego postepowania przedstawiony jest na s. 79.

Przedstawione przyklady dotyczyly wykonywania réznych operacji }
na liczbach. W podobny sposéb mozna ukladaé¢ programy wyke-
nujgce dowolne operacje na jakichkolwiek symbolach.

W nastepnym rozdziale zapoznamy si¢ ze strukbtura programu
do dowodzenia twierdzen. '
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10 k
11 - m
12 r
P N 12
“p T <« (12)
p+ 2 — 10 B
»+3 =0v
P+ 4 tp
p+5 <11
p+6 > (12)
p+7 stop
r+1 . Gy
r-+ 2 a,
r+n an
}

............................




Rozdzial VII

PROGRAM DOWODZENIA TWIERDZEN

§ 1. Ogélna struktura programu dowodzacego twierdzenia

Ulozenie programu dowodzacego twierdzenia polega na opisaniu

czynnoséci podanych w tablicy 1 za pomoca instrukeji maszyny adre-
sowej. Dla ulatwienia wygodnie jest caly program podzielié fia mniejsze

~ odeinki takie, ze kazdy z tych odcinkéw opisuje jeden z fragmentéw

calego postepowania przy dowodzeniu twierdzenia.

Program dowodzenia twierdzenn powinien zawieraé fragmenty po-
zwalajace na: ) -

1. Badanie, czy rozwazana hipoteza jest atomem.

2. Badanie, czy atom jest aksjomatem. ‘

3. Obliczanie przeslanek.

4. Sprawdzenie konca dowodzenia. ‘

Oczywiscie program ten musi réwniez automatycznie umieszczaé
obliczone przestanki w magazynie wewnetrznym maszyny ).

Wygodnie jest tak ulozy¢é program, zeby mégt on stuzyé do ba-

dania nie tylko jednej hipotezy, a kolejnego ciagu hipotez jakiejs

teorii, zapisanych w magazynie wejSciowym maszyny. Zalozenie to
nie komplikuje zbytnio programu, a natomiast zwiegksza jego uzy-

" tecznosé. o
Badanie, czy wyrazenie jest atomem czy aksjomatem, obliczanie.

1) Umieszezanie przeslanek moze nastepowaé w porzadku W lub P. Po-
rzgdek w wydaje sie tu korzystniejszy, ze wzgledu na mniejszg zajetosé miejsc
w magazynie, co przy dowodach zawierajacych wielksg ilogé operacji moze mieé
duze znaczenie.
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- przeslanek zalezy od rozwazanej teorii matematycznej. Poniewaz do

tej pory nie rozpatrywalismy zadnej konkretne] teorii matematycéznej,

fragmenty programu dotyczace tych czynnosci nie moga by¢ szezegé-

lowo napisane. Ulozenie takiego programu nie przedstawia trudnosei. -
Nalezy tylko dokladnie sprecyzowaé, co to jest atom, aksjomat
teorii i podaé dokladnie reguly wnioskowania. Dla niektérych teorii
programy te moga byé dosé skomplikowane, jakkolwiek ich ogdlna
zasada jest zawsze prosta.

§ 2. Podzial magazynu Wewhgtrznego na bloki

Dla latwiejszego ulozenia programu dowodzacego twierdzenia po-
dzieliliémy caly magazyn na bloki, z ktérych. kazdy bedzie zawieral
jeden fragment programu lub tez spelnial inne funkcje, podane w po-
nizszym spisie.

B, — Blok pomocniczy,

B; — czynnosci przygotowawecze,

B, — wprowadzenie hipotezy wyjéciowej do maszyny,

B; — wydrukowanie badé,nej hipotezy na wyjéeiu,

B, — badanie, czy hipoteza jest atomem,

B, — obliczanie pierwszej przestanki,

. B; — obliczanie drugiej przestanki, .

B, — badanie, czy atom jest aksjomatem,

B; — sprawdzenie konica wnioskowania,

By, — blok robdczy.

‘ -Rolq blokéw oméwimy w nastepnym paragrafie. W tym para-

grafie natomiast podamy rozmieszczenie adreséw w blokach. Poniewaz

z géry nie wiemy, ile miejsc powinien mie¢ kazdy blok, wygodnie

“bedzie przyjaé nastepujacy sposéb oznaczania adreséw w blokach:

Pierwszy adres bloku B, oznaczymy przez a,. Pierwszy adres bloku B,
bedzie @, Drugi adres oznaczymy a; + 1, trzeci a; + 2 itd. Np.
adres a, + 2 oznacza trzecie miejsce w bloku Bj. Ostatni adres bloku B;
oznaczymy przez ¢;., — 1, co nalezy rozumieé jako miejsce poprze- -
dzajace pierwsze miejsce w bloku B, ;. Ten sposéb oznaczania adreséw
pozwoli nam na pisanie programéw, mimo ze nie znamy dokladnie
adreséw poszezegdlnych blokéw oraz liczby miejsc w bloku.

. 6 — Automatyczne dowodzenie twierdzen . v ‘ 81
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Tak wige magazyn przy podziale na bloki be&zie mial postadé:

[+ {
B, ag + 1
}
(}
a; — 1
B, a,
a; + 1 '
a, — 1
B, ay
ay, + 1 y
ay -1
By | %
ay + 1
By G0 — 1

§ 3. Zadania blokéw '

Oméwimy teraz role blokéw, podajac tam gdzie | to bedzie mozliwe
szczegélowe programy. Przyjmijmy, Zze wnioskowanie jest Wykony-

wane w porzadku P.

Blok B,
0 . 0
3 .
. “1_— Hipoteza poczatkowa falszywa.
2 Hipoteza poczatkowa prawdziwa
3 . ay
B, 4 1
5 J
a;y — 1 °
- Napis znajdujacy si¢ w miejscu 1 bedzie — w przypadku stwier-
dzenia, ze hipoteza jest falszywa — wydrukowany na wyjéciu ma-

szyny. Podobnie, objasnienie wpisane w miejscu 2 zostanie wydruko-
wane w przypadku, jezeli hipoteza.  okaie si¢ prawdziwal).
W miejscu 3 podany jest adres pierwszego miejsca w bloku ro-

‘boczym, ktéry bedzie grat role magazynu liniowego, stuzacego do ma-

gazynowania kolejnych hipotez i przeslanek
Miejsce 4 przewidziane jest do magazynowania w bloku roboczym
aktualnego adresu miejsca, z ktérego wysylamy hipoteze. Inaczej

iméwiae, adres w miejscu 4 Wska,zu]e miejsce przygotowane do od-
“ezytu w bloku roboczym.

W miejscu 5 znaJdu]e sie adres miejsca, w ktorym nalezy umiescié’

1) W miejscach magazynu moga znajdowaé sie dowolne teksty o>b]aén1a-

“jace, ktoére zaleznie od okolicznosei sg przez odpowiednio ulozony program

wykorzystywane do drukowania przez maszyne obJasmen odnoéme wynikéw

pracy.
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w bloku roboczym obliczong przestanke. Jest to wige adres miejsca
przygotowanego do zapisu w bloku roboczym.

Blok B,
a, "3
B, a; +1 —- 4
cay 2 -5

‘Blok B, sluzy do™ustawienia wartodci poézqtkowych adreséw
miejse, przygotowanych do odezytu i do zapisu w bloku roboczym B,.
Instrukcja < 3 przesyla adres ay do akumulatora. Instrukeje
—4, - 5 powoduja przeslanie adresu a, pod adresy 4 i 5, tak Ze
w chwili poczatkowe] przed rozpoczeciem wnioskowania miejsce a,
jest przygotowane do zapisu i odezytu.

he

Blok B,

B, ay —> ay

Blok B, sklada si¢ w naszym przypadku'tylko z jednej instrukeji,
ktéra powoduje przestanie hipotezy poczaptkowe] z wejscia do pierwsze-

go miejsca bloku roboczego B,. 1

Blok B,

By | as 4-‘(4) ‘ ‘

Blok B, zawiera réwniez tylko jedna instrukeje < (4), ktora
powoduje wydrukowane na wyjsciu zawartosel miejsca o adresie
podanym pod adresem 4. Poniewaz pod adresem 4 znajduje si¢ adres

miejsea przygotowanego do odezytu, wige instrukeja ta drukuje aktu-

alpie badana przez maszyne hipoteze. Przy pierwszym wykonywaniu
programu w miejscu 4 znajduje si¢ adres a,, & wige zostanie wtedy
wydrakowana hipoteza poczatkowa, znajdujgca si¢ w pierwszym
miejscu bloku roboczego.

84.

Blok B,
ay ~(4)
B,
1 as —2 ' =0 ,
a1 a,

W bloku tym znajduje si¢ program badajacy, czy hipoteza przy-
gotowana do odczytu w bloku roboczym jest atomem. Jak wspomi-
naliémy, poniewaz nie rozpatrujemy zadnej konkretnej teorii mate-
matycznej, nie mozemy podaé programu tego badania. Jednakie

- kazdy taki program bedzie si¢ zaczynal od instrukeji <« (4), powo-

dujacej przestanie wyrazenia z miejsca przygotowanego do odezytu

w bloku roboczym — do akumulatoral). '

Nastepne instrukeje programu powodujg badanie wyrazenia, znaj-
dujacego si¢ w akumulatorze. Program ten mozna ulozyé w ten

~ sposéb, ze jezeli badane wyrazenie jest atomem, to w akumulatorze
' znajdzie si¢ liczba zero. W przypadku przeciwnym, w akumulatorze

powinna by¢ liczba rézna od zera. Wtedy instrukecja = 0 zbada jaka
liczba jest ,w akumulatorze i zaleznie od wyniku badania przejdzie

- do bloku nastgpnego By lub do bloku B,.

Blok B;
as < (4)
g [
ag — 2 N5
gy — 1 S 6)

1) Przypominamy, e w miejscu przygotowanym do odeczytu znajduje sie

" aktualnie badana hipoteza.
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Blok ten p‘o'Wodu-je obliczenie pierwszej przestanki. Rola instrukeji-

< (4) jest identyczna jak w poprzednim bloku. Powoduje ona po-

‘bieranie hipotezy do akumulatora, ktérej pierwsza przeslanke mamy

obliczyé. Nastepne instrukcje wykonuja odpowiednie czynnosci na

‘symbolach i przyjmiemy, ze w wyniku tych czynnosei pierwsza prze-
-stanka znajdzie sig¢ W akumulatorze. )

Instrukcja N 5 dodaje do adresu w miejscu 5 ]edynkg tak, ze‘*
W miejscu 5 otrzymujemy . adres miejsca, gdzie nalezy umiesci¢ obli- -
czong przesfanke. -

Ostatnia instrukecja — (5) powoduje przéestanie obliczonej prze-
stanki z akumulatora pod adres podany pod adresem 5. W rezulta-

cie obliczona przestanka zna]dme su; w odpow1edn1m miejseu bloku

" roboczego.
' Bloﬁ B,
ag <~ (4) s
By | a, —4 . N5 -
a—3 | O
o a—2 | . . N@ ' v
a; — 1 : T la,

W bloku B, odbywa sie obliczenie drugiej przestanki. Obliezenie
to zaczyna si¢ réwniez od instrukeji < (4), pobierajacej badana

hipoteze z bloku roboczego do akumulatora?).

Zakladamy, 7e obliczona druga przestanka znalazla si¢ w aku—
mulatorze. Instrukeja N 5 powoduje przygotowanie adresu, pod ktéry
nalezy przestaé drugs przestanke, a instrukeja — (5) przesyla obli-
czonq przestanke pod ten adres. .

1y Przy obhczamu drugleJ przestanki komeczne jest pobieranie ponowne
h1potezy, gdyz w trakeie obliczania pierwszej przeslanki byl uzywany akumu-

‘lator i hipoteza, pobrana przez pierwsza instrukeje bloku B;, musiala zostaé

z akiimulatora usunigta.
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Nastepna instrukeja N 4 powoduje przygotowame do odczytu

' nastgpnego miejsca w ' bloku roboczym.

.- W wyniku ostatniej instrukeji ! a5 nastepuje przejécie do bloku Bs,
odozytu]@cego nows hipoteze z bloku roboczego.

Blok B,
a, < (4)
B., ag — 4 . ) = 0
ag —3 . ?ag
ag — 2 ) e 11
ag—1 . |, . | stop »
i Blok B, ,
ag » <~ 4
a +1 -7 _ — 5
] eyt 2 - ‘ =0
. B , - -
R ag +3 . Tag
Cag 4 S 2
ag +5 ‘ stop

Badame czy rozpatrywana hipoteza jest aksmma,tem, ZacZyna
sig réwniez od pobrania hlpotezy z bloku roboczego do akumulatora.‘

'  (instrukcja <« 4).

: Program badania, tak jak to Imalo mle]sce w poprzed.mch przy- .‘ ‘

‘padkach, jest tak ulozony, Ze jezeli hipoteza jest aksjomatem, to

w akumulatorze ma byé liczba rézna od zera. Powoduje to za podred-:
nictwem instrukeji = 0 oraz ?a; przejécie do bloku B, badaja-
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cego koniec wnioskowania. Jezeli hipoteza nie jest aksjomatem,
to w akumulatorze znajdzie si¢ liczba zero, co spowoduje przejscie

TABLICA VI

Start - do' instrukeji «— 1 drukujacej na wyjéciu objaénienie zawarte w miej-
l - scu 1 bloku B,: HIPOTEZA POCZATKOWA FALSZYWA, po czym '
‘ nastepuje zatrzymanie maszyny.
B, | Przygotowanie W bloku B; nastepuje badanie korica wnioskowania przez po-

. réwnanie adreSOW miejsc, przygotowanych do odezytu i zapisu, znaj-’
dujacych sie w miejscach 4 i 5. Instrukcje <-4 oraz — 5 powoduja
~ przestanie adresu miejsca przygotowanego do zapisu do akumulatora
i odjecie od niego adresu miejsca, przygotowanego aktualnie do od-
czytu. Jezeli oba te adresy sa jednakowe, to znaczy ze wnioskowanie
zostalo zakoticzone. W wyniku instrukeji = 0, ? ay zostaje wykornana

B, | Wprowadzenie hipotezy

- I - ~
y .

Bj | Wydrukowanie hipotezy

By Atom 2
- A instrukcja < 2, powodujaea wydrukowanie tekstu obja$niajacego,
| TAK_ | wiE zawartego w miejscu 2 bloku By: HIPOTEZA POCZATKOWA
. l { l ‘ \ PRAWDZIWA, po czym maszyna konczy dziatanie.

’ N Jezeli oba badane adresy nie sg réwne, to znaczy ze wnioskowanie

- . —— - nie zostalo zakoniczone i za posrednictwem instrukcji ? a; maszyna
5, Ak@/omat ¢ , By | Qbliczenie tef preestanki przechodzi do wykonania msfrukcp znajdujacej sig pod adresemylclz3 .

TAK I NIE Bg | Obliczenie 2-e] przestariki w bloku B,

Zaleznod¢ miedzy blokami mozna przedstawié graficznie, jak
~w tablicy VI.

I L
L |H/‘poteza poczqtk. fdfséywa 1

Bg I Koniec wnioskowania 2

" § 4. Wnioskowanie w porzadku W

Przy wykonywaniu operacji wnioskowania w porzadku W ogdblny
schemat programu nie ulegnie zmianie. Zmieniaja sie nieco tylko
niektére bloki.

W bloku B, bedziemy teraz mieli nastgpujace informacje:

L owme | Tk ° 0
] 1 Jak poprzednio
’ : 2 Jak poprzednio
' L [H/poteza poczatk. prawdziva Bo 3 a
9
4 )
- 5
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. Blok roboczy gra teraz role magazynu rewersyjnego, a wiec¢ po-
trzebny jest tylko jeden adres wskazujacy miejsce w bloku roboczym,
przygotowane do odezytu lub do zapisu. Adres tego miejsca znajduje
sie w miejscu 4 bloku By. W zwigzku z powyzZszym réwniez bl'ok B,

przestanka, a z miejsca 5, gdzie zostala ona Umieszczona na czasowe
przechowanie. Umieszczenie drugiej przestanki nastapi w nastepnym
miejscu bloku roboczego. A wiec blok By bedzie mial teraz postaé:

zawiera tylko instrukcje powodujace przestanie adresu poczatkowego N ag <~ (4)
bloku By do miejsca 4. -
— ( N Nl R R R AR I I I
B, ; B,
. ] ay +1 1 . — 4 a; — 3 N4
Bloki B,, B, i B, nie_.uleg'ajat zmianie. W bloku By nalezy zmienié a7 — 2 > @
ostatnie. dwie instrukecje, powodujace przestanie obliczone] przestanki a; — 1 T 1ay,

do bloku roboczego. Zgodnie z zasada dzialania bloku roboczego,
przeslanke pierwsza nalezy umieécié na miejscu badanej hipotezy.

Jednakze hipoteza, znajdujgca sie pod adresem ¢ bedzie réwniez
potrzebna w nastepnym bloku do obliczenia idrugiej przestanki, a wiec
przed zapisaniem na jej miejscu pierwszej przestanki, hipoteze z tego
przejscia przepiszemy do bloku B, na miejsce 5. Poniewaz przesylanie
_ moze odbywaé sie tylko.za posrednictwem akumulatora, musimy
tymezasowo umieseié np. w miejscu 6 bloku B znajdujaca sie w aku-

Blok B, nie ulega zmianie. .

Badanie konca wnioskowania polega — w przypadku magazynu
rewersyjnego — na zbadaniu, czy caly magazyn jest pusty. A wigc
w naszym przypadku oznacza to, ze koniec wnioskowania jest wtedy,
gdy C4 = a, — 1. Badanie konca wnioskowania bedzie wiec prze-
biegaé nastepujaco:

‘mulatorze pierwsza przestanke. A wigc blok B; ostatecznie bedzie ag <3 B
zawieral nastepujace instqucje: a + 1 ‘ PO
as - | <« (4) : ;E a + 2 —4
a + 3 ) =0
.................................................. / A o
ag — 5 o - 6 g + 5 ' . o
Bs
ag — 4 < (4) ag + 6 stop
ag — 3 -5 '
ag — 2 ~86 § 6. Obliczanie przestanek : '
% — 1 ‘ - @ " Na zakorczenie tego rozdzialu podamy jeszcze program oblicza-

j - nia przestanek w teorii T;. Potraktujemy ten program jako oddzielng
~ . calogé, nie wnikajac w jaki sposéb powinien on wspélpracowaé z ca-
lym programem wnioskowania. Chodzi nam bowiem o zilustrowanie

Przy obliczaniu drugiej przestanki pobranie hipotezy nie nastapi
z bloku roboczego, gdyz tam na jej miejscu znajduje sie juz pierwsza
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zasady, w jaki sposéb mozna za pomocs instrukeji maszyny adre-
sowej opisaé znajdowanie przestanek dla zadanej hipotezy.
Przypominamy, ze w teorii T; byla jedna regula redukowania

B’l:. “Aﬁ_)“-A’ AB

Znalezienie pierwsze] przestanki polegalo na usunieciu z hipotezy
ostatniego symbolu, znalezienie zas$ drugiej przestanki sprowadzalo
sie do usuniecia pierwszego 8ymbolu hipotezy.

Przy ,,recznym¢ realizowaniu tej reguty R,, znalezienie przeslanek
dowolnej hipotezy jest wigc banalne. Program tego procesu dla ma-
szyny cyfrowej jest juz jednak niewspélmiernie skomplikowany ?).

Przyjmiemy, Ze kazdy symbol hipotezy znajduje si¢ w jednym
miejscu magazynu. Ponadto przy]mlemy podzial magazynu na naste-
pujace blokl

A, — Blok pomocniczy,

A, — blok programu,

A, — blok hipotezy, ~

A; — blok pierwsze]j przestanki,

A, — blok drugiej przestanki.

Oznaczenia adreséw w blokach sg takie jak poprzednio, tzn.
pierwszy adres bloku A; oznaczymy przez a,, a ostatni adres tego
bloku — przez a;,,— 1. ‘ i

- Program obliczajacy przestanki bedzie wige wpisywal symbole
z bloku A, do bloku A;, z pominigciem ostatniego symbolu, oraz
do bloku A,, z pominigciem pierwszego symbolu.

Blok B,
0 ‘ Akumulator
1 ay
2 . ( Qg
3 a, : -
4 : 2

A

5 J

1y Jest to typowa sytuacja w maszynach matematyecznych. " Stosunkowo

-proste zadania wymagaja programéw skladajacych si¢ z wielu instrukeji.
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Miejsca 1, 2, 3 w bloku B, zawieraja odpowiednio a,drésy poczatku
hipotezy, poczatku pierwsze] przestanki i poczatku drugiej przestanki.

; B —...—W miejscu 4 znajduje si¢ adres aktualnie odczytywanego symbolu

hipotezy z bloku A,. Miejsce 5 zawiera adres aktualnie zaplsywanego
symbolu przestanki w bloku Az lub A,1). ,

Program obliczania przeslanek podzielimy na dwie czesm

1. P — Obliczanie pierwszej przestanki,

2. Q — obliczanie drugiej przestanki.

- Poniewaz P i Q sa programami calkowicie mezaleznyml, wige
oméwimy je oddzielnie.
Program P
P <« 1
p+1 : -4
p+ 2 <« 2
p+3 -5
p+4 <~ (4)
P+5 | > (5)
p+6 ' N4 -
p+7 ‘ N5
p+8 , = (4)
P+ 9 o tp + 4
» + 10 . ’ P5
p +11 0 (5)

Pierwsze cztery instrukcje powoduja przestanie adreséw poczat-
kowych do.miejsc 4 i 5. Nastepne dwie, <- (4) i - (5), instrukeje prze-
sylaja pierwszy symbol hipotezy z bloku A, na pierwsze miejsce
w bloku A; Dalsze dwie instrukcje N4 i N5 zwigkszaja adresy

1) Jezeli obliczana jest pierwsza przeslanka, to 7 jest adresem w bloku Ay;
jezeli obliczana jest druga przestanka, to j jest adresem w bloku A,.
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miejsc 415 o 1, przygotowujac w ten spos6b nastepne miejsce W bl'o-
kach A, i A, do odezytuido zZapisu. Instrukcje = (4)i ?p + 4 badaja,
ipotezie jest zerem?). -
ozy nastepny symbol w hipotezie jes . .
yJeieli nastepny symbol nie jest zerem, to program .pr.zeplsywa,m.a
jést powtarzany. W przypadku przeciwnym nastepne obie instrukcje

o(5)1 P5 powoduja wymazanie ostatniego symbolu w przestance.

Program Q

P T

. +T—tfﬁ1#
R - B
gk | s

g+t N4 s
o | e

g+ 6 - — () S

g+ 8 ' ' N5 B

¢+9 \ , =
EESUR ko

g+ 11 ‘! -~ stop

Rola pierwszych czterech instrukeji jest identyczna jak w pro-:

gramie P z ta réznica, ze obecnie na miejsc.e 5 v‘vprowa,dz.any jest
adres pierwszego miejsca W bloku A4.'In.strukc]a, N4 pOW.Odl‘l]e opllis?-
czenie pierwszego symbolu 'w hipotezie. .Nastepne d.wxg mstn.l xcje
< (4) oraz — (5) przepisujg drugi symbol h1,potez3{ na pierwsze miejsco
w bloku A,. Instrukcje N 4 i N 5 przygotowu}a I.lastqpne. rzue]scz
do odezytu i zapisu w blokach A oraz A,. Instrukeje = (4)i %q +

badaja, czy nastepne miejsce w bloku hipotezy Ag jest puste. Jezeli

>

1) Przyjeliémy, Ze miejsce pugte jest oznaczone symbolem zero.

04

nie, to obliczanie przestanki jest kontynuowane przez powtdérzenie pro-
gramu od instrukeji < (4). Jezeli nastepny symbol jest zerem, obli-
czanie przeslanek jest zakonczone.

W ten sposéb program P powoduje obliczenie pierwszej prze-
-glaniki i umieszczenie jej w bloku A,, a program Q — obliczenie

drugiej przeslanki i umieszczenie jej w bloku Ag.

Widzimy, ze program dowodzenia twierdzei — nawet tak prostej
teorii jak teoria T, — jest do$é skomplikowany?). Dla rzeczywistych
teorii matematycznych stopien skomplikowania jest znacznie wigkszy,
moze wiec powstaé pytanie, czy zamiast ukladaé program dowodzenia
twierdzen nie jest prosciej po prostu twierdzenia te dowiedé bez
uzycia maszyny. Tak oczywidcie nie jest. Dla zadane]j teorii program
dowodzenia ukladany jest bowiem jednokrotnie i trud wlozony w jego
ulozenie jest na pewno wielokrotnie mniejszy, anizeli dowiedzenie

wszystkich twierdzen, ktére za pomoca tego programu mozna dowiesé. |

- Tutaj rozpatrywaliémy zbyt proste przyklady, aby réznica ta
byta widoczna. Jezeli jednak do wykonania dowodu jakiego$ twier-
dzenia nalezy zastosowaé kilka tysigcy razy regule wnioskowania
okaze sig, ze nawet skomplikowany program bedzie prostszy niz
sam dowdd.

. - Z drugiej strony nalezy uwzglednié szybkoéé dzialania maszyn
matematycznych. Maszyna moze wykonywaé kilkadziesiat tysigey,
czy nawet kilkaset tysigey instrukeji w ciagu sekundy. Znalezienie
dowodu nawet bardzo skomplikowanego twierdzenia jest kwestia

‘ulamka sekundy. Tak- wige, gdyby$my chcieli poréwnaé czas po-

trzebny na dowiedzenie zadanej ilosci (ilosci duzej) twierdzen jakiejs.

1y Jak wykazaly badania w Instytucie Matematycznym PAN oraz na Uni-

. wersytecie Warszawskim, zamiast pisa¢ bezposrednio programy  realizujace

zadane reguly wnioskowania, wygodniej jest podaé najpierw realizacje regul
wnioskowania w tzw. maszynie Turinga a dopiero potem ulozyé¢ programy
dla maszyny cyfrowej naéladujace dzialanie maszyhy Turinga. (Z pojeciem
maszyny Turinga mozna zapoznaé si¢ z ksiazki: B. A. Trachtenbrot, Al-
gorytmy i automatyczne rozwiqzywanie zadan, Warszawa 1961). Jednakze, aby
nie wprowadza¢ nowych pojeé, podaliémy zasade ukladania programéw bez-
poérednib w jezyku maszyn cyfrowych, co przy okazji pozwolilo nam na po-

‘danie zasady dzialania maszyn tego rodzaju.
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teorii ,,recznie®, z czasem uzytym na wykonanie tych samych do-
wodéw za pomocs maszyny — uwzgledniajac w tym réwniei czas
potrzebny na ulozenie programu — ten ostatni okaze sie wielokrotnie
mniejszy niz pierwszy. Zastosowanie maszyny, jezeli w ogdle jest
mozliwe, jest na pewno oplacalne. ) : ) ,
Na marginesie programowania powstaje jeszcze jeden problem.
Majac na uwadze zastosowanie maszyn w tej dziedzinie, byloby
rzecza pozadana, aby teorie matematyczne byly budowane w sposéb

umozliwiajacy zastosowanie w nich maszyn matematycznych. Méwiac

4cidle, chodzi tu o takie dobieranie regul wnioskowania, zeby ich reali- -

zacja nie komplikowala zbytnio programéw. Reguly bowiem przy-
stosowane do manipulowania recznego nie zawsze sa wygodne do
zastosowania w maszynie. Byloby réwniez pozyteczne, gdyby udalo
sie okredlié na podstawie analizy struktury danego wyrazenia, czy
jest ono aksjomatem. Nie byloby wtedy konieczne magazynowanie
wszystkich aksjomatéw i poréwnywanie badanego wyrazenia z kaz-
dym z nichl), Z maszynowego punktu widzenia jest to" bowiem dosé
niewygodne. Nie jest natomiat kiopotliwa duza ilosé regul wniosko-
wania, gdyz maszyna moze je latwo realizowaé.

' Tak wiec wymagania odnosnie teorii matematycznych sa w przy-
padku maszynowego dowodzenia twierdzen inne niz te, ktdre sie

~ stawia w matematyce obecnie. A wigc sformulowanie wigkszosci istnie-

jacych teorii matematycznych jest dla celéw maszynowych nieprzy-
datne, Zastosowanie wige maszyny w jakiejs teorii wymaga uprzedni}e—
go przeformulowania teorii, odpowiedniego doboru aksjomatéw i regul
wnioskowania. Nie sa to sprawy calkiem proste. Przy te] okazji‘
powstaje szereg nowych trudnzch do rozwiazania zagadnien. Dlatego
tez zastosowanie maszyn do dowodzenia twierdzen natrafia na dosé
duze trudnosei. ' X

W nastepnej czesei ksigzki podamy zastosowanie'dotychczasowyc
rozwazari do bardzo prostej, ale juz ,,rzeczywistej* teorii matema-
tycznej, tzw. rachunku zdan.

. 1) Gdybysmy do badania aksjomatéw zastosowali réwniez pojecie maszyny
Turinga, sprawa. by sie znacznie uproécila i nie musielibyémy poréwnywaé
badanych wyrazehh z aksjomatami zmagazynowanymi W odpowiednich ma-

~ gazynach.
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Rozdzial VIII

JEZYK RACHUNKU ZDAN

" § 1. Uwagi wstepne

Rachunek zdan jest teoriag matematyczng, stanowigcs podstawe
rozumowan matematycznych. Podaje on zasady poprawnych wnio-
skowani, pozwalajacych z jednych zdan prawdziwych uzyskiwaé
nowe zdania prawdziwe. Zdaniami tego rachunku sa w zasadzie zda-
nia jezyka potocznego, ale nie wszystkie, lecz tylko zdania oznajmu-

itp. Rachunek zdan nie zajmuje si¢ wige zdaniami takimi jak np.

' »»,Czy péjdziesz dzisiaj do kina* lub ,,IdZ do domu‘* itp.

Zdanija: dotyczace pewnych faktéw matematycznych zapisuje sig
dzi$ nie w jezyku potocznym, a w specjalnym jezyku symbolicznym.

Np. zamiast ,,Dwa razy trzy jest szedé: piszemy 2-3 = 6. Tak wige .

formuly matematyczne mozemy uwazaé¢ réwniei za zdania oznaj-

mujace. Rachunek zdanh stosujemy z korzydcig do zdan, ktérych -

trescia sa pewne fakty matematyczne, gdyz pozwala on na prze-
ksztalcenie jednych formul prawdziwych na inne formuly prawdziwe.

Rachunek zdanh jest fragmentem logiki matematycznej — nauki,
zajmujacej si¢ poprawnymi formami wnioskowania w matematyce.
Jest to fragment najprostszy, tym niemniej na jego podstawie mozna
juz dobrze zilustrowaé szereg probleméw wystepujacych w zwigzku
z zastosowaniem maszyn matematycznych do dowodzenia twierdzen.

Pierwsze prace na temat automatycznego dowodzenia twierdzen
, dotyczyly wlasnie rachunku zdan. Do dzisiaj ten problem nie zostal
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‘zadowalajaco rozwiazany. Obecne metody sa bowiem zbyt skompli-
kowane i majg dos$é ograniczony zasigg zastosowan. ‘
Zreferowana w dalszym ciagu metoda dowodzenia oparta bedzie

. w zasadzie na rezultatach uzyskanych przez, cytowanego we wstepie,

Wanga. Schemat postepowania zaproponowany przez Wanga wy-
daje si¢ na tyle ogélny, ze w podobny sposéb mozna postepowaé
réwniez w innych dziedzinach.’ : '

Czytelnik, ktéry chciatby dokladniej zrozumieé dalsze roz.vvaza{L ) )
nia, a nie znajacy rachunku zdan, powinien blize] zapoznaé sie
z tym dzialem logiki. Jeszcze raz przypominamy, ze rachunek zdar™

jest bardzo jasno opisany w ksiazce A. Grzegorczyka Logika
popularna PWN, 1960. Ujecie rachunku w ksigzce Grzegorczyka.

jest inne niz to, ktére nam bedzie potrzebne tutaj, nie stanowi to

jednak przeszkody.. .

W dalszym ciagu podamy kilka wiadomosei o rachunku zda, po-
trzebnych nam do dalszych rozwazari. Rachunek zdan podamy w sfor-
mulowaniu Gentzena, w postaci nieco zmienionej przez Wangal).

~

§ 2. Zdania proste i zloZone

- Wiemy z gramaﬁyki, ze zdania dzielimy na zdania proste i zdania
ztozone. Np. zdanie-,, Dzisiaj péjde do kina‘“ jest zdaniem prostym,
natomiast zdanie ,,Dzisiaj 'péjde do kina i jutro péjde do teatru‘
jest zdaniem zlozonym. Sklada si¢ ono z dwu zdat prostych ,,Dzisiaj
péjde do kina*, ,,Jutro péjde do teatru‘‘ oraz spdéjnika zdaniowego ,,i*.

Zdania. zlozone sg to zdania utworzone ze zdan prostych oraz

spéjnikéw zdaniowych. W jezyku istnieje wiele spéjnikéw zdanio-

~ wyech, ale tylko niektére z nich odgrywaja role w logice. Sa to naste-

pujace spéjniki: : :
1. nieprawda ze ...
2. ... lub ...
LT B

1)’ Istnieje jeszeze inne sformulowanie rachunku zdan, podane przez prof.
Rasiowag oraz prof. Sikorskiego ktére wydaje sie szczegdlnie wygodne do
maszynowego dowodzenia twierdzei w rachunku zdan; jednakze zbadanie
tego sformulowania pod katem przydatnoéei do celéw maszynowych nie zostato
jeszcze zakoriczone, dlatego nie przytaczamy go tutaj.
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4, ... jezeli ..., to ... . !

5. ... wtedy i tylko wtedy, gdy ...

W logice spéjniki te nosza specjalne nazwy, a mianowicie:
1. Negacja,

2. Alternatywa (lub suma logiczna), - -

3. Koniunkecja (lub iloczyn logiczny),

4. Implikacja, ) '
5. Réwnowaznosé.

Moie sig wydawaé dziwne, Ze negacje rowniez nazywamy spéjni-
kiem, choé dotyczy ona tylko jednego zdania, a nie dwu zdan, jak
wszystkie spéjniki pozostale. Negacja pozwala jednak z jednego zdania
tworzyé nowe zdanie, rola jej wige jest podobna do roli pqzosta,lych
sp6jnikéw, ktére z dwu danych zdan tworza nowe zdanie. Wygodnie
wiec negacje réwniez nazywad spéjnikiem. Jezeli zastosujemy negacje
do zdania ,,Dzisiaj $wieci slonice‘, to otrzymamy nowe zdanie ,,Nie-
prawda, ze dzisiaj $wieci stonice‘". , '

Altefnatywa pozwala ze zdan ,,Dzisiaj $wieci slonce*, ,,Dzisiaj
pada deszez* utworzyé nowe zdanie ., Dzisiaj §wieci storice lub dzisiaj
pada deszez ‘. : '

Podobnie stosujac do dwu zdan prostych ,Ala ma ksigzke*,
,,Ola ma ksigzke spdjnik koniunkeji, otrzymamy zdanie ,,Ala ma
ksigzke i Ola ma ksigzke*.

Spéjnik implikacji pozwala ze zdan .,,Jutro ‘bedzie pogoda‘,
,,Jutro péjde na wycieczke” — utworzyé zdanie ,,Jezeli jutro bedzie
pogoda, to jutro péjde na wycieczke. -

T wreszcie spéjnik réwnowaznosei tworzy np. ze zdan ,,Péjde do-
kina, ,,Dostang pieniadze‘ zdanie ,,P6jde do kina wtedy i tylko
wtedy, gdy dostane pieniadze®.

§ 3. Funkeje zdaniowe

Spéjniki zdaniowe pozwalaja laczyé dowolne zdania. Zamiast

- .wiec pisaé konkretne zdania, mozemy, W rozwazaniach dotyczacych

zdan, poslugiwaé sig literami oznaczajacymi- dowolne zdania. Np.
mozemy pisaé o

1. nieprawda ze p

2. plubgq
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3.pig
4. Jezeli p, to ¢
5 p Wtedy i tylko Wtedy, gdy q.

Jezeli zamiast liter p, ¢ wpiszemy w powyzsze wyrazenia dowolne
zdania, to z podanych schematow otrzymamy nowe zdania. Litery
P, ¢ graja tu podobna role, Jak zmienne w matematyce. Np. w wyra-

wpisywaé liezby. Przez analogie litery p, ¢ itd. bedziemy nazywaé

zmiennymi zdaniowymi. Oczywiscie wyrazenia p lub ¢, czy p 1=g
nie sg zdaniami. Przez analogie z funkejami liczbowymi, bedziemy je
nazywaé funkejami zdaniowymi. Z funkcji zdaniowych otrzymamy
zdania, jezeli za zmienne zdaniowe podstawimy konkretne zdania.
Funkeje zdaniowe sa to wige jak gdyby schematy zdan. Aby analogla,
z pojeciem funkcji w matematyce byla zupelna, wprowadzimy jeszcze

symboliczne oznaczenia spéjnikéw logicznych, wedtug . ponizszego
klucza:

. L 7} — nieprawda ze ... h
2.V — ... lub ...
3.& — ...i...
4.0 — ... jezeli, to ...
5, ==

— ... wtedy i tylko wtedy ... . ‘ -

A WIQC poprzednie przyklady mozemy napisaé:

1. T1»
2.pVyg
3. p&gq
4. p D ¢q
5z7=q

Podobieristwo do funkeji arytmetycznych ]est teraz juz zupelne

Oczywiscie dowolne funkcje zdaniowe mozemy polaczyé nowym spéj-

nikiem i otrzymamy znowu funkcje zdaniowa, np. ] (p V q9),
(»p V @ &(p V r) itp. Dla zaznaczenia jakie funkcje polaczono spéj-
nikiem wygodnie jest postugiwaé sig nawiasami w sposéb identyczny,
jak to czynimy w arytmetyce czy algebrze. Funkeje zdaniowe bedzie-
my w dalszym ciagu oznaczaé duzymi literami greckimi.
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.zeniu x + y, « i y nie sa liczbami, lecz na miejsce tych liter mozemy *

‘mocy pierwszego punktu definicji, wyrazenia p, g, 7

" waé¢ formulami.

'§ 4. Jezyk rachunku zdan -
Zgodnie z zasadami podanymi w pierwszych rozdzialach te]
ksigzki, okreélenie jakiej$ teorii rozpoczynamy od podania jezyka tej
teorii. Poniewaz rachunek zdan dotyeczy funkeji zdaniowych, wiee

\]szk tego rachunku musi byé tak okreslony, aby mozna bylo w nim

zapisywaé dowolne funkeje zdaniowe. Przypominamy, ze jezyk beorii
okreslamy podajac:
1. Symbole poczatkowe jezyka,
2. reguly tworzenia wyrazen poprawnych w jezyku.
Dla rachunku zdan jezyk okreslimy nastepuj @co
1. Symbole pierwotne
I. male litery alfabetu p,q,7,s,¢, s U W, B, Y 2 (zmlenne zda-
niowe), | »
II. 1, V, &, D, = (spdjniki logiczne),
III. nawiasy (, ). '
2. Wyrazenia poprawne
I. Zmienne zdaniowe s wyrazeniami poprawnymi,
II. jezeli a i B sa wyrazeniami poprawnymi, a A jest spéjnikiem
logicznym V, &, D, =, to wyrazenie (« A B) jest réwniez ‘wy-
- razeniem poprawnym, '
III. jezeli « jest wyrazeniem poprawnym, to ~] « jest réwniez
wyrazeniem poprawnym.
Powyzszy sposéb okreslenia jest nazywany mdukcy]nym Na
. 83 wyraze-
niami poprawnymi. Na mocy punktu trzeciego ~| p jest wyrazeniem
poprawnym, na mocy za§ punktu drugiego (71 p V q) jest wyraze-
niem poprawnym. Réwniez poprawnym jest wyrazenie —j (712 V ¢),
natomiast wyrazenie (p \/ &) nie jest poprawne. Regula ta pozwala
wiee na tworzenie wszystkich wyrazent poprawnych w rachunku zdan.

- Wyrazenia te zawieraja wszystkie nawiasy.

A wiec np. poprzednio podany przyklad funkeji zdaniowej (p V q)
& (pDr) w przyjetym jezyku rachunku zdan bedzie mial postaé
((p V@) & (pDr). Mozna by tu wprowadzié¢ zasady, pozwalajace
opuszezaé zbedne nawiasy, jak to sig czyni w algebrze, jednakie do
celéw maszynowych wygodniejsza jest postaé taka, w kbérej wy-
stepuja wszystkie nawiasy. Wyrazenia poprawne bedziemy tez nazy-

N
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. ng wedlug ponizszej zasady:

§ 5. Spéjnik gléwny

’ Do dalszych rozwazan bedzie nam potrzébne okreslenie spéjnika
gtéwnego w funkeji zdaniowej. Zanim podamy dokladne okredlenie,

rozpa-,trzymy najpierw kilka przykladéw. Oczywiscie, jezeli funkeja.
zdaniowa zawiera tylko jeden Sp(§jnik, to jest on spéjnikiem gléwnym.
Np. w 7] p, negacja jest spéjnikiem gléwnym, a w funkeji (p V q) '

alternatywa jest spéjnikiem gléwnym. W funkeji ((p V p) & (p D 7))
spéjnikiem gléwnym jest koniunkeja. T
Je.i.eli wyrazenie rozpoezyna si¢ od symbolu negacji, to symbol
negacji jest symbolem gléwnym. Np. w wyrazeniu ~] (p V ¢) sym-
bolem gtéwnym jest pierwszy od lewej symbol, spéjnik . Podobnie
w wyrazeniua | ((p & q) V r) spdjnikiem gléwnym jest negacja, sto-
jaca na poczatku wyrazenia. Dla wyrazen nie rozpoczynajacych sie
-Ofl n.egacji, spdjnik gléwny okreslimy za pomocs funkeji F (o;), przy-
pisujacej kolejnym symbolom oy, a,, .

1. F(o)) = 0,

2. F (6;41) = F (5;) + 1, jezeli o, ; jest lewostronnym nawiasem
lub zmienns, . '

3. F(o;,1) = F(o;) — 1, jeteli o; ., jest prawostronnym nawiasem
lub spéjnikiem zdaniowym,

4. F(o;,,) = F(s,), jezeli o, | jest negacja.

‘Np.

(l.C ] (e |Vig) [ Vig) | & (|pl&{T|7r])])

Nr sym- .
_bolu12345.67‘8910111213141516171819

P)loj1i{1|2|3|2|3|211]2|1]0

A wige w powyzszym przykladzie symbol 12 jest spéjnikiem gléw-
nym. ‘ . ' . : ‘
Wpro'wadzimy jeszcze pojecie argumentéw spéjnika gléwnego.
qezell glovynx spéjnik jest negacja, to argumentem tego spéjni-
ka jest wyrazenie po nim stojace. Np. argumentem ~] w formule
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.., o, formuly F liezbe natural-"

Spéjnik, dla ktérego F(s;) = 0, nazwiemy spojnikiem gléwnym. ‘

"owo zdanie.

1 {pV q) &) jest formula ((pV q) & 7). Dla pozdstalych spojnikéw,
jezeli A jest spéjnikiem gléwnym w formule (®;A®,), to argumentarmi

" A sa formuty ©, i ®,. Formule @, nazwiemy lewym argumentem spoj-

nika A, formule zag ®, — prawym argumentem A. Np. lewym i pra- .
wym argumentem gléwnego spéjnika w formule :

_ (e V OV O&(p&r)
sg formuly (7] (p V.¢) V q) oraz (p& 7] 7).

§ 6. Zdania zawsze prawdziwe

Z pojeciem zdania wiaze sie zagadnienie jego prawdziwosci. Zdanie
prawdziwe, to tyle co zdanie zgodne z rzeczywistoscia. Np. zdanie

_,,Mam tysigc zlotych* jest prawdziwe, jezeli rzeczywidcie tysiac zio-

tych posiadam. W przypadku. przeciwnym, jezeli nie mam tysiaca
zlotych, zdanie to jest falszywe. Sa jednak takie zdania, ktérych
prawdziwodé, czy falszywosé nie zalezy od konfrontacji z rzeczywi-
stodcia. Jest ona wynikiem samej struktury tych zdan. Np. »Mam
tysiac zlotych lub nie mam tysiaca zlotych'¢ jest zdaniem zawsze
prawdziwym. Do stwierdzenia jego prawdziwosci nie potrzeba. ucie-
kaé sie do sprawdzania tego co glosi zdanie ze stanem mojego po-
siadania. Niezaleznie od stanu mojej kasy jest tak, jak wlasnie glosi

Zdanie ,,Mam tysigc zlotych i nie mam tysigca zlotych‘ jest na-
tomiast zdaniem zawsze falszywym. Kazdy sie zgodzi, ze falszywosé
tego zdania wynika z samej jego struktury, z rodzaju i rozmieszczenia
wystepujacyeh w nim spéjnikéw. Kazde zdanie, ktére ma takg samy
budowe, jak zdanie pierwsze, jest zawsze prawdziwe, a kazde zdanie
o strukturze zdania drugiego jest zawsze falszywe." Mozemy wige
napisaé schematy obu tych zdan w postaci: ‘

(pvjpxw&ﬁw

gdzie za p mozemy podétawié dowolne zdania. Stawiajac przed ostatnia
formuta spéjnik negacji : .

PV e, T@&Tp ,

~ otrzymaliémy dwa schematy zdah zawsze prawdziwych, nieza-

leznie od-tredei zdania p. Nie sa to jedyne schematy takich zdaf
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: o .
1 Zozna ich podaé znacznie wigeej. Schematy zdan zawsze prawdzi-

wych bedziemy néz}rwali twierdzeniami, tezami - albo tautologiami

rachunku. zdad. Zgodnie z ‘poprzednio podang umows, twierdzenia

~ tecrii bedziemy poprzedzaé. symbolem |—-. A wiec dla rachunku zdan

F@VWﬁ,FT@&va

. Rachunek ’zda;i jeSb teoria badajaca schematy zdah zawsze praw- .

dziwych. Aby teorié te okreglié, musimy podaé jej aksjomaty, tj.

 wyjsciowe schematy zdan zawsze prawdziwych oraz reguly pozwala-

jace z aksjomatéw otrzymywaé twierdzenia, tj. schematy nowych
zdan zawsze prawdziwych. W ten sposéb mozemy produkowaé do-
wolne schematy zdan zawsze prawdziwych, \

“Jak to 'uzasadnialiémy w- poprzedniej czesci, dla celéw maszyno-
wych konieczne jest przyjecie takich regul wnioskowania, ktére po-
zwalajg na szukanie przeslanek dla zadanej hipotezy; a wigc reguly

przestanki, dla tych przestanek — dalsze przestanki itd., az do otrzy-
mania atomu. o :

~ Podali$my tutaj jedno sformulowanie rachunku zdan. Dla in-
teresujacych nas. celéw oi{reélenie to jest jednak nie wystarczajace.

podstawie ktérego bedziemy mogli badaé w czysto formalny sposéb

~ czy tez nie. Sformulowanie to bedzie jednakze odbiegaé od powszechnie
- spotykanego okredlenia rachunku zdah. Na 0g6t rachunek zdan jest
formulowany W postaci teorii dedukeyjnej, do naszych celéw zag jest
potrzebne sformulowanie w postaci teorii redikeyjnej, tj. w postaci
takiej teorii, w ktérej mozliwe jest, za pomocy odpowiednich regul,
- szukanie przestanek dla zadanego wyrazenia. Oba, sformulowania sg
“oczywidcie réwnowazne. Dla naszych celéw jednakze pierwsze sfor-
mulowanie byloby ‘nieprzydatne, gdys reguly teorii dedukecyjnej po-
zwalajg na wyprowadzanie wnioskéw z przestanek, a dla nas sg nie-
-zbgdne reguly pozwalajace na postepowanie odwrotne, :

takie pozwalaja dla dowolnej formuly rachunku zdanh -znalezé jej

W dalszym ciggu podamy inne sformulowanie rachunku zdaf, na

“czy zadana formula rachunku zda jest twierdzeniem tego rachunku .

Rozdzial IX

"~ SYSTEM GENTZENA (W SFORMULOWANIU HAO-WANGA)

§ 1. Pojecie sekwentu

Przypominamy, ze symbolami pierwotnymi rachunku zdan sg:

71 — negacje,
.V — alternatywy,
. & — koniunkcje,
D — implikacje,
= — réwnowaznosci.
oraz litery p, q,7,s,% ... . Male litery bedziemy nazywali formu-
lami elementarnyimi.

Jeieli @ i ¥ sgd,foi'mlﬂami, to réwniez nastepujace wyrazenia sa
formulami:
g —1(D),

(@ V),
(@ &Y, . R
(o), A | ,
Litery. II, r b(g_;d:ad oznaczaly ciagi formut rachunkg Z(?.@I’l. Ciadgi.
formul w szezegdlnym przypadku moga sie skladaé z jednej formuly,
~ lub tez formuly pustej, tj. formuly nie zawierajace] iadl}ego symbol.u.
Wyrazenie II |— I' bedziemy nazywali sekwentem. Ciag IT nazwie-
my pop'rzédm‘kiem, cigg I' — nastepnikiem sekwentu. Np. Sekwentam1
83 nastgpujace wyrazenia: o '

pV ql—_q,Pi
: pqbq
A =2V lg
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Po obu stronach symbolu = w sekwencie moga staé ciagi formut,
pojedyncze formuly zmienne, czy tez formuly puste, jak np. w sek-
wencie |—p \V/ 7] ¢. W systemie Gentzena operujemy nie formutami,

_ asekwentami. Aksjomaty jak i reguty wnioskowania odnosié sie wige

beda do Vse'kwentéw.

§ 2. Aksjomaty rachunku zdan

W rozpatrywanym systemie jest tylko jeden aksjomat nastepuja- .

cej postaci:

A A e .
gdzie A i ® s3 ciggami formut elementa,rnych (tj. liter p, ¢, 7,8, ¢, . ..),
zawierajacymi choé jedng wsp6lng formule elementarna. Np. sekwent
%\"”""""'”""‘ e e e et e LS T T N
P qt=p

jest aksjomatem, gdyz w poprz_edniku i ﬁastepniku 83 tylko.formuly
elementarne i jedna z nich, p, wystepuje zaréwno w poprzedniku, jak

i w nastgpniku. Na tej samej zasadzie nastepujace sekwenty sa aksjo--

matami,

‘P rrr . ‘
¥4 I_ p,q,r ) o . -
ri—op,r

Natomiast sekwenty ponizsze aksjomatami nie sa:

pr
P, ri—s,t
¢&prs

Jezeli po obu stronach symbolu |— wystepuja tylko formuly ele- -
mentarne, to sekwent taki nazwiemy atomem.

§ 3. Reguly wnioskowania

W systemie Gentzena stosowanych jest 10 regul Wnioskobvania,
ktére kolejno oméwimy. Reguly te dotyczg przeksztalcania sekwentéw.
Poniewaz w twierdzeniach rachunku zdat wystepujg spéjniki logiczne,
a w aksjomacie sp6jnikéw tych nie ma, wiec jezeli chcemy z aksjomatu
wyprodukowaé jakies twierdzenie, to reguly twierdzenia musza doty-
ozy¢ zasad wprowadzania spéjnikéw do sekwentu. Qdwrotnie: jezeli
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chcerhy stwierdzié, czy jaka$ formula rachunku zda jest twierdz?n{em,
powinniémy umieé rugowaé spdjniki tak, ab.y, w rezultacie in]éc do
aksjomatu. A wigc w rozpatrywanym systemie rach}mk_ufd.an’, reguly
wnioskowania dotyczg wprowadzania i redukowa,.nla, sponukow. Jak
wiemy, z maszynowego punktu widzenia 'intereSu.]&cy_, ]('ast. przypadek‘
redukowania formuly do aksjomatéw. A wige b@dmem)f sie 1nberesowa.h
regulami ‘eliminowania spéjnikéw. Zreszta d omawianym systemie
reguly wnioskowania sa ,,symetryczne® i mozng je stosowaf’z w Post@(i
powaniu ,,0d aksjomatéw do twierdzgenia*‘, jak i odwrotn.l’e, tj. ,,0
twierdzenia do aksjomatéw*. . o .
Dla kazdego spéjnika. podamy dwie reguly jegf) .ellm11‘10vsr.a,nla_t.
Jedng regule bedziemy stosowaé, gdy rugowany spojnik znajduje sie

* - w poprzedniku, drugs zaé, gdy rugowany spéjnik jest w nastepniku.

Poniewaz przyjeliémy 5 spéjnikéw logicznych, wiec potrzeba dzie-
sigciu regul wnioskowania. o _ .

Reguly sa stosowane zawsze do spéjnika gléwnego pierw.ssze] zZ I'G:W;i
strony formuty nieelementarnej w redukowanym sekwencie. SPO]H ke
ten bedziemy nazywali gléwnym spéjnikiem sekwentu. Pr'oces eli-
minowania powtarzany jest tak diugo, az otrzyma’x?y. w Wynﬂ.iu same
atomy, tj. sekwenty nie zawierajace Zadnych SpO]nlk(').W lpglcz.llych.
Jezeli wszystkie atomy otrzymane w wyniku redukeji sg aksjoma-

. tami, to badana formula jest twierdzeniem rachunku zdani. Wyjasnimy

to dokladniej na przykladach, podajac przed tym wszystkie reguly
wnioskowania. ‘ :

We wszystkich podanych. dalej regulach litery A i © oznaczaja

- ciagi formul elementarnych, np. p, p, ¢, r itp. Reguty doty czace Spéj-

nika w nastepniku bedziemy oznaczali litera R z odpowiednim wsl.;ai- :
nikiem u dohu, natomiast reguly dotyczace spéjnika w poprzednl’l;u,
oznaczymy liters R ze wskaznikiem u dotu oraz gw1f:mzdkf'a¢ u géry.
Wygodnie jest pisaé¢ reguty wnioskowania nie w postaci ta{kl.e], jak to
robilidmy dotychczas, lecz piszac je jak gdyby w postacl.ula,mkfa,,.
kférego licznik zawsze bedzie zawieral bg,da,ny sekwent, a mianownik
— jego przestanki. :

1. Negacja -
AH06,710,¥ * AT T -1
b s Arey . M er-I,0
. A H
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Reguly te mimo groinego wygladu sa bardzo proste Plerwsza
z nich mOWI

Jezeli glownym spo,]mklem sekwentu ]est negab]a\ w nastgpmku,
‘to formule bedaca argumentem tej negacp mozemy przeniesé do
poprzedmka ~

Np.. stosu] ac do sekwentu

pH—="(r&s), q

regule R;, otrzymamy - :
(r&s),pt—gq

W tym pr_zyklé,dzie A jest ciqgiem skladajqcérmrsi@ z jednej litéry P,

® — jest ciaggiem pustym, ® ma postaé (r & s), oraz ¥ jest réwniez
formuly elementarng ¢. Piszgc inaczej, otrzymamy
v p "1 (r&s), q o
' (r&s),pk g >

Druga, regula, R jest podobna, z ta réznica, ze odnosi su; ona do ne-
gacji w poprzedniku, Regula ta - brzmi:

Jezeli glownym spéjnikiem sekwentu ]est negacja'w poprzed‘q}’lg],,,—

to formula bedaca argumentem tej negacp moze b)ﬂ? przeniesiona
do nastepnika.

- -

Np. jezeli sekwent- ma postad

T p IV Qb r&s)

- tow Wymku reguly R1 otrzymamy

pH(r&s),(pV 9

lub, piszac krécej . .
I P 1@V (r&s)

P (r&s),(pV q)

" Obie te reguly przypominajg nieco przenoszenie liczby ze zmiana
znaku na drugg strong réwnosei. Réwnosei odpowiada tutaj znak .
Zwracamy jeszcze raz uwage, ze do zadanego sekwentu mozna
zastosowad tylko jedna z regul, gdyz wyznaczaja jednoznacznie gtéwny
- spojnik w sekwencie. Taki spéjnik jest oczywidcie ]eden, a quc po-
’ stepowame jest ]ednoznaczne
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" 2, Kontunkeja

- otrzymamy

v

>

R AF-0,0&Y¥, T .
2AF®®PAF®TP
R* Q,0&Y, I'H1I
* 0,0V, IHI
Reguty te sa réwniez bardzo proste. Reguhg R, nalezy rozumie¢
tak:

Jeieli glwnym spéjnikiem sekwentu jest koniunkeja w nastepniku,
to sekwent ten moiemy zastapi¢ dwoma sekwentami, z ktérych-
pierwszy bedzie zawieral lewy argument koniunkeji, a drugi —
prawy argument koniunkeji.

Np. sekwent ‘ ’ .
T,QFT,((PVQ)&T):TV A !

mozemy zastagplé sekwentem

%an@Vm
oraz
pglr,
co zapiszemy ’
' pog—rn({(pV &),
%qkr@&%r%qknrr

Sekwenty ‘stojace W ,,mxanowmku“ 83 wige przeslankaml dla
gekwentu naplsanego w ,,liczniku‘‘.

Regula R2 jest jeszeze prostsza. Brzmi ona: '
Jezeli glﬁwnym spéjnikieni sekwentu jest koniunkeja w poprzedniku,
to symbol koniunkeji mozemy zastapié przecinkiem.
Np. Na podstawie regﬁly R: z-sekwentu

P, (g&r), (pV ) "1 (p&s)

par (VO T(p&s)
lub, piszac krécejt-

p, (&), (@ V ) 1 (p&9)
D, 4@V "T(p&s)
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T

3. Alternatywa

AHBG,OVY,T

* AFO,0,YT o
* 0,0V . '
0,0, '-1;0,Y, T I

’ .' " * . . . h}
Obie te reguly Ry i R, bardzd przypominaja reguty eliminowania -

koniunkeji. Sg wzgledem nich tylko w pewnym sensie odwrotne,
Regula R, jest nastepujaea:

Jezeli gléwnym spéjnikiem sekwentu jest alterna@ywa w nastQp-
‘niku, to mozemy jg zastapié przecinkiem.

Np. stosujac do sekwentu
pn(V Qs

regule Ry, otrzymamy
p l— r, p, q, s ] : A‘_\

Piszac inaczej, otrzymamy
pErn(@V s

PP s
N ‘
Regula R, jest podobna do reguly R,:

Jezeli gléwnym spéjnikiem sekwentu jest alternatywa w poprzed-

. niku, to sekwent ten moZemy zastapi¢ dwoma sekwentami, z ktérych
pierwszy bedzie zawieral lewy argument alternatywy, a drugi — pm—

wy argument alternatywy.
/

PPV @, (p&s)t—r

stosujac regule R,, otrzymamy sekwent

Np. z sekwentu

.’p:p’ (p &8) 7

oraz,
V2R'B (p& -S') 7
czyli
' p(pV @, (p&s)l—r
2,0 (p&s)—r;p, ¢, (p&s)—r
110 -
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4. Implikacja : : "
R AH0,00%,T
YA ORO,Y,T

5 0,0DOVY,I'—11
“e,Y,I'~I;0,T'—I,0e

. Regule R, nalezy rozumie¢ nast¢puj aco:

Jezeli gléwnym spéjnikiem sekwentu jest implikacja w nastepniku,
to pierwszy: czlon implikaeji mozemy przenies¢ do poprzednika.

Np. w sekwencie

pbHrpDgr
gléwnym spdjnikiem jést implikacja, a wiec stosujac regute Ry, otrzy-
mamy | |
ppbrgr
albo, piszac inaczej: o -
) p=r(pDg)r
ppbrgr

*
Regula R, brzmi:

Jezeli gléwnym spéjnikiem sekwentu jest implikacja w poprzedniku,
to sekwent ten mozemy zastapié dwoma sekwentami, z ktérych
pierwszy zawiera drugi ezlon implikaeji, w drugim natomiast za-
warty jest pierwszy ezlon implikacji.

Np. z sekwentu

) ppIglr
otrzymamy sekwent » B
| - pgbr )
oraz sekwent
' plrp
czyli
S  PpOgkr

%qkrphrp

Pozostaly nam do omdéwienia ]eszcze dwie ostatnie reguly doty-
czace réwnowaznosei.
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‘5. Réwnowaznodé

. A9, 0=Y¥,T
@f%@?FﬁAF@@F -
. S 9,0=Y,T1II

S, ¥V, 0,I~11;60,'—1,0,¥

Ry

Regula R, brzmi:~ .

Jezeli gléwnym spo;mklem sekwentu jest réwnowazno§é w na-
stepniku, to sekwent ten mozemy zastapié dwoma sekwentamni,
z ktérych pierwszy zawiera lewy argument rownowaznosm, a drugi
— prawy argument réwnowaznosei.

Np. stosujac regule R; do Sekwentu

"PHEP=EGT
otrzymamy N
' pEpr
oraz .
pgr
"~ 'lub krécej : ~
| pHp=gqr ' -

ppripgr
Wreszeie-dstatnia regula. méwi co nastepuje:

Jezeli gléwnym spéjnikiem sekwentu jest réwnowazno§é w po-

przedmku, to sekwent ten mozemy zastapié dwoma sekwentami, = -

'z ktérych pierwszy zawiera oba argumenty réwnowaznoSei w po-
- przedniku,. a drugl — oba argumenty réwnowaznosci w nastgp-
niku. )

Np. sekwent
' pp=gql-r

o
po zastosowaniu reguly Ry da w wyniku |

J 2 N Amis

oraz
ptrpq
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A wiec

pp=gqr
PP qbript—1,p, 9

Reguly te sa w istocie bardzo proste i postugiwanie si¢ nimi nie
sprawia trudnodei. Pozwalaja one w sposéb systematyczny na rugo-
wanie wszystkich sp6jnikéw z formuly. Niestety z braku miejsca nie
- podaliémy uzasadnienia tych regul, jednakZe z interesujacego nas.
punktu widzenia nie jest to moze zbyt wazne, Interesuja nas bowiem
ciagi symboh sposoby ich przeksztalcama. oraz maszynowa reahzac]a
takich proceséwl). ' _

Zastosowanie podanych regut do znajdywania dowodéw twierdzen
w rachunku zdani podamy w nastepnym paragrafie.

-~

§ 4. Przyklady dowodéw

Przerobienie kilku dowodéw za pomoca zadanych regul pozwoli
Czytelnikowi na powigzanie metody Gentzena z rozwazaniami na
poczatku ksigzki. Zacznijmy od najprostszego przykladu twierdzenia,
_ktére juz cytowaliémy w ostatnim paragrafie poprzedmego rozdziatu,
a mianowicie

N

FpV Tp

Twierdzenie to jest szczegélnym przypadkiem sekwentu. Po-.

_przednikiem tego sekwentu jest formula pusta, to jest formula -nie
' zawierajaca zadnego symbolu. Nastepnikiem sekwentu jest zas jedna

formula p V 7] p. Giéwnym spéjnikiem sekwentu jest spdjnik .V.
Poniewaz wystepuje on w nastepnikn, mozemy do tego sekwentu za-
stosowaé regule R, i obtrzymamy

FpV e
Ho Tlp

W otrzymdnym sekwencie |- p, | p jedynym spéjnikiem ‘jest ne-

' Niestety w literaturze polskiej system Gentzena w potrzebnym nam

_sformulowaniu nie byt dotad oméwiony, nie mozemy wigc Czytelnika odeslaé

do odpowiednich podrecznikéw.
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. gacja w nastepniku, a wiec na podstawie reguly R, otrzymamy

Fp p
. p=p

Poniewaz w sekwencie p - p nie wystepuja juz zadne spéjniki lo-

giczne, wige jest on atomem. W atomie tym litera p powtarza sie po obu
stronach znaku [—, wiec atom ten jest aksjomatem. Formula p VV 77 p
jest wigc twierdzeniem rachunku zdan, a dowéd tego twierdzenia prze-
biega nastepujaco:

LoV Tp R, 2
R _ 2. —=p 1P R, 3
~pVg - 3. pkp 4
R, W dowodzie podkreslono wiersz bedacy aksjoma-
tem. Drzewo tego dowodu jest linig prosta, poka-
—p, 1P zang na rys. 15, gdzie numery obok punktéw ozna-
czajg kolejnosé wykonywania operacji.
2%R, Przypominamy, ze z prawej strony tabelki po-
dano zastosowana regule oraz numer wiersza, w kt6-
ptp rym znajduje sie otrzymana przestanka.
' Rozpatrzmy drugie, podawane juz twierdzenie
[ A, : rachunku zdan: ‘
A
Rys. 15 =" &1p)

Poprze_dn.ikiem, jak 1 w poprzednim twierdzeﬁill_, jest formula
pusta. Nastepnik tego sekwentu jest réwniez jedna formula 7] (p& 7 p).
Gléwnym spéjnikiem tego sekwentu jest negacja przed nawiasem

w nastepniku, a wigc do jej wyeliminowania zastosujemy regule R, .

i otrzymamy , .
- = 1@ &p)
(p&1p)H=
W otrzymanym sekwencie (p & ] p) gléwnym spéjnikiem jest
: ’ *

koniunkeja w poprzedniku; na podstawie reguly R, otrzymamy

P& 1)
p, 1pH
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L zdan. Dowéd jej ma postaé:

. ) . - ) * o
Stosujac do otrzymanego sekwentu regule R, , mamy

P, 1P
( pEp
Formula 7] (p & 7] p) jest wiec réwniez twierdzeniem rachunku

L =& p) R,z [FT(p4Tg)
* .
2. (p&T1p) - R,,3 7¢ R,
E3
3.p, Iphk R, 4 (p419)
Drzewo tego dowodu przedstawia rys. 16. .
Rozpatrzmy teraz nieco trudniejszy dowéd twier- 3 § R,
}dzenia pp
CHFeV9Dd(T1¢Dp) ‘
Nie bedziemy juz szczegélowo omawiali kolej- Ar
noéci operacji, a podamy od razu dowéd tego  Fys- 16

_twierdzenia. Dla ulatwienia, w kazdym _kroku -

bedziemy zaznaczali kropka u géry spéjnik gtéwny sekwentu.

LEWpVadDd(egdp) Ry, 2

2. pV gk "1¢gDp R, 3,4
'3.pH T1gdp R, 5
4. g "1¢Dp : 114,6
5.p, 1qkp R ,7
6.9, gt p : Ry, 8
7. p,—pg o4,

8. Q:l_p’q Al

Badana formuta jest wigc twierdzeniem. Drzewo: twierdzenia po-
dano na rys, 17, gdzie dla prostoty nie pisano odpowiadajacych im
formul. Zamiast nich zostaly podane numery wierszy formut. Wy-
stapit tu juz problem porzadku wykonywania operacji.. Widzimy, ze
operacje sa tu wykonane w porzadku P. Numery wierszy mozna uwa-

7aé tez za numery operacji. Dla porzadku W dowéd ten ma poétaé:
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roLo ST

L(pVod(gdp) %ﬂ'
7 2.10\'/ql—,._]qu R,, 3,4
WV 3.p"1gdp Ry, 7-
Re 4.qg-"1gdp Ry 5
2 5.¢, 19t p : Ry, 6
6. ¢, —p.q . - Ay
. *
- Lp,Tlgkp : R,,8
8. », 1?4 S A,

Rys. 17

Drzewo tego dowodu
jest identyczne jak po-
przednio, inna jest tylko
numeracja jego galezi.

- Wszedzie tam, gdzie
otrzymamy dwie przestan-
ki, wystepuje problem po-
rzadku stosowania regul
wnioskowania P lub W.

Bedziemy s‘tosdwaé w dalszych przykladach tylko porzadek P, pro-

- ponujac Czytelnikowi przerobienie tych dowodéw dla porzadku W. -

Jeszeze kilka prostych przykladéw dowodéw pozwoli nam na za-
poznanie sie z wszystkimi regulami wnioskowania.

Dowéd twierdzenia {(p=q)D(g= f))

LE(e=9>@=)p Ry, 2 ;
2. (p=q k- (¢=p) By, 3,4

3. p, 9 (g=p) R;, 5, 6

4. —(g=p)p1q R;, 7, 8,

5. ¢,p,qp A,

6. p,p, ¢ ¢ 4,

7.94-2,p,9 4,

8. p—¢q¢p.q 4,

Rys. 18 przedstawia drzewo tego dowodu.
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I wreszcie ostatni dowéd twierdzenia = "1(pV¢q) = (7] p&T1 Q)

eV =(lp& g Rs23 o

1.

2. 1V - T1p&1g Ry 4

3. Ip& a1V e Ryb

4. -TTp&T1epPV e R,, 6,7 *
5-_|p7‘1ql—_l(qu) R, 8

6. T1p,p Vg ' R, 9

7.~ 1¢ePVag R, 10
8. Tlg="T1(pV qp Ry, 11
9. ppV g R, 12
10. g—p V ¢ R, 13
AL =T (e V 9,0, 9 R,, 14
12. pp, ¢ ) Ay

13. g~1»p, ¢ A4,

4. pVaglp¢ R;, 15,16
15. pl=p, q ’ 4,

16. g p, q ) ‘ A4,

Drzewo tego dowodu pokazano na rys. 19. Na tym przyklady
dowodow zakoniczymy. Na zakonczenie tego paragrafu zbadajmy
" jeszeze jedna formule rachunku zdan, ktéra, jak sie okaze, twierdze-
niem nie jest. Rozpatrzmy mianowicie formule

;oo (p&qV QD(p &)
Dowodu bedziemy szukac tak, jak to czyml;smy dotychczas.

, 1~|—(((P&Q)VQ)D (p & 9) Ri’
2. (p&q) VO (p&q) "R3,3,4
3. (P& (p&q) R,, 5
4. ¢ (p&9) R,, 6,7
5. p$a-(p&9) , o
.6 gi—1p + falszywe
T :

Sekwent 6. gt p jest atomem ale nie jest aksjomatem. Badana
formula nie jest wige twierdzeniem rachunku zdan.
Pokazana metoda pozwala dla kazdej formuty rachunku zdan orzee,
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czy formula ta jest twierdzeniem, czy tei nie. Metoda t:a, jest jedno-
znaczna. Ng podstawie analizy formuly wiemy, ktéra z regul wniosko-
wania mamy stosowaé¢ w kazdym kroku dowodzenia. Szukanie do-
wodu nie jest tutaj uzaleznione od przypadku, czy szczeécla, i przy-
pomina nieco wykonywanie rachunku.

Majac taks metode, mozna zbudowad maszyne, ktora by te metode.
realizowala. Schemat ogélny takie] maszyny juz dyskutowaliémy.
Przypominamy, ze schemat ten nie zalezy od.konkretnej teorii. A wiec
séhemat maszyny pokazany na rys, 14 wazny jest réwniez dla ra-
chunku zdan. Jedynie operator O musialby byé tak zbudowany, aby
mdgl realizowaé wszystkie dziesigé regul systemu Gentzena. Gdy-
by$my cheieli zastosowaé do dowodzenia twierdzen w rachunku zdan
nie maszyng bezadresowa a maszyne adresowa, réwniez ogdlna
struktura programu dowodzacego nie uleglaby zmianie. Natomiast .
inaczej, niz to opisalismy dla teorii T,’, wygladalyby programy reali-

zujace poszcezegdlne reguly wnioskowania. W teorii Ty’ sytuacja byla

bardzo prosta: mielismy jedna regule wnioskowania i regula ta byla
calkiem prymitywna. W rachunku zdan regut wnioskowania jest dzie-
sieé, a wiec program na podstawie analizy badanego sekwentu musi
wybra¢ odpowiednia regule. Realizacja poszczegélnych regul jest
réwniez, z punktu widzenia programu, do$é skomplikowana. Nie
bedziemy dlatego tej sprawy omawiaé szczegélowo. Tym niemniej
w nastepnym rozdziale sprébujemy pokazaé niektére ciekawe frag-
menty programu realizujgcego reguly wnioskowania w systemie Gent-
zena, pozwoli to bowiem Czytelnikowi na lepsze zorientowanie sie
w wymaganiach odnosnie struktury regul wnioskowania w teoriach
matematycznych, ktére majg. byé badane maszynowo. Okaze sie,
jak to juz wielokrotnie podkredlano, ze reguly wygodne do manipu- .

lowania przez czlowieka, nie zawsze sg najlepsze do cel6w maszyno-

wych i odwrotnie.
Z drugiej strony, zapoznanie si¢ z niektérymi fragmentaml pro-
gramu, realizujgcego reguty wnioskowania, pozwoli na lepsze pozname

‘wlasnodei maszyn cyfrowyeh




Rozdzial X

PROGRAMY OBLICZANIA PRZESLANEK

'§ 1. Ogélna struktura programu

W rozdziale tym bedziemy zajmowali si¢ zagadnieniem, w jaki
spos6b nalezy ulozyé program, aby dla zadanego sekwentu wyszu-
katl on spéjnik gléwny, sprawdzil, czy spéjnik ten znajduje si¢ przed,
czy po symbolu |~ i zaleznie od rezultatu sprawdzenia, zastosowal
wladciwa regule wnioskowania — a $cislej program te regule realizuja-
cy — i obliczyl przestanki tego sekwentu. ' ' )

W przypadku, jezeli sekwent zadnych logicznych spéjnikéw nie

zawiera, program powinien sprawdzié, czy sekwent ten jest aksjoma-

tem.

Zadanie to jest wiec bardzo proste, ale — jak zobaczymy — pro-
gram jego rozwigzania nie jest juz tak bardzo prosty, jak programy

rozwazane do tej pory. Przy studiowaniu tego programu warto zwré-

ci¢ uwage na fakt, jak dalece istniejace maszyny cyfrowe sg w gruncie
rzeczy nie przystosowane do wykonywania najprostszych nawet
manipulacji na symbolach i ile trzeba wykonaé zabiegéw, aby znalezé
wreszcie przestanki badanego sekwentu. Czlowiek postugujacy sie

tymi samymi regulami Wnioskovgania nie traktuje kazdego symbolu .

sekwentu oddzielnie, a rozpatruje je w calosci, dlatego sposéb poste-

powania czlowieka i maszyny jest tutaj calkiem inny. Uwagi te sa

adresowane przede wszystkim do tych, ktérzy w maszynach matema-
tycznych widzg mniej czy wiece] udang kopige mézgu ludzkiego.
Rzecz jasna, poréwnanie takie dzigiaj nie moze by¢ traktowane po-
waznie, '

Wréémy do tematu gléwnego. Przyjmiemy, ze symbole badanego
sekwentu znajdujg sie w kolejnych miejscach magazynu. W podobny
spos6b maja byé umieszezone w magazynie przestanki.
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. Pierwszym zadaniem programu jest odszukanie gléwnego spéjnika
sekwentu. : . '

Szukanie gléwnego spdjnika nastgpuje w ten sposoéb, ze sekyvent v
jest czytany symbol po symbolu tak dlugo, az zostanie odezytany

* pierwszy nawias lewostronny lub symbol negacji. Pierwsza, odczytana

negacja przed nawiasem jest oczywiscie spSjnikiem gléwnym. Jezeli
natomiast najpierw zostal odezytany nawias lewostronny, to maszyna

‘przechodzi do innego programu, ktéry ezyta dalsze symbole sekwentu,

obliczajae dla nich jednoczednie wartosé funkeji F(oy). Czynnoét'i. ta

jest powtarzana tak dlugo, az F(s;) = 0. Wtedy .o; jest spéjnﬂnem

gléwnym sekwentu. : . , o
Znalezienie spéjnika gléwnego jest czynnoscia dosé ciekawa i cha-

~ rakterystyczng dla tego typu zastosowan maszyn, dlatego oméwimy je

dosé szezegSlowo w nastepnym paragrafie.

§ 2. Program szukania gléwnego spdjnika

Zanim przystapimy do omdwienia programu, wprowadzimy naj-

~ pierw potrzebne oznaczenia. Przede wszystkim, symbole jezyka ra-

chunku zdai sa ponumerowane i w magazynie sg zapisywane nie
symbole, a ich numery. Dla naszych celéw wygodne bedzie ponumero-
wanie wszystkich symboli jezyka Xkolejnymi liczbami nieparzystyi, ‘

, wedlug ponizszej tabelki:

Symbol © Nazwa Nr symbolu N
;I k Negacja _ 1
& | Koniunkeja 3
Y Alternatywa 5
Implikacja . 7
= Réwnowainoss 9
P Zmienna _ | 11
q Zmienna 13
r Zmienna : ' 15
) ) Nawias prawostronny 17 '
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Poza tym bedzie nam potrzebne ustalenie adreséw pierwszych in-

Symbol Nazwa ) Nr symbolu N R o : - e .
. strukeji programu obliczania funkeji F(c;) oraz programu sprawdzaja-
( : Nawias lewostronny 19 cego, czy atom jest aksjomatem: ‘ ) )
- = ‘ : O
H Symbol asercji : 21 b, — adres pierwsze]j instrukcji programu obliczania F(a;),
T : . c. — 'adres pierwszej instrukcji programu sprawdzajacego, CZ
> | Przecinek . ‘ 23 - 2 v p . L ) i prog , P JaCego; . 2y
, sekwent jest aksjomatem. ‘
; Srednik _ 25 . s, Teraz juz mozemy przystapi¢ do oméwienia programu szukania

gléwnego spéjnika. Program podzielimy dla przejrzystosci na trzy
bloki A;, A,, A;. Adresy w blokach bedziemy oznaczali zgodnie z po-
"przednio przyjetymi zasadami, tj. pierwszym adresem kazdego bloku
A; jest @, Dla bloku A, pierwszym adresem jest wige a;, dla bloku

' Dla prostoty, w tabelce podaliSmy tylko trzy zmienne p, g, 7.
N}c nie przeszkadza, aby ilogé zmiennych byla wieksza.
Ponadto przyjmiemy, 7e:

hy — jest adresem pierwszego symbolu sekwentu, A, — a,idlabloku A; — g, Dalsze kolejne adresy uzyskamy zwiek-
h, — jest ‘adresem pierwszego symbolu pierwszej przeslanki, szajac adres poprzedni o 1. Role i znaczenie kazdego bloku oméwimy
hy — jest adresem pierwszego symbolu drugiej przestanki (o ile oddzielnie. ' ' '

-

taka istnieje).
Blok A,

. . . “ . . . . . | * . . . . . . . .

regule R, znajduje sie w miejscu o adresie r; i podobnie dla reguly R;, 3 W bloku A, znajduja si¢ wszystkie stale i wielkogci pomocnicze,
tzn. programy realizujace odpowiednie reguty wnioskowania zaczynaja { - konieczne do zrealizowania programu szukania gléwnego spdjnika.
sie w miejscach: S - , .

Dalej zalozymy, ze pierwsza instrukcja progra,mu»rejvlizujaydego

, A a, : hy
Adres pierwszej Regula . i
instrukeji programu ' wnioskowania o+ 1 ¢ ' E
ry Rl \\‘ ay + 2 ]C
Negacja ; ‘ ‘
> _ . RY a, + 3 [
7y . R, ' ) \

-

- Koniunkeja
*
T2 ) Ry

- Pod adresem a, znajduje sie adres pierwszego symbolu badanego
sekwentu. ' ,

W miejscu o adresie a, + 1 znajduje sig adres aktualnie czytanego
~ symbolu sekwentu. - ‘ ‘
Nastepne miejsce a; + 2 zawiera liczbe £, ktéra moze byé tylko
: _zerém lub jedynka. k = 0 wtedy i tylko whedy, gdy aktualnie czy-
. tany symbol sekwentu znajduje si¢ przed znakiem asercji, oraz k=1,
*. gdy czytany symbol jest po symbolu asercji. A wiec na poczatku
przyjmiemy k = 0.. Jezeli w trakcie czytania sekwentu pojawi sie
symbol =, to do miejsca a; + 2 dodawana jest jedynka. .

* *
73 ) R;

Ty - . R,

Implikacja

* *
T4 Ry

T Ry .
Réwnowaznosc

|
|
| _
v | B } Alternatywa
-
|
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W nastepnym miejseu a, + 3 bloku A, znajduje sie¢ adres poczat-
kowy bloku Aj.

“Blok A

W bloku A, znajduje sie wlasmwy program czytania symboh sek-
wentu. Program ten jest nastgpu]@cy

a,. ) ' <~y 1
a+1 : >ay+ 1
ay + 2 (@t )
Ca,+ 3 ‘ +a, + 2
ay + 4 o +a +3
a4+ 5  Nat1 1<
a+6 1(0)
‘\ ay + 7 Na, + 2
a, + 8 ta, + 2 l . -

Pierwsze dwie instrukcje < a,, - a, -+ 1 przesylaja kb, do miejsca g

“a;+ 1. Z miejsca tego bedzie zawsze brany adres symbolu, ktéry ma
- byé odezytany. . A
Nastepna instrukeja < (@, + 1) powoduje przeslanie pierwszego

symbolu sekwentu do akumulatora. Jak pamietamy, przyjelismy za- -

lozenie, ze w magazynie sa zapisane nie symbole, ale ich numery
wedlug podanej w poprzednim paragrafie tabelki. Tak wige, w wyniku
instrukeji < (@, + 1) znajdzie si¢ w akumulatorze nie kolejny sym-
bol sekwentu, a jego numer. Np. jezeli pierwszym czytanym symbolem
byla, litera p, to w akumulatorze znajdzie sig liczba 11.

Nastepna instrukcja + @, + 2 dodaje do. akumulatora liczbe &, ‘

zapisana pod adresem a, + 2. Poniewaz w naszym przypadku k = 0,
wiec w akumilatorze nadal znajduje sig liczba 11.

Dalsza instrukcja - @, -+ 3 dodaje do akumulatora adres po-
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czatkowy ag bloku Ag; tak ze dla rozpatrywanego przykladu znajdzie
‘'sie w akumulatorze liczba ag + 11. '

Instrukeja N a; + 1 przygotowu]e nastepny. symbol sekwentu do
odezytu.
" Wreszcie 1nstrukc]a ! (0) powoduje przejscie maszyny do “bloku
A, pod adres uformowany w akumulatorze, czyli w rozpatrywanym
przykladzie pod adres ag 4 11.

A wigc blok A, formuje adres w- bloku A3, do ktérego ma przejsé

. maszyna zaleznie od ‘odezytanego symbolu sekwentu. Jezeli odezy-
" tywany symbol znajdowalby sie po znaku asercji, to w akumulatorze

zostalby uformowany adres o jeden wiekszy, np. zamiast a; + 11 —
adres a5 4 12. _ ‘
Odeczytanie znaku asercji za pomocy instrukeji N a; 4 2 powo- :
duje umieszezenie w miejscu d1+ 2 jedynki. '
‘ Najwéiniejsia czeéé programu znajduje sie w bloku As.

Blok A;
W bloku A,, kazdemu symbolowi jezyka rachunku zdan odpo-

. wiadaja dwa miejsca o numerach a; + N oraz a; 4 N + 1, gdzie N
. jest numerem symbolu. Np. symbolowi &, dla ktérego N = 3, odpo-

‘wiadaja miejsca a; -+ 3 oraz ay 4 4. Symbolowi wystepujacemu:

e przed znakiem asercji odpowiada miejsce ag + N, symbolowi wyste-
“'pujacemu po znaku asercji — az+ N 4+ 1. W kazdym miejscu

bloku A, znajduje si¢ instrukcja skokowa, méwigca, co nalezy wy-

" 'konaé po odezytanym symbolu. Np. jezeli w akumulatorze zostala '

uformowana instrukeja ag | 4, znaczy to, ze zostal odezytany symbol
koniunkeji po znaku asercji. Maszyna powinna wigc przejéé do reali-
zowania programu eliminujacego koniunkeje w nastepniku. Ponie-

' waz program ten zaczyna sie od miejsca 7f, wigc w miejscu a5 + 4

powinna znajdowaé sie instrukeja I!rf. Postepujac podobnie dla

" wszystkich mozliwych symboli jezyka rachunku zdan, otrzZymamy
blok A, « .

a
a; +1 ' Iy
Negacja
- ‘ a; + 2 R ' el
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Koniunkeja,

Implikacja’

* Przecinek ,

a; + 26

as + 3 I

as + 4 !r:

as + 5 Iry
Lag + 6 r, :

ay + 7 Iy

ay + 8 %
s+ 9 trs

as + 10 !7‘:

ag + 11 la, +2 %
ag + 12 la, + 2
@y -+ 13 lay + 2

ag + 14 la, + 2.
cag + 15 la, + 2

ay + 16 la, + 2
ay + 17 —

ag + 18 -

a; + 19 1b,

baa + 20 15,

a; + 21 -

RS

a; + 22 la, + 7

a; + 23 Tla, + 2

ay + 24 la, + 2

‘%- + 25 niepoprawne

le,

. Miejsca od a; + 1 do.a; + 10 zawieraja instrukeje powodujace ,
- . przejécie do odpowiednich programéw eliminacji gléwnego spéjnika
sekwentu. ' S ' '

Miejsca od a3 + 11 do a, + 16 zawieraja instrukeje ! a, 4 2,
ktéra powoduje przejscie do bloku A, i odezytanie nastepnego symbolu
sekwentu, bowiem po odezytaniu zmiennej nalezy odezytaé nastepny

' symbol sekwentu. o - ' h
- Przy szukaniu gléwnego spéjnika nie moze by¢ odezytany nawias
prawostronny, dlatego miejsca d; + 17 i ay + 18 sg puste.

W przypadku odezytania nawiasu lewostronnego, zaréwno w na-
stepniku jak i w poprzedniku, maszyna przechodzi do obliczania
funkcji F (o;), ktéra wskaze, gdzie ‘znajduje si¢ w tym wyrazeniu
spojnik gléwny. Dlatego w miejscach ag + 19 i @3 + 20 83 umiesz-
czone instrukcje !p, powodujacé przejscie do programu obliczania
funkeji F (s;).

. Odeczytanie znaku asercji |— pov’voduje przejscie do instrukeji

@ + 7 w bloku_A,, ktéra wpisuje do miejsca a, + 2 jedynke i za

pomoca nastepnej instrukeji !a, 4+ 2 powoduje czytanie. nastepnego
* symbolu sekwentu. - | o

Po przecinku, podobnie jak po zmiennych, nastepuje czytanie

kolejnego symbolu sekwentu i dlatego w miejscach ay + 23 i a; + 24
: éna,jduja sig instrukcje !a, 4 2. - ‘
- Jezeli maszyna odezytala érednik sygnalizujacy koniec sekwentu,
a przedtem nie’ byl odezytany znak asercji, to badane wyrazenie
. Jest niepoprawne. W miejscu a, + 25 moze sie wiec znajdowaé spe-

cjalna instrukeja, sygnalizujaca na wyjsciu maszyny, ze wyrazenie

jest niepoprawne. Jezeli natomiast zostat odezytany érednik, a przed
nim byt znak asercji, znaczy to, ze w badanym sekwencie nie ma zadnych

spdjnikéw logicznych, a wiec sekwent jest atomem. Nalezy wiec

zbadaé, czy jest on aksjomatem. Dlatego w miejscu ay + 26 znajduje

si¢ instrukeja !py, powodujaca przejscie do programu badajacego,

czy atom jest aksjomatem. , ’

Program ten pozwala wige na wyszukanie gléwnego spéjnika lo-

.. gicznego w sekwencie i przejscia do odpowiedniego programu eli-
.. minujacego ten spéjnik. Jezeli taki spéjnik nie istnieje, maszyna
przechodzi do badania, czy sekwent jest aksjomatem. W nastepnych
_ paragrafach pokazemy, jak jest zbudowany program realizujacy -
funkcje F (s;) oraz program badajacy, czy sekwent jest aksjomatem.

Alternatywa |

Réwnowaznosé

Nawias L
pra.wostr‘onny ) Y

Nawias
lewostronny (

Znak asercji

Srednik ;
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§ 3. Program realizujacy funkeje F (o;)

Celem tego programu jest odszukanie giéwnego qumka. dwu-

argumentowego w_ formule. wechodzacej w sklad sekwentu.

Program ten podz1ehmy réwniez na trzy bloki B, Byi Bs, ktorych
oznaczenie jest podobne do blokéw A;, Ay ,Az W poprzednim programie.
Dlatego od razu przystapimy do oméwienia kolejnych blokéw. ;

-

Blok B,

W mle]scu b, podany jest adres by plerwszego miejsea bloku,
W miejscu by + 1 znajduje si¢ aktualna wartosé funkeji F (c) dla
badanego symbolu Na poczatku w miejscu b, 4 1 jest zapisane
Zero.

Blok B,
b, ~ Nap+1
b, + 1 _ (a1+ 1)
. by + 2 S
By 4+ 3 1(0) ' =
by, + 4 Nb +1
B, b+ 6 by + 7
by, + 6 i Pb +1
‘bz.+7 \;=b1+1
b, + 8 ? by
by + 9 - b
b, + 10 . Lotay 3 '

128 | - | \

e o

o b

B Yy |

Poniewaz wartosé pocz@tkowa miejsca by + 1 jest zerem, wige -
w_przypadku gdy program A, wprowadzi do akumulatora nawias -

lewostronny (a wladciwie jego numer) nié potrzebujemy dla tego

‘nawiasu obliczaé wartodei funkeji F (o;). Dlatego program B, za-

czyna sie od instrukeji N a; + 1, ktéra wraz z instrukcja < (@, + 1)
powoduje wprowadzenie do akumulatora nastepnego symbolu sek-
wentu. Dzigki nastepnej instrukeji +b,, do numeru odezytywanego
symbolu dodawany jest adres b, tak, ze w rezultacie w akumulatorze
znajduje si¢ obecnie liczba b, + N. Nastepna instrukeja powoduje

- odezytanie odpowiedniej instrukeji z bloku B, Budowe bloku B,

oméwimy w nastepnym paragrafie, a tymczasem przyjmiemy, ze
zaleznie od odczytanego symbolu z bloku B; maszyna wraca do
jednej z instrukeji: N b+ 1, Pb, + 1 lub Na, + 1 (pierwsza in-

strukcja programu). Znaczy to, Ze do miejsca b, -+ 1 jest dodawana
- jedynka, odejmowana jedynka, lub tez zawarto$é tego miejsca po-

zostaje bez zmiany, zgodnie z okreéleniem funkcji F (s;). Nastepne
instrukcje = b; 4+ 1 oraz ? b, powodujg cytowanie nastepnego sym-

* bolu; jezeli F (s;) =& 0, badZ tez jezeli F (s;) = 0, od liczby w aku-

mulatorze odejmowany jest adres b; tak, ze w rezultacie w akumu-
latorze wnajdzie si¢ numer symbolu & i nastgpna instrukecja !a, + 3
- powoduje przejscie do bloku A, w programie podanym w poprzednim

paragrafie. Dalsze postgpowanie znamy z paragrafu poprzedniego. '

Pozostala nam jeszcze do omdéwienia struktura bloku B,.

’ Blok B,
W bloku B, miejsca o adresach b, -} 2¢, gdzie i = 1, 2, ..., 13,

. sa niewykorzystane i dlatego nie podaho ich w programie. W po-

zostalych miejscach znajduja si¢ rozkazy skokowe, powodujace —
zaleznie od odezytanego symbolu — przejscie do czytania nastepnego
symbolu sekwentu.

Po odczytaniu negacji maszyna przechodzi do odczytanla nastep-

ilego symbolu ‘sekwentu. Jezeli odczytany zostal symbol spéjnika

dwuargumentowego, lub nawias prawostronny, to w miejscu b, + 1
dodawana jest jedynka. Jezeli za$ odczytany jest nawias lewostronny
lub jakakolwiek zmienna, to od zawartodci miejsca b, -- 1 odejmowana

‘jest jedynka. Symbol asercji, przecinek lub srednik nie mogg wy-

stapié przed spéjnikiem gléwnym, stad w miejscach by + 21, b, + 23,

.
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- b, + 1 ! b, vNegacja
b, +3 1hy 4 6 Koniunkeja -
» by -+ b | 1, +6 Altqrnatywa
by T I b, + 6 Implikacja |
by 9 Tt by + 6 Réwnowaigoéé .k ‘
by 11 SN P
B, by + 13 ‘ by, + 4 lq
» b, + 15 ' 1h, + 4 o
by + 17 b, - 4 e
by + 19 : 1by + 6 )
b, + 21 - SN
by + 23 _ - o
b, + 25 - ' - H .

' by -+ 25 nie ma zadnych instrukeji. Tak zbudowany program reali-
zuje wiec funkeje F (o;). '

§ 4. Program badania aksjomat(’)w

o

Jak pamietamy, atom jest aksjomatem tylko wtedy, jezeli w po-
przedniku i nastepniku wystepuje choé raz taka sama formula ele-
mentarna. Musimy wiec ulozyé taki program, ktéry: bedzie badal
‘kolejne symbole w poprzedniku i poréwnywal je z symbolami w na-
stepniku, Poniewaz poréwnywanie symboli jest niewygodne, zrobimy
to w inny sposéb, ktéry opiszemy w dalszym ciagl.l. Program te.n
podzielimy réwniez na trzy bloki Cy, C,, Cj, zgodnie z poprzedniot
przyjetymi zasadami.

Blok G,

W bloku C, przeznaczymy trzy miejsca na zmienne wystepujace -

w poprzedniku oraz trzy miejsca na zmienne wystepujace w na-
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stepniku. Kazdej zmiennej w poprzedniku odpowiada wige jedno
miejsce oraz kazdej zmiennej w nastepniku odpowiada réwniez jedno
miejsce w bloku C,. Pozostale miejsca bloku C; maja charakter po-
mocniezy. :

1 ‘ p
¢ +1 p*
o+ 2 q
¢+ 3 q* -
Gy .
cl—|—4. r
¢+ 5 _ r¥
- ¢; 4 6 . C3
¢ + 7 - k

Role¢ miejsc ¢; do ¢; + 5 poznamy przy omawianiu nastepnego
bloku C,. ' o

W miejscu ¢, + 7 jest liczba %, ktéra moze mieé wartosé 0 lub 1
zaleznie od tego, czy badany symbol sekwentu jest w poprzedniku
badZz w nastepniku.

Blok C,

Program w bloku C, powoduje czytanie sekwentu .symbol po
symbolu. Jezeli odczytana jest jaka$ zmienna w poprzedniku, to
w bloku C,;, w miejscu odpowiadajacym tej zmiennej, dodawana, jest
jedynka. Jezeli wigec zmienna wystepuje n razy w poprzedniku, to
w. odpowiadajacym jej miejscu znajdzie gie liczba n. Jezeli zmienna
wystepuje zero razy, to w miejscu jej odpowiadajacym jest liczba
zero. Podobnie jest dla zmiennych w nastepniku z tg réznica, ze

liczba wystapien danej zmiennej wpisywana jest w miejscu zazna-

czonym gwiazdka. W stanie pocza‘tkowlym-, w miejscach ¢, ... ¢, + 8

8g zapisane zera.

Po przeanalizowaniu calego sekwentu, jezeli sekwent ten jest

_aksjomatem, w bloku C, znajdzie si¢ choé jedna taka para miejsc,

odpowiadajaca jednej zmiennej w nastepniku i poprzedniku, Ze za-
wartodé obu tych miejse jest rézna od zera, tzn.
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Cey =0 1 Cep+140 lub
Cey+24+0 i Ce;+3==0 lub ,
Cey +4+0 i Cep+5=+01). N

Program realizujacy powyzsza mysl jest nastepujacy:

C,

adresu.
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c, + 7 Ne ‘
5';2—{—8 ley, + 2
62;{—9 Ne, 41
czTE—IO ‘!02—{—2
.cz—}-ll Nep + 2
¢y + 12 e, 2
¢, + 13 Noey+3
¢, + 14 te, + 2
027{-15 ) ch+4'
e+ 16 te, + 2
¢, + 17 Ne,+ 5
cy + 18 e, + 2
c + 19 Ne, + 17

- : T O
,gé-+1 | : —a, + 1

 + 2 —(a+1)

o+ 3 to+ T

ot 4 o+ 6

¢+ b Na, +1

¢, + 6 !(05,'

1) Przypomiriémy, ze litera C przed adresem oznacza zawarto$é tego

¢, + 20 zc; + 2 k
¢, + 21 <— ¢
¢y + 22 g+ 1
c; + 23 . =0
¢, -+ 24 e, + 34
Cy + 25 «c¢ + 2
¢, + 26 .¢y +3
102 Cs + 27 ' =0
ey + 28 te, + 34
. ¢, -+ 29 : o0 + 4
o e +30 | o+ 5
¢, + 31 =0
1 ey + 32 o Te, + 34
¢, + 33 Nie jest aksjomatem
¢, +.34 - Jest aksjoma.tem
Instrukeje inajdujqce si¢ w miejscach c,, ..., ¢, + 6 powodujsg

*- ‘pobranie kolejnego: symbolu sekwentu do akumulatora i utworzenie

odpowiedniego adresu moéwigcego czy symbol ten jest w poprzedniku,
czy tez w nastepniku. Poprzednio proces ten by! szczegélowo wy-
jasniony, nie bedziemy wiec raz jeszcze. go powtarzaé. -

" Instrukeje, znajdujace sig w miejscach ¢, + 7 do ¢, + 18 powoduja
dodanie jedynki do odpowiedniego miejsea . w bloku C,, zaleznie od
odezytanej zmienne;. ' ' _ '

Instrukeja. Ne, + 7 zapisana w miejscu c, -+ 19 ma na-celu do-
danie jedynki do miejsca ¢; - 7, o ile odezytany symbol jest znakiem

asercji.

- Pozostale instrukcje umieszczone od adresu ¢, 4 21 do ¢, + 34

“stuzg do sprawdzenia, czy istnieje taka para miejsc w-bloku C,, od-

powiadajaca tej samej zmiennej w poprzedniku i nastepniku, ktérych
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iloczyn zawartodei jest rézny od zera. Jezeli iloczyn ten jest réwny

_zeru, to znaczy, Ze badana zmienna nie wystepuje po obu stronach
znaku asercji. Gdy iloczyn ten jest rézny od zera chociaz dla jednej
zmiennej, badany sekwent jest aksjomatem.

Dla uproszezenia w miejscach ¢, + 33 i ¢, 4 34 nie podano in-
strukeji, lecz objasnienie wyniku dzialania programu. W rzeczy-
wistoei powinny tu znajdowaé si¢ instrukcje, méwigce co nalezy &
zrobié w jednym i.drugim przypadku. Sprawa ta ]ednak byla juz
omawiana przy okazji programu dowodzaycego dla teorii T; i dlatego
nie bedziemy do niej wracad. -

Pozostal nam jeszcze do oméwienia blok C,.

Blok C,

.ca—i-ll te, + 7 p
¢, + 12 !c2+‘9 —p*
¢, + 13 g+ 11 q
o3 4 14 e, + 13 q*
c; + 15 : le, + 15 r | -
oy + 16 Loy + 17 o
cy + 17 ) - _;

c; + 18 -

- C, .

¢+ 19 -

o+20 | -

s + 2 e, + 19 =
¢y + 22 L —

¢ + 23 te, + 2 ’
cs 24 . te, +2

ey + 25 ,nie'popraw'ne‘ : H
e+ 26 Ly + 21
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. Poniewaz w atomie nie Wystepu]@ spomlkl logiczne, WIQO blok 4
~-rozpoczyna . sie¢ od miejsca cg -+ 11. Grupa instrukeji zawarta pod
w:"adresaml od ¢34 11 do ¢y} 16 powoduje, lacznie z odpomedn1m1_
1nstruk0]am1 w bloku C,, dodanie jedynki do miejsca odpomada;qcego
kazdej. zmiennej w bloku C,.

-« Miejsca ¢; + 17.do ¢ + 20 83 nie wykorzystane, gdyz odpowmda]ad
‘one nawiasom, a nawiasy — podobnie jak SpO] jniki loglczne — W atomle
. me ‘wystepuja. ' ‘
. "Po odezytaniu znaku asercji instrukeja ! ¢, + 19, wraz z 1nstrukc]q' -

';_Ncl + 7 w bloku C, (adres ¢, + 19), powodme Wplsanle ]edynkl do’_ _
jmle]sca ¢; + 7 w bloku C,.

Poniewaz po odczytanlu przecinka nalezy czytaé nastepny symbol

vsekwentu 1nstrukv]a, !'e; + 2 kieruje maszyne do programu czytama,,
: sekwentu _ - :

. Jezeh zostal odczytany drednik i- poprzedmo nie bylo znaku
_ asercp to ‘Wyrazenie nie jest sekwentem i dlatego w miejscu s + 25
‘umieszczono instrukeje ,,mepoprawne

_ Przeanalizowanie wszystklch symboh sekwentu powodu]e — za
.‘posredmctwem instrukeji 'c2 + 21 — przejscie do tego fragmentu
programu w bloku C,, ktéry sprawdza, czy jakas litera wystapplla
-po. obu stronach znaku asercji. ) . _
‘ Dla. calkowitego zrozumienia dzialania progra,mu dowodzacegO‘
“ powinni$my opisa¢ programy realizujace wszystkie 10 regul;wniosko-
‘wania. Nie bedziemy jednak nuzyé  Czytelnika i wszystkich tych |
. programéw nie poda,my Dla ilustracji pokazemy tylko program -
“eliminowania negacji z poprzednikéw. Wazystkie pozostale mozna
Qulozyc w podobny sposéb. Czytelnik, dysponujacy. dostateczme _duzg

. :dozad clerphwoscl, zrobi to z Iatwosc;q sa.fnodzwlnle

§ 5 Program ehmmowama negacp z poprzedmka

. Wyehmlnowame negacji z poprzedmka. polega na przepisaniu sym-
v’boh sekwentu najpierw bez negacji oraz jej argumentu i d(oplsamu
. ,koncu otrzymanego ciagu argumentu opuszczone] negaC}l Méwiae
doktadniej, ‘najpierw -nalezy przeplsywa.é kolejno- Wszystkle -Symbole
ekwentu do ustalonych miejsc w magazynie, az do odczytanla, ne-
ac]l Nastepme dalszych’ symboll poczyna,]qc od negacji az do naj-
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blizszego przecinka,. na,lezy nie wpisywaé. Dalsze za$ symbole — od.
- przecmka do érednika — nalezy znéw przepisaé, érednika jednak
‘nie przepisujagc. W ten sposéb otrzymamy sekwent pozbawiony’

negacji oraz jej argumentu. Zgodnie z reguly R, musimy teraz ar-

gument negacji dopisaé na korcu otrzymanego sekwentu. A wige
nalezy czytaé pierwotny sekwent od poczatku i postepowaé odwrotnié
niz za pierwszym czytaniem, tzn. symboli od poczatku do najblizszef

negacji nie przepisywaé; poczawszy od negacji do najblizszego prze-

cinka — przepisaé do dalszych miiejsc zarezerwowanych na przestanke
i na korcu dopisa¢ $rednik.
" Program tych czynnosci przedstawimy w dwu blokach: R;i Ry,

Blok R}
o : hy ' oo
r{r-i- 1 hy -
7+ 2 o K
ro | D j
. r+4 o1 1 )
v L5 23 ,
EET % ; ,
T

-~

w mle]scach rir + 1 podano adresy pierwszego symbolu sekwentu
oraz przestanki.

W miejscach 7} 2 i 7, + 3 sa obliczane aktualne adresy i sym-

bole aktualnie czytanego ¢ w sekwencie oraz adres j symbolu ak-
tualnie zaplsywa,nego w przeslance
‘W miejscach r; + 4, r, + 5, r; + 6 sg zapisane kole]ne numery

negacji, przecinka i §rednika. Wiasciwy program zna]du]e sig w blo-
ku R,

Miejsce 7‘1 4+ 7 shizy. jako miejsce pomocnicze,
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Blok R,

7 <
1 -7 2
rn+2 <r+1
rn+ 3 _—>'1.‘i+3
o+ 4 < (r+2)
r+ 5 -1+ 7
1'1+V6v —r+4
rn+ 7 =0
.rnn+8 77 4 38
49 Nvl +2
4+ 10 <~ (r +2)
ry 4 11 —(r_{+5)
412 =0

' )1+'13 ) Tr, + 40
o+ 14 Nrit2

15 —fr, +2)
r + 16 ) 4 T
o+ 17 —r{%ﬁ
r, + 18 =0
r + 19 T + 41
-7+ 20 7
r + 21 >r +2
22 Tt 2)
ry +23 —r{+4
r + 24 =0




4
I

f
1
|

e Try + 45
: — z instrukcjami o adresach r; 4 35 do r, 4 39 przepisywanie symboli
r + 26 Nr+ 2 - sekwentu tak dlugo, az pojawi si¢ symbol negacji. Wtedy instrukeje
Iy (! +2) s+ 9, ..., r3 -+ 13 oraz instrukecja pod adresem r; - 40 powoduja:
. : “szukanie na,thzszego przecinka ), ale odczytywane symbole nie s
. ry 28 >+ T przez program wpisywane.
20 4 Instrukcje , + 14, ..., r; 4 19 oraz ‘ihstrukcje 1+ 41, r 4 44
: . powoduja przepisywanie pozostalych symboli sekwentu.
ry + 30 =0 Dalsze instrukejer; 4- 20, ..., + 25 erazr, + 45, r, + 46 powodujg
v+ 31 Yo, + 47 ponowne czytanie sekwentu od poczatku, z tym, ze symbole odczy-
: tywane-nie sa przepisywane tak dtugo, az pojawi si¢ symbol negacji,
4 32 <7+ 6 ‘Wtedy instrukcje , + 26, 7, + 31 oraz r, +- 47, ..., r, + 50 czytaja
, dalsze symbole, przepisujac je jako dalsze symbole przestanki tak
ri + 33 — (r; + 3) . . . . .. .
diugo, az zostanie odezytany przecinek. Przecinek nie jest, wpisywany
r + 34 stop jaka symbol korica sekwentu, lecz zamiast niego, za pomoea instrukeji
"t a5 el 7 7, +'82, 7, 4 33, zostaje zapisany srednik powodujacy, ze obhcza-
: - : nie przeslanki zostalo zakoriczone.
r + 36 - (1, + 3) Czytelnik, ktéry przebrnal, chociazby pow1erzch0wnle, poprzez
: it 37 N2 gaszez symboli pokrywajacych gesto strony drugiej czedci ksiazki czuje.,
‘R, ! : si¢ by¢ moze zawiedziony automatycznym dowodzeniem twierdzen .
‘ 7 + 38 Nr+3 jak i maszynami matematycznymi w ogéle. Céz to za automatyka,
: : : w ktdrej najprostsze wnioskowanie trzeba najpierw opisaé za pomocs
7y 439 !f1 + 4 . on e . . , .
s ' setek symboli? Niestety, taka jest rzeczywisto$é. Komu ona nie
r 40 lry+ 9 odpowiada, niech sobie poczyta ksiazke Stanislawa Lema, Summa
- o 4 technologiae, w ktorc?] maszyny 89 znacznie doskonalsze niz te, ktdre
: : §a.budowane obecnie. ~
r 442 —> (1, + 3) :
" + 43 N r,+ 3 1) Dla uproszczenia programu przyjmujemy, ze przecinek sta,wmmy réwmez
- przed sy'mbolem I, np. p, g, 7.
Try 444 try 444
vy + 45 Nr+2
r+ 46 Ly 4 22
4 47 | «ry 47
ry 448 - (1 + 3)
ry + 49 Nri+3
r + 50 try+26
138
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W bloku R, mstrukc]e od adresu r, do r, + 8, powoduja wraz




ZAKONCZENIE

W zwigzku z prébami zastosowania maszyn matematycznych do

dowodzenia twierdzeri powstato szereg pytah. Najciekawsze niewatpli- .

wie jest pytanie postawione we wstepie: jaka role moga odegraé
‘maszyny matematyczne w twérczej pracy matematykéw ? Nadzieja
na zastapienie zywego matematyka maszyng tworzaca teorie mate-
matyczne jest nieuzasadniona. Maszyny moga odegraé tu role ]edynle
uzytecznego narzedzia, formalizujgc dowody twierdzen juz znanych,
badz tez moga byé uzyteczne w badaniu teorii -matematycznych,
pozwalajac na szybkie znalezienie dowodu twierdzenia, jezeli badana
formula jest twierdzeniem. Niestety w wiekszosci teorii matematycz-
nych nie mamy metody rozstrzygania, czy formula nalezgca do jezyka
teorii jest twierdzeniem tej teorii, czy tez nie: Jeieli badana formuia
" jest twierdzentem, to po skoriczonej liczbie krokdw maszyna si¢ zatrzyma
i znajdzie dowdd. Tak jest dla wigkszosct teorti matematycznych. Jezeli

zad formula twierdzeniem nie jest, to maszyna nie zatrzyma sie ¢ bedzie .

ciagle znajdowala wedlug regul wnioskowania coraz to nowe przestanks,
nie dochodzqe nigdy do aksjomatéw. Teorie, takie nazywamy teoriami
- nierozstrzygalnymi. Przyklady teorii rozpatrywanych w tej ksiazce
byly rozstrzygalne. Dlatego, jezeli badaliémy wyrazenie nie bedace

twierdzeniem, to maszyna dochodzila do atomu, ktérego dalej juz .

nie mogla rozkladaé i sygnalizowala, ze badana formula nie jest
twierdzeniem. W teoriach nierozstrzygalnych takie postepowanie jest
niemozliwe. W zwigzku z powyziszym, przystepujac do badania

formuly w teorii nierozstrzygalnej, nie wiemy, czy maszyna si¢ za-

trzyma i znajdzie dowdd, czy tez nie. A wiec jezeli maszyna dziala
doéé¢ dlugo i dowodu jeszeze nie znalazla, to nie wiemy, czy czekaé

na wynik dluzej czy tez zatrzymaé maszyng, gdyi badana formula

nie jest twierdzeniem. Tym niemniej 'przy dostatecznie szybkich ma-
szynach i przy dostatecznie dlugim czasie dzialania maszyny mozna
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przyjqé z duzym prawdopodobiefistwem, e wieksza liczba twierdzer:

badanej teorii zostanie znaleziona. W zwiazku z powyzszym powstaje .. .- '
. wazne zagadnienie dlugosci-dowodu oraz czgstosei wystepowania

twierdzenn w jezyku teorii. Przez dlugo$é dowodu rozumiemy liczbe.
krokéw, potrzebnych do jego-znalezienia. Liczba ta zalezy oczywidcie

- od regul wnioskowania stosowanych w teorii. Dla celéw maszynowych

byloby wigc interesujace, aby wigksza cze$é twierdzen teorii miala
krétkie dowody. Szanse znalezienia ich wtedy za pomocg maszyny

bylyby duze. Z drugiej strony, dla celéw maszynowych byloby. po-
- zadane, aby teorie matematyczne mialy jak najwieksza ,sprawnosé‘,
1j. aby czesto$é wystepowania twierdzen posréd formul jezyka byla

jak najwigksza. Wtedy réwniez mozna oczekiwaé wigksze] przy-
datnoseci maszyn do: badania teorii matematycznych.

Mozna réwniez zastosowaé¢ maszyny w inny sposéb niz ten, ktéry
podaliémy w tej ksigzce. Maszyna moze produkowaé w systematyczny
sposéb wszystkie formuly jakiej$ teorii i sprawdzaé, ktére z nich
sa twierdzeniami tej teorii. W ten sposéb mozna by produkowaé

- kolejne twierdzenia badanej teorii. Jak juz wspominalismy, nie wszyst-

kie jednak twierdzenia sa jednakowo interesujace. Dlatego produko-
wanie wszystkich mozliwych twierdzen jest z punktu widzenia mate-
matyka nie celowe. W jaki sposéb ograniczyé wige produkeje maszyny
tak, aby dawala ona tylko interesujace rezultaty? Wang prébowal
odpowiedzieé na to pytanie, okreslajac co to znaczy, ze twierdzenie

~ jest interesujace. Nie wchodzac blize] w te sprawe, zasygnalizujemy,
" ze uzyskane ta droga twierdzenia nie byly wszystkie rzeczywiscie

ciekawe. Nalezaloby- wige zdaniem Wanga zastosowaé mocniejsze
kryteriuim ,,ciekawosci‘ twierdzenia. Zalézmy, ze kryterium takie
udalo sie znalezé i ze maszyna produkuje rzeczywiscie ciekawe twier-
dzenia. Przy dzisiejszej szybkosci liczenia maszyna matematyczna
moze w krétkim czasie wyprodukowaé kilkaset tysigcy twierdzen

" teorii. Pojawia si¢ wige pytanie, kto bedzie mégl te twierdzenia

czybaé, rozumieé i wykorzystywaé? Wilasciwie nalezaloby. zapytad,

czy w jakiejkolwiek teorii moze byé rzeczywidcie sto tysiecy intere- -

sujacych twierdzenn? Sprawa ta nie jest calkiem jasna. Aby na py-
tanie to mozna bylo odpowiedzieé, konieczne jest glebsze zbadanie
teorii matematycznych. Obecny stan wiedzy o strukturze teorii ma-

tematycznych nie pozwala na te pytania odpowiedzieé.

Zastosowanie maszyn do szukania dowodéw konkretnych formul
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teorii wydaje -si¢ nie nasuwaé tylu zastrzezen, jakkolwiek i tutaj
. nie wszystko jest catkiem jasne. Aby stosowaé maszyny do dowo-
dzenia konkretnych twierdzen, konieczna jest jeszeze olbrzymia_ilo§é
pracy badawczej, polegajacej na takim przeformulowaniu teorii ma-

tematycznych, aby stosowane w nich reguly wnioskowania nadawaly |

- sie.do wygodnej realizacji w maszynie. Mozna zaryzykowaé opinie,
ze wszystkie niemal istniejace obecnie teorie matematyczne w dotych-

czasowe] postaci nie nadaja sie do maszynowego traktowania. Prze- '
formulowanie ich nie jest sprawa prosta. Nasuwa si¢ wiec nieodparcie

pytanie, czy i w jakim stopniu stosowanie maszyn moze byé tutaj

celowe, oplacalne. Jezeli bowiem konieczne jest wlozenie duzego’

wysilku w ponowne opracowanie teorii matematycznych po to, aby
w konicowym wyniku otrzymaé znane-juz rezultaty, cala sprawa
moze byé¢ niepotrzebna zabawa. Znalezienie zagd nowych waznych

" twierdzen dzieki maszynom matematycznym wydaje sig mato prawdo- |

podobne.
Mysle jednak, ze mimo tych pesymistycznych prognoz badanla
nad automatycznym dowodzeniem twierdzen beda sie rozwijaly. Ko-

nieczno$é bowiem spojrzenia na znane fakty, ale z innego punktu

widzenia, moze poglebié rozumienie struktury teorii matematycznych
oraz zdolnosei twérezych czlowieka. Tak wiec maszyny matematyczne
niezaleznie od ich praktycznego znaczenia, moga odegraé pewns role
posredniag w badaniach struktury teorii matematycznych.
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