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Uktady przestrzenne kratowe,

I. Zaleinosci miedzy liczba bokéw, wezté6w i podpdr.

Przestrzenng nazywamy kratownicg, ktérej nie wszystkie prety znaj-

dujg sie w jednej i tej samej ptaszczyZnie,

Kratownice przestrzenne rozpatrujemy naogét, jako przegubowe, przy-
czem w wezlach wyobrazamy sobie przeguby kuliste, pozwalajace na swo-
bodny obrét schodzacych sig w nich pretéw we wszystkich kierunkach.

Najprostszy spos6b powstawania kratownic przestrzennych geome-

trycznie niezmiennych jest nastepujgcy:

Bierzemy tr6jkat przegubowy ABC (rys. 484) i taczymy z nim wezet D,
nie lezacy w plaszczyznie tréjkata, zapomoca pretow AD,BD,CL.  Otrzy-

mujemy ta droga uklad przestrzenny geo-
metrycznie niezmienny, ktéry bedzie tez
uktadem statycznie wyznaczalnym, gdyz sity
P, zaczepione w jego weztach, a réwnowa-
zace sig ze sobg, wywolujag w pretach sity,
-dajgce si¢ wyznaczy¢ bezposrednio z wa-
runkéw réwnowagi weztéw. Do ostrostupa
ABCD dotaczamy zapomocg pretéw DE,BE
i CE wezel E i dochodzimy w ten sposéb
-do nowego uktadu ADBCE, ktéry jest réw-
niez geometrycznie niezmienny i statycznie
wyznaczalny. W dalszym ciggu postepu-
jemy ta sama droga. '
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Rys. 484,

Oznaczamy przez s liczbe qu}dw dotgczonych do tréjkata ABC.
Liczba wszystkich pretéw w kratownicy wynosi:

r=3s 4+ 3

(1137)
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Jezeli oznaczyC przez k liczbe wszystkich weztéw w kratownicy, waw-

czas 8 = k — 3. Wstawiajac te warto$¢ s we wz0or (1137), otrzymujemy:
r =3k —94+3=3k—6 (1138)
WZ(_‘)r ten odgrywa tu rolg wzoru (618) dla kratownic piaskich.

O ile » << 3k — 6, to kratownica staje si¢ zmienna, o ile za$

ro=-3k —--'6, wowczas mamy do czynienia z pretami nadliczbowemi, czyli
z kratownicg wewngtrznie statycznie niewyznaczalna.

W niektorych wypadkach niezmienno§¢ uktadu pozwala ustalic naste-
pujace twierdzenie Cochy’ego:

Kratownica przestrzenna, w ktorej osie pretéw tworza krawedzie wie-
loScianu zamknigtego o Scianach tréjkatnych, jest ukladem niezmiennym.

Twierdzenie to oparte zostalo na twierdzeniu geometrji, ze liczba
$cian wielo$cianu zamknigtego dodana do liczby jego wierzchotkéw, réwna
sig, powigkszonej o 2, liczbie krawedzi wielo§cianu. Twierdzenie to (t.zw.
twierdzenie Euler’a) przybiera posta¢ nastepujaca: ‘

m+k=r-+4+ 2 (1139)
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Rys. 485,

gdzie m oznacza liczbe $cian wieloScianu. Poniewaz w naszym wypadku
Sciany sg tréjkatne, a kazda krawedZ nalezy do dwoch Scian, wigc
- i;'i (1140)

wobec czego réwnanie (1139) przeksztalca sig w réwnanie:
r =3k — 6

czyli w réwnanie (1138), wskazujace na niezmienno$¢ uktadu.

Twierdzenie Cochy’ego uzasadnia np. niezmienno$¢ uktadéw prze-
strzennych, jakiemi sa dzwigary mostowe tacznie 2z gérnemi i dolnemi
wiatrownicami. DZwigar taki w widokach z boku (b) i z gory (a) przed-
stawiony jest na rys. 485. ' o SRR '
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Z twierdzenia Cochy’ego wynika, mianowicie, ze w plaszczyznach stu-
pow polaczenia poprzeczne nie sg naogot w dzwigarze potrzebne.

Kratownica przestrzenna geometrycznie niezmienna moze by¢ uwaza-
na, w mysl zasady zesztywnienia, za bryle, ktérej swobode mamy ograni-
czy¢ zapomoca nalezytego ustalenia podpor.

Mozemy tu mieé¢ do czynienia, podobnie jak w kratownicach ptaskich,
z podporami przegubowemi i przegubowo-przesuwnemi.

Reakcja podpory przegubowej nieprzesuwnej moze by¢ roztozona na
sktadowe, réwnolegte do odpowiednich osi wspétrzednych, wobec czego
obliczenie jej wymaga wyznaczenia trzech niewiadomych.

Podpory przegubowo-przesuwne moga by¢ dwoch rodzajow. Pierwszy
rodzaj podpér moze przesuwal sig tylko wzdtuz okre§lonej prostej (na ry-
sunkach jedna kreska pod trojkatem); podpory te daja dwie niewiadome
sktadowe reakcji, prostopadle do tej prostej (podpory jednokierunkowo-
przesuwne albo linjowo-przesuwne). Drugi rodzaj podp6r przesuwnych
moze poruszal sig po pewnej plaszczyznie w dowolnym kierunku (na ry-
sunku dwie kreski pod tréjkatem), wskutek czego reakcje sa prostopadte
'do plaszczyzny mozliwego przesunigcia (podpory wielokierunkowo - prze-
suwne),

Kratownica przestrzenna posiada sze§¢ stopni swobody; azeby wiec
uczyni¢ jg nieruchoma, musimy wprowadzi¢ sze$¢ ogranicze jej ruchu.
W ukladzie, przedstawionym na rys. 486 podpora przegubowa .| pozbawia

Rys. 486.

kratownicg moznosci ruchu postgpowego w kierunku wszystkich trzech osi
wspotrzednych (3 ograniczenia ruchu), podpora linjowo-przesuwna C pozba-
wia kratownicg mozno$ci obrotu wzgledem osi 4Y i AZ (2 ograniczenia
ruchu), wreszcie podpora przesuwna B pozbawia kratownice moznoSci
obrotu wzgledem osi 4X (1 ograniczenie ruchu). W ten sposéb w danym
razie trzy podpory A,B,C catkowicie wystarczaja do unieruchomienia kra-
townicy. '
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Wymienione podpory moznaby zastapi¢ przez trzy podpory linjowo-
przesuwne, gdyz w tym wypadku liczba ograniczen ruchu pozostataby row-
nag 6. Dla kratownicy wewnetrznie niezmiennej nie istnieje, poza wymie-
nionemi dwoma, innych sposobéw podparcia, unieruchamiajacych uktad
i zabezpieczajgcych mu statyczng wyznaczalno$¢ zewnetrzna.

Kratownicom geometrycznie zmiennym mozemy nadawa¢ niezmien-
nosc réwniez i zapomocg odpowiedniego doboru podpér. Jest to mozliwe
w niektorych wypadkach i w uktadach ptaskich, w ukladach za$ przestrzen-
nych znajduje szerokie zastosowanre.

Przyktadem tego rodzaju wypadku w plaszczyznie moze by¢ kratow-
nica przedstawiona na rys. 487. W kratownicy tej §rodkowa podpora B

przywrocita uktadowi niezmienno$¢, kidrej zostal pozbawiony przez wy-
rzucenie preta ab. 4

a b
A/\/\A/\/\A
A 8 &
Rys. 487.

Typowym ukfadem przestrzennym, w ktérym podpory zabezpieczaja

niezmienno$¢, jest trojnég przedstawiony na rys. 488. O ileby podpory 4,B,C

tréjnogu byty calkowicie przesuwne lub

D linjowo-przesuwne, uktad bylby zmiennym

wobec tego, ze w punkcie D mamy prze-

gub kulisty. Dopiero trzy podpory prze-

gubowe, lecz nieprzesuwne zabezpieczajg
niezmienno$¢ ukladu.

- &

la ' 7.

D&
A c F
Rys. 488. . Rys. 489.

Innym przyktadem tego rodzaju jest wielobok przegubowy ABC]?EIF,
przedstawiony na rys. 489 (pierSciefi podporowy, por. § 5 tego rozdz1ah‘1‘).
Dia dowolnego ukfadu sit zewngtrznych wymieniony w_ielobok_t?e‘dme
geometrycznie ni2zmienny, o ile tylko w weztach mamy podpory linjowo-
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przesuwne. Zastapienie jednej z podpdr linjowo-przesuwnych przez podpo-
re wielokierunkowo-przesuwng powoduje zmiennos¢ ukladu.

Zauwazy¢ nalezy, ze w jednym szczeg6lnym wypadku nawet podpory
linjowo-przesuwne nie zapewniajg pierscieniowi niezmiennosci. Jest to,
mianowicie, wypadek wielobokn foremnego o liczbie bokow parzystej i o
kierunku przesuwania podpor, pokrywajacym si¢ z kierunkiem dwusiecznych
katéw wewnetrznych wieloboku (rys. 490). O ile chociaz jedna podpora
w tym wypadku przesuwa sig nie wzdiuz dwusiecz-
nej (np. podpora ), uktad staje si¢ niezmiennym. A - a,

W wypadku, gdy dopiero podpory zabezpiecza- / =
ja kratownicy przestrzennej niezmienno$¢, wzor (1138)
nalezy zastgpi¢ przez wzor

r =3k — n (1141) Vo) 4 doe

w ktérym = oznacza liczbg sktadowych reakcyj podpor. Rys. 0.

Wz6r ten otrzymamy z réwnania:
r=3k — 6

gdy od obydwdch jego czeSci odejmiemy ig samg liczbg jednostek, t. j.
gdy liczbe skiadowych reakcyj podpér powigkszymy o t¢ samg liczbg jed-
nostek, o jaka zmniejszyliSmy liczbe pretéw kratownicy.

2. Ogoélne sposoby wyznaczania sit w pretach
kratownic przestrzennych,

Do obliczenia kratownic przestrzennych moga by¢ naogdl uzyte te
same metody, ktére sa stosowane do obliczenia sit w pretach kratownic
ptaskich (rozdz. XIV). Pozatem do obliczenia niektérych rodzajow kratow-
nic moga by¢ stosowane pewne specjalne rodzaje obliczenia, omodwione
w paragrafach nastepnych (§§ 3, 4, 5).

Wobec tego, ze kratownice przestrzenne stajg si¢ przewaznie geome
trycznie niezmiennemi dopiero po nalezytem rozmieszczenin ich podpor,
wyznaczenie reakcyj odbywa si¢ tu zwykle jednocze$nie z wyznaczeniem
sit w pretach kratownicy. Jeden z nielicznych wyjatkow stanowi np. kru-
townica, przedstawiona na rvs. 486, ktdrej reakcje moga hy¢ wyznaczone,
niezaleznie od sit w pretach kratownicy, na podstawie sze$ciu rownan réw-
nowagi, zastosowanych do kratownicy przestrzennej, jako do bryly sztywne;j.

Przed przystapieniem do obliczenia kratownicy przestrzennej powin-
niSmy przedewszystkiem ustali¢, w ktorych pretach sity podtuzne sg réwne
zeru. Do tego stuzg nam wskazéwki nastepujgce:



