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wige rownanie (774) przybiera postaé nastepujgca:

oVi+Vy) f)l,

ox == {729}

Rownania (770) i (776) wyrazaja, ze dla rownowagi konstrukcji powin-
no X wystepowa¢ takie, zeby I/ byto minimum.

O maximum nie moze tu byé mowy, gdyz we wzorze (745) dla
energji sprezystej wspékcgynniki k ik, sa z natury rzeczy dodatnie, wobec
d
czego druga pochodna E}—,— musi tu by¢ réwniez dodatnia.

Réwnanie (770) lub (776) wyraza tak zwane twierdzenie Ménabréa’i,
czyli twierdzenie 0 minimum energji sprezystej.

[

6. Zastosowanie réwnan energii sprezystei do oblicze=
nia odksztatcen i wielkosci statycznie niewyznaczalnych.

WeZmy belke swobodnie podpartq w dwoéch punktach i obcigzong
w Srodku sitg P (vid. rys. 147 i wzér 229).

Przyréwnywujac do siebie dwa wzory dla energji sprezystej, mlano
wicie, wzor ogolny (733) i wzor Clapeyron’a (744) otrzymujemy:

]l["d! |
2 — — P.1 777
[ ons 2 Vem S

Wobec tego, ze M = [2 x, mamy rownanie nastgpujace:

2 v 2 » 23
v 2 KT J 4 2K] 96 £.J 2 Bax
skad
P’
y — et
max 48 N

Stosujgc do powy2szego zadania rownanie Castigliano’a, otrzymujemy:

(778)

Y

max P . oP\96EJ| 48EJ
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Zastosujemy w dalszym ciggu twierdzenie Castigliano’a do wyznacze-
nia przesunigcia wezta 2 kratownicy, przedstawionej na rys. 372 w rozdz.
XIV, 5. .
Zaktadamy narazie, Ze silty, dzialajace w weztach 2 i 4, nie sg sobie
réowne, czyli, ze /”' nie rOwna sig I”.

' W poszczegdlnych pretach kratownicy beda tu dziataly sity, wyrazaja-
ce sie wzorem:

S=2P 4 2'P (779)

w ktérym wielkosci Z' i Z” oznaczajg sity w poszczegdlnych lpre,tach wy-
wolane przez site rowng |, zaczepiong odpowiednio w wezle 2 lub w wezle
4, WielkoSci Z podane sa w tablicy nastgpujacej:

pret 4! z”

12 | = 0,866 | — 0,280
13 | 4 0,433 | 4 0,145
23 | — 0,289 | 4 0,289
24 | — 0280 | — 0,289

34 | 4+ 0,289 | — 0,289
35 |4 0,145 | 4 0,433
45 | - 0,289 | — 0,866

Ustawiamy wz6r dla energji sprezystej zawartej w kratownicy:

I o S%a I (Z2P' 4+ Z"P")2a
=N =7 = — 780
¥ D EA 2 Z EA (780)

r

Aby : otrzyma¢ przesuniecie pionowe wezta 2, wzdr ten rézniczkujemy
wzgledem P’

)

WV~ (2P 27P). a
_— - = — 780’

Zakladajac tu P’ = P” = P, otrzymujemy, ze

Vy = "846%
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O ile chcemy zastosowa¢ twierdzenie Castigliano’a do wyznaczenia
ugigcia belki w takim punkcie, w ktérym nie jest zaczepiona zadna sita,
wowczas zaczepiamy w punkcie tym przedewszystkiem dodatkowa site II
i obliczamy -energje sprezysta nagromadzona w belce pod dzialaniem za-
rowno danego obcigzenia, jak i nowej sily.

Otrzymane w powyzszy sposéb wyrazenie dla V, jako dla funkcji si-
ty II, rézniczkujemy wzgledem tej ostatniej, otrzymujac w ten sposéb, ze

e — v
T
- Wreszcie we wzorze dla y,_ zakladamy IT = 0 i w ten sposéb do-
chodzimy do poszukiwanego ugiecia.
- Przypu$émy wigc, iz chodzi nam o wyznaczenie ugigcia w koncu bel-
ki utwierdzonej i obcigzonej momentem M (vid. rozdz. VIL5, rys. 144).
) Zaczepiamy w koncu belki sitg II i obliczamy ilo§¢ energji sprezystej
nagromadzonej w belce pod dziataniem momentu M i sity [I:

Lear i
e L e
2 BT

(o]

(781)

. gdzie z oznacza odleglo$¢ danego przekroju belki od jej kofica.
Rézniczkujac wzor (781) wzglqdem I, otrzymujemy:

2 3
T (_)_lfﬂ (]I[—I—vﬂfr)fr o AP T 7814
me ol ) B QKT | 3EJ |

zaktadajac we wzorze tym II = 0, dochodzimy do wzoru:

M
max QLT

Y

wyprowadzonego w rozdz. VIL5 (wzory 216).

Przypu$émy teraz, ze chodzi, o wyznaczenie obrotu koficowego prze-
kroju belki w jednym koficu utwierdzonej, w drugim.za$ obcigzonej silg P,
(vid. rys. 143, str. 125).

Zaczepiamy do przekroju koncowego moment dodatkowy M, (jest to
uog6lniona sita Il dla uogélnionej wspéirzednej ¢) i obliczamy wielkoS¢ V:

‘Mrdr (M, + Poy do

e 2B ). 2ES. . -
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Rownanie Casligliano’a daje tu wzor nastgpujacy:

eV _ 789/
?= o, o 7z Tomr 8%

oV f’(Mo+Px) de M, ! P

o

skad, zaktadajac M, = 0, otrzymujemy znany wzoér 215 (rozdz. VII5).

Sposéb podobny do omdéwionego w poprzednim odcinku moze by¢
rowniez zastosowany 1 woéwczas, gdy chodzi o wyznaczenie przesunigcia
takiego wezta kratownicy sprezystej, do kiérego nie jest zaczepiona zadna
sila zewnetrzna.

Przypusé¢my wiec, Ze chodzi o wyznaczenie pionowego przesunigcia
wezta 3 kratownicy oméwionej wyzej (rysunek 372 w rozdz. XIV,5) obcia-
zonej dwiema sitami zaczepionemi w wezlach 2 i 4.

Zaczepiamy w wezle 3 silg pionowg II. Sily wywotane przez sitg Il
w poszczegdlnych pretach kratownicy otrzymamy, mnozac przez Il cyfry
trzeciej rubryki tablicy na str. 392, wyrazajace sily w pretach wywolane
przez site |, zaczepiona w wezle 3. Sily wywotane w pretach kratownicy
przez dwie sily P w weztach 2 i 4 podane sq w czwartej rubryce tablicy.
W zwigzku| z powyzszem energja sprgZysta kratownicy wyrazi si¢ wzorem:

_2.(~ 05811 — 1,167 | 2.(0,2011 40,587

: 2EA | 2E4
) 2.(— 0,581 —058P)2 | 2.(0,5811)2
yl + 2BA LY \fee

‘\‘\\
Po ‘zrozniczkowanin wzoru (783) wzgledem Il i po zatozeniu Il =0
w réwnaniu;

=9

= 783’
oll (783)

Us

dochodzimy:do wyniku otrzymanego w rozdz. XIV,5.

Twierdzenie Maxwell’a bezposrednio moze byé wyzyskane np. do
obliczenia linji wplywowej dla przesuniecia danego wezta (4) dowolnej
kratownicy. W tym celu zaczepiamy do wezta A site | i wyznaczamy
przesunigcia vf innych weztdw kratownicy, umieszczajac je na odpowiednim
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wykresie. Otrzymany wykres bedzie jednoczesnie poszukiwang linja wpty-
wowg, gdyz cigzar 1, zaczepiony kolejno do wszystkich weztéw kratownicy,
wywoluje przesunigcia v’, wezla A réwne tym, ktére cigzar 1 zaczepiony
w wezle 4 wywoluje w odpowiednich weztach (vff) :

Wyznaczamy sposobem Menabréa’i reakcjg $rodkowej podpory belki
symetrycznej ABC na trzech

podporach, obcigzonej w sposéb

ciagly i réwnomierny (rys. 402). IIIIll|||||III|||||II|I|II|IIIIIIIlIIIIIIIIIIA
Obliczamy ilos¢ energji sprezy-  AF=— X —=— - T

|
stej, zawartej w konstrukcji, ze r‘——k - ( —
WZzOoru: : “xl ' :
S '
ledx Lﬂmnm]]mm;
V=2 784 2
V= @
¢ Rys. 402.

W danym wypadku moment M réwna sie:
=L —n_1lx
2 2

gdzie x oznacza odlegto§¢ pewnego przekroju od koficowej podpory, a X
reakcje podpory Srodkowej.
Po wypelnieniu wzoru (784) i zcatkowaniu go otrzymujemy:

5 X208

7
V=L@ — 2 Xql4
152 Attt T

(785)

Bierzemy pochodna funkcji (785) wzgledem X i przyrownywujemy ja
do zera. Tq drogg otrzymujemy, Ze

vV 5 . Xi3
0X 24 6
skad (por. rodzdz. XI,4, str. 213):
53
X = —qi
2 q

Rozwiagzujemy dalej to samo zadanie, stosujac twierdzenie Betti’ego.
Zastepujemy odrzucong reakcjg srodkowej podpory przez niewiadoma
site X i rozwazamy dwa rozne mozliwe uktady sif, dzialajacych na belke.
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 Na pierwszy uklad sktada sig sita X, zaczepiona w $rodku belki

(punkt B), oraz nieskoriczenie wielka liczba nieskoiiczenie matych sit gda,
zaczepionych kazda w odleglosci » od swobodnej podpory belki 4
(punkty K).

Na drugi uktad sktada sig jedna tylko sita .\' = 1, zaczepiona w pun-
kcie B (rys. 402). -

‘Obliczamy przesunigcia punktow zaczepienia sit pierwszego ukiadu
(B i K) pod dziataniem sity drugiego ukfadu, t.j. sity réwnej I i zaczepio-
nej w punkcie 5.

Ugigcie belki AC w punkcie [7’ pod dziataniem sity 1 zaczepionej
w tym punkcie wyniesie:

| n | -(Ql)L
Yy 48 ]

za§’ odpowiednie ugiecie w punkcie A znajdziemy na podstawie metody
momentéw wtérnych ze wzoru:

o W

Yk EJ

Obcigzenie wtorne ma tu ksztalt tréjkata (rys. 402), wobec czego:

Iz fh | l ‘ a8 >
y '—_T— l.’b‘ "-"' e
K oK. .6

Praca sit ukladu pierwszego na przesunigciach ukiadu drugiego wy-
razi si¢ wzorem:

Ly = ‘Z?IZ'Q“Z”': o ?/Z.I'X =

/ . . .
ol | 0 o’y X (20)3
= —_— =l — - —)qdz + ——=- 786

-f,, EJ( 0 6 2 )QM 48 KJ 758)

Przechodzac do wyznaczenia pracy sit drugiego ukladu na przesunie-
ciach, odpowiadajacych sitom pierwszego ukladu, zauwazamy, ze praca ta
réwna sig zeru, poniewaz przesuniecie punktu zaczepienia jedynej sity dru-
giego uktadu, mianowicie, sily 1 réwna sig¢ zeru, gdyz punkt B w rzeczy-
wistosci nie moze dac przesimigcia w kierunku pionowym. Tak wigc mamy, ze

Ly, ="'0> :
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Ustawiajac rownanie Betti’ego (wzor 756), mamy, ze
Lyy = Ly = 0

skad wyznaczamy X

Zastosowanie twierdzenia Betti’ego do obliczenia ramownic zobrazu-
jemy na dwuprzegubowej ramie prostokatnej, przedstawionej na rys. 271
(rozdz. XII, 4, str, 260). Niech bedzie rama obciazona w sposéb ciagly i réw-
nomierny, przyczem przyjmujemy, ze b = i ze J = J,. Zastgpujemy
prawg przegubowg podporg D przez podpore przegubowo-przesuwna i za-
czepiamy tu nieznang sil¢ parcia poziomego H = X.

Za plerwszy uktad sit przy]mu]emy sity X i gdx, ktérym odpownada]a,
przebumqmau = 0 (poziome) i y (pionowe).

Drugi uktad sﬂ be;dme przedstawiala sita H =1, ktore] odpowiada¢ be-
dgq przesunigcia uD ly
Roéwnanie L, = Lz, przybiera tu nastepujaca postac:

W, + Sqdv.y’ = 1.040.y =0 (787

Poziome przesunigcie punktu D ramy pod dzialaniem sity H = |
wyznaczamy ze wzoru (455) z rozdz. XII, 4 (str. 263). Ro6wna sie ono:

‘11__£+ 203 . 573
“oT BI U 8ET ~ sEJ

Przesuniecie yf, réwne ugieciu poziomej belki ramy w pewnym jej

punkcie pod dzialaniem sity H = 1, zaczepionej w punkcie D, otrzymu-’
jemy ze wzoru:

b7 Mmoo gzl —2) _  le(d — %)

Y. = T ® ~ T " eET Yo
gdzie ¢ = | .0 jest to rownomierne obcigzenie wtérne belki BC.

Réwnanie (787) przybiera ostatecznie nastgpujacg forme:

3 l S
X 2 —f B0 = 2) gy =0 -+ (787
"3EJ J, 28T a
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skad (por. rozdz. XII, 4, wzdr 456): v
H = bii)

20
Aby to samo zadanie rozwigza¢ sposobem Menabréa’i ustawiamy,

przedewszystkiem, wzory dla momentéw zginajacych w poszczegdlnych prg-
tach ramy. '

Mamy wigc:
dla stupéw AB i CD: M=— Xz
dla belki BC: M = %‘i(z = m

Wzo6r dla energji sprezystej przybiera tu, przy pominigciu dziatania sit
podtuznych, nastgpujaca postac:

/

l l qm 2 l " :
V= — (2 x) — Xl| d — | X?ax%dx (788
2EJfO[‘2( ) ]x+EJJoxx( )
Po zcatkowaniu wzoru (788) i po zrozniczkowaniu go wzgledem X,
ustawiamy réwnanie linjowe:

aV .
aX

z ktérego wyznaczamy parcie poziome w ramie H = X.

- Wyznaczamy sposobem Castigliano’a obrét koficowego przekroju preta
zakrzywionego, przedstawionego na rys. 301 (rozdz. XIII, str. 301), pod dzia-
taniem momentu J/, zaczepionego do konca K. Skoro na pret, poza mo-
mentem M, zadne zewnetrzne sily nie dziatajg, to stale N=0 i wzor (741)
dla energji sprezystej preta zakrzywionego przybiera w tym wypadku nastg-

pujacyg postac:
S M2 ds
V =
jo 2EJ

Wobec tego, ze ds = rdy, mamy, 2e

e
S0 < W2 12
V__jMds:__ &ﬂ[r,dcp—ﬁfﬁr
02E=7 Joe 2E] 4FK]
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Poszukiwany obrot bedzie si¢ wobec tego rownat:

ﬂ’_ M=y
amM QBT

(789)

Kratownice statycznie niewyznaczalne moga byé, poza sposobem po-
danym w rozdz. XIV,6, obliczane na podstawie twierdzenia Ménabréa’i i na
podstawie twierdzenia Betti’ego.

Wracamy do przykiladu, przedstawionego na rys. 375.

Odrzucamy pret 34 i zastepujemy go przez dwie niewiadome sity X.
Wowczas sity w poszczegdélnych pretach kratownicy wyraza si¢ wzorem:

S, =8 +2.x
Odpowiednie ich warto$ci bierzemy z ostatniej rubryki tablicy, po-

danej na str. 396. Dla energji sprezystej, zawartej w kratownicy, otrzy-
mamy wobec tego wzér nastepujacy:

P
| Wl |~ (8, —[—ZX)H/
V - — L = — Ay S N =
2 ZEA 22 EA |

\ ——

= " _|2.1,414X2 L 2.(1,414P)2. 1,414 1+ 2P2
— | 42.(1,414D) 4 2P 4

4 3.(— 0707X - P)? 4 (— 0,707X — P)2]

Roéwnanie Ménabréa’i przybierze tu forme:

il —L[2,2.1,414X 8. 0707 .(— 707.% - P] —
0X 28T
— 2.0,707.(— 0707 X — P)] — 0 (790)
skad mamy, ze
X = 0,293 P

Réwnanie Betti'ego L,, = L,, przybiera w danym wypadku posta¢
nastepujaca:
P.v, + P.v, + X.v,, = — 1.4l (791)

Sity P i X stanowia tu pierwszy ukiad sit, za§ dwie sity rowne I, za-
czepione w weztach 3 i 4 w kierunku 34, uklad drugi.

Mechanika budowli 29
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Pozostate wielko$ci, wchodzace w rownanie, majg nast¢pujgce znaczenie
o I, S Y S . : ey ialania <1

v, 1 v, oznaczajg przesunigcia weztow 315 w kierunku dziatania sit )
wywotane sitami | (sity drugiego uktadu),

s . f . . s1akani ’
v,, oznacza zblizenie sig weztéw 3 i 4 pod dziataniem tych samych

sit 1.
Al,, oznacza wydtuzenie preta 34, czyli rozsunigcie sig weztow 3 i 4

pod dziataniem sit 7’ i .\ (sily pierwszego ukiadu).
. 7o 1 yi4
Przesuniecia weztéw kratownicy v, , v, , v, Wyznaczamy na podsta-

wie wzoru (653) z rozdz. XIV,5

Wielkoéci S = SP, odpowiadajgce sitom P, wyznaczone juz zostaty
na str. 396. W tablicy nastepujacej podane sg wielkosci Z, odpowiadajace
zaczepieniu sit | w wezlach 3 i 5 w kierunku pionowym, sity Z odpowia-
dajace zaczepieniu sit 1 w wezlach 3 i 4 w kierunku 34, wreszcie sily S,
odpowiadajgce sitom X, zaczepionym w weztach 3 i 4.

Nr. 7 " g 74 / 1 o
pretal  dla v, dla v, dla v, |dla sit .\
12 | — 0,943 | - 0,471 0 0
13 0,667 0,333 0 0
23 1,000 0,000 | — 0,707 [--0,707 .\
241 —0,333 | — 0,667 | — 0,707 | —0,707 X
25 | — 0471 0,471 1,000 X
45 0,333 0,667 | — 0,707 | — 0,707 X
46 | — 0,471 | -- 0,943 0,000 0
56 0,333 0,667 0,000 0
35 0,667 0,333 | -- 0,707 | - 0,707 .Y

Wstawiajgc cyfry z obydwéch omdéwionych tablic we wzory na prze-
suniecia, otrzymujemy:



S Lsatl o 04671 n_ 34141
! 1A 5 KA “uT kA
. w 1,414 X[ . . ’
Poniewaz Al,, = = wigc ostatecznie wzoér (791) przybierze

nastgpujacq postac

1,844 PL | 0,471 Pl | 3,414 XI 1,414 X1
— J sl kL Pl 791’
A T A T EA EA (791)

skad X = 0,293 P

Zastosujemy wreszcie twierdzenie Ménabréa’i do obliczenia belki
ciggtej o koncach utwierdzonych (rys. 403a). Za wielkosci statycznie nie-
wyznaczalng przyjmujemy tu mo- P
menty podporowe M, = M, i 2 K_gql._?i*( a)

(
/

dwie reakcje pionowe podpér 1, 12 A
przesuwnych R, = R., przy- i T |
bt . | /2 !

czem odpowiedni statycznie wy- My ! A

znaczalny  schemat zastepczy AT T T 7 fﬁ
przedstawiony jest na rys. 403b. ! Ay A o |
|

Wykresy momentow zginajacych, | : 4
powstajacych w belce 4D pod M, M,
dzialaniem momentéw M , sily

[’ i sit R, przedstawione sa od-
powiednio na rysunkach 403c, d
ie.

i )

Na podstawie tych wykre-
sow wzOr dla energji sprezystej
uktadu przybiera posta¢ nastg-
pujaca |

€/

o ( f M da _ {1(

2mS ), ET |
' P.  Pr\

1 Iy SR

?(MA-l— Rl 5 5 )d '

+J w7

0
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gdzie = i =, oznaczajg odpowiednio odlegtosci pewnego przekroju przgsta
AB lub BC od podpory A lub 5.

Wielko$ci statycznie niewyznaczalne M, i R obliczamy z uktadu
dwéch nastgpujacych réwnan, wyrazajacych w danym wypadku twierdzenie
Ménabréa'i:

av v _ 0

— 0 o
oM, ok

Po zrézniczkowaniu wigc wyrazenia dla energji sprezystej odpowied-
nio wzgledem M, i R otrzymujemy:

[’x,)

¢
L . Ty _1) ‘2 ) I 1 P
fo(zu‘q + R - é—w)dx +JO<MA—{—M- i T)(LI«,— 0

/f
l L = P P
f(MA—}—Rx ——Q—x)xdw—}—j (AIA-+ fol—?z.-_ _Z_)szo
o] O\

co odpowiada réownaniom:
24M ,+ 16 Rl —90/l=0
48 M 4 40 Rl — 23Pl=0

z kiérych otrzymujemy:

R=2pr  M,=-_p
5 =

Do tych wynikéw stosunkowo predzej dojs¢ mozemy, postepujac
w mysl wskazéwek podanych w rozdz. XI,7, t. j. ustawiajgc réwnanie
trzech momentéw dla podpdr 4, B, C oraz réwnanie

g, =0

Rownania te przybratyby w danym wypadku postac:

re

My t4+2M04 0+ M,l=-6 T
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l

Osjtat_nie z "tych. dw.u rownafi mogliby$my réwniez ustawié¢ i droga
uzupetnienia belki glagle| do symetrji wzgledem przekrojéw utwierdzenia
podtug rys. 404, co jest mozliwe dlatego, ze zar6wno przed wspomnianem
l}'

[ 2

N

/) ¢’ V4

1
|
!
4
1
|

M-

”

¢ B W

S

B C
Rys. 404.

uzupetnieniem, jak i po niem, przekroje 4 i D nie beda sie tu obracaty.
Ustawiajac réwnania trzech momentéw dla podpér B!, 4 i B i majac na
uwadze, ze ze wzgledéw symetrjii M,, = M, , otrzymujemy, jak poprzednio:

ZMA—{—-MB:O

Z przytoczonych przykladéw wynika, ze do zastosowania poszczegol-
nych twierdzen o energji sprezystej trzeba uprzednio wykonaé szereg obli-
czen przygotowawczych, w wigkszosci wypadkoéw identycznych prawie z temi,
ktére prowadzq do obliczenia odksztalcen lub wielkoSci statycznie niewy-
znaczalnych bezpo$redniq droga geometrycznego dodawania odksztalcen.
Rownania dotyczace energji sprezystej pozwalaja na zwigzle ujecie
i wylozenie r6znych rodzajow obliczefi statycznych, jednak oparte na nich
obliczenia pozbawiaja okazji do przemySlenia odksztatcenn danej konstrukcji.

7. Energia spreiysta a praca sit zewngtrznych.

Zaczepiamy do preta w dostateczny sposéb podpartego sitg P. Gdy-
by sita ta wzrastala do swej wartosci ostatecznej w sposéb ciagty i powol-
ny, poczynajgc od zera, wowczas przesuniecie punktu jej zaczepienia wzasta-
loby bez drgaii do swej najwigkszej wartosci v. Jezeli jednak sila £ po-
siada warto§¢ niezmiennag skorficzona, zaczepienie jej wywota¢ musi waha-
nie punktu zaczepienia okoto pewnego potozenia réwnowagi, ktére sig
ostatecznie ustali, jako odpowiadajgce danej sile (por. rozdz. I,5 i XVIL, ).



