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Z poréwnania wzoréw (754) i (755) wynika, ze

2 Plu, = 3 Py, ‘ (756)
co byto do dowiedzenia,
Wprowadziwszy tu oznaczenia;

1
L12 = ZP’ ’U“ L21 Sy Z 1 ”‘U

7

mozemy nadac¢ réwnaniu (756) posta¢ nastepujaca:
ng = Lg1 (756')

Twierdzenie Betti’'ego mozna stosowa¢ i do uktadéw petnych, majac
na wzgledzie motywy analogiczne do przytoczonych przy twierdzeniu Cla-
peyron’a (paragraf poprzedni), t. j. uwazajgc kazde cialo sprezyste za kra-
townic¢ o nieskonczenie wielkiej liczbie pretow.

5. Twierdzenia Castigliano’a i Ménabréa’i.

Twierdzenie Castigliano’a brzmi, jak nastgpuje:

O ile sity, dzialajace na konstrukcjg, wzrastaja w sposob ciagly od
zera do swej warto$ci ostatecznej, wowczas przesunigcie punktu zaczepie-
nia kazdej z nich w kierunku jej dzialania réwna sig pierwszej pochodnej
energji sprezystej, nagromadzonej w konstrukcji, wzgledem tej sity.

Twierdzenie to, w zastosowaniu do uktadéw kratowych, uzasadnia sig
w sposob nastepujacy:

Bierzemy wzér dla energji sprezystej kratownicy (por. § 3) w formie;
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Przesunigecie wezla m w kierunku zaczepionej do niego sity P
oznaczamy przez v,. Przesunigcie to réwna sig¢ (vid. rozdz. XIV,5):

< N
o 7 o2 =
U)n ol m ]’/’.‘I (708)

gdzie Z  oznacza sit¢ w dowolnym precie kratownicy, wywolang przez silg

P = 1. Sita § w pewnym precie kratownicy wyraza si¢ wigc wzorem:’
S=ZP 4+ Z, Py + -+ + Z P, (759)

z ktérego, wobec niezalezno$ci od siebie sit P, wynika, ze

SO (760)
()Pm "

Wstawiajac wzor (760) we wzor (758) dla v , otrzymujemy:

o, = S22 51 (761)
. 0P, FEA
Z drugiej strony, po zr6zniczkowaniu réwnania (757) wzgledem P
otrzymujemy:
oV N\ 0S8 S -
= SR —— 762
oFP Z‘ P EA (762)

Poréwnywujac ze soba réwnania (761) i (762), otrzymunjemy, ze

v
” P,

(763)

co wyraza twierdzenie Castigliano’a.

Twierdzenie to, tak samo, jak twierdzenie Clapeyron’a i Betti’ego,
moze byc stosowane nie tylko do kratownicy, lecz i do dowolnego uktadu
sprezystego.

Specjalnie dla belki prostej wyprowadzimy je niezaleznie od rozumo-
wania poprzedniego. !

Przedstawiamy, mianowicie, energj¢ sprezysta belki zginanej, jako fun-
kcje sit, wedlug wzoru (746):

V=—0up + PP + —;—bzP; (764)
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i obliczamy pochodng energji sprezystej wzgledem poszczegodlnych z tych sih:

A g e

oV
o a Py + ay P,
1
- (765)
p
v a, P, -+ b, P

Wobec réownosci a, = 0,, wynikajacej z réwnania Maxwell’a (por.§ '4..)
mamy, ze -

)

oV
()P = 0P + Z)z P, - (766)»

Poniewaz ‘prawe czesci réwnaf (765) i (766)”o‘znaczajq‘ugiqcia belki
w punktach zaczepienia sit (por. § 4), wigc wzory te przybieraja postac
nastepujaca: :

oV oV

==t ) —_— = Yy . 767).
oP, Y oF, Yy . | . ).

wyrazajacq réwnanie Castigliano’a,

Przypu$émy, iz mamy pewna konstrukcjg, podparta w sposob statycznie
niewyznaczalny. Oznaczamy reakcj¢ nadliczbowej podpory przez X 1 przed-
stawiamy energje sprezysta uk}adu Jako funkeje:

¥V = f{P.X) ‘ - (768)
Stosujac w danym wypadku réwnanie Castigliano’a, otrzymujemy:

oV
7 = ,v‘\' . 5 . .
()A i Sgee® ot RS

gdzie 0y . Oznacza przesunigcie punktu zaczepienia niewiadomej sily X

w kierunku jej dziatania. Poniewaz zalozyhsmy, iz X jest to reakcja pod-
pory nadliczbowej, wiec przesunigcie tej podpory w kierunku dzialania
sity- X musi by¢ réwne zeru, skad mamy, ze:

c)V

= 770
0X o)
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W razie wiekszej liczby podpir nadliczbowych otrzymalibysSmy odpo-
wiednio. réwnania:

oV oV IV ‘
= 0 = () () (771)

0X, 0X, X,

ktére pozwolityby na catkowite wyznaczenie reakcyj wszystkich niewiado-
mych podp6r.

Poddbny spos6b postepowania moze by¢ tez zastosowany, gdy chodzi
o wyznaczenie sily dzialajacej w nadliczbowvm precie kratownicy. Przeci-
namy, mianowicie, pret-ab kratownicy, przedstawionej na rys 374 (rozdz.
XIV,6) i zastepujemy jego dziatanie przez dwie sily X, réwne sobie i skie-
rowane odwrotnie. Wyznaczamy na podstawie twierdzenia Casligiiano’a
wydluzenie preta nadliczbowego ze wzoru:

v,

v, = e (772)

gdzie V| oznacza energjg sprgzysta, nagromadzong w precie ab.
Zblizenie si¢ weztdw a i b w kierunku dziatania sity X otrzymujemy
na podstawie tegoz twierdzenia Castigliano’a ze wzoru:

0V,
= —= 773
0X (773)
gdzie V, oznacza energj¢ sprezysts, nagromadzong we wszystkich pretach
kratownicy poza prgtem abd (tu v, = v, — v, ).
Poniewaz migdzy koficem rozcigtego preta a weztem a przerwy by¢
nie moze, musi wigc mie¢ miejsce réwnanie:

v, + v, = 0
lub tez réwnanie:
v, oV, 0
0X oX (774)

Poniewaz energja sprezysta catego ukladu réwna sie sumie energji
w dwoch jego czeSciach, czyli poniewaz

¥ =V 4V, (775)
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wige rownanie (774) przybiera posta¢ nastepujaca:

I(Vi+ V) oV
L AR ) o 7
oX 0X 0 (716)

Rownania (770) i (776) wyrazaja, ze dla réwnowagi konstrukcji powin-
no X wystepowac takie, zeby I/ byto minimum.
O maximum nie moze tu byé mowy, gdyz we wzorze (745) dla
energji sprezystej wspétczynniki & i &, sq z natury rzeczy dodatnie, wobec
2
czego druga pochodna -37)‘{ musi tu by¢ réwniez dodatnia.

Réwnanie (770) lub i(776) wyraza tak zwane twierdzenie Ménabréa’i,
czyli twierdzenie 0 minimum energji sprezystej.

]

6. Zastosowanie réwnan energii sprezystej do oblicze=
nia odksztatcen i wielkosci statycznie niewyznaczalnych.

WeZmy belke swobodnie podpartq w dwoéch punktach i1 obciazong
w Srodku sitg P (vid. rys. 147 i wzér 229).

Przyréwnywujac do siebie dwa wzory dla energji sprezystej, mlano
wicie, wzor og6lny (733) i wzér Clapeyron’a (744) otrzymujemy:

~

e ]lf“cl::t |
2 = — P.q (777)
jo 2 K] 2 Yo .

bl

Wobec tego, ze M = [2 x, mamy réwnanie nastgpujgce:

1

"

2 . 2 : 23
o Mz _ jﬁ.”2‘l‘”= LR N
L 2RI 4 2EJ  96EJ 2 ~me
skad
__rr
Ymox = 48 BT

Stosujac do powy2zszego zadania rownanie Castigliano’a, otrzymujemy:

y (778)

oV _. 9 .le"’)__ Pl
‘max d])_ f)])(

96 EJ 48 E.J




