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Zalezno$¢ miedzy sila wyciagajacq (osiowg) a wydtuzeniem  preta
moze by¢ przedstawiona na wykresie rys. 400, na ktérym na osi odcigtych
odktadamy wydtuzenia preta, spowodowane sita, zaczepiong do jego kor'lca,
a na osi rzednych odpowiednie wartodci sity wyciagajacej. Wobec pro-
porcjonalnodci sit i wydtuzen (w granicach OA4 na rys. 166) powinien
mie¢ wykres ksztalt prostej AB. (Dotyczy to i innych odksztatcen).

Bierzemy w dowolnym punkcie wykresu nieskoficzenie maty przyrost:
A(Al) wydtuzenia Ali odpow1equ warto$¢ sity wyciagajacej P’. lloczyn P’A(Al),

p= Vsl przedstawiajacy pole nieskon-
czenie matego prostokata, réw-
na si¢ nieskoniczenie matemu
przyrostowi energji sprezystej

Y= w precie. Dodajac do siebie

V=1 pola nieskofczenie matych

C prostokatéow dla catkowitego

A . i wydtuzenia Al, dojdziemy do

- pola ABC, przedstawiajacego
calkowita energje sprezysta.
preta wycigganego.

Z wykresu, odpowiada-
jacego teoretycznemu wykre-

" sowi 400, ale otrzymanego dro-
gg do$wiadczalng ' (rys. 401)

: - widzimy, ze linja AB ma ksztatt

Rys. 400 i 401. ' " nie prostej,lecz krzywejlekko

wypuklej wzgledem osi AP.

Przy stopniowem usuwaniu obcigzenia, pret ulega stopniowemu skracaniu

sig, lecz proces ten odbywa si¢ juz nie wedtug tej samej krzywej 4B, co wzra-
stanie wydluzefi, lecz wedtug odmiennej krzywej BD, ktéra przetnie o$ Al

w odlegtosci 4D od poczatku wspétrzednych. Odcinek AD wyrazi tu pozo-

stajgcg cze$¢ wydtuzenia preta. Cze$¢ energji sprezystej, wyraza]qca sie

polem ABDA przepada, przechodzac w inne rodzaje energji np. w energje
cieplng. Opisane zjawisko nosi nazwe histerezy bpl‘QZ}'StE] i wystepuje
tem stabiej, im lepiej materjal odpowiada warunkom doskonatej sprqzystoscx

W niniejszym rozdziale ze zjawiskiem histerezy liczy¢ sig¢ nie be-
dziemy, a linj¢ AB bedziemy tu uwazali za prosta.

’

sl

4. Rownania wzajemnosci przesunieé¢ sprezystych.

Wyobrazmy sobie, ze§my zaczepili do- belki dwie sity P, i Pz,jédrhrak.
nie jednocze$nie, lecz jedna po drugiej. Wartosci iych sit wzrastaja od
zera do Py lub P, w sposéb ciagly i powolny. Oznaczamy przez:
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a, ugiecie belki w punkcie 4 pod sitg P, przy P, = 11 P, =0
. aZ ” ” ” » ” ” » ’Pl ” Pl O l P2 = ]
b ” » ” » B ” » P2 ” Pl l 1 -P2 = O

62 » » » ” oo ” P2 N P1=01P2=]

l

Ugigcie belki w punkcie zaczepienia sity P, gdy sita P, nie zostala
jeszcze zaczepiona, réwna si¢ a,P,, za$ odpowiednia energja sprezysta

w mys$l wzoru (744) wyniesie v, = l?ale, Dopiero po dokonaniu sie

oméwidnego odksztatcenia, zaczepiamy do belki drugg site F,. Sila ta,
w mysl zasady superpozycji, wywoluje w belce niezalezne od poprzednich prze-
sunigcia a,P, pod sitg P, i b,P, pod sitg P,. Praca sity P, na przesunie-

ciu b,P, réwna sig V, = —5-621’3 .

Co sig tyczy pracy sity P, na przesunigciu a,P,, t. nalezy mie¢ na uwa-
dze, ze w czasie dokonywania si¢ tego przesunigcia sita P, nie wzrastata
w sposéb ciagly lecz miata juz swa ostateczng warto$é, krdérg zdobyta
" w czasie. przesunigcia a,P;, i dlatego odpowiednia energja sprezysta bedzie

tu sig réwnata V,, = a, P, P,. Ostatecznie mamy wigc, ze:

| 9 1 2 5
V.= V1+ Vn"JI‘ Vz = _Q_alpl '+' a2P1P2 + ?bﬂ P2 (746)

Stosujac w omawianym procesie odksztatcenia odwrotng kolejnos¢ za-
czepiania sit P, i P,, otrzymamy, Ze:

| 2 ‘ 1 o
V = Eal P, 4+ b,qu P, + ——2—b2P2 (747)

Z poréwnania dwéch wzoréw, (746) i (747), dla tej samej energji spre-
zystej, otrzymujemy: ‘
: gy = by (748)

lub
Pa, = Ph (749)

co da sig wyrazi¢ stowami w sposoéb nastgpujacy:

Sita P, zaczepiona w dowolnym punkcie A belki, wywotuje w punk-
cie B przesunigcie, rGwne przesunigciu, wywotywanemu w punkcxe A przez
sitg P, zaczepiong w punkcie B.

Jest to tak zwane twierdzenie Maxwell’a.
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Twierdzenie Maxwella daje sig tatwo uogodlni¢c i brzmi wowczas
w sposéb nastgpujacy;

Jezeli na dang konstrukcje dziatajg kolejno dwa ukiady sit I i P
to praca sit uktadu 7” wzdtuz przesunigé, wywotanych przez sity uktadu 17,
réwna sig pracy sit uktadu P’ wzdiuz przesunig¢, wywotanych przez sity
uktadu .

Jest to twierdzenie Betti’ego.

Uzasadnienie twierdzenia w zastosowanin do uktadow kratowych opie-
ra si¢ na zasadzie prac wirtualnych.

Oznaczamy tu, podobnie jak w § 3, przez v przesunigcia poszczegol-
nych weztéw kratownicy nalezycie podpartej w kierunku dziatania sit P,
a przez Al wydtuzenia poszczegolnych pretéw kratownicy oraz przyjmuje-
my, zaréwno v, jak i Al, za wirtualne przesunigcia poszczegdlnych punktow
uktadu. Jednocze$nie uwazamy sity zewngtrzne /I” i sity w pretach kra-
townicy § za sily zwigzane ze soba i majace kierunek wyzej omoéwionych
przesunig¢ wirtualnych, jednak naogét od nich niezaleine.

W razie jednej tylko sity P mamy tu;

Py — 38.Al=0 (750)

gdyz iloczyn S'Al ma znak ujemny (rozdz. XIV,5).
Dla szeregu sit zewngtrznych réwnanie (750) przeksztalca si¢ w nas-
tepujace:

Py — 38Al=0 (751)

gdzie suma Y 9Al rozposciera sig na sity dziatajace we wszystkich pretach
kratownicy i wywotane przez wszystkie sily zewngtrzne P,

Majgc na uwadze dwa uktady sit 7”7 i P”, ktére maja kolejno obcig-
za¢ kratownicg, wybieramy mozliwe przesunigcia w ten sposéb, aby w row-
nanie (751) najpierw weszty sity uktadu F’ i przesunigcia, odpowiadajgce
sitom uktadu P”, t. j. 01 v, nastgpnie za§ naodwrét. W ten sposob
otrzymujemy, ze:

E—I” Vi — 2 SA,l=0 (752)

2Py, — Y 8"Al=0 (753)

S S’ S . . : .
Poniewaz A, l=— i Al= -, wigc rownania (752) i (753)

EA B4
przeksztalcaja si¢ w dalszym ciggu w nastepujace:
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3Py, — IO
~ 5 Y —

=1 =9 .. . (79
Y o —- AS',AS,”
SEw= lﬂAi =0 (755)

Z poréwnania wzoréw (754) i (755) wynika, ze

2 Plu, = 3 Py, ‘ (756)
co byto do dowiedzenia,
Wprowadziwszy tu oznaczenia;

1
L12 = ZP’ ’U“ L21 Sy Z 1 ”‘U

7

mozemy nadac¢ réwnaniu (756) posta¢ nastepujaca:
ng = Lg1 (756')

Twierdzenie Betti’'ego mozna stosowa¢ i do uktadéw petnych, majac
na wzgledzie motywy analogiczne do przytoczonych przy twierdzeniu Cla-
peyron’a (paragraf poprzedni), t. j. uwazajgc kazde cialo sprezyste za kra-
townic¢ o nieskonczenie wielkiej liczbie pretow.

5. Twierdzenia Castigliano’a i Ménabréa’i.

Twierdzenie Castigliano’a brzmi, jak nastgpuje:

O ile sity, dzialajace na konstrukcjg, wzrastaja w sposob ciagly od
zera do swej warto$ci ostatecznej, wowczas przesunigcie punktu zaczepie-
nia kazdej z nich w kierunku jej dzialania réwna sig pierwszej pochodnej
energji sprezystej, nagromadzonej w konstrukcji, wzgledem tej sity.

Twierdzenie to, w zastosowaniu do uktadéw kratowych, uzasadnia sig
w sposob nastepujacy:

Bierzemy wzér dla energji sprezystej kratownicy (por. § 3) w formie;

1~ 8?1
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