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Wykres momentéw zginajacych ma tu ksztalt przedstawiony na rys. 2AllV)

Gdyby belka byta obciazona sita skupiong I’ (rys. 211), odlegia o a od
konca 4, wowczas zamiast y’j} musieliby$my wstawi¢ w réwnanie (366)
ugiecie yj;,‘ wywotane cigzarem P. '

Ugiecie to réwnatoby sie w danym wyp.:dku (por. rys. 148):

P P P o

y, =y, + (0 - a2+, (384)
gdzie yé)i gg oznaczajg odpowiednio ugiecie i kat obrotu przekroju Delki
w punkcie zaczepienia sity P, a v, pionowe przesunigcie punktu B
wzgledem punkiu C.

Przy  obliczeniu belki
utwierdzonej w jednym i swo-
bodnie podpartej w drugim kon-
cu mozemy zastosowal rowniez
sposéb postepowania, podany
wyzej dla belki w dwéch kod- —a % -
cach utwierdzonej, polegajacy na T F[ [
przyjeciu belki w dwoch koficach | W
podpartej za uktad zastgpczy
i na wyzyskaniu wzoréw (349), Rys. 212.

(350) i nastepnych w zalozeniu,
ze M, = 0.

Obliczenie ugie¢ nie nastrecza tu zadnych specjalnych trudnosci i od-

bywa sie¢ wedtug metod rozdz. VIL

4. Obliczenie belek ciaglych i twierdzenie o trzech
momentach ).

Ciagtemi nazywamy belki wsparte na szeregu podpGr (rys. 213). Przy
obciazen u pionowem wszystkie podpory moga tu by¢ przegubowo-przesuw-
ne, przy sitach zas ina-
czej skierowanych je-
dna z podpor musi
by¢ nieprzesuwna. Li-
czbe wielko$ci staty-
cznie  niewyznaczal-
nych w belce ciaglej wyznaczamy wedtuz § 1. Réwniez i obliczenia prowadzi-

1) Twierdzenie to bywa nazywane twierdzeniem Clapeyron’a, chociaz zostato po
raz pierwszy ogtoszone przez Bertot (por. Mohr, op. cit. str. 340).
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my tu wedtug metody wyltozonej w tym paragrafie. Za uklad zastepczy
mozemy przyjac albo belke na dwoch podporacii, uwazajac reakcje odrzuco-
’ nych podpdr posred-

nich za sity zewnetrz--

ne (schemat rysunku

e s

5 a :
£ 214), albo tez szereg
A R !
{ 8 Ec 2 belek swobodnych, ob-
Rys. 214. cigzonych na podpo-

rach przez momenty
rowne odpowiednim momentom podporowym (schemat rysunku 213).

MM A A7 M M ' MM
AT NN W A 23°
Aw. v VAN AT CLN
R & # )
Rys 215

W pierwszym wypadku bezposrednio przystepujemy do obliczenia re-
akcyj B 1 C z rdwnan:

B P > > ;

y, — ¥, =0 = e (385)
gdzie yﬁ oznacza ugigcie belki 4D (rys. 214) ped dzialaniem sit 'lib,iﬁ(.
w punkcie B zaczepienia sity /', , a y][; ugigcie tej samej belki pod dzia-
taniem sit zewngtrznych w tym samym punkcie B.

W drugim wypadku korzystamy
z rownan (rys 216):

z = =
A BI o C'; !B oBC —
! il | LR
e ) 386)
| e -~ oBC WCD (
l ¥ o ! fe T % T
e 1 "l j 5
N gdzie ¢~ oznacza kat obrotu kofico-
Rys. 216. wego przekroju B belki 4B pod dzia-

taniem zaréwno momentu A/, , jak

i sit zewnetrznych przesta AB. W ten sam sposéb nalezy rozumiec i inne
katy ¢ (rys. 215).

W obydwéch sposobach rozwiazania liczba réwnafn odpowiada liczbie
niewiadomych ?).

) Belki ciagle zatamane w planie oméwione sa w pracy autora ,Teorja dZwiga-
row zatamanych w planie“, 1926, str. 32.
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W zastosowaniu do beiki o dwich przestach rownych i obcigzonych
- w sposéb ciagly
g‘l%lUJJ‘IIlIHHlHH}HHIHHHHIUi IR | rownomienty (iys.

¢ —1 217) dwa przyto-

= ¢ = ¢ = czone sposoby ob-

b L ' liczenia daja naste-
Rys. 217, pujace rezultaty.

Mamy tu w pierwszym wypadku (wedtug rownania 385):

= £t

Ve = 521 II/L; (388)
o= =
Rp= ‘Z gL = %-2,,1 (390)

i — — = 391
tc 3ET 24 F.J (89h)

Wobec tego, ze réwnanie (386) jest w danym razie tozsamosc'a, wy-

- N A . . e
znaczamy /. z réwnania qCC = U, ktére ma miejsce ze wzgledu na sy-

metrjg belki i jej obciazenia Otrzymujemy moment ujemny:
I 4
.1[(. = g-ll_l‘
Znajac reakcje podp6r w pierwszym wypadku i moment nad podpora

w drugim, dalsze obliczenie prowadzimy, jak dla zwyktych belek na dwéch
podporach.

Obliczenie belek ciaglych droga wyznaczenia momentéw nad podpo-
rami jest dogodniejsze w uzyciu, gtownie ze wzglgdu na uproszczenia, kto-
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te pozwala wprowadzi¢ do rachunku dzieki twierdzeniom o trzech i 0 dwdch
momentach podporowych.

Ustawiamy réwnanie (386) dla jednej z podpdr belki ciggtej (np. dla
B na rys. 213):

"?/'B _ CIDHC — 0 : (392\

Katy, wchodzace w réwnanie (392), obliczamy ze wzoréw dla katéw
obrotu koncowych przekrojéw belek w dwéch punktach podpartych i znaj-
dujgcych sie, poza dziataniem sit zewnetrznych, jedna pod dziataniem mo-
mentéw M, i M, , druga za$ pod dziataniem momentéw A/, i M .. Ma-
my wiec (por. rozdz. VII):

AB

””) 4o (393)

1B ] (J[B sbem Mk

o EJ\ 3 6
A, .1 Mo,
.RC__..__,l_ B*'Bc ; Mc "By | pC
Yo = 19.7( 5 6 ) Yo (394)

W 16w naniach (393) i (394) znaki przyjete sa w ten sposdb, jakgdy-
by belki AD i BC obije wyginaty sie ku dotowi, a momenty podporowe
uwazane sq za wyginajace belk¢ rowniez w tym kierunku.

Katy '?flf i gchC oznaczaja obroty przekrojow poprzecznych belek AB
i BC nad podporg B pod dziataniem 'sit zewnetrznych.

Wstawiajac wzory (393) i (394) w rownanie (392) otrzymujemy:

My g +2M (1, +lpo) F M. lpe =
(395)
AB
== 6 EJ“‘(?OB + (Pf[g)

Réwnanie (395) wyraza twierdzenie o trzech momentach.

AB . BC

Wprowadzamy w dalszym cigzu dla katow o~ i o 13
0

rozdz. VII, 6):

WZOr .
. ory (por
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gdzie O oznacza reakcje podpory B belki swobodnie podpartej A 1lub BC
od jej obcigzenia wtérnego, odpowiadajacego ciezarom bezposrednio znajdu-
jacym sie na tej belce.

W zwigzku z tem réwnanie (395) przeksztalca sie¢ w nastgpujace:

M de - QM + 1)+ Mol =

(396)
= =6+ ¥
Wprowadzajagc do wzoru
Zn" in Zﬁ tner Z”" (395), zamiast liter, numeracje
D1 n e podpdr (rys. 218) otrzymujemy:
Rys. 218.

J[n — 1" lu + 2 J[u (ln + ]n + 1) + J[n “+1° ]n +1 =
(397)
= — b (\l{n + \l{n -+ 1)

Réwnanie (395), wzglednie (396), dotyczy belki ciaglej o przekroju
poprzecznym stalym. O ile przekroj poprzeczny belki jest rézny w réznych
jej przestach, wowczas we wzorze (393) nalezy zastgpi¢ moment bezwlad-
nosci./ przez moment bezwiadnosci ./ i, dotyczacy tylko przesta AB, za$§ we
wzorze (394) nalezy zastapiC ./ przez ./, .. Wobec tych zmian otrzymamy,
zamiast réwnania (3Y6), rownanie:

! o

—— (M, T+ Myl

M,y =M L) =

R Ed
W 14 &.59'})
A A
o o s S
= — b — =
EJ ETye

Aby réwnanie to przybralo formg analogiczng do formy réwnania
(396), wprowadzamy tu nastgpujgce oznaczenia:
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Gdyby$my, w dalszym ciagu, chcieli ustali¢ zalezno$¢ migdzy momen-
tami M,, M, i, , to musiclibySmy wprowadzi¢ oznaczenia:

Do
J v . oA
" i JUC = lep - ]"1 ¥, _TEC — ZCD' e
¢p — "ecp" 5 T € o - =
cD / BC J, CcD J [@2]
(5" — 71%( G .'/TAI,’- ']1;(‘ — tL‘,’,”
oD T cn’ 7 cD & =0 /
“cD “BC YD D

Wynika stad, 2e o ile oznaczymy przez J, moment bezwtadnoS$ci prze-
kroju poprzecznego jednego z przeset belki ¢ aglej, to mozemy uwazaé
przekr6j belki za staly, jezeli w réwnanie trzech momentow (396) wstawimy,
zamiast dtugosci przeset Lyp, lpe, lep it. d, dlugo$ci nastepujgce:

, 7 J
l‘”: = l/”), & ]__(L ]//)C = l/’( 2 }4" 1 t d. (SDQ)
Al " B(C

. . SR s S
oraz zamiast wielkosci ¥ ., B,.,C,.,CE., i 1. d. wielkosci:

Br o, = B o R To itd (399)

AR Y BC

Réwnanie trzech momentdw przybiera wowczas posta¢ nastgpujaca:
J[.I * l,AB + 2‘][13 (l’.»ll.’ + Z’L’C) + ﬂ'[( ' ZII}C =

= — 6@ + ¥, (400)

O ile moment bezwtadno$ci przekroju poprzecznego belki ciggte] ule-
ga zmianie nawet w granicach jednego przesta, wéwczas najprostszy spo-
s6b wyznaczenia momentéw podporowych begdzie polegal na obliczeniu ka-
tow ug‘;g i ofc (wzory 3931394) sposobem momentéw wtérnych, z uwzgle-
dnieniem zmiany przekroju belki (por. rozdz. VII, 6), oraz na rozwigzaniu
kolejnych réwnan (392).
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Zastosujemy réwnanie irzech momentéw do obliczenia belki trojprze-
stowej, przedstawionej na rys. 219. ObcigZenie wtérne przesta A5G ma tu
ksztalt paraboli i dlatego w danym wypadku (rozdz. VII, 6):

W . yl?
Sn 94

Dla przgsta BC obcigzenie wtorne ma ksztatt trojkata rownoramien-
nego, wobec czego (rys. 219):
7l 1 1 l,il?
e a2 1o

Stosujemy twierdzenie o trzech momentach dwukrotnie, raz do podpdr
A, 1 drugi raz do podpor 12,C,D:

7 P N
10 e e e
. T8 He
|——-———-Z— —~ el —_Z———.l4— —--—[
m
b)
i
BE& 2C
Rys. 219.
L gl
ML A M= — o(24 + %)
e (401)
M1 AN 4 Myl = — 6(-]_5 +9)

Wobec tego, ze M, = M, = 0, dochodzimy do 2 nastepujacych

rownan z 2 niewiadomemi:
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ql? P2
4M 0 Mol = — 6.(\_24 + 16)
(402)
. Pl
J[]),l—}/q-ﬂ[(l],:—.f) ]6_

7 ktérych wyznaczamy niewiadome momenty podporowe.

Dla belki przedstawionej narys. 2201 dla pewnego obcigzenia piono-
nowego odcinki /2» i C: przedstawiaja momenty podporowe A/, i Mc.

|
s parite ciaoh c) !
; . 1

| W W W

7; [crezar sth)

lh!“ U a =

gl -

Rys. 2:0.

Momenty te wywotuja w sasiednich przestach belki ciagtej momenty zgi-
najace, zmieniajace si¢ w sposéb linjowy (proste Ab,be,eD),  Trojkatne
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wykresy momentéw zginajacych, wywolanych przez momenty podporowe
przesta BC, tworza tacznie trapez BheC, przyczem prosta be przecina sie
z krzywa, ograniczajgca wykres momentow sif zewnetrznych. Przestrzen,
zawarta migdzy temi linjami (na rysunku zacieniowana) daje wykres mo-
mentow, zginajacych belke. Dotyczy to w tej samej mierze i innych przeset
belki.

Na rysunku 220b przedstawiony jest wykres momentéw zginajacych
belki ciagtej, sprowadzony do poziomej prostej. Odpowiedni wykres przy
obcigzeniu sitami skupionemi skfada sig juz nie z linij krzywych, lecz z ta-
manych.

Na podstawie rysunku 221, wyobrazajacego wykres momentéw zgi-

. Rys. 221.

najacych dla fragmentu belki ciaglej, mozna napisa¢, ze moment zginajacy
w przekroju 22 belki ciagtej réwna sie:

= 3 l', —‘V. ‘o,
M, =M+ M, — M, T (403)

BC BC

gdzie M:f oznacza moment zginajacy w przekroju za przgsta BC belki
podpartej w punktach B i C i obciazonej sitami zewnetrznemi, znajdujacemi
si¢ na tej belce, a = odlegto$¢ przekroju a2 od punktu B, poczatku przesta BC.

Sitg¢ poprzeczng w przekroju ox znajdujemy, rézniczkujac wzér (403):

thBC M,

o C

A, _

BC

2 dx lpe

(404)
pe | Me—

o lBC
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T, oznacza tu site poprzeczng w przekroju =4, liczong dla samych tylko

sit zewnetrznych, dziatajacych na belke £/C, swobodnie podparts.
Ze wzoru (404) obliczamy site poprzeczng w punkcie I3 dla przesta
AB 1 dla przesta LC.

3 1B ll[}l - Jll;l =
= g =i (403)

B

R R

I

(406)
lll('

Gdyby kazde z przeset B i BC bylo oddzielng belka na dwoch
podporach, wéwczas sity '1",1,” i 1’5( odpowiadatyby reakcjom podpory /3. W da-
nym wypadku reakcje 2 znajdujemy, jako réznicg sit poprzecznych w punk-

tach nieskonczenie bliskich od punktu I na prawo i na lewo. Mamy
wigc: ‘

BC B
RB =T, — T, =
(407)
BC 1B M.— M, My, — M,
=T, — 7' Me : B P/ A

Na rys. 220d przedstawiony jest wykres sit poprzecznych dla belki
ciggltej przy obcigzeniu sitami skupionemi, a na rys. 220c taki sam wykres
dla obcigzenia ciaglego. '

Sity T, i Ts sa to reakcje belki AB nad podpora B i belki BC

nad podpora I w razie, gdyby belki te byly swobodnie podparte w pun-
ktach -1 i 2 i odpowiednio w B i C.

Po wyznaczenin momentéw zginajacych w belce cigglej obliczenie
jej odksztalcen odbywa sie w ten sam sposob, jak dla belek statycznie
wyznaczalnych, t.j. albo metoda momentéw wtérnych, albo tez zapomocyg
bezposredniego catkowania réwnania odksztatconej, czyli wedtug wzoru:

al 408)
Y=
J EJ (
lub wedtug réwnania:
o d?
Er-2Y — oy (409)

dax?
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W tym ostatnim wypadku nalezy mie¢ na uwadze katy podane we
wzorach (333) i (394), ktére uzupelniajg liczbe zalezno$ci, potrzebnych do
wyznaczenia statych catkowania.

5. Twierdzenie o dwéch momentach i ogniska
belki ciagtej.)

Dalsze uproszczenia®w obliczeniu belek ciggtych moga by¢ uzyskane
na podstawie twierdzenia o dwoch momentach.

hX}d lo x, =
{ "
A°G 5 KA c
= 2N o
- -1 -—
(T =0 S e -—‘4‘ —_——— - - —‘
(AB [BC
Rys. 222.

Bierzemy w dwdch sasiednich przestach 4/ 1 BC belki cigglej dwa
punkty G i K (rys. 222) i wypisujemy wzory dla momentéw zginajacych
w tych punktach. Na podstawie wzoru (403) mamy:

AB AB 7,,.— Ty o
Mo =M My s (410)
a Lin Lip
B B [1;( - Xp g
My =M -+ M, + M- (1)
Il:r‘ "B

Momenty podporowe M, i M, uwazamy za niewiadome dwdéch row-
nan (410) i (411), z ktérych je wyznaczamy. Otrzymane ta drogg wartosci
M, i M. wstawiamy w réwnanie trzech momentow:

J[.!'l‘»u)' + QMH (l_“; _i" l1:(“\ + ‘Uc'luc
(412

= — 6(¥,, o i‘nc)

)y M. Lévy, op. cit., 1I, str. 302,



