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rzeczywistej. Gdy wigc np. przesunigcie pewnego punktu danej belki réwna
sig 0, a odpowiednie przesunigcie zastepczej belki statycznie. wyznaczalnej
réwna sie y, wowczas ustawiamy réwnanie: y = 0. Liczba omowionych
rownafi odpowiada liczbie usunietych zamocowari i wynosi n — 3.

Poniewaz z powyzszego wynika, ze niektdre sily zewngtrzne w bel-
kach statycznie niewyznaczalnych (reakcje) zaleza od odksztatcen belek,
mozemy wigc twierdzi¢, ze momenty zginajace zalezie tu sg od wymiaréw
poprzecznych belek.

Wskazany sposGb obliczania ukladow statycznie niewyznaczalnych
bedziemy nazywali geometrycznym (. zn. geometrycznego dodawania odksztat-
cert), lub kinematycznym dla odréznienia od drugiego mozliwego sposobu
obliczenia, oméwionego w rozdziale o energji sprezystej (rozdz. XVI).

Istnieja trzy zasadnicze typy belek prostych statycznie niewyznaczal-
nych o stalych zamocowaniach i szereg typéw belek o zamocowaniach
sprezystych.

2. Belka na obydwéch koncach utwierdzona.

Mamy tu na widoku belke utwierdzong na koficach w sposéb nie-
sprezysty (rys. 206). Belka jest prosta i ma staty przekrdj poprzeczny.
Obie podpory 4 i B s3 to podpory plaskie, z ktérych kazda wymaga
wyznaczenia 3 niewiadomych. Mamy w ten sposéb do wyznaczenia
trzy wielko$ci statycznie niewyznaczalne (2.3 — 3 = 3).

)

Rys. 206.

O ile obcigzenie belki jest prostopadie do osi, obie poziome skiado-
we reakcyj réwne sa zert, a réwnamnie XX = 0 staje si¢ tozsamo$cia.
W ten sposob liczba pozostajacych do wyznaczenia wielko$ci statycznie
niewyznaczalnych réwna sie dwu (2.2 — 2 = 2).

Maniy w danym wypadku do czynienia z czterema zamocowaniami,
na ktére skladaja sig 2 utwierdzenia koncowych przekrojéw belki i 2 za-
mocowania, uniemozliwiajagce pionowe przesuniecia jej koncéw. Stosujgc
tu omoéwiong wyzej metode, mozemy odrzuci¢ albo dwa pierwsze zamoco-
wania, albo tez po jednem z kazdych dwdch.
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Pier\yszy Sposob zastosujemy tu do belki obciazonej sila skupiona
P, zaczepiong w odlegtoéci a i  od koficéw belki (rys. 206).
Odrzucamy dwa utwierdzenia koncowych przekrojow. Dochodzimy ta
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Rys. 207.

drogg do belki podpartej w dwdch punktach (rys. 207), obciazonej sita P
i dwoma momentami M, i M, zaczepionemi odpowiednio do przekrojow
A1 B.

Sita P wywotuje nastgpujgce obroty koficowych przekrojéw belki
(kierunki osi wspétrzednych przyjete tu sa wedlug rozdz. VII, 5 rys. 139).
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Momenty M, i M, wywolujg Iacznie nastgpujace katy obrotu tych

samych przekrojow w przypuszczeniu, Ze wyginaja one belke ku dotowi
(rozdz. VII, 6):
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Poniewaz w rzeczywisto$ci przekroje 4 i 5 belki nie moga ulec obro-
towi, gdyz sa utwierdzone, mamy wiec dwa réwnania nastepujace:

9, =¢ +o¥ =0 (351)
5, = o =0 (352)
czyli, ze:
Py =ty 1 (2M, 4 My ) =0 (353)
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Z réwnan lych otrzymujemy:
P2l — D) Pi?a

i, = - 220=0 355

. 4 (355)
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i, = - 2 ”Z”‘ (356)

~ Poniewaz momenty otrzymaliSmy tu ujemne, wynika stad, ze sq one
skierowane odwrotnie, niz {o zakladali$my, stosujgc wzory (349) i (350);
beda one zwrécone wobec tego wediug rys. 207, Znajac momenty A/,
i My, pozostate niewiadome zadania, mianowicie reakcje 4 i b, wyzna-

czamy z rownan statyki:
SM =R, i— WM, 4+ My — P.b=0 (357)
Y =R, + Ry=0 (358)

W razie, gdy ¢ == 0, ze wzoréw (355) i (356) otrzymujemy:
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Moment pod cigzarem P rdowna si¢ w tym wypadku:
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Obliczenie belki, utwierdzonej w dwoch korficach i obcigzonej w spo-
sob ciagly, moze by¢ wykonane analogicznie do poprzedniego. Zastosujemy
tu jednak inny sposob obliczenia, oparty na innym ukladzie zastepczym
(rys. 208).

Odrzucamy, mia-
. nowicie, prawg pod-
A | BU pore B wraz z jej
‘ ) dwoma zamocowania-
Y | R{gf mi i dochodzimy w ten
AR B)Ma sposéb do schematu

Rys 208. wspornika, obcigzone-

go poza danem ob-

cigzeniem zewnetrznem, jeszcze momentem Mg i sifq pionowg R,},, skiero-
wang ku gérze (por. rozdz. VII, 5). ’
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Ugiecie y' prawego konca belki pod dziataniem sity #, wynosi dla
stosowanych wyzej osi wspoirzednych (wedtug rys. 139 z rozdz. VII):

R, .03

B 362
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Kat obrotu prawego przekroju koncowego belki pod dzialaniem tejze
sity réwna sie:

= (363)

Odpowiednio dla wielkosci y i 7, zaleznych od momentu M, , ktéry
uwazamy za wyginajacy belke ku gérze, otrzymujemy:

AV o

M B .
Y, = — 364
J‘ﬁ 2F] ( )
Al
M B* -
[ — 365
‘B EJ (365)

Wreszcie przez ngi ,; oznaczamy odpowiednio ugiecie i kat obrotu
w punkcie I pod dziataniem obcigzenia cigglego ¢.

Poniewaz, w rzeczywisto$ci, zaréwno ugiecie, jak i obrét belki w pun-
kcie B musi by¢ réwny zeru, mamy wiec w og6lnym wypadku:

B ] .
v, + v+ oy, =0 (366)
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W razie, gdy ¢ jest stale na calej dlugosci pelki, _RB:'Q;Z; za$
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W tym samym wypadku
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a z réwnania (366) otrzymujemy:

qlt _ qlt i MB.Z2=
6 EJ 8EJ 2EJ]
(370)
MB — JMA — ——1—2—ql2

skad wynika, ze moment M, skierowany jest wedtug rys. 208.

Moment w $rodku belki otrzymamy tu ze wzoru

l

! |
M, =Ry M, — =P (371)
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Jezeli ten moment uwazamy za dodatni, to moment (370) powinni§my
uwazaé za ujemny. '

Do wyznaczenia katéw ¢ w poprzednich zadaniach, zwiaszcza w wy-

padkach bardziej skomplikowanych, dogodnem jest posiuglwame sie metoda
momentéw widrnych.

Metoda momentéw wtérnych moze by¢ réwniez z pozytkiem wyzy-
skana do obliczenia ugie¢ belki na dwéch koficach utwierdzonej i innych
belek statycznie niewyznaczalnych.

Przystepujemy do obliczenia tych ugiec.

Majac dla belki utwierdzonej w obydwdch koncach wykres momentéw

zginajgcych od sit zewnqtrznych (rys. 209), uzupelniamy ten wykres prze-
dewszystkiem wykresami

momentéw zginajacych,
ﬂﬂ]’l’l’lﬂﬂm ”l ]” l il % wywolanych przez mo-

M m === T (f . menty podporowe M,
A &L ' M’fﬂ [8 i M, Wykresy te maja
W e ksztalt tréjkatéw, wspol-

c nieza$ tworza trapez (rys.

Rys. 209. 209). Dla belki swobod-

nie podpartej i obcigze-
nia wtérnego, skiadajacego si¢ z pola ACBbsraA, znajdujemy momenty
zginajace wtorne I, kiére podzelone przez EJ dadza nam ugiecia belki
w odpowiednich punktach.



— 209 —

Krzywa ACD, stanowigca wykres momentéw zginajacych belki utwier-
dzonej w dwdch koncach, odniesiona jest do jednej poziomej prostej na

rys. 210.
A
M
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Rys. 210.

W razie obcigzenia cigglege i réwnomiernego ugiecie dla belki swo-
bodnie podpartej zostalo obliczone w rozdz. VII i wynosi:

5 qlt
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(372)

Wykres momentéw zginajacych, odpowiadajacych momentom podpo-
rowym J/ , = JM,, ma ksztalt prostokata, czyli Ze obcigzenie widrne jest
w danym wypadku ciggte, a wtérny moment zginajacy réwna sig:

o 13
12 22 12 2 4 9
czemu odpowiada ugigcie:
1 gl
y D= 374
kT (5749

Odejmujac od ugiecia y, ugiecie %,, otrzymujemy:
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Dla cigzaru skupionego, znajdujacego sig posrodku belki utwierdzonej
w dwdch koncach, najpro$ciej bedzie obliczy¢ ugiecia bezpoSrednio z réw-
nania odksztatconej, ktére otrzyma tu postac:
s

= -M 376
PERE (876)

gdzie

=M, =— & (377)
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Catkujgc rownanie (376) dwukrotnie, otrzymujemy:
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Poniewaz przy @ = 0 zarowno ¥, jaki % rowna sie 0, wiec state
X

I, . .
catkowania C, i C, tez rtéwne sg zeru. Dlaz ::; réwnanie (379) daje nam:
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3. Belka utwierdzona na jednym Kkoncu i swobodnie
podparta na drugim.

Belka utwierdzona na jednym koncu i podparta na drugim moze by¢
uwazana za szczeg6lny wypadek belki na dwoch koncach utwierdzonej, gdy
jeden z momentéw podpo-
rowych np. J/, réwna sig

~ .
p o | zeru (rys 211). Mozemy tu
7 c wyzyska¢ réwnanie (366),
% ! E : .
zachowujace swa moc idla
Rys. 211. danego wypadku pod wa-

runkiem, ze yJZ: 0.
W razie obcigzenia cigglego i réwnomiernego réwnanie (366) przy-
biera posta¢ nastepujaca:
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