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Linja wplywowa dla dolnej czgSci krzyzulca ac ma ksztalt A'vuB’,
przedstawiony na rys. 368e t. j. taki, jakiby miata linja wplywowa catego
krzyzulca, gdyby nie bylo drugorzednego zawieszenia. Aby otrzymac linje
wplywowg dla gérnej czeSci tegoz krzyzulca, dodajemy tu rzedne linji
wplywowej dla krzyzulca ae zawieszenia drugorzednego, przedstawionej za-
pomoca tréjkata wsu. Linje wvsw otrzymujemy na tej zasadzie, iz rzedna
tej linji wpltywowej naud podporg a drugorzgdnego zawieszenia powinna

odpowiada¢ y jak dla zwyczajnej kratownicy krzyzulcowej. Drogg do-

sin @
dawania do siebie rzednych linij A'vuB’ i vsw znajdujemy linjg A'vsB’
dla krzyzulca K. W sposob analogiczny do poprzedniego mozna uza-
sadni¢, iz punkt s linji wplywowej lezy na przediuzeniu linji uB'. ‘

Aby otrzymac linje wplywowg dla stupa be, wykre§lamy linje wply-
wowg dla tegoz stupa przy jeidzie gémej (A'r'rB’) i dolnej (AVtB’) w za-
tozeniu, ze drugorzednego zawieszenia niema. Wobec tego, ze przenie-
sienie dziatania ciezaréw z dolnego pasa na gdérny odbywa sig w danym
wypadku w granicach miedzy dwoma zawieszeniami (wezty f i %), musza
wigc obie powyzsze linje wplywowe laczy¢ sig ze soba na tej przestrzeni
prostemi i dlatego otrzymujemy na linji wptywowej, zamiast prostych
i t', proste st’ i s't’. Odpowiednia linja wptywowa przedstawiona jest na
rys. 368f.

Linjg¢ t¢ moglibySmy otrzyma¢ réwniez i z warunkéw réwnowagi
wezta c.

5. Odksztatcenie kratownic.

Odksztatcenie kratownicy przegubowej polega na wydtuzeniu sie lub
skroceniu jej poszczegblnych pretéw i na zwiazanem z tem przesunieciu
sie wezléw 1 zmiang katéw miedzy pretami.

Oznaczmy przez ¢ oraz j dwa dowolne wezty kratownicy statycznie
wyznaczalnej a przez ZU. odlegtos¢ migdzy niemi w stanie nieodksztalconym.

Analityczny sposéb obliczenia przesunigé wynika
bezposrednio z réwnania:

L=z, — )+ (y, - y;) (648)
wyrazajacego zalezno$¢ miedzy dtugodcia preta a wspotrzednemi jego
koncow.  Zalezno$§¢ migdzy przyrostem diugosci preta a przyrostami jego
wspolrzgdnych otrzymujemy wigc ze wzoru nastgpujacego:

l; .\li.j= (@, —x) Aw,— (v, — ) '_\ac].—|—

(649)
+,—9) dy,—(y,—y,) Ay,
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Réwnan typu (649) bedziemy mieli do rozporzadzenia tyle, ile jest bos
kéw w kratownicy, czyli 2k — 3, gdzie & oznacza liczbe weztéw. Liczba
niewiadomych pizyrostéw Az = w i ly = v w tych 1dwnaniach wyniesie
réwniez 2k — 3, gdyz oba przesunigcia jednej z podpdr (nieruchomej) i jedno
przesunigcie drugiej podpory (ruchomej) sq réwne zeru. Obliczenie przesu-
nig¢ weziow z réwnania (649) natrafia wprawdzie jedynie na trudnosci
o charakterze arytmetycznym, te jednak sg tu dla wiekszych kratownic do-
sy¢ znaczne i dlatego wspomniany sposéb obliczenia przesunie¢ weztow
bywa najcze$ciej zastgpowany przez sposéb wykreslny Williot’a lub rachun-
kowy Maxwell’a i Mohr'a. Obroty poszczegélnych pretéw kratownicy by-
wajg tu obliczane na podstawie odpowiednich przesunie¢ weztow.

Wykred§lny sposéb Williot’a oparty jest na nastepujacem ro-
zumowanilt, '
Przypusémy, ze tréjkat 1,2,3 (rys. 369) stanowi cze$¢ statycznie wy-

znaczalnej kratownicy. Odcinki 8, i 5, sa danemi przesunigciami weziow
1 i 2; chodzi o wyznaczenie przesunigcia wezta 3. Punkt, dokad prze-
niesie sic wezet 3 wskutek przesunig¢ weztéw 1 i 2 (3, i 9,) i wskutek wy-
dtuzen pretéw 13 i 23, musi si¢ znajdowal na przecigein tych pretow,
mamy wiec do wykonania nastepujaca konstrukcjg geometryczna.
Przenosimy prety 13 i 23 w ten sposéb, aby, pozostajgc rownolegtemi
do swych poprzednich kierunkow, przechodzily one przez nowe potozenia
weztéw 112, Wzdtuz nowych kierunkéw 13" i 2'3.", poczynajac od pun-
ktéw 3 i 3/ odkladamy wydtuzenia pretéw (odcinki 3./2° = A0 1 3'1° = Aa).
W dalszym ciggu z punktéw 1’ i 2’ zakreslamy promieniami 2/2° 171°
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‘tuki kota do wzajemnego sig ich przeciecia. Wobec tego, ze tuki te sg
bardzo male w poréwnaniu do promieni, mozemy, zamiast tukéw, zastoso-
waé proste 2°3” i 1°3”. Prosta 33” bedzie przesunigciem wezla 3.

~ Rysunek wskaznje, iz dla wyznaczenia przesunigcia wezla 3 powinniSmy
zamkngé wielobok zacieniowany, ktérego bokami sg przesunigcia weztéw
112 1 wydtuzenia pretéw 13 i 23.

Wielobok ten nie jest bezpo$rednio zalezny od diugosci pretéw i dla-
tego mozemy na planie przesunie¢ weztéw pomijaé same prety kratownicy,
-co pozwala na dowolny wybdr skali przesunie¢. Bedziemy wigc tu mieli
do czynienia tylko z wielobokiem 2°3”(°3’33./2° (plan Williota).

O ile wezty 1 1 2 nie sa koficowemi weztami kratownicy, przesunigcia
8, 1 9, sg rezultatem przesuni¢¢ innych weztéw (nie uwidocznionych na ry-
sunku) i odpowiednich wydluzen. Przesunigcia ¢, i 6, moga by¢ wraz
z niemi przeniesione (linje kreskowano-punktowane) do punktu 3, w ktérym
ta drogg mozemy otrzymac przesuniecia wszystkich wezléw kratownicy.

Przy uktadaniu planu Williot’a dla kratownicy, przedstawionej na rys.

-

Rys. 370.

370, uwazamy wezet 1 za nieruchomy a pret 13 za nieobracalny, nie liczymy
si¢ natomiast z nieprzesuwalno$ciq punktu 5 w kierunku pionowym. Na
rys. 371, poczynajagc od punktu 0, dowolnie obranego, odkladamy odcinek
03’, réwny wydtuzeniu preta 13 i odcinek 02’, réwny wydiuzeniu preta 12.

Kierunek odkfadanych wydtuzen powinien by¢ taki, jak gdyby punkt 0
(na rys. 371) znajdowal si¢ na koficu tego preta, dla ktérego wydtuzenie
odkladamy (w zatozeniu pewnych sit w weztach).

Poczynajac od punktu 3’ (na rys.371) odkladamy wydtuzenia pretéw
32, 341 35. Sa to odcinki 3'2/,3”4' i 3’5, Na zbiegu prostopadtych
do koncow wydtuzen 02’ i 3’2’ otrzymujemy punkt 2°, ktérego odleglosé
od 0 daje przesuniecie wezta 2 w zatozeniu, ze punkt 1 jest nieruchomy
a pret 13 nieobracalny, Od punktu 2° odkladamy wydiuzenie preta 24.
~Na zbiegu prostopadtych do koficow wydiuzen 2°4. i 3’4’ znajdujemy punkt
4° (odlegtos¢ 4°0 daje przesunigcie wezla 4), od ktérego odkladamy wydtu-
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zenie 4°5' preta 45. Wreszcie na zbiegu prostopadlych do wydituzen 4957
i 3’5 znajdujemy punkt 5° ktérego odlegtosé od 0 daje nam przesuniecie
wezta 5 w zatozeniu, ze punkt | jest nieruchomy a pret 13 nieobracalny,
Rzeczywiste przesunigcie wezta 5 moze miec jedynie kierunek poziomy,
gdyz w kierunku . pionowym
wezet ten nie moze ulec prze- F s i 50
sunieciu. Aby otrzymac prze- / e
suniecie rzeczywiste wezta, ob- /
racamy catg kratownice (rys. ¢
370) dookota punktu 1. Od-
powiedni tuk (cigciwa) obrotu
(rys. 371) przedstawiony jest
na rys. jako odcinek prostej OV.
Dodajac do siebie geomet-
rycznie przesunigcia OV i 059
otrzymujemy rzeczywistg war-
tos¢ przesunigcia wezta 5 rowna
V5° i wielko§¢ odcinka QV.
Obrot kratownicy dookola
wezta | z potozenial 2345 do
potozenia 12345 wywoluje
przesunigcia weziéw, propor-
cjonalne do odpowiednich pro-
mieni obrotéw. Tak wiec prze-
suniecie wezta 4 moze by¢
uwazane, jako obrét wzgledem punktu 1 przy promieniu obrotu 14, i moze
by¢ przedstawione na planie przesunig¢, jako prosta OIV prostopadta
do. promienia, przyczem dilugos¢ tego odcinka otrzymujemy ze stosunku
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0IV = 0V l—_4 W ten sam sposob otrzymaé mozemy na planie przesunigcia
15
OIl'i OIII, bedace rezultatem cbrotu kratownicy dookota punktu [, poczem,

taczac ze soba ich korice, otrzymujemy, w my$! przytoczonej proporcjonal-
nosci, krate geometrycznie podobng do danej (rys. 371). W rezultacie rze-
czywiste przesuniecia weztdw kratownicy otrzymujemy z planu, jako sumy
wektoréw OIV i 04°, OII'i02° i t.d, czyli jako odlegtosci punktéw IV i 49,
IMi20itd -

Sposéb Williot’a jest najbardziej na miejscu, gdy chodzi o wyznacze-
nie catkowitych przesunig¢ wszystkich weziow danej kratownicy.

Wyznaczenie odksztalcen kratownicy metoda Maxwell'a i Mohr'a
oparte jest na zasadzie prac wirtualnych.
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Bierzemy, mianowicie, pewna kratownice, np. kratownice przedstawio-
ng na rys. 372 (narazie bez sit pionowych I’) i zastgpujemy w niej jeden
z pretéw, np. pret 24 o diugosci a, przez pret o diugodci a —Aa. Wsku-
tek tej zamiany wezet 3 kratownicy przesunie si¢ ku dotowi o v;.

Przypu$émy, iz, w ciagu

omawianej wymiany pretow, do

/= P wezta 3 kratownicy jest zacze-

l ‘ piona pionowa sita Il. Sifa ta-

ka wywoluje w poszczegolnych

pretach kratownicy sity Sf-t, w
precie za$§ 24 sile S;i.

W ten sposéb na wezty 2
A J* T/ A 4 dziataja sity S, skierowane
ku tym wezlom. Wobec tego,

ze, przy wymianie preta o diu-
gos$ci a na pret o dtugosci a — Aaq,

Rys. 372.

wezly 2 i 4 ulegly zblizeniu sic o Aa, sity S,, wykona¢ .musialy prace

rowng — S;.Aa, gdzie znak — ttémaczy sie vtem, ze kierunek przesunigcia
nie zgadza sie tu z kierunkiem dziatania sily. Jednocze$nie sita II wy-
konywa prace [l v;.

Z powyzszego wynika:

0 - . Al

1, ze sity IT 1 S._,Ti tworzg uktad sit od siebie zaleznych,

0

2, ze przesunigcia Aa i vy s3 réwniez od siebie wzajemnie zaleine,

0, .. . . . . Y -
"3, e przesunigcia Aa i v, nie zaleza od sit Il i 8,

Poniewaz przesuniecia Aa i v, mozemy uwaza¢ za mozliwe (wirtu-
alne) przesunigcia weztdw, wigc, ze wzgledu na réwnowage ukladu, moze-
my zastosowa¢ réwnanie prac wirtualnych:

L(P.e)=0
gdzie P oznacza silg dzialajacq na dane ciato, a ¢ wirtualne przesuniecie

jej punktu zaczepienia w kierunku dzialania sity. Réwnanie przyblera
w danym wypadku nastgpujaca forme:

M.v, — S .Aa=0 . (650)
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Zalezno$¢ sity S;Z od sity 11 mozemy przedstawi¢ sobie w sposéb:

b !
‘824:: Zy . 1l

gdzie Z,, zalezy wytacznie od ksztattu i wymiar6w kratownicy. W zwiaz
ku z tem réwnanie (650) przechodzi w réwnanie:

Movy,—Z,, II.Aa=0

skracajac to réwnanie przez Il lub zaktadajac 1l =1, otrzymujemy wreszcie
wzOr nastepujacy:

vy =12, Aa (651)

w ktérem Z,, oznacza sile powstajacq w precie 24 kratownicy pod dziata-
niem sity Il =1, zaczepionej w wezle 3 w kierunku poszukiwanego przez
nas przesunigcia.

O ile wigksza liczba pretow kratownicy ulegta wydtuzeniu, wowczas
przesunigcie pewnego wezta m wyraza sig wzorem:

v,=X2Z,. Al (652)

gdzie Z, oznacza silg, powstajgca w pewnym precie kratownicy pod dziata-
niem sity 1, zaczepionej w wezle m i majacej kierunek przesunigcia v
al. dlugo$¢ tego preta.

Przechodzimy do wyznaczenia spre;Zysiyéh odksztatcen kratownicy.

Poniewaz przy ustawianiu wzoru (652) nie korzystaliémy z zadnych
zatozen, co do natury wydiluzen Al, mozemy wiec przyjac, ze sg to wy-

m

diuzenia sprezyste réwne Al= %,gdzie S oznacza site, powstajaca w pev"

nym precie kratownicy pod dzialaniem zaczepionych do niej sit zewngtrz-
nych P. W zwiazku z tem réwnanie (652) przybiera posta¢ nastgpujaca:

Z.8,Al

U =2 EA, (653)

O ile sity Z, i S, dzialajace na dany pret 4, s3 obie jednego znaku
np. obie s sitami wyciagajacemi, to dzialaja one na wezly, migdzy kto-
remi pret i jest zawarty, w kierunku od nich, za§ wydtuzenie preta 7 ma
jednoczesnie kierunek odwrotny. W zwigzku z tem praca Z,.1j, ma war
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tod¢ ujemna; co byto wyzej wzigte pod uwage przy wyprowadzeniu wzoru (653)
i wobec czego we wzorze tym powinniSmy sity wyciggajace Z, oraz S, przyj-
mowa¢ za dodatnie a sity $ciskajace za ujemne.

Zastosujemy wzor (653) do wyznaczenia pionowego przesuchm wezla
3 kratownicy, przedstawionej na rys. 372, w ktorej /. = const = a i ktora
znajduje sie pod dziataniem dwdch sit P, zaczepionych w weztach 2 i 4. -

Aby skorzysta¢ tu ze wzoru (653) obliczamy przedwszystkiem sity Z,
powstate w poszczegolnych pretach kratownicy pod dziataniem sity 11 =1,
zaczepionej w wezle 3. Sily te wyznaczamy z warunkéw réwnowagi po-
szczegllnych weztow kratownicy i umieszczamy je w trzeciej rubryce naste-
pujacej tablicy:

I 1 2 5 4| 5
Prety | dlugosci / A S Z.8
12 a 058 |— 1,16 | - 0,58.1,16 P
13 a + 029 |+ 058 P| —+ 0,29.0,38 P
T | ¢ | — 058 |— 058P| + 058.058P
23 a | +o0s8| o | o

Wydtuzenia Aa otrzymujemy na podstawie sit S, powstatych w pre-
tach kratownicy pod dziataniem istotnie zaczepionych sit zewnetrznych P,
Sily S w poszezegdlnych pretach wypisane sg w czwartej rubryce tablicy.

Pigta rubryka zawiera iloczyny Z.S. Mnozac te iloczyny przez Eii

i dodajgc je do siebie dla wszystkich prgtow kratownicy, otrzymujemy po-
szukiwane przesuniecie wezta 3 réwne:

FPa
" E4

Obliczenie nachylenia preta 12 wywolanego dzialaniem stty P, odbywa-
sie¢ w ten sposob, iz zaczepiamy w punkcie 2 sitg II =1, skierowang pro-
stopadle do 12 obliczamy sity Z. Po wyzyskaniu réwnania (633) otrzymu-
jemy przesunigcie wezta w - kierunku sity II. Iloraz otrzymanego przesu-
nigcia przez a da nam warto§¢ poszukiwanego kata.

Cheac znalez¢ w podobny sposéb nachylenie preta 23, powinniSmy
zaczepi¢ sity II do weztéw 2 i 3, prostopadle do osi tego preta. Sity II
mozemy dobra¢ w ten sposéb, aby moment obracajacy pret 23 w pla-



—~ 393 ~—

szczyznie sit o kat Ao byt réwny 11,4 = I, poczem wstawiamy w ‘réwna-
nie prac wirtualnych (651), zamiast tloczynu | .v, iloczyn 4.4 .

6. Kratownice statycznie niewyznaczalne.

Oile w kratownicy geometrycznie niezmiennej liczba pretéw »> 9% — 3,
to roznica » — (2k — 3) wskaze nam liczbe réwnan, brakujacych do wy-
znaczenia sit we wszystkich pretach. Brakujacg liczbe réwnan statyki uzu-
petniamy odpowiednia liczbg zalezno$ci migdzy odksztalceniami kratownicy,
przyczem najogélniejszy schemat obliczenia jest nastepujacy:

Przypu$émy, ze chodzi o kratownicg, przedstawiong na rys. 373, po-
siadajaca 4 prety nadliczbowe. Aby dojs¢

do uktadu statycznie wyznaczalnego, prze- )gé)g\é/ X,
/ 71\

cinamy w kazdym przedziale kratownicy

po jednym krzyzulcu i zastepujemy jego )}
dziatanie przez dwie sily skierowane ku AN A N AN
sobie. Sily te oznaczamy dla poszczegdl- -
nych krzyzulcéw przez X, X,, X,, X, i ob- P v

liczamy zblizenie si¢ odpowiednich wez-
tow pod wptywem sit X i zewnetrznych
sit . Zblizenie weztéw przedstawiamy zapomoca nastgpujacych wzoréw:

v =hHE X X5 X, P)
v = 1o (Xy, Xy, X5, X, P)
vg = [y (X, X,, X, X, P)
Y, = {43, X, X, P

Rys. 373.

(654)

Z drugiej strony obliczamy wydiuzenia nadliczbowych krzyzulcéw pod
wplywem dzialajacych na nie sil:

X, 1 X, X1 X,
Ay = 2L A = 2 g — s A el 655
YT R4 2 EA ’ EA : EA (659)

Przyréwnywujac do siebie odpowiednie v i AL, obliczone z réwnan
(654) i (655), otrzymujemy potrzebna liczbe 4 réwnas, brakujacych do wy-
znaczenia sit w czterech pretach nadliczbowych.

Powyzsza metoda ogélna, analogiczna do metod rozwigzywania innych
zagadnien statycznie niewyznaczalnych, daje sig¢ najlepiej zrealizowaé przez
zastosowanie zasady prac wirtualnych w sposobie Maxwell’a i Mohr'al).

) S. Timoszenko, ,Kurs statiki sooruzenij, 1922, str. 53.
- Q. Mohr, Technische Mechanik, 1914.



