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po jednej podporze, ktérej reakcja musi sie rownowazy¢ z parciem wody
na jaz.

d'\'.L Y0

Rys. 360. , Rys. 361.

4. Linje wplywowe kratownic statycznie wyznaczalnych
w dwéch punktach podpartych.?!)

Punktem wyj$cia do obliczenia linij wptywowych dla kratownic sg
linje wplywowe dla uktadéw petnych.

Bierzemy kratownice z rys. 363 o kracie trojkatnej bezstupowej, o pa-
sach zakrzywionych i jezdzie gérnej.

Aby obliczy¢ site podiuzng w precie ab przeprowadzamy przekrdj oo,
odrzucamy cze$¢ kraty, zawartej migdzy tym przekrojem a podpora B, i ucie-
kamy si¢ w dalszym ciaggu do metody Ritter’a. Aby lewa czg$¢ kraty
pozostala w réwnowadze, zastepujemy dziatanie odrzuconej czgSci przez
Sity @, D i K, skierowane wediug rysunku 363b. Sity &, D, K, A utrzy-
mujg lewa cze$¢ kraty w rownowadze, o ile cigzar It pozostaje na prawej
stronie kraty. W przeciwnym razie musimy tu uwzgledni¢ i bezposrednie
dziatanie tego ciezaru.

W kratownicach mamy do czynienia z obcigzeniem wezlowem, gdyz
cigzary skupione przesuwajq si¢ po belkach podiuznych, kidre opieraja sig
na wezty za podrednictwem belek poprzecznych.

) Juz w czasie druku niniejszego podrecznika ukazala sie obszerna praca z tego
zakresu prof. dr. inz. S. Kunickiego p.t. ,Linje wplywowe®, 1928. Naktad Kom. Wyd.
St. Pol. Warsz. (lit.). ’
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Bierzemy sume¢ momentéw wzgledem punkiu ¢. Poniewaz sity Di K
przechodza przez ¢, mamy wige dla lewej czgsci kraty, ze

M, — Gh =0
skad

M
! (629)

!
|
|

|
= f)
' K“Joﬂz;yjezdz/e doln B’

Rys. 363.

gdzie M, oznacza moment sit zewngtrznych wzigty wzgledem punktu ¢
a h; odlegto$¢ punktu ¢ od preta ab (vid. § 2).
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Poniewaz moment M w danej odlegloéci od podpory jest w ukta-
dzie statycznie wyznaczalnym ten sam, niezaleznie od tego, czy belka jest
petna, czy kratowa, wigc linja wplywowa, wyprowadzona dla momentu
zginajgcego w dowolnym przekroju belki petnej, znajduje i tu zastosowanie.

Wykreslamy wige linjg wptywowa dla momentu w przekroju po-
przecznym belki kratowej, przechodzacym przez wezet ¢ (rys. 363c).
Wszystkie rzedne linji tej dzielimy w my$l réwnania (629) przez h,, dzieki
czemu otrzymujemy linjg wptywowg dla G. Na przestrzeni miedzy wezta-
mi aib linja wplywowa musi mieé ksztalt prostej (por. rozdz. IV,7),

. M

dlatego tez rzutujemy t= wezly na linje wptywowa —h‘— i rzuty ich &’ i I/
1

taczymy prostq wedlug rysunku 363c. Poniewaz sile G nadali§my juz

wiadciwy kierunek, bgdziemy dla G otrzymywali ze wzoru (629) wielkosci do-
datnie. Zgodnie z rys. 363 gérny pas kratownicy bedzie wszedzie $ciskany.
Do obliczenia linji wptywowej dla cd przeprowadzamy przekroj oo,
i, rozumujac jak wyzej, bierzemy momenty wzgledem wezta b, przyczem h,
bedzie odlegtoscia punktu b od preta cd.
Otrzymujemy, Ze

11’/5——th=0
skad

D=-* (630)

Odpowiednia linja wptywowa przedstawiona jest na rys. 363d. Prety
pasa dolnego beda wyciggane.

Aby obliczy¢ sitg osiowg w precie ac, robimy przekr6j au i przediu-
zamy ec 1 ab do przecigcia sig w punkcie 7, zwanym punktem Ritter’a
(oddalonym o s od podpory 4). Bierzemy momenty sit, dziatajgcych na
lewa cze§¢ kraty ado wzgledem tego punktu. Mamy tu dla K, ze

Kr - 4s=0 (631)

gdyz sity, dziatajace wzdluz ab i ec, dajg wzgledem punktu 7 momenty
réwne 0. Z rownania (531) otrzymujemy:

A s l—z s
g=20 et _ITF (632)
7

r r l

O ile wiec ciezar 1 stoi na prawo od wezta ¢, wowczas linja X ma

ksztatt linji wptywowej dla A, zmienionej w stosunkuir (wedtug rys. 363e).



— 378 —
Gdy cigzar 1 znajduje sig migdzy 4 i a, wowczas:

l—xz s s (s
]{=£_1(8+x): z 8 A (633)
r 7

Odpowiada to prostej, dajacej na prawej podporze rzedna:

_s—}—-l__k

r i

=
Miedzy a i b, jako migdzy dwoma punktami wezlowemi, linja wpty-

wowa zmienia si¢ wedtug prostej a’l'.
Na rys. &63f przedstawiona jest linja wplywowa cla tego samego

krzyzulca ac przy jezdze dolnej.

Gdybysmy zamiast kraty bezstupowej mieli kratg ze stupami np.
wedlug rys. 364, wéwczas linje wptywowe dla paséw i krzyzulcow obli-
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Rys. 264

craliby$my w ten sam sposob, jak w tamtym wypadku. Linje wplywowe
dla paséw beda tu mialy ksztatt tréjkqtéw (rys. 364c).
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Wyznaczenie linji wptywowej dla stupa odbywa sig w sposéb po-
dobny, jak to byto robione wyzej dla krzyzulca. W tym celu robimy
przekroj oo przez stup ab i znajdujemy punkt Ritter'a ¢ (na rysunku nie-
uwidoczniony), poczem z réwnania momentéw wzgledem tego punktu

otrzymujemy:

g2 Lra)

7y ]

gdzie r, oznacza odlegtos$¢ stupa od punktu przecigcia sie pasow da i e,
Przy jezdzie goérnej linja wplywowa ma tu ksztatt czworoboku A'd'a/ B
(rys. 363b). Przy jeidzie dolnej otrzymaliby$my na podstawie rozwazan
analogicznych linjg wplywowa przedstawiona na rys. 363b zapomoca
czworoboku A’a”¢”B’. Linja ta rézni sig od poprzedniej dlatego, ze tu
przejScie cigzaru | z lewej czeSci kraty (t. j. potozonej na lewo od prze-
kroju os) na prawg odbywa si¢ migdzy weztami b i ¢, podczas gdy w tam-
tym wypadku przejscie to miato miejsce miedzy weztami d i a.

W razie gdy krata ma pasy proste i réwnolegte (rys. 365), linje wpty-
wowe dla sit G i D (w pasach) otrzymujemy, jak w wypadku poprzednim.
Linja wptywowa dla stupa bedzie tu identyczna z linja wplywowa dla sit
poprzecznych przy obcigzeniu weztowem, co otrzymujemy, robigc przekrdj
przez stup i ustawiajac réwnanie 1" = 0 dla jednej z rozcigtych czesci
kratownicy. Linjg wplywowg dla krzyzulca ac wykreslamy na podstawie
wzoru:

(634)

Rys. 365.

(gdzie T jest to sita poprzeczna w przekroju oa), kiéry wynika z réwnania
XY = 0, zastosowanego do lewej czeSci kratownicy.
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Rys. 365b przedstawia linje wptywowa dla krzyzulca w kracie réwno-
ramiennej (4’a’¢’ B’ dla jazdy dolnej, A’a”¢”B’ dla jazdy gérnej), arys. 366b
linje wptywowa dla krzyzulca w kracie ze stupami. W tym ostatnim  wy-
padku ksztatt linji wptywowej nie zalezy od rodzaju jazdy.

a_ b ' a)
|
L |d i \C 1
A ke b) g
\ | /fdc”l —
b ol
. — < sin
A 8
I
7
@ __—-c +
Rys. 366.

Ustalenie znakéw dla linij wplywowych odhywa sig naogét droga na-
stepujacego rozumowania. Przypusémy, ze chodz’ o krzyzulec ac (rys. 366).
Robimy przekréj co. O ile cigzar stoi nad weztem b lub na prawo od niego,
sita poprzeczna w przekroju oa, réwna reakcji 4, skierowana jest ku gérze
i dazy do przesuniecia wgore lewej (od przekroju ao) czgSci kraty. Sprze-
ciwia sie temu sita w krzyzulcu ae, ktéry musi by¢ wigc wyciggany. Wy-
mka z tego, ze prawa cze$¢ linji wpltywowej bedzie odpowiadala wycigga-
niu, czyli bedzie posiadata znak -, wobec czego lewa czg$¢ linji bedzie
miata znak —. Droga analogicznego rozwazania dochodzimy do tego, ze
lewa cze§¢ linji wptywowej dla shupa ad bedzie dodatnia, prawa ujemna.

Kratownice potkrzyzulcowga obliczamy, aczac metodg mo-
mentéw z metoda zrownowazenia weztéw (rys. 367). '
Robimy przedewszystkiem przekr6j zakrzywiony oo i ustawiamy row-

nanie momentéw sil, dziatajacych na lewa cze§¢ belki, wzgledem punktu b.
Znajdujemy ta droga, Ze

M, + G, h=0
skad

. M,

= 35
. h (635)
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gdzie (,, oznacza sile dzialajacg w precie ac pasa, za$ M, moment zgina-
jacy. W ten sam sposéb obliczamy sitg w precie bd dolnego pasa:
M,

w = (636)

ﬁslnj__ __,_:“J:lld, : W —(+) g »
- oy ————1 /T‘é’c &{gd)
{ 1 e)
N §
T LT S
J I D B
- |
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Acos¥. 1 N i ‘l(
hunp Fq- < F 9
- i N S )
11 N,
Rys. 367.
Poniewaz M, = M, wigc marhy, ze 6, = — D,,i ze linje wply-

wowe obydwéch sit majg ksztalt linji wplywowej momentu o rzgdnych po-
dzielonych przez h (rys. 367b).
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Drogg rzutowania sit, dziatajacych na wezet g, na o$ poziomg docho-
dzimy na podstawie warunkéw réwnowagi wezta, do réwnania:

XX = K’ sing 4+ K" ,sino = 0 (637)
skad wynika, ze K',. = — K", Zalezno$¢ (657) ma jednak tylko miejsce
w tym wypadku, gdy oba poétkrzyzulce sa jednakowo nachylone wzglgdem
stupow.

Site w potkrzyzulcu ge znajdujemy z warunkéw réwnowagi wezla c,
rzutujac sity dzialajace na ten wezel, na kierunek paséw. Mamy tu:
K'{aﬂsin o4+ G, — G;=10 (638)
Dla pétkrzyzulca K” , odpowiednio otrzymujemy (dla wezta d):

K", sing + D,, — D,=0 (638")

Wzorowi (638) mozemy nada¢ postaé¢ nastepujaca:

K' = ﬂ[ — M ==
B hsm ( o)
(639)
_ ! @ — )= )
hsin g hsin g

Rzgdne linji wptywowej K’ ¢ 54 Wigec roznicg rzednych linij wplywo-
wych M, i M, podzielong przez hsine (rys. 367c). Rys. 367d zawiera te
Sama 11n]e, Wp}ywowq po odniesieniu jej rzednych do jednej prostej. Linja
przedstawiona na rys. 367d stuzy réwniez i dla pétkrzyzulca K" 4, nalezy
jednak tu bra¢ pod uwage znaki zawarte w nawiasy.

Linja wptywowa dla gérnej czeSci stupa cd przy jeidzie gornei i cie-
zarze, znajdujacym si¢ poza obrebem przedzialéow ac i ¢f bedzie miata na-
stepujace réwnanie, jako rezultat rzutowania na o§ pionowag sif, dziatajgcych
na wezet ¢ »

K’gc cosg + §,,=0 (640)

i nastgpujgce przy cigzarze |, znajdujacym sie w obrgbie wymienionych
przedzialéw ac i ¢i (P oznacza cze$¢ sily 1, przypadajacg na wezel ¢):

K cosg + 8&,— P =0 (641)
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Linja wplywu cigzaru | na site w stupie cd ma ksztalt tréjkata przed-
stawionego na rys. 367e. Majac to na uwadze, mozemy znalez¢ linje wply-
wowa dla stupa cd. Poza obrebem przedziatéw ac i ¢ 1zedne tej linji
bedg réwne odpowiednim rzednym linji wptywowej dla krzyzulca K, prze-
dzialu ac, pomnozonym przez co3 v i wzietym z odwrotnym znakiem. W da

nym szczeg6lnym wypadku kratownicy o pasach réwnolegtych i =%tg 0,

A cos o
hsineg
i ¢ nalezy do rzednych tych dorzuci¢ jeszcze rzedne linji wpltywu cie-
zaru 1. Ta drogq otrzymujemy linje wplywowg przedstawiong na rys.
367f dla gornej czeSci stupa cd.

W razie jazdy dolnej linja wplywowa gornej czesci stupa cd bedzie
miata ksztalt linji odpowiedniego potkrzyzulca o rzednych pomnozonych
przez cos @, bez dodatkowego trojkata a’c’s’ (t.j. linji A’a’d'd’B’).

W razie gdyby pasy diwigara potkrzyzulcowego nie byly do siebie
rownolegte, lecz zakrzywione, wyznaczenie odpowiednich linij wptywowych
odbywatoby sig¢ ta samg droga, co poprzednio, tylko wzory (638) — (640)
zawieratyby katy nachylenia pasow wzgledem prostej igczacej podpory
{poziomej).

Linje wptywowa dla $§rodkowego stupa kratownicy przy jeZdzie dolnej
otrzymamy drogg rzutowania na piaszczyzne pionowg sit P, S, oraz K,
1 K", , zbiegajgcych si¢ w Srodkowym wezle dolnym j:

. c 1 S
a wiec rzgdna koficowa rowna sig 5 Na przestrzeni przgset ac

K", cos¢ 4 K" cos¢ + §, = P (642)
Robimy przez krate dwa przekroje II i IIIl na lewo i na prawo od
srodkowego stupa i zpajdujemy sumy rzutéw na o$ OY sif, dziatajacych
na lewg cze$¢ kratownicy.
Poniewaz
K'z e K"[ i K,p e K”p
wigc mamy, Ze

2K”,cosp — 4 =10

: (643)
2K", cosg — 1 4+ A4 =0
Stad wynika (por. wzér b4z), ze przy P = 1,
) | 1
K", cosg -+ K”,cos ¢ = 5 i 5= e (644)

Odpowiednia linja wplywowa przedstawiona jest na rys. 367g.
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Kratownice z drugorzednem zawieszeniem sg to kra-
townice, w ktérych dziatanie cigzaréw na czeSci pasa dolnego miedzy
giéwnemi weztami, przekazuje si¢ zapomoca dodatkowych potaczen bezpo-
$rednio na pas gorny.
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Rys. 368,

W kratownicy przedstawionej na rys. 368 w przedziale  dc dziatanie
cigzaru przemosi si¢ na pas- gérny zapomoca polaczemia gf i eb. Linje
wplywowe dla sit w dolnym pasie opisanej kratownicy mnie réznig sie od
odpowiednich linij dla kratownicy bez zawieszenia drugorzednego. Mo-
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zemy sig o tem grzekonac’, przeprowadzajac przekréj oz i ustawiajac row-
nanie momentow wzgledem punktu a.

Linja wptywowa dla sity w przedziale ab gérnego pasa kratownicy,
w razie . gdyby zawieszenia dodatkowego mie bylo, miataby ksztalt przed-
stawiony na. rys. 368c zapomoca linji A’s"/5".

Z drugiej strony, pret ab jest czecia sktadowa dzwigara abe, podpar-
tego w punktach @ i / i obcigzonego w punkcie e za posrednictwem wie-
szaka ef. Linja wplywowa dla al, jako czeSci skladowej zawieszenia do-
- datkowego, bedzie miala ksztalt przedstawiony na rys. 368d.

Srodkowa rzedna linji wplywowej dla pasa gérnego zawieszenia drugo-

rzednego abe réwna sie ;-U gdyz rzedna, odpowiadajaca pionowi ad, réw-
(2
na tu sie X: —lh
Pk

Potaczenie linij wpltywowych z rysunkéw 368c (A’s'5’) 1 368d da nam
- wiasSciwy ksztatt linji wptywowej dla preta ab na rys. 368c (linja L'k'r's' D).
Punkt + lezy na przedtuzeniu linji /'s’, ograniczajacej linje wptywowg
momentu w kratownicy bez zawieszenia drugorzgednego. Aby to udowod-
ni¢, obliczamy rzedne linji wplywowej s’ =y, ' =1y, i " =y,
Z podobienstwa tréjkatéw A’¢’S’ oraz sB's’ mamy Zze:

oz, (l—=z,) (645)
W= 7 ] (

Z podobiefistwa tréjkatow A’¢’B’ i rB'r' otrzymujemy:

, —fci.(l——mc) ' l—a 4

= 646
BT |—a2, (646)

Wreszcie z podobienstwa tréjkatow »A’r” i sA’' wynika, ze:

x l—x x —X
== L= 646
Ya 7 ! z, ( )
Odejmuja,é od rzednej y’, rzedng y,, otrzymujemy:
, )
Yh — Y= (647)

h

Wynika z tego, ze punkt + istotnie leze¢ musi na przedluzeniu pros-
tej B's’.

Mechanika budowli ' 25
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Linja wplywowa dla dolnej czgSci krzyzulca ac ma ksztalt A'vuB’,
przedstawiony na rys. 368e t. j. taki, jakiby miata linja wplywowa catego
krzyzulca, gdyby nie bylo drugorzednego zawieszenia. Aby otrzymac linje
wplywowg dla gérnej czeSci tegoz krzyzulca, dodajemy tu rzedne linji
wplywowej dla krzyzulca ae zawieszenia drugorzednego, przedstawionej za-
pomoca tréjkata wsu. Linje wvsw otrzymujemy na tej zasadzie, iz rzedna
tej linji wpltywowej naud podporg a drugorzgdnego zawieszenia powinna

odpowiada¢ y jak dla zwyczajnej kratownicy krzyzulcowej. Drogg do-

sin @
dawania do siebie rzednych linij A'vuB’ i vsw znajdujemy linjg A'vsB’
dla krzyzulca K. W sposob analogiczny do poprzedniego mozna uza-
sadni¢, iz punkt s linji wplywowej lezy na przediuzeniu linji uB'. ‘

Aby otrzymac linje wplywowg dla stupa be, wykre§lamy linje wply-
wowg dla tegoz stupa przy jeidzie gémej (A'r'rB’) i dolnej (AVtB’) w za-
tozeniu, ze drugorzednego zawieszenia niema. Wobec tego, ze przenie-
sienie dziatania ciezaréw z dolnego pasa na gdérny odbywa sig w danym
wypadku w granicach miedzy dwoma zawieszeniami (wezty f i %), musza
wigc obie powyzsze linje wplywowe laczy¢ sig ze soba na tej przestrzeni
prostemi i dlatego otrzymujemy na linji wptywowej, zamiast prostych
i t', proste st’ i s't’. Odpowiednia linja wptywowa przedstawiona jest na
rys. 368f.

Linjg¢ t¢ moglibySmy otrzyma¢ réwniez i z warunkéw réwnowagi
wezta c.

5. Odksztatcenie kratownic.

Odksztatcenie kratownicy przegubowej polega na wydtuzeniu sie lub
skroceniu jej poszczegblnych pretéw i na zwiazanem z tem przesunieciu
sie wezléw 1 zmiang katéw miedzy pretami.

Oznaczmy przez ¢ oraz j dwa dowolne wezty kratownicy statycznie
wyznaczalnej a przez ZU. odlegtos¢ migdzy niemi w stanie nieodksztalconym.

Analityczny sposéb obliczenia przesunigé wynika
bezposrednio z réwnania:

L=z, — )+ (y, - y;) (648)
wyrazajacego zalezno$¢ miedzy dtugodcia preta a wspotrzednemi jego
koncow.  Zalezno$§¢ migdzy przyrostem diugosci preta a przyrostami jego
wspolrzgdnych otrzymujemy wigc ze wzoru nastgpujacego:

l; .\li.j= (@, —x) Aw,— (v, — ) '_\ac].—|—

(649)
+,—9) dy,—(y,—y,) Ay,



