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Przybiera ono np. dla B’ posta¢:
M, 4+ M) = M,
a dla wezta ¢’ posta¢ nastepujaca:
M, + M), = M,

Przyktad tego rodzaju obliczenia podany jest w paragrafie 7 o ramach
wielopietrowych 1),

Pozatem obliczenie to znajduje szerokie zastosowanie w przypadku kra-
townic o weztach sztywnych (vid. rozdz. XV).’

W dalszej konsekwencji przytoczony sposéb rozumowania doprowadza
do réwnania czterech momentéw, oméwionego w paragrafie 10.

4. Ramy prostokatne statycznie niewyznaczalne.

Przypusc¢my, ze mamy rame prostokatna przegubowa ABCD (rys. 262),
obcigzoug sita skupiona, ustawiong wedtug rysunku. Zastepujemy prze-
gubowa podpore D ramy przez podporg przegubowo-przesuwng i za-
czepiamy do tej ostatme] sit¢ H, rowng poziomej sktadowej reakcji od-

rzuconej podpory przegubowej.

Vad ‘ W ten sposéb dochodzimy do
s—=2 C .ramy statycznie wyznaczalnej, dla
kiérej reakcje podpor tatwo mozemy
obliczy¢ na podstawie réwnari row-
nowagi. Obliczamy dla tej ramy
poziome przesuniecia punktu D ra-
my, raz pod dzialaniem zewnetrznej
sity P, drugi raz pod dziataniem
sit H. W pierwszym wypadku ma-
my do czynienia z odksztatceniem,
przedstawionem na rys. 263, gdzie

. przewidziane jest nie tylko swo-
Rys. 262. bodne przesuwanie si¢ podpory D,
lecz réwniez i podpory A. Fakt,
ze podpora 4 pozostala nieprzesuwng nie ma iu zadnego znaczenia, gdyz
zamiast poziomego przesunigcia 44’ punktu 4 od pierwotnego potozenia A4’,

1) Por. np. A. Ostenfeld ,Die Deformationsmethode®, Beriin 1926.
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otrzymamy w takim razie poziome przesuniecie punktu 4’ od punktu .
Bedziemy w danym wypadku mieli, Ze:

1’1;1' — h'[g C‘DZ = ~ h w

DD = htg cpf: oo hcpf‘

gdzie cp;i tpf oznaczaja  obroty

konicowych przekrojéow belki BC,
uwazanej za belke swobodnie
podpartag. Dla katéw (PIB)i o’

[ C
ofrzymujemy nastepujace warto-
$ci, obliczone wedtug rozdz. VIL5

(wzory 347 i 348): Rys. 263.
p__ PO(1>— 0?) LPp _ Pa(l? — a?)
2T 61, ¢ 6157,

Catkowite poziome przesuniecie sie podpory D pod dziataniem sit P
sktada sie wiec z sumy odcinkéw AA’ i DD’, czyli Zze wynosi

ub = 44" + DD’ = h (¢ + o) (453)

‘B C

Dziatanie sit H na rame wyraza si¢ w ten sposdb, ze sily te wywo-
tujg staly moment zginajacy H.h w belce BC, na stupy za$§ dzialaja, jako
sily zaczepione do koficéw belek utwierdzonych. Poziome przesunigcie
podpory D wyniesie w danym razie:

w, = hig, + &) + 2y, (454)

gdzie y, oznacza najwieksze ugiecie si¢ stupa ramy, jako belki utwierdzo-
nej w jednym koncu (mianowicie w B lub C).

Na podstawie wzoru 245 (rodz. VII, 6) mozemy napisaé, ze
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wobec czego wzOr (454) przybiera postaé nastepujgca:

H Hh%1 2 Hh3
u' = i

D EJ, 3EJ,

(455)

gdz'ie J, 1., oznaczajg odpowiednio momenty bezwladnosci belki pozio-
me]j 1 stupa ramy.

Poniewaz w punkcie D mamy w rzeczywistosci podpaore nieprzesu-
wna, wigC oba wyznaczone wyzej przesuniecia uz i uIZ tej podpory musza
by¢ réwne sobie, co do wielkosci bezwzglednej i rézne, co do znaku,
(czyli w;, = “z — uz = 0 ). Pozwala to nam na ustawienie réwnania,

z ktérego wyznaczamy niewiadoma site /, jedyna statycznie niewyznaczalng
wielko$¢ zadania:

3 Pab

2hL(3 + 2k)

(456)

J,
gdzie kb = ﬁi‘ - We wzorze (456) nie jest uwzgledniony wpilyw sit po-

dtuznych, dziatajacych w poszczegdlnych pretach, na wielkosci statycznie
niewyznaczalne.
Moment zginajacy w stupach 45 1 CD wyraza si¢ wzorem:

M, = H.a (457)

gdzie « oznacza, jak wyzej, odlegto$§¢ danego przekroju 2o stupa ramy od
przegubu (por. § 2).
Moment zginajacy w belce BC otrzymujemy ze wzorow:

M,=R, .« — Hh

(458)
M,=R,.2 — Hh — P(z — a

gdzie « oznacza odleglo$¢ pewnego przekroju belki BC od konca B, za$
R, reakcje pionowa ramy w punkcie 4. .

Odksztatcenia ramy obliczamy dla poszczegolnych pretéw, jako dla
belek odpowiednio obcigzonych, poczem dodajemy je do siebie, majac na
uwadze niezmienno$¢ katéw ramy. Odksztalcenie ramy ABCD przedsta-
wione jest w skazeniu na rys 264, za$ dodawanie odksztatcen uwidocznione
jest na rys. 262 i 263.
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Wykres momentéw zginajacych przedstawiony zostat na rys. 265.
Na stupy bedq tu dziataly oprécz momentéw jeszcze i sily podiuzne

Hh JINT o Hh

Rys. 265.

Nyp=—PiNy, = %-P, ktérych nie bralismy pod uwagg przy obli-

czanin odksztatcen, ktdre nalezy jednak uwzgledni¢ przy obliczaniu napre-
zefi w ramie.

Na rys. 266 przedstawiona jest rama prostokgtna bezprzegubowa. Cig-
zar skupiony P dziala na pozioma -cze$¢ ramy w odlegtosci a i b od
stupow.

P
p-— & ‘W b " Br o b C,
|
Bﬁr— ¢ s Kkl Y
z
A
; !
: HANM D
' e e “‘%
R
Rys. 266. Rys. 267.

Odfzucamy podpore ptaskg w A i zaczepiamy tu sil¢ pionowag E

skierowang ku gérze, pozioma H (parcie poziome) skierowang do wewnatrz
ramy i moment M (rys. 267). :
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W o’b¥iczeniu porqijamy wplyw wydtuzenia sig pretow, sktadajacych rame,
na warto$ci B, M, i H i rozpatrujemy kazdy z pretdow, jako belke w jed-
nym kofcu swobodng, a na drugim utwierdzona.

Na belki takie dziataja nastepujace sity i momenty (rys. 268):
na pret AB sita H, moment M, (rys 268a),

na pret BC sity P i R, momenty M, Hh (rys. 268D),
na pret CD sita H, momenty M, Hh, B 1, Pb (rys 268c).
Obliczamy ugiecia i obroty kori-

n (,:% c coéw poszczeg6lnych czedci ramy w za-
A ] _é ¢ leznoSci od dzialajacych na nie sit
a4 Mﬁ\

~Ph i momentéw. Za dodatnie kierunki

% : Ay M obrotu bedziemy przyjmowali Kierunki
7 na prawo, t.j. kierunki odpowiadajace

obrotowi kofica A preta AB pod dzia-

a) ) taniem momentu 3/ ,. Za dodatnie

przesunigcie poziome w , przyjmujemy
przesunigcie punktu 4 pod dziataniem
tegoz momentu 3/ (rys. 268).
Obroty koficéw i ugigcia po-
szczeg6lnych pretdéw ramy, zawarte
w dwoch nastgpnych tablicach, dotycza poszczegélnych pretéw, rozpatrywa-
nych, jako belki utwierdzone w jednym koficu, i muszg by¢ ze sobg we
wiaciwy sposob zsumowane (vid. § s, rys. 256, wielkosci ¢. 1 ¥: )-

S
)

H I\m
_.A>
Rys. 268.

TABLICA L
II Obroty koncow ()
Momenty |-
‘ A B | C
J
I! " M,k M, Mk
- EJ. EJ, EJ,
: Hhl Hh?
! an o EJ, EJ,
e e o
Pb — — =
........................ FoT
R,.1 — — BT
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TABLICA I

|  Ugiecia () |
Moment
Y TR B c |
B e | M, b
| M, 2 —
- ) ET 9L, Y0
Py HA
Hh — — Hh_] :
| 9ORT, | 2EJ
e e i b
—
| N B 2B,
R,. — — -
| 2T,

Poza ugigciami i obrotami pretdw, wywotanemi dzialaniem na rame
poszczegblnych momentéw, nalezy uwzgledni¢ jeszcze obroty i ugiecia, wy-
wotane przez bezposrednie dziatanie sit R,HiP. A wiec sita H wy-
wotuje katy obrotukofica (przekroju) 4 preta AB i konica ¢ preta CD, réwne

2

h . . . .
kazdy - QIJJZT'J »0raz poziome przesunigcia tych samych punktéw (t.j. ugie-
T o , Hhs
cia prelow 4B i CD w ich koficach), réwne — e

Sity B, i P wywolujg lacznie obrét przekroju B preta OB wzgle-
dem przekroju C o kat réwny:
P__ (P — RA )b2 11’,‘_1 a? l}’,A ab

p= 2B, 2 BT, ET,

i pionowe przesunigcie punktu B, wywotane ugieciem preta BO iréwne:

p R,a R al® (PR,
Y» T SEI, T 3R, T T3EJ,

.+ a[_(P—RA)bZ RA.ab]

2EJ, LEJ,
gdzie wyraz pierwszy i drugi oznaczaja ugigcie odcinka Bm, trzeci ugiecie

odcinka m(, wreszcie czwarty i piaty pionowe przesunigcie punktu B, wy-
wolane obrotem przekroju m (rys. 266).
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Znajac juz obroty i przesunigcia poszczegélnych punktéw ramy, moze-
my, dodajac je do siebie, wyznaczyé obrot przekroju i przesunigcia ramy
w punkcie 4. Poniewaz, w rzeczywistosci, koniec 4 ramy jest utwierdzony,
w punkcie 4 nie moze wiec nastqpi¢ ani obrotu przekroju poprzecznego,
ani tez przesuniecia.

Wobec tego mozemy ustawi¢ trzy nastepujace réwnania:

w, =0 %, =0 v, =0 (459)

gdzie o, w,1 v,k oznaczaja odpowiednio obrdt i przesuniecia przekroju
ramy w 4. Na podstawie powyzszych tablic obrotéw i ugie¢ poszczegél-
nych czgSci ramy oraz wzoréw 450 i 451, wypeiniamy réwnania (459):

M,h M, M,  Hhl  Hk*  Pbh R, Ik
EJ. T EJ, EJ. T EJ, T EJ,  EJ. " ET,
‘Hh? B ‘th @ = ‘R_,) b? f‘_i 1{43 ab 5 (460)
2EJ, 2EJ, 2HT, 2EJ, EJ,
M,k HR* M R PO R,k HE
2ET T 2EJ, 2EJ, EJ, " 2EJ, 3EJ,
" (MAZ HW | M,h  HR  Poh
~ 3EJ, - EJ, ~ EJ, - EJ,  EJ, EJ
R,lh  Hh? 6
EJ, +21«:Js>“ 0 (461)
M,h  HW  Hh*  Pbh R, lh\ DD
(E.Ts ~ EJ + 2B, EJ, EJ, ) 2ET,
Hh? R,a8 (P — R)W® (P— RV
T ET, T3E5, T sE7, T zEL 47
R,a®b R, al?
‘ : (462)

+ £ T ks, =V

Mechanika budowli 17
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Suma zawarta w nawias we wzorze (461) wyraza kat o, obrotu kofi-

cowego przekroju B preta BC, za$ suma zawarla w nawias we wzorze (462)
taki sam kat o.= ¢, w punkcie C (por. § 3, wzér 451).

. Jyh
Po dokonaniu nalezytej redukcji i wprowadzeniu oznaczenia & = ]' l
réwnania (460) — (462) przybierajg nastepujgca postac: L
R, '
M, @k 4+ 1) — Hh(k + 1) + —2— @+ 20k —
_ gi (b + 20F) = 0 ' (463)
Hh -ZEA
M, 1) — T(S + 2k) 4 > (I + 2hk) —
g o ammy =0 (464)
28
R,
M, 12k 4 1) — Hhi(k 4 1) + ~3— (Bhk + 1) —
2P b ab?
——Z<bhkl—i-?—l— 2):0 (465)

Po rozwiazaniu trzech réwnaf linjowych z trzema niewiadomemi (463) —
(465) dochodzimy do nastepujacych wzoréw dla H, M, i B :
3 Pab

T= sne T (466)

5 — | =@ 4 B)

M, = i : (467)
‘ 2 (24 k) (1 + 6k)
| 4 6k 4+ 2 — 9. (%)
R =B l (z) o
l 1 -+ 6k

W razie, gdy sita P zaczepiona jest w Srodku ramy i gdy a =0 = ?Z’

réwnanie (465) staje si¢ zbgdnem, gdyz reakcja podpory B wyznacza sig
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D

bezposrednio z warunkdw symetrji i réwna sie i Dla # i M, otrzymu-
- -

L

jemy w tym wypadku wartosci nastepujgce:

e

, 5
H=". 469
8 (469)

(470)

Wyznaczywszy ze wzoréw (466) —
(468) H, M i R, mozemy w kazdym
punkcie ramy obliczy¢ dzialajacy w nim
moment zginajacy (rys. 269). Wzdtuz
AB dziata w danym wypadku moment
zmienny, réwny:

M,=M,— H.a (471)

przy o = h tj. w punkcie B moment AEM,
16wna si¢ M, — HI, za§ w punkcie -

A t.j. przy 2 = 0 réwna si¢ M . La-

czac ze sobg kofce rzgdnych, odpowiadajacych otrzymanym w ten sposéb
momentom, znajdujemy wykres momentéw zginajacych wzdtuz stupa .125.
W punkcie ¢ i D momenty rCwnaja sie odpowiednio:

Rys. 269,

M, =M, — Hh+R,1—P.b (472)
My =M, 4+ Hh+4+R,.l—P.b (473)

Wedlug tych wielkoSci mozemy wy-
kona¢ wykres momentéw zginajacych dla
stupa CD. Na dingo$ci belki BC moment
zginajacy bedzie zmiemal sig wedtug wzoréw:

M, =M,— Hh+R,.2 (474)

M,= M, -H.h+R, 12— Plz—a)

Rys. 270. Odksztatcenie ramy przedstawione jest
na rys. 270.
Zamiast przytoczonych wyzej obliczen ramy bezprzegubowej mogli-
by$my tu zastosowa¢ rowniez jeden ze sposobow przedstawionych'na rys.
260 1 261.
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Gdyby$Smy w ramie, przedstawionej na rys. 2621ub na rys. 266, zastapili
sit¢ P przez obcigzenie ciagte, zajmujace czeS¢ belki ramy migdzy
punktami G i K (rys. 266), to we wzorach (466), (467) i (468) musielibySmy za-
stapi¢ site P przez site gax, gdzie « oznacza odlegtos$¢ przekroju ruchomego na
precie BC od punktu B, a ¢ obcigzenie jednostkowe. Otrzymane w ten
sposob wzory powinnismy zcatkowac w granicach, zajgtych przez obcigzenie.

W razie gdy ¢ jest wielko$cig stalg, a obcigzenie zajmuje calg belke
ramy, otrzymujemy wzory nastgpujace:

Dla ramy dwuprzegubowej mamy:

( ot
H=C0!a(l— a)de = ————— (475)
o 4h (3 + 2k)
Dla ramy bezprzegubowej mamy:
/s
H:—_Glfa.(l——a)dr/.:————q—lz—— (476)
J oo 4h (2 4 k)
I 20
o 02J [Sk — 14 7—-(2 -+ k)]a(l — a)de =
_ 4P
122 + &) (457

Przez C we wzorach (475) — (477) oznaczone sa czynniki wzoréw
dla H i M  niezalezne od o.

N

B

- +

l
A
+
B 7% 7,
A7 O

Ry e, Rys. 272.

Po wyznaczeniu H i M, obliczenie momentéw w poszczegblnych pun-
ktachramy odbywa sig tak samo, jak w dwéch poprzednich wypadkach. Wykresy
moment6w zginajacych beda tu miaty ksztalt przedstawiony narys. 271 i 272.





