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Momenty zginajgce wyznaczamy w dalszym ciggu w sposéb analo-
giczny do omdwionego pod a). Odpowiedni wykres momentéw przedsta-
wiony jest na rys. 253.

f) Reakcja R  bedzie tu sig réwnata (sita P zaczepiona jest w Srodku
wysokosci stupa BB’ rys. 254):
__ P.hy

R, =
Y

Na odcinku ramy 4’B’ mo-
ment zginajacy wyraza sig wzo-
rem:

210 . Rys. 254.

a na odcinku B’B wgore od sity P wzorem:

Ply by — s P P.h,

.Ll[a == L
21 h, 2 2

i wdét od sity P wzorem:

P.h hy, — o 2 h
M, = i o — ¢ — Pla — 2 = P(h, —u

Na podstawie powyzszych rozwazan stwierdzamy, Zze o ile sity i mo-
menty zewnetrzne zostaty zaczepione do ramownicy w punktach wezlowych,
woéwczas wykresy momentéw zginajacych majgq dla’ poszczegélnych odcin-
kéw ramy ksztalt prostolinjowy. W razie, gdy, oprécz sit tylko co wymie-
nionych, do danego przedziatu ramy miedzy weztami zostaty réwniez za-
czepione pewne sily zewnetrzne, wowczas sporzadzamy dla obcigzonego
przedzialu wykres momentéw zginajacych, jak dla belki w dwdch pun-
ktach podpartej, poczem wykres ten dodajemy do poprzednich wykresow
prostolinjowych. Reakcje podpdr rozpatrujemy tu oczywiscie, jako sity wez-
towe. ’

3. Ogoélne metody obliczania ram statycznie
niewyznaczalnych.

Obliczenie ramy statycznie niewyznaczalnej w wypadku najogdlniej-
szym opiera sig na wyborze dla danej ramy pewnego statycznie wyzna. .
czalnego uktadu zastepczego, powstatego przez odrzucenie w ramie nadlicz-
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bowych podpdr i zamocowan i przez wprowadzenie wielkosci statycznie nie-
wyznaczalnych, jako niewiadomych sit zewnetrznych, ktorych wyznaczenie
odbywa sie droga przyréwnania do zera przesunie¢ uktadu w punktach odrzu-
conych podpér i zamocowan. Jednoczesnie z wyborem statycznie wyzna-
czalnego schematu zastgpczego moze tu by¢ ustalona i liczba wielkoSci
statycznie niewyznaczalnych zadania, czyli stopiefn statycznej niewyznaczal-
nosci ramownicy.

Wprowadzajac do uktadu zastepczego niewiadome sily zewnetrzne,
musimy je dobiera¢ w ten sposob,
aby odksztalcenia danego ukla-
du statycznie niewyznaczalnegoe
pod dziataniem danych sit zewne-
trznych, z jednej strony, i odksztal-
cenia zastgpczego uktadu statycz-
nie wyznaczalnego pod dziata-
niem zaréwno danych sit zewng-
trznych, jak i niewiadomych sit
i momentéw statycznie niewyzna-
czalnych, z drugiej strony, mogty
by¢ identyczne.

Rys. 255.

Potrzebne do wytozonego
sposobu obliczenia odksztalcenia w pewnych punktach ukladu ramowego
obliczamy badz zapomocg réwnan, dotyczacych energji ukladéw sprezy-
stych (rozdz. XVI), badZ tez droga geometrycznego dodawania do siebie
odksztalcen poszczegélnych czesci ramy.

Ogoélny zarys postepowania w tym ostatnim wypadku opiszemy na
przyktadzie, przedstawionym na rys. 255.

Odrzucamy podporg B i zastepujemy jej dziatanie przez niewiadomy
moment podporowy M, sit¢ poziomg H, i pionowg R,. Z wielkosciami
temi zwigzane sg zapomocg réwnan réwnowagi Xl = 0, I = 0
1 3M = 0 wielkoSci M,, R, i H,, ktére bywa nieraz wygodniej uwaza¢
za poszukiwane wielko$ci nadliczbowe zadanis, niz tamte. Kazdy z odcin-
kéw ramy ¢ — 1, i rozpatrujemy, jako belke w koncu 7 — 1 utwierdzona,
a w koncu ¢ swobodng i obcigzona sitg poprzeczng 7%, sitg podiuzng N;
i momentem M.

Przeprowadzamy przez wezel 7/ ramy przekréj normalny do odcinka
¢ — 1, 7 oraz rzutujemy na kierunki 7} i N; sily dziatajace na lewo (wzgle-
dnie na prawo) od danego przekroju. Stad (z réwnan XX = 0, XY = 0)
otrzymujemy wzory, wyrazajace sily 7, i N; przez sily zewnetrzne i przez
wielkosci statycznie niewyznaczalne (np. przez H i Ryp). Jednoczednie znaj-
dujemy sume momentéw sil dziatajacych na prawo (wzglednie na lewo) od
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danego przekroju i przedstawiamy tq drogq moment M/, jako funkcje wiel-
kosci statycznie niewyznaczalnych (np. H, By i Mp). 4

Odksztalcenia poszczeg6lnych pretéw ¢ — I, ¢ obliczamy, jako dla
belek w punktach ¢ — | utwierdzonych, a w koficach ¢ obcigzonych si-
tami 77 i momentami M; (rys. 256), ewentualnie i pewnemi sitami zewng-
trznemi. Wplyw sit N, na wielkodci statycznie niewyznaczalne najczeSciej
w obliczeniu ram pomijamy. Pod dziataniem sity 7', i momentu M; prze-
kréj ¢ belki przesuwa sig wzgle-

dem przekroju ¢ — 1 o y, i ob- T
raca si¢ o kat v.. Wielko$ci te
obliczamy ze wzoréw na odksztal- e ——— i —— ——— s
cenia belek utwierdzonych w jed- ———— M
nym koficu, a w drugim swobod- =t \\\J\gl;
nych. )

Przez y, oznaczamy piono- VM
we, a przez &1. poziome rzuty prze- i
sunig¢ y,. Jezeli przekr6j ¢ — 1 Rys. 256.

ramy ulegl obrotowi o kat o,
to punkts, poza przesunigciem y;, dozna jeszcze w tym samym kierunku
przesunigcia o, ./, ktérego rzut pionowy oznaczamy przez (v,_,.l) a po-
ziomy przez (o, ...

Przekr6j 1 obraca si¢ wzgledem przekroju utwierdzenia 4 o kat o,
przekréj 2 wzgledem przekroju 1 o kat o,, za$ przekréj 2 wzgledem prze-
kroju 4 o kat o, (vid. rys. 255) réwny:

wy = ¢+
Uogodlniajac powyzsze okreSlenie kata o, ustawiamy wzor nastepujacy:
= Mo (450)
1 J

Wyznaczamy teraz powstate, wskutek odksztalcenia ramy, przesunigcia
poziome () i pionowe (v) pewnego wezta ¢ ramy. Otrzymu]emy je ze
wzoréw mnastepujgcych:

u; = %’@_l.tl)-l— 2y,

ik

(451)

l.

'Ui == 1 ((0]_1 J), + Z’lJ

gdzie j oznacza poszczegélne numera weztow, zawartych mlqdzy podpora 4
a weztem 2.
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Jezeli ogéina liczba pretéw w ramie wynosi n, to mamy, ze

u‘]; = U, UB = Un (I)B = W,

Poniewaz w rzeczywisto$ci w punkcie B mamy podpore ptaska, wigc

mozemy ustawi¢ trzy réwnania nastepujace:
up, =0 vp=0 wp,=20 (452)

Wobec tego, ze przesunigcia u,v,» wyrazone sa przez o;i yi, a @i
1 y; przez T;1 M;1i wobec tego, ze ostatnie sa funkcjami wielkoSci statycz-
nie niewyznaczalnych, wiec z réwnan (452) mozemy wyznaczy¢ M, , R, i H
(wzglednie M ,, R, H).

Wyznaczenie przesunieé w, v, o jako funkcyj wielkodci H, 1,1 M, ulega
znacznemu uproszczeniu, o ile liczba pretéw ramownicy jest niewielka, np.
w ramach prostokatnych jednoprzestowych.

O ile mamy do czynienia z ramami wieloprzestowemi, np. w rodzaju

Rys. 257.

przedstawionej na rys. 257, to odrzucamy ptaskie podpory w punktach B,
C i D i, zachowujac jedno tylko utwierdzenie w punkcie 4, ustawiamy 10-
wnania:

2 —0 v=20 o =0

dla wszystkich punktéw B, C i D i wyznaczamy statycznie niewyznaczalne
skladowe reakcyj tych podpér. W ten sam sposéb rozumujemy, gdy nam

chodzi jedynie o ustalenje liczby wielkosSci statycznie niewyznaczalnych'
danego zagadnienia.

Jezeliby rama przedstawiona na rys. 255 byla rama przegubowa,
wowczas mielibySmy, ze tozsamosciowo v, = 0, gdyz nawet w razie prze-
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cigcia przegubu w B, linja przegubow musi tu pozostawa¢ na prostej AB.
Przesuniecie w, réwne odcinkowi BB’ jest wigc, wywolanem przez od-
ksztalcenie, zblizeniem sie Iub rozsunieciem punktéw A i B. Aby wigc to
przesuniecie obliczy¢, mozemy punkt 4 uwaza¢ za nieruchomy (przegu-
bowy), za§ punkt B za swobodny. W danym wypadku momenty podporowe
sa réwne zeru, za$§ pionowe
skladowe reakcyj mogg by¢
tu wyznaczone z réwnan sta-
tyki. Ten sposéb postepowa-
nia dotyczy oczywiscie tylko
jednoprzestowych ram przegu-
bowych i przedstawiony jest
na rys. 258.

W razie ramy dwustupo-
wej, gdy podpory sa przegu-
bowe, mozemy postgpowac w
ponizszy sposoéb (rys. 259). Za- Rys. 258.
stepujemy podpore przegubo-
wag w D przez podporg .przegubowo-przesuwng, Chodzi obecnie o zna-
lezienie poziomego przesunigcia tej podpory, czyli o znalezienie przyrostu
odlegtodci punktéw 4 i D. Aby te wielko$¢ otrzymacd, zaktadamy dalej, iz

n 0

~——mee

14 i
/

Rys. 250.

w punkcie A rama jest utwierdzona, za§ w D reakcja zostata zastgpiona
przez site R,. Dla takiej ramy znajdujemy przyrost odlegtosci pun-
ktéw 4 i D i przyréwnywamy go do zera, ustawiajac réwnanie: u,, = f (H) =0,
skad otrzymujemy nieznang nam wielko§¢ parcia poziomego H. Przesunig-
cie otrzymane wspomniang droga ma si¢ do rzeczywistego poziomego prze-
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)

i v
sunigcia punktu D w stosunku 1:cos arc tg——lD—, ktéry réwna sig jednak

praktycznie 1.

Rys 260.

Dla danego uktadu ramo-
wego mozna przyjaé caty szereg
statycznie wyznaczalnych ukfa-

"déw zastepczych, nalezy jednak

wybra¢ z nich ten, ktéry wyma-
oa najprostszych obliczen.

Dla ramy przedstawionej na
rys. 255 mozemy przyjaé tez
schemat przedstawiony na r1ys.
260 lub na rys. 261.

Przy wyborze ukladéw za-
stepczych nieraz doprowadza do
dobrych rezultatéw wyzyskanie
warunkéw symetrji obcigzenia lub
symetrji samego ukiadu ramy.

W powyzszych rozumowaniach wszedzie pomijaliSmy wplyw sit po-
dtuznych na odksztatcenie ramownic. Uwzglednienie, przy sumowaniu od-

ksztalcen, wydtuzen i skrétéw po-
szczegOlnych pretow  zapomo-
cg wzoréw analogicznych do
wzordw (451) nie-'natrafia na zadne
trudnosci zasadnicze, jednak kom-
plikuje obliczenia bez wydatnego
wplywu na ich $cisto$¢ (por. § 9
niniejszego rozdziatu).

W razie, gdy sity dziataja
prostopadle do plaszczyzny ra-
my, poszczegélne jej prety ule-
gaja, poza zginaniem, réwniez
skrecaniu.
w planie 1).

Rys. 261.

Mamy wtedy do czynieria z t. zw. dZwigarami zalamanemi

Jezeli pominiemy skréty i wydluzenia poszczegdinych pretéw ramy
pod dziataniem sil $ciskajacych lub wyciagajacych, wéwczas wezly ukla-
déw ramowych pewnych kategorji bedziemy mogli uwaza¢ za nieprzesu-

) Vid. prace autora ,Teorja diwigaréw zatamanych w planie®, 1926 str. 6.
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walne. Nalezg tu np. uktady w rodzaju przedstawionego na rys. 285, nie
nalezg natomiast uktady w rodzaju przedstawionego na rys. 274, w ktérych
przesunigcia wezléw sa rezultatem wyginania sig poszczegoélnych pretow,
a nietylko ich skrétu lub wydtuzenia.

Poszczegdlne prety o weztach nieprzesuwalnych moga byC rozpatry-
wane jako belki na podporach niesprezystych, o koficach za$ utwierdzonych
w spos6b sprezysty (por. rozdz. XI). W tych wypadkach mozemy za sta-
tycznie wyznaczalne uklady zastepcze przyjmowal szeregi belek swobo-
dnie w dwéch punktach podpartych (w weztach ramownicy) i obcigzonych
nieznanemi momentami na koticach.

W przypadku ramownicy przedstawionej na rys. 285 za statycznie wy-

znaczalny uktad zastepczy przyjmujemy szereg belek nastgpujacych (por.
str. 274):

belke AA’ z momentem M:, nad podporg A’

, BB , My

" B

, A4'B’z momentami MA,, i M, nad podporami 4’ i B’
, B'C . MI;, i M, nad podporami B’ i ¢’
1 td.

Pod dzialaniem przytoczonych momentéw i obcigzenia zewngtrznego
koncowe przekroje wymienionych belek doznatyby obrotéw nastgpujgcych:

belka 44’ nad podporg 4’, obrét q::,

n  A’B' » ” A " ¢

Ar

itd

- Wobec tego, ze z okreslenia ramownicy wynika, iz katy 44'B’, BB'C"
1t.d. nie ulegajq zmianie w czasie odksztalcenia sig ramy, otrzymujemy, ze

(D” . w' 144 (D’
L L Ppr = 5:4 i t.d.

Tenszereg rtownai da nam 6 zaleznosci miedzy 10 niewiadomemi mo-
mentami weztowemi. - Brakujace cztery réwnania da nam réwnanie XM =0,
ustawione dla poszczegélnych weztéw ramownicy.
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Przybiera ono np. dla B’ posta¢:
My, 4+ M) = M,
a dla wezta O’ postaé¢ nastepujba‘ca:
M, + M), = i,

Przyktad tego rodzaju obliczenia podany jest w paragrafie 7 o ramach
wielopietrowych 1).

Pozatem obliczenie to znajduje szerokie zastosowanie w przypadku kra-
townic o wezlach sztywnych (vid. rozdz. XV).’

W dalszej konsekwencji przytoczony sposéb rozumowania doprowadza
do rownania czterech momentéw, oméwionego w paragrafie 10.

4. Ramy prostokatne statycznie niewyznaczalne.

Przypus¢my, ze mamy rameg prostokatna przegubowa ABCD (rys. 262),
obciazona sita skupiona, ustawiong wediug rysunku. Zastepujemy prze-
gubowg podpore D ramy przez podporg przegubowo-przesuwng i za-
czepiamy do tej ostatme] site H, rowna poziomej skladowej reakcji od-
rzuconej podpory przegubowe;j.

W ten sposéb dochodzimy do
B—*— .ramy statycznie wyznaczalnej, dla
o kiérej reakcje podp6r fatwo mozemy
obliczy¢ na podstawie réwnan row-
nowagi. Obliczamy dla tej ramy
poziome przesuniecia punktu D ra-
my, raz pod dzialaniem zewnetrznej
sity P, drugi raz pod dziataniem
sit H. W pierwszym wypadku ma-
my do czynienia z odksztatceniem,
————— przedstawionem na rys. 263, gdzie

. przewidziane jest nie tylko swo-

Rys. 262. bodne przesuwanie si¢ podpory D,
lecz réwniez i podpory 4. Fakt,
ze podpora 4 pozostala nieprzesuwng nie ma {u zadnego znaczenia, gdyz
zamiast poziomego przesunigcia 44’ punktu 4 od pierwotnego potozenia A’,

1) Por. np. A. Ostenfeld ,Die Deformationsmethode®, Berlin 1926.



