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W- szczegblnodci kat o, w tuku- tréjprzegubowym réwpa sie pachy-
leniu prostej, taczacej przegub A z przegubem C (rys. 288). Oznaczajac
przez a i b wspotrzedne przegubu C (osie wspOirzednych wedtug rys. 297)
a przez ¢ diugo$¢ cieciwy AC, otrzymujemy:

a? 4 b2 = ¢?

stad zalezno§¢ miedzy przyrostami a, b i ¢, wywolanemi odksztalceniem sie
huku, odpowiada réwnaniu:

' 9a.Aa 20 Ab=2¢ Ac (539)

W razie symetrycznego obcigzenia tuku Ae=0, wobec czego A)
otrzymamy bezpo$rednio z réwnania (539). Przyrosi Ac otrzymal mozemy
ze wzorn (535), uwazajac za o§ OX prosta AC. Dla kata o, otrzymamy
wzOr nastepujacy: ‘

Ab
Wy =
ccosp

gdzie f=<< CAB.

Odksztatcenie tuku bezprzegubowego lub innego tuku - statycznie nie-
wyznaczalnego w pewnym punkcie K moze by¢ obliczone dopiero po
wyznaczeniu wielkosci H, R i M , poczem odbywa sie, jak wyzej, ze wzo-
16w (530), (535) i (536).

5. Wyznaczenie wielkosci H, R, i M,
w tukach bezprzegubowych.

Obliczenie tukéw statycznie niewyznaczaczalnych odbywa sig¢ wedtug
tych samych metod,. co wykonane wyzej obliczenia innych uktadéw staty-
tycznie niewyznaczalnych, w szczegdl-
nosci belek i ram.

Gdy chodzi o symetryczne tuki
bezprzegubowe, to obliczenie wykony-
wamy wedlug nastepujacego schema-
tu: odrzucamy myS$lowo utwierdzenie
Rys. 302. prawej podpory tuku B (rys. 302),

obliczamy przesuniecia w, v i obrét o
w tym punkcie i ustawiamy réwnania:

w, =0 Uy =0 - ‘vBZO (540)
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Wplyw prawej podpory na odksztalcenia luku wyraza sie ' w danem
zagadnieniu zapomocg momentu M, i sity N, (rys. 302), ktére mozemy
wyznaczy¢, jak i wszystkie inne wielko$ci M i N w tuku, ze wzoréw (500)
i (501) zapomoca H, R,i M, W sposob wyrazny wielkosci A, i N, do
rozwigzania nie wprowadzamy, lecz przyjmujemy za wielkosci statycznie
niewyznaczalne wielkoSci H, B, i M, ze wzgledu na zwigzany z tem do-
.godny sposob wyzyskania osi wspétrzednych z rys. 299. Trzy wielkosci
statycznie niewyznaczalne zadania obliczamy z trzech réwnan (540).

Wobec tego, ze poczatkowy przekr6j 4 luku jest utwierdzony, kat
jego obrotu ®w, =0, a réwnanie (530) przybiera posta¢ nastepujgca:

f‘;\dcpzo

Poniewaz wspotrzedne punktu B sa odpowiednio réwne a=1! i b==0,
rownanie (536) przeksztalca si¢ w nastgpujace:

—f Adssin ¢ -+ [ (— o)A dp—0,

o

S

ktore uvlega dalszemu uproszczeniu wobec tego, ze ( Adq:

Ostatecznie nadajemy trzem réwnaniom (540) nastepujaca forme:

fAdqa:O (541)

s 5 !
fyAdgp_fAdscos,;jf tnds =0 (542)
f 2 Ady +fAdssimp=o (543)

W razie luku nie tylko symetrycznego, lecz réwniez symetrycznie
obcigzonego mamy do wyznaczenia dwie tylko wielkoSci statycznie
niewyznaczalne, mianowicie, H i M, gdyz reakcja B réwna sig w tym wy-
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padku potowie obcigzenia. Zamiast réwnan (540) mozemy tu ustawi¢
dwa réwnania

u=0 i ©,=0 (540’

gdzie w. oznacza poziome przesunigcie przekroju zwornikowego a . obrét

tegoz przekroju. Po przeksztatcenin, réwnania (540’) doprowadzajg do tych
samych, co wyzej, réwnafn (542) i (641), w ktorych catki majg by¢ brane

w granicach od 0 do -2—

We wzory (541) — (543) wstawiamy zamiast Ads i Adyp ich warto$ci
ze wzorow S$ciSlejszych (516) i (918) lub tez z uproszczonych wzorow
(516). To ostatnie mozliwe jest tylko dla tukéw o matej krzywizZnie, co
ma jednak w praktyce inzynierskiej miejsce najczesciej. W razie tukow
o duzej krzywiznie (np. w razie sklepionych przepustéw) musimy uciekaé
sie do wzoréw $cislejszych.

Rownania (541) — (543) przybieraja po uwzglednieniu wpltywu tem-
peratury i po zastosowaniu dla Adye i Ads wzoréw uproszczonych:

Adcp:ﬁ ds i Ads = il ds
EJ EA
posta¢ nastepujgca (rys. 303):
f Mg (544)
BT
* M,
J f NC"S‘P ds #f Fndw =0 (545)
)
5“_’1»+ N*‘”‘Pd =1 (546)

Wstawiajac tu zamiast N i M wartosci ich wziele z ogdlnych réw-
nafn réwnowagi odcinka tuku (500) i (501):

N=R _sinp -+ Hcosy — N

M=M,4+R, 2 —Hy—M



otrzymujemy:

d
f _l__Rffcs Hf L/ds ﬂ)tds —0 (44)

Mfyd»_l_foyds f_%is_ SS)Y‘uds
J

o

_Pf sing. coscpds V Hf cos cpds

28 3’\ ! 5
+f —‘—c‘j“?dsif Extde=0 = (545

xds z* ds xy ds m xds
Mf —{—Rf H[ _f

+Rf sin? cpds+ f smtpcoscpds _f 9%sxz@ds;0 (546")

o

Z powyzszych 3 réwnan 3 niewiadome M, R, i H mogg by¢ wy-
znaczone bez trudno$ci, o ile sa obliczone catki, wchodzace w te réwna-
nia. Gdy oS tuku przedstawiona jest w formie rownania f(z, ) =0, mo-
zemy obliczy¢ ds bezposrednio. Dzieki temu w niektérych wypadkach
szczegOlnych np. w wypadku tukéw parabolicznnych o przekroju niezmien-
nym, wszystkie catki powyzsze moga by¢ obliczone przy pewnych zalo-
zeniach upraszczajgcych na podstawie regut rachunku calkowego. Naogo6t
w obliczeniu catek (544’) — (546') musimy uciekac si¢ jednak do przyblizef.

Robimy to w spos6b nastgpujacy. Dzielimy o iuku na rowne
odcinki As, ktére majg zastapi¢ nieskorczenie mate odcinki ds; dla kazde-
go poszczegolnego odcinka zna]du]emy sredme J poszczegolne catki np.

1 b Z“"y 5, ktére

20

mds

Mechanika budowli
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powinny by¢ obliczone sposobem Cotes’a lub Simpson’a, mogg jednak bez
wielkiej straty na §cistosci by¢ zamienione rowniez i przez zwykle
sumy.

Y

Al X
M %4 L R B
R |
Rys. 303.

Obliczenie catek opisanym sposobem wymaga znacznego naktadu
pracy, chodzi wigc o mozliwe zredukowanie ich liczby, co moze by¢
osiagniete nalezytem dobraniem osi wspotrzednych?). W tym celu po-
czatek wspoéirzednych przenosimy z punktu 4 do punkiu O (rys. 303),
ktorego wspoirzedne przy dawnych osiach réwne sa:

— l —_— o 'T
Zo= ? Yo T (547)
A7
Zwroty osi zachowujemy te same, co poprzednio. Stare wspo6irzedne
wyrazajg si¢ przez nowe w nastgpujacy sposob:

l
w=x’+—2— y=vy+vy, (548)
Zmieniamy wspdtrzedne 'w réwnaniach (542), (543), (501):

s s ¢ '
J(y’—{—yo)Adcp—fAdscoscp—_l—f%tdx’zo (549)

fs(x’—l-%)Ad?—l—fsAdssincp:O (550)

) Taka zmiane wspéirzednych stosowali E. Mérsch (vid. H. Schliiter, ,Eisen-

beton®, 1920, str. 364) i R. Schonhofer (vid. jego ,Statische Untersuchungen von Bogen
und Wélbtragwerken®, 1915.
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M=M,+B,o+R,— - Hy—Hy, —M  (551)

Wprowadzamy oznaczenie:

0 l
MAZMA+‘RA?_Hyo (052)

i bierzemy pod uwage, Ze

fy Ad(p:yof hdp=0
gdyz

Wobec tego réwnania (549) — (551) przeksztatcajq si¢ w nastgpujace:

fy’Adtp-f Adscoscpif%tdx’zo (553)
f m’Adcp—]—f Adssin g =0 (554)
M=M, +R o — Hy —M (355)

Wstawiamy w dalszym ciagu w réwnania (553) i (554) wielkos$ci
N i M, przyczem te ostatnig wedlug wzoru (555).

Droga zamiany wspoéirzednych otrzymujemy zamiast réwnan (544'),
(545’) i (546’) rownania nastgpujace, ktére co do formy rézniq sie od po-
przednich tylko tem, Zze zamiast i ¥y mamy w nich litery 2’ i ' i ze za-
miast M wystgpuje w nich M°:

S e o o Nd
M;f§+z~zA J_S_Hf ’ds—f =0 (34

' 2 M y”
M z/ds+ :chs 1/ ds_f _.Lyds_
7 ST

L%
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** sin 9 cos ¢ ds * cosy ds
-2, [ SRR SR

o

WS D 4
'_|-f Sfﬁc’jfdsifmtdx—_—o (5457

S S 12 S alo il
M, [ 22, [T g [

N o/ ds " sin%o ds
_ Ll R
f. T Afo 4T

+H f s_m_c__Tds_ f %_STI‘P:‘Z_Szo (546”)

| <)

Rys. 304.

Poczatek nowych osi wspotrzednych, ustalony przez réwnania (547),
mozemy. rozpatrywad, jako punkt zaczepienia wypadkowej sit roztozonych
na iuku w sposéb ciggly i skierowanych poziomo réwnolegle do
osi X-6w (rys. 304), przyczem obcigzenie jednostkowe uwidocznione na
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wykresie 304 b, wyniesie g—k/m.b (p — wi¢1kos’é stala). Woéwczas w rno-

wym uktadzie osi wspoéirzednych X'0Y’, catka

o

jako moment statyczny sit ?wzg]qdem ich $rodka cigzko$ci (p tu skracamy).

O ile, zamiast sil poziomych przedstawionych na rys. 304, wyobra-

zimy sobie sily pionowe _Jp_ t. j. rownolegte do osi OY, wéwczas znajdzie-

my analogicznie do poprzedniego, ze

f x’-‘-if—s——'o

Jednoczesnie, ze wzgledu na symetrje tuku wzgledem osi 0Y’, ma-
my, Ze

f S0 | (556)
YT

Wreszcie dla tukéw niezbyt wyniostych zaktadamy sin ¢ =0, cos 9 =1,
W rezultacie réwnania (545), (546) i (544) przybieraja nastepujgca postac:

s g2 SO 2 !
gy d.s‘_f M y dS_Hf @—_{:f Evrtde =0
0 zT J 0‘4" o]

o

skad:

f ”IdS+E Lt
H=— (557)

° 'st+f

o

fs 2! 2ds f m ! ds
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skad:
S =’ ds
/5
e (558}
x “ds
1.5
Mof mda —0
skad:
M ds
o
MO = (559)

Zastepujemy we wzorach (557) — (559) calki przez sumy.
Poniewaz rézniczki ds zastgpujemy tu przez odcinki As réwne sob1e
ofrzymujemy wigc:

Zﬂ)‘y— Extl

o : o (560)
r2 " .
207?/ J—l-%‘A
Z'S))Ix'} ng.Jl
R,=— 1 (861)  Mo=-— 1 (562)
2 1 _
275 27

Wz6r (547) przeksztatca si¢ odpowiednio w nastgpujacy:
ol
Y5
i
J

Yo = (563)
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Obliczenie odbywac si¢ moze np. w nastepujacym porzadku:
1° Dzielimy tuk na réwne cze$ci As i numerujemy je.

2° Znajdujemy M wzgledem Srodkéw odcinkow As,

3% Znajdujemy J dla $rodkéw odcinkéw.

4° Znajdujemy odpowiednie}l.

5° Wypisujemy z rysunku lub wyznaczamy « i y i obliczamy y,.
o AR : 1 | 1 1
6° Obliczamy iloczyny «' «—» y'+—> 2'2.—, y'2.—.

' AR e e

7° Obliczamy 4 i L
A
8% Znajdujemy dla $rodkéw odcinkéw As katy ¢ i sity .

9° Obliczamy iloczyny 2—131, s

y —

J J

10° Obliczamy sumy i ilorazy wskazane we wzorach (560) — (563).

Przyktad tego rodzaju obliczenia tuku bezprzegubowego podany jest
w § 9 tego rozdziatu.

W razie tuku symetrycznego i symetrycznie obcigzonego obliczenie
moze by¢ wykonane tylko dla potowy tuku, wedlug réwnan (540°). W tym
-wypadku nie mozemy jednak korzysta¢ z uproszczefi, wynikajacych z prze-
niesienia poczatku 0 (z, y) wspéhizgdnych wedlug opisanego sposobu,

gdyz catki
y’ds fx’ 4 oraz fx’ y' a8
o J J

wzigte dla potowy tuku nie beda si¢ réwnaly zeru.

W tukach bardzo wyniostych nie mozemy zakladaé¢, ze sin ¢ =0,
a w réownaniach (544”) — (546”) musimy uwzglednia¢ wéwczas wyrazy za-
wierajace sing, cos¢ i M. Bedziemy tu mieli w takim razie jeszcze do

)
sing.cos¢ .

obliczenia sumy w rodzaju E i do rozwigzania réwnania lin-

o

jowe (544")—(546") wzgledem M R, i H.
Stosowanie puwy2szego uproszczenia jest jeszcze mozliwe przy

Tf—__%’ kiedy btad w naprezeniach nie przekracza tu 10%.
Liczba odcinkéw, na ktore dziélimy tuk, zwykle wynosi 10 — 20,

co zalezy od stopnia pozadanej Scistosci i od rozpigtoSci tuku.
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Dzielenie na kliny wykonywamy naogét zapomocg plaszczyzn normal-
nych do osi tuku i tylko w tukach bardzo maio wyniostych mozna zastgpic
te plaszczyzny przez plaszczyzny pionowe.

Luk bezprzegubowy o matej wyniostosci i o ksztalcie paraboli, moze
by¢ obliczony bez potrzeby uciekania si¢ do przyblizonego wyznaczenia
catek okreslonych, wchodzacych w réwnania (544) — (546).

Luk taki odnosimy do wspotrzednych, przedstawionych na rys. 309,
nie przenoszac wigc poczatku wspéirzednych de punktu, okreslonego wzo-
rami (547).

Wprowadzenie nowego ukladu wspéirzednych nie byloby tu korzy-
stnem, gdyz zwalnialoby nas wprawdzie od potrzeby wyznaczenia niektorych
catek, wchodzacych w réwnania (544”) — (546”), wprowadzaloby nato-
miast pewng liczbg nowych calek przez skomplikowanie réwnania paraboli.

Przyjmujemy, ze luk jest caly obciazony w sposéb réwnomierny
i ze J=const, A= const, £ = const, ¢ = 0, skad wobec symetrji tuku
wynika, Ze

A4

l
B, = B,—q—
B 2

Dla tuku o matej wyniostosci (poczynajac np. od szlél 1ub f=l—12l)

przyja¢ mozemy, ze nieskoficzenie matly odcinek tuku ds réwna si¢ swemu
Tzutowi na o§ X-6w, czyli ze ds = dx. Pozatem, jak wyzej, przyjmujemy
we wzorach dla wielko$ci statycznie niewyznaczalnych tuku, ze

cosgp = 1 sing = 0 i N = EPsing = 0

T O AT g

|

i
- K ;
| |
|

Rys. 305.

Dla momentéw M otrzymujemy tu wzor naste,pujqcy:'

M = go-—

2
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za$ dla rzgdnych tuku wzor:
_ i
y = all — i

w ktorym f oznacza strzatke tuku a ! jego rozpietosé.
Powyzsze wyrrflienia dla B, M iy wstawiamy w réwnania (544) i (545)
skad po wyznaczeniu bardzo prostych calek okre§lonych znajdujemy:

=2 ‘
St il
PR
MA=——Q—Z2( -
12 45 r
e
L

gdzie r oznacza promieri bezwladno$ci przekroju poprzecznego tuku.

W razie gdyby oméwiony tuk byt obcigzony zapomocq jednej tylko
sity skupionej P, zaczepionej w odleglosci @ od lewej podpory, woéwczas
mielibySmy, 2ze w przekrojach, lezacych na lewo od punktu zaczepienia
sity P

M =20

a w przekrojach potozonych na prawo od tego punktu
M = Pz — a)

Dalsze obliczenie odbywatoby si¢ wedtug tego samego schematu, co
dla tuku obcigzonego réwnomiernie, musieliby§Smy tu jednak korzysta¢ ze
wszystkich trzech réwnafi (544) — (546), gdyz obcigzenie nie byloby syme-
rycznem.

Zauwazy¢ nalezy, ze wplyw sit podiuznych na odksztatcenia tukow
a wiec i na wielko$ci statycznie niewyznaczalne jest wigkszy niz w ramach.
Tiémaczy sig to tem, ze luki majg naogél ksztatt zblizony do tego typu
ramy, dla ktérej wplyw sit podtuznych jest prawie najwigkszy (por. XII,
rys. 284) i dlatego, ze dtugos$¢ osi tuku jest tu wigksza, niz w ramie wspom-
nianego typu i odpowiedniej wyniostosci.

6. Yuki dwuprzegubowe, tuki ciagle i pierscienie.

Poza tukami bezprzegubowemi z posréd konstrukcyj tukowych sta-
tycznie niewyznaczalnych miewamy najcze$ciej do czynienia z tukami dwu-



