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gdzie M,, M,, M, oznaczaja momenty zginajace na poszczegolnych odcin-
kach, przedstawione, jako {unkcje x.

Po zcalkowaniu réwnan (234) odksztalconag wyznaczymy, tak samo
jak dla belki o przekroju stalym, z warunku, ze w punktach C i D jej
sasiednie odcinki majg wspolne styczne i rowne rzedne, oraz z warunku,
ze na podporach ugiecie belki.réwne jest 0.

Zastrzec sie nalezy, Ze omdwione rozwigzanie dla belki o zmiennym.
przekroju poprzecznym nie moze by¢ uwazane za zupetnie $ciste, gdyz row-
nanie (210) wyprowadzone zostalo dla belek o przekroju statym; rozwia-
zanie to daje jednak dla celéw praktycznych wyniki zadowalajace.

6. Obliczenie ugiec s_posobei‘n momentéow wtérnych.

Poza sposobem bezposredniego catkowania réwnania odksztatconej
ugiecia belki moga by¢ obliczane jeszcze i sposobem, opartym na analogji,
majgcej miejsce miedzy réwnaniem odksztalconej (por. § 5 niniejszego roz-
dziatu):

dy M. ;

dm‘g_ —_— E,] (z 35)
a rownaniem krzywej sznurowej (por. rozdz. II, 4):

d2y _q ‘

w T H @38)

Stosunki znajdujace si¢ w prawych czeSciach obydwéch réwnan maja
ten sam wymiar cm, ' gdyz ¢ ma wymiar k:cm, H wymiar k, M wymiar
k. cm, wreszcie EJ wymiar k. cm?

Podobiefistwo obydwéch réwnan moze byc wyzyskane droga, rozu-
mowania nastgpujacego.

Jezeli sporzadzimy dla belki w pewien dowalny sposéb obcigzonej
wielobok sznurowy, wzglednie krzywg sznurows, woéwczas, jak wiadomo,
odlegiosci y, zawarte migdzy tq krzywa a prosta zamykajaca, pomnozone
przez odlegtos¢ biegunowa, dadza nam momenty zginajace, czyli ze
w pewnym przekroju o belki J/, = f, (z) = y,.H. ‘

Z drugiej strony, tzedne, zawarte migdzy odksztalcong danej belki
a jej zamykajaca, w danym razie osig X-ow, daja ugiecia belki w poszcze-
gblnych przekrojach czyli y = f ().

Jezeli dla danej belki przyjmiemy obciazenie ciagle, zmieniajace sie
. wedlug reguty g= M = fi(z), ktére bgdziemy nazywali obcigzeniem
wtérnem, i o ile za odlegto$¢ biegunowa przyjmiemy pewien odcinek ©,
wyrazajacy sig w skali k.cm®> = s cm liczbg EJ, wéwczas krzywa sznu-
rowa, sporzgdzona dla takiego obcigzenia, da rzedne réwne y,, (mierzone
od zamykajacej), kiére pommnozone przez odlegtosé biegunowa § = E.J
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przedstawiac bgdg dla poszczegélnych przekrojow belki momenty zginajace ),
wywolane przez obcigzenie ciggte § =/ =/, (»), czyli momenty wtdrne,
Bedziemy wiec w {en sposéb mieli, ze:

W =y,.E/ .
Réwnanie otrzymanej krzywej sznurowej przybierze postac:
d*y q . dy M
& T BN g =T gy

a wigc bgdzie réwnaniem odksztatcone;j.

Wynika¢ stagd bedzie, ze y =y, czyli ze, aby otrzyma¢ ugiecie
w danym punkcie belki, wystarczy moment wtérny w danym przekroju belki
podzieli¢ przez E.J:

M
T

Wyznaczajac rzedne y dla kolejnych punktéw belki i odktadajac je
od poziomej prostej znalezé mozemy odksztalcona o$ belki.

Przedstawiony spos6b obliczenia ugieé byt zaproponowany przez Mohr’at).

(237)

Ponizej zastosujemy oméwiong metode do szeregu wypadkéw szczegol-
nych, stosujac zaréwno sposéb obliczenia analityczny, jak i wykreSlny.
Mamy belke na dwéch podporach o jednostajnem obcigzeniu jedno-
stkowem ¢ k/cm. Wykres momentéw zginajacych ma w danym wypadku
(rozdz. 1V, 3) ksztalt paraboli przedstawionej na rys. 149. Uwazamy para-

bole A0 B za obciazenie wtérne belki. Wypadkowa sit, dziatajacych na belke

9 gl

téwna sie polu ACB = 373 -1, skad reakcja kazdej z podpdér wynosi:

ql’?
24

A}
V== =

) O. Mohr, ,Abhandlungen aus dem Gebiele der Technischen Mechanik®, 1914
str. 342. g
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Moment W od ciaglego obcigzenia jednostkowego M réwna sie dla
Srodka belki:

/i R
Ny = ¥ - — pole ACD. 0D

gdzie ()'D oznacza poziom@ odlegtos¢ $rodka belki od srodka ciezkosci

potowy ACD polaparaboli ACB. Poniewaz odlegto§¢ A(/" = '15_0" I, wiec

)

'D = l%l. Wobec tego

ql? 1 gl* 31 5

\“‘: = e e 4»
o 20 2 28 16— 384 1

skad dla bezwzglednej wartosci ugiqcia‘belki w $rodku otrzymujemy wzdér

nastepujgcy:

‘“L, . 5 (j_Z_'l

BT T 384 .

yir —

co odpowiada wartoSci otrzymanej dla tego ugiecia droga catkowania
réwnania odksztalconej (por. § 5 niniejszego rozdziatu, wzér 217).

Katy nachylenia wzgledem osi X-6w stycznych do odksztalconej
znajdujemy sposobem momentdw wtdérnych, rézniczkujac réwnanie:

M
y= %7 (237)
skad otrzymujemy, wobec znanej zalezno$ci miedzy momentem zginajgcym
a sitg poprzeczng (rozdz. IV, 5), ze

1 aM 3
I ar = T 238}

— =

-6

gdzie ¥ oznacza site poprzeczng, wywolang w belce przez obcigzenie
wtorne @ = .

Na podporze belki przedstawionej na rys. 149 mamy np. w ten spo-
36b (bezwzgledna warto$¢ kata):

o — L8 '

%= G4BT (239)
Bierzemy, w dalszym ciggu, belke AB w dwodch punktach swobodnie

podparta, do ktérej konica B zaczepiony zostal moment I/ (rys. 150). Chodzi
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o znalezienie katéw nachylenia koficowych przekrojéw belki wzgledem pio-
nu (lub katéw nachylenia odpowiednich siy2znych do odksztatconej wzgle-
dem poziomu). :

Z réwnania momentéw wzgledem podpory B wynika, ze:

M =Al — MUp=0 (240)

skad znajdujemy reakcje A, poczem moment zginajacy w dowolnym punkcie
(przekrdj 2«) bedzie si¢ rownat:

M= A.z (241)

Réwnanie (241) daje wykres momentéw ABJ przedstawiony w postaci
trojkata (rys. 150), ktéry przyjmujemy na wykres obciazenia belki.

W zaleznosci od tego obciazenia obliczamy reakcje podpdr; w tym
celu przyréwnywamy do zera momenty sit zewngtrznych wzgledem obydwdch
podpor:

Mp.h 2 S
) v ? [ — < . = 0
(242)
Mpl ) o
5 5 I —A.1=0
stad otrzymujemy, ze:
Wt : L T (243)

Odpowiednie katy obrotu beda sie tu réwnaly, co do wartosci
bezwzglednej, stosownie do wzoru (238):

B __ Jl‘rB.l B J[B.l
4 bEJ s~ 3EJ (244)

-G
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Jezeli do konca .| belki zaczepimy moment 1/, to na podstawie
obliczenia analogicznego do poprzedniego znajdziemy:

a Ml a _ Mall
. 8EJ 5 6EJ

-G

(2447)

za$ przy jednoczesnem dziataniu obydwdéch momentéw bedziemy mieli:

o B J[A o/ ;1{‘1; A

=2, 9, = 3ET T 6T

(245)
B . All‘.l 1l

A
) ] prosmm—
T8 L?/v} "'//;

Myl
677 T 5ET

W razie, gdyby momenty ./p i /4 mialy rézne znaki, irzebaby
we wzorze (245) przed jednym z nich umiesci¢ znak — (mniej).

Zastosowanie sposobu momentéw wtérnych do belki o ./ réznem dla
réznych jej odcinkéw opiera sig na wyrazeniu poszczeg6lnych momentéw
bezwladno$ci przez jeden z nich. Piszemy wigc, ze Jy,=mn./, J, = m ./,
i nadajemy rownaniom (234) z paragrafu poprzedniego posta¢ nastepujaca:

de? — EJ, dxt T om LJyC da?

m [

dy M oAy M, 1 &y My ] (246)

Za wtérne obcigzenie belki na poszczegélnych odcinkach przyjmu-

M,

jemy wielkosci I/, —2 i ;;L‘i- Aby wyznaczy¢ ugiecia y postepujemy w spo-

s6b podany w innych zadaniach tego paragrafu, t. j. droga obliczenia odpo-
wiednich momentéw wtérnych M i dzielenia ich przez [u./.

Na rys. 151 podany jest odpowiednio przeksztatcony wykres momen-
tow 1/, czyli wykres obcigzenia wtérnego belki o przekroju niestatym.

Aﬁ—-‘]——;——‘] ——J——(]_-—l Q‘B
7 -3

Rys., 151,
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Strzalki na rysunku oznaczaja czeéci belki, na ktérych ma miejsce dany
moment bezwiadnosci.

Sposdb momentow wtérnych mozna wyzyskaé i do bezposredniego
wykreslenia odksztalconej. W tym celu dzielimy pole wykresu momentow
na pionowe paski i znajdujemy pola tych paskow, uwazajac je za sily,
dzialajgce na belke i majace linje dzialania, przechodzace przez S$rodki
cigzko$ci paskéw. Dla sit tych wykreslamy linje sznurowg przy odlegtosci
biegunowej $ = F.J. Odcinki pionowe miedzy krzywg a jej zamykajaca
dadzgq nam poszukiwane ugiecia belki a wigc i jej odksztalcona.

Postepujemy tu wiec zupelnie tak samo, jak to zostato opisane w rozdz.
Tw§3i§d4.

Chodzi o wtasciwe ustalenie skali rysunku.

Zaréwno pola paskéw, na ktore podzieliliSmy wykres momentow, jak
i iloczyn L majq tu jeden i ten sam wymiar k.cm? przyjmujemy wigc
dla wieloboku sit skale: | k.cm? = s cm.

Wobec tego, ze moment zginajacy W, w danym przekroju belki
nie moze byc zalezny od odleglosci biegunowej wieloboku sit, z ktérego
zostat wyznaczony, iloczyn W, = y, $ ma dla danej belkii danego obcia-
zenia wielko$¢ stalg. Wynika stad, ze skoro O podzielimy przez », to
y = vy, wzro$nie n-Kkrotnie.

Powyzsze pozwala nam na otrzymanie ugie¢ belki y dowolnie powiek-
szonych. Aby wigc np. 100-krotnie powiekszy¢ na rysunku ugigcia belki,
przyjmujemy za odlegto$¢ biegunowa H nie L/, lecz 0,01 £J.

O ile poszczegdlne czeSci belki majg rézne momenty bezwiadnosci,
to musimy przed wykre$leniem linji sznurowej doprowadzi¢ wykres momen-
tow od obcigzenia rzeczywistegc do stanu, przedstawionego na rys. 151,
a oméwionego w odcinku poprzednim niniejszego paragrafu.

Z réwnan (246) wynika, ze przeksztalcenie wykresu momentéw moze
by¢ w tym wypadku zastapione przez stosowanie dla roznych odcin-
kéw belki réznych wielkosci ©, co jednak bardziej naraza na bledy
w obliczeniu, niz sposéb omoéwiony wyzej.

7. Wplyw sit poprzecznych na wyginanic si¢ belek.

Sily poprzeczne, wywotujac przesuwanie si¢ wzgledem siebie przekro-
jow poprzecznych belki oraz jej warstw poziomych (rys. 132c¢ i 132d),
wywieraja przez to wplyw na jej ostateczne wygiecie.

Wyobrazmy sobie, ze odksztalcona o$ belki, pod dzialaniem zaréwno
momentéw zginajacych, jako tez i sil poprzecznych, przybiera posta¢, od



