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to otrzymujemy tu zamiast (205) wzdr

i he
S (206)
co daje przy z = O:
T ,
T = Ty — %X (206)

Wzory (206) i (206') wskazujg na to, ze wzdluz wysokosci danego
przekroju belki naprezenia styczne zmieniajg sie wedlug paraboli, dochodzac
do najwickszej swej wartosci na osi obojetnej przekroju (rys. 136).

Dla przekrojéw kolistych najwieksze naprezenie styczne ma miejsce

T
3 A

W razie przekroju dwuteowego (rys. 137) wykreslamy przedewszystkiem
krzywa naprezen stycznych a”V”J'f"d" tak, jak dla prostokata abed, przy-
czem czedci a”” i f"d” tej krzywej odpowiadaé beda rozktadowi naprezen
w stopkach ab i cd.

rdwniez na osi obojetnej i réwna sig © =

|
|
4L

8

[

[
A

01
|

|

|

L

i

l
e
!
i

Rys. 136. Rys. 137.
W dalszym ciggu ustawiamy wzdr dla naprezen stycznych w $ciance ee’f’f:
T8 T \bh b (b -208)(h—28) h—23, 2
i B ¥ e ) g ey Q0D

N

gdzie 8 i ¢, oznaczaja odpowiednio grubosci $ciauki i stopki.

Ostatecznie dla naprezen stycznych w belce dwuteowej otrzymujemy
Wykres a”(l"(}"/"d”.

Naprezenia wypadkowe powstate z geometrycznego dodawania do sie-
bie naprgzefi stycznych i normalnych w danym punkcie belki zginanej
(naprezenia uko$ne) obliczone sa w rozdz. VIII, 2.

5. Roéwnanie odksztatconej i jego catkowanie.

Obliczenie ugieé, czyli pionowych przesunigé poszczegdluych pun
ktow osi belki pod dziataniem sit zewngtrznych, albo ma na celu posred-
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nie sprawdzenie wytrzymatosci konstrukcji, albo tez stuzy, iako $rodek do
wyznaczenia sif, dziatajgcych w uktadach statycznie niewyznaczalnych.

Wyznaczenie ugie¢ odbywa sie na podstawie réwnania (por. § 1 ni-
niejszego rozdziatu):

EP—J =M (208)

w ktorem M i p wyobrazamy sobie, jako funkcje wspdtrzednych.

O ile M = const, to i p = const, czyli ze pret wygina sie po-
diug krzywej kolistej Wypadek wygiecia kolistego ma miejsce np. w belce
na dwoch podporach, na ktérych dziatajg réwne a odwrotnie skierowane

momenty (rys. 138); jest to tak

X - zwane wygiecie czyste, gdyz sily

M (Lx ;M poprzeczne réwne tu sg zeru (por.
§ 1 niniejszego rozdz.).

Przy rozwazaniu wszystkich
innych wypadkéw wyginania si¢ belek musimy przedstawi¢ promien p, jako
funkcig wspotrzednych (rys. 139), czyli musimy réwnaniu (208) nada¢ forme
nastepujaca:

xys. 128,

d?y
+ =9
L e n e
P 1213/ — EJ
(&
' dx

Wobec trudnoéci catkowania rdéwnania odksztatconej w podanej for-
mie, zwykle uciekamy sie do jego postaci uproszczonej:

dy M
tTr = wy (210)
dajacej dostatecznie Sciste rozwigzania w wigkszosci zagadﬁieﬁ praktycznych,
w ktérych ugiecia y sa mate, a wiec i pochodne y' mate w stosunku do I.

Aby po zcatkowaniu réwnania (210) wzdr, otrzymany dla y, wskazat
wlasciwe potozenie odksztalconej, trzeba, aby obie cz¢sci réwnania
(210) mialy te same znaki algebraiczne. Sprawdzenie znakéw musi by¢
wykonane tylko dla jednego jakiegokolwiek punktu, w ktérym znane jest
potozenie wypuklej strony odksztalconej. o



‘Mamy wiec np. uktad wspdt-

{ rzednych, przedstawiony na rys.
A B M 159, oraz szereg krzywych o zazna-
S e czonej w punkcie K wypuklog-
il x Ci lub wklgstosci wzgledem osi

C A X 6w,
\/’5{/ B~ O kierunku wypuktosci tub

wklesto§ci w danym punkcie de-
figis o cyduje, jak wiadomo, znak ilo-
czynu yy”, ktéry jest dodatni dla krzywej wypuktej wzgledem osi X-6w
| ujemny w przeciwnym razie.
Mamy stad zestawienie nastepujgce:

Dla wypadku A: y3” >0, y==0, y" =0, M=0,

» - B: yy"<<0, =0, <<, M <0, @)
C: yy"<<0, ' y<<0, y”">0, M >0, '

yy" >0, y<<0, 70, M <0,

” n

ST

» »

Za moment dodatni przyjmujemy, jak poprzednio, momet obracajacy
lewa odcietq cre$¢ preta na prawo (kierunek wskazowki normalnego ze-
gara). Moment ten wywotuje rodzaj odksztatcenia, odpowiadajacy wypadkom
A i O, czyli“wykrzywienie zwrécone wypuktodcia do dotu. Uwazajac, iz
moment M w réwnaniu (210) tak jest wtadnie rozumiany, stawiamy tu przed
M w wypadku A i C znak + (wigcej), za§ w wypadku B i D znak — (mniej).

W razie skierowania na rys. 139 osi OY kun dotowi omdwione wypadki
A i C zajetyby w zestawieniu miejsca wypadkéw B i D i odwrotnie.

Odpowiednio do powyzszej reguly znakéw, bedziemy uwazali za do-
datnie katy nachylenia dodatniego kierunku stycznej do osi odksztatconej
z dodatnim kierunkiem osi X-6w, o ile dodatni kierunek stycznej zawarty
jest migdzy dodatniemi kierunkami obydwdch osi wspéirzednych, (por. nast.
odcinek). Nalezy zwr6ci¢ uwage na to, iz wlasciwe znakowanie katéw na-
chylenia stycznych do odksztalconej wzgledem osi X-6w, inaczej méwiac,
katéw mnachylenia poszczegélnych przekrojow belki wzgledem osi 1-6w,
posiada szczegélnie wazne znaczenie przy obliczaniui belek statycznie niewy-
znaczalnych (rozdz. XI).

Mamy belkg utwierdzong w jednym kofcu, swobodng w drugim i ob
cigzong w sposéb ciagly i réwnomierny (rys. 140).

Pod dzialaniem sit skierowanych ku dotowi belka wygnie si¢ réwniez
W tym kierunku, przyczem wypuklo$ciq bedzie zwrécona w strone osi X-6w
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Bedziemy tu wiec mieli: y <0 i yy” >0, skad y” musi by¢ < 0, a wiec
i przed momentem powinni$my mie¢ znak — (mniej).
Aby wyznaczy¢ moment M

w danym wypadku, korzystamy ze Y
sposobow obliczenia momentéw | %
zginajacych, opisanych w rozdz. X~ g
IV, pamietajac przytem, ze ob- §JHHIUHHIJHH RNTRERETA AR X
cigzenie belki wywotuje w miejscu \ S et -

o
uiwierdzenia moment —-%\ob- Rys. 140,

racajacy czg$¢ belki potozong na lewo od pewnego przekroju w kierunku na
lewo) oraz reakcjg ¢/, dajacg wzgledem danego przekroju moment dodatni
qlz. Dla uproszczenia rozumowania mozemy tu wyobrazi¢ sig stojacymi za
ptaszczyzna rysunku. Tq lub owg drogg dochodzimy do réwnania nastepu-

jacego:

57,2 _y_ el — 2 (212)

gdzie ¢ oznacza obcigzenie jednostkowe belki.
Catkujgc réwnanie (212), otrzymujemy:

N
Efdy —%12x - sz-}—%— + 0

Pochodna &y oznacza tg kata nachylenia wzgledem osi X-Ow stycznej

dx

. . d
do odksztatconej, czyli ze % = tgy = o~ o. Wobec tego mamy, ze

= 0, skad C = 0.

dy
przy =10, P

Po drugiem catkowaniu otrzymujemy dla odksztalconej réwnanie nas-
tepujace:

. N O l:v -
BTy = 2(2 u)+c

Wobec tego, ze, ze wzgledu na utwierdzenie belki, przy x = 0,y = 0,
musi i stala catkowana C’ réwnac sig 0. Z powyzszych wzoréw otrzymu-
jemy, iz na swobodnym koficu belki (tj. przy # = 1)
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W razie obcigzenia beiki, przedstawionego na rys. 141 (str. 125), row-

nanie (210) przybiera posta¢ nastepujaca:

By _ _ gl 2w
Bl i = = 3FE3 (213)

Catkujgc réwnanie (213), otrzymujemy, ze
_ @ 4o
Edy = 5 OZZ+Gm'C

State catkowania wyznaczamy z warunkéw:

- YW _ — —
przy x =1 %_o, pzyz =1 y =0
wynika z tego, Ze
L Ly
b= 12 ’0_30
= |

Gdyby$my obciazyli belke réwnomiernie (obcigzenie jednostkowe ¢q),
wéwczas mielibySmy, wedtug pierwszego ze wzorow (212,) ze

v Roéznica dwoch ostatnich ugigé da nam ugigcie belki przy obcigzeniu
wskazanem na rys. 142:

11 a
YT 0 BT (214)



W wypadku, przedstawionym na rys. 143, t.j. w wypadku belki w jed-
nym koficu utwierdzonej, a na drugim obcigzone] sitg skupiona, znajdujemy
w spos6b podobny do poprzedniego, ze

.y
LJ~dTZ: ~ P( - @)
skad:
P . j2k
vw=~-3gr ' @w=-3gr (P

W wypadku przedsiawionym na rys. 144 mamy, Ze:

By
s
skad: .
n=— 2E i q=—Fr @9
g 2EJ ! E
¥
L ~ Y
{ ;“?‘) W;%
N —_— ,_,“m___? ‘ir:\\' R ey pg
& ————— B o ?ido—-—————fi-w~—-—~-c)%
Rys. 143

W razie ciggiego i réwnomiernego obcigzenia belki na dwdch pod-
porach réwnanie réiniczkowe odksztalconej przybiera w ukladzie wspéi-

rzednych, przyjetym wedlug rys. 139, posta¢ nastepujacy (tu y <0, yy” <0,
y">=0):

dy  qx

State catkowania wyznaczamy w tym wypadku z warunku, ze na kofcach
belki (t.j. przy « = 0 1z = ) ugigcia rowne 8§ zeru i ze w $rodku belki
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styczna do odksztatconej jest rdwnolegta do osi X-6w. Otrzymujemy w ten

73

gl _p 2 )
’*"x(l 2 £2+ 3]

Ely=— -7

sposéb, ze

skad wynika, ze ugiecie w $rodku belki (tj. przy 2 = 72) bedzie rowne

4
gl (217)

-

» Dy--—=—<

O ile do belki zaczepimy szereg cigzarow skupionych, woéwczas od-
ksztalcona zostanie podzielona na szereg galezi, odpowiadajacych odcinkom
belki migdzy poszczegdlnemi cigzarami i wyrazajacych sie zapomoca, réw-

nan réznych dla kazdej galezi (rys. 145 i 146).

.Rys. 146.

‘Oznaczamy przez M,, M,.... M; funkcje odcigtej =, wyrazajace mo
menty zginajace w poszczegélnych odcinkach belki, .
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Réwnanie (210) przybiera wiec na odcinkach AP, P, P, i t. d. formy
nastepujace:

d*y
g —2 - = +
E Ty + M
ey By }
5 i M, (218)

72
o) e Y V;
da? -

Wobec przyjelych na rys. 145 kierunkéw osi wspoirzednych, przy
mometach M mamy tu znak + (yy” <0, y<<0, y” >0), natomiast dla
rys. 146 nalezy przyja¢ przy momentach znak -- (mniej).

Catkujac dwukrotnie réwnania (218), otrzymujemy

- . | )
Z’A:]a;:b 4‘1116133—}—(/1
g dy (. o ,
Bs L _J M, dz -+ G, (218")
T e
i J LIE —" J[, dx == C’,

oraz: -

EJy :J | a1, e +J C, dz 1 ¢,

BTy = | |3, dz 4 €, de - 07, (2187)

EJy =J ’J[,- dr 4| G dx 4 0,

Aby odksztatcona belki nie miata nigdzie zalaman i stanowita jedna cia-
gla krzywa, potrzeba, aby pod kazda z sit P sasiednie czgSci odksztalconej
mialy wspdlng styczna i rowne rzedne. Warunek ten daje nam moznos¢
wyznaczenia statych calkowania we wzorach (218') i (218”).
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Bierzemy punkt ¢ zaczepienia sity #; (odcigla ;) i obliczamy odpowiada-
jace mu rzedne dwoéch galezi odksztalconej na sasiednich odcinkach Py P,
oraz P; P, a rownriez katy nachylenia wzgledem osi X-6w stycznych do
tych samych krzywych i w tym samym punkcie (rys. 145 i 146).

Rzedng odcinka P;—; P; odksztalconej w punkcie ¢ oznaczamy przez
Yiu—1) , a odpowiedni kat nachylenia stycznej przez yi_y ; te same wielkosci
dla odcinka P; Py, oznaczamy odpowiednio przez ¥;(ity 0faz ¥ (iy1).

Mozemy wiec ustawi¢ réwnania typu:

Yiti—yy = Yi (41 (2)9)
Y-y = Yiety

ktorych liczba, przy liczbie cigzar6w n na belce, bedzie réowna 2n.
Poniewaz liczba galezi odksztalconej w belce na 2 podporach réwna
si¢ n4-1, wigc tylez bgdziemy mieli réwnan (218), czyli 2e ogéina liczba
statych calkowania wyniesie tu 2n 2. Brakujace dwa réwnania do wyzna-
czenia wszystkich stalych da nam dla wypadku przedstawionego na rys.

145 warunek, iz rzedne odksztalconej na obydwéch podporach réwne sg
zeru, czyli 2e

Yo) = 0, Yny1p = 0 (220)

W razie belki utwierdzonej (rys. 146) rozporzgdzamy tylko liczbg
2n — 2 rownan (219), potrzebujemy za§ wyzunaczy¢é 2n stale caikowania.
Brakujgce 2 réwnania da nam warunek, ze w utwierdzonym koncu belki
styczna do odksztalconej jest pozioma (i j. réwnolegla do osi X 6w),
a ugiccie réwne zeru, czyli ze: '

Yoy = 0, Yoy =0 (221)

. Powyzszy sposob postgpowania zachowalby swg moc i w tym wypadku,
gdyby do poszczegdlnych punktéw belki zostaly, oprécz sit pionowych, zacze-
pione réwniez i pary sit (momenty) oraz obcigZenie ciggte.

Bierzemy belkg na dwéch podporach, obcigzong jedng pionowg sitg P,
zaczepiong w odlegtosci a od lewej i & od prawej podpory (rys. 147).

4 P

1

r"’- - —_——a - - - -v--n-——_b_...._]

‘; A’x
Al - (e -2
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Stosujemy tu réwnanie (210) do odcinkéw .17° i B belki; mamy wigc:

2, )
B le{ :_'J() .
ax? l
(222)
APy Pa
E-[ 7—-—: = l '(l"“x)
Catkujac kazde z tych réwnari dwukrotnie, otrzymujemy:
oy Wy l’b 32
E.] o = - —}— C,
(223)
‘ dy Pa
B _ (z,«___)Jrc
) 3
EJy — %ﬁ T+ G+ O
(224)
) 2
E./y:"l“ (lf )+0 + ¢,

Aby wyznaczy¢ 4 stale catkowania, ustawiamy tu 2 réwnania (220)
i 2 réwnania typu (219). Otrzymujemy:

/=0

llll ]+Gz+o—£—“l—+cz' ¢i=0

l
Z;ﬁ [_é_ ]_1_09 b = ”’ a =+ Ca (225)
Z;ﬁ{m_§j+02_ﬂ a £ Lo
Rozwigzujac uktad réwnan (225), otrzymujemy:
- _I'b(l;l—b?) : 226)

Réwnanie osi odksztalconej w czesci A/ otrzymuje posta¢ nastepujaca

) ] > 2 h?
Qq Py — )z fbﬂ( 22 ) (227)

EIJ_ 6 ol

Mechanika budowli
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Obliczywszy w dalszym ciggu na podstawie réwnan (225) wielkosci C,
i 0,’, mozemy ustawi¢ odpowiednie réwnanie i dla odksztatconej odcin-
ka P’B. Z réwnania (227) otrzymujemy dla » = a, t. j. dla punktu /’ na-
stepujace ugiecie:

Pa?b?
Y= " SET (228)
! ,
Przy ¢« = 0 = —» mamy, Ze
P
= 22
Vs =T a8 RS (229)

Kat nachylenia stycznej w tym punkcie wzgledem osi \-6w jest rowny
zeru. Kat nachylenia stycznej w punktach 2 = 0 1 # =/ wyniesie

o o= o (280)  me=- o (230)
W=Yo=""jggr | YT 6ET

Wynika to ze wzoréw (223). /

Punkt na]w1e;k<zego ugiecia belki zna}dujemy drogg przyrownania do
zera wzoru dla y’, gdyz w tym punkcie styczna do osi odksztalconej musi
by¢ réwnolegtg do osi \-6w. Mamy wiec, ze ’

dy  Pb ) -
d = e RN TP - =0 R
skad .
- ] %(;2 ) (231%)

W przyblizeniu czesto przyjmujemy, iz najwigksze ugiecie belki wy-
pada w Srodku jej diugosci. Istotnie wzér (231') nawet przy b — G daje
dla z warto§¢ «x = 0,577, jezeli za$§ jest b >0, wéwczas = jeszcze mniej
rozni si¢ od potowy /. Poniewaz, w dodatku, koto $rodka belki y bardzo
wolno zmienia si¢ w zaleznosci od x, mozna wiec przyjac, nie popelniajac
znaczniejszego btedu, ze punkt najwiekszego ugiecia przypada w §rodku belki.

* Ugiecie to znajdziemy (btad okoto 2°/,), wstawiajac do wzoru (227) 2= —é—:

b
—5 g7 (8 — ) (232)
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‘ W razie szefegu cigzar6w na belce, ugigcia w $rodku belki pod dzia-
faniem poszczegélnych ciezaréw sumuja sig w my$l zasady superpozycji
Mamy tu wigc, ze

I o mm 2 e
Y= —RE EPb (31 — 407 (233)
gdzie '7’ oznacza poszczegblne cigzary skupione, za$ / ich odlegtoci od
prawej podpory.,

Ugigcie y, w koncowym przekroju

belki w jednym koncu utwierdzonej, a

na drugim obciazonej silg skupiong P

(rys. 148) znalez¢ mozemy, poza roz-

wigzaniem ogolnem, wyrazonem wzo-

rami (219), jeszcze drogg rozumowa-
nia nastgpujacego.
Ugigcie y, w punkcie [ sktada sig:

1°, z ugiecia belki w punkcie C réwnego 7,

20, z ugiecia belki w punkcie B, rownego y, i obliczonego jedy-
nie dla odcinka belki CB rozpatrywanego, jako belka utwier- .
dzona w przekroju C,

30,z diugosci tuku réwnego ¢, b i zakre$lonego wzgledem punkiu C
przez odcinek belki CB wskutek nachylenia si¢ przekroju belkiw €
o kat o,.

W ten sposéb dochodzimy do wzoru:

Rys. 148.

Yo = Y1 + 2P+ ¥
w ktérym wielkosci y, i ¢, obliczone sg w ten sposob, jakgdyby doty-
czyly belki AC o dtugosci a uiwierdzonej w jednym koncu (4), w drugim
za$ (C) obcigzonej sita /> i momentem I’0.

Wz6r (210) mozemy z pewnemi zastrzezeniami stos»-- 1 do belek
o zmiennym momencie bezwladnosci ./, bedacym funkcjg wspélrzednej z.

O ile zmiany przekroju belki nie sg zbyt nagle, w takim razie wsta-
‘wiamy w rownanie (210), zamiast stalej wartosci ./, odpowiednig funkcje 2
i wykonywujemy catkowanie tak przeksztalconego rdwnania osi belki.

Przypu$émy teraz, ze ./ zmienia sig wzdluz belki w sposob nieciggtly
w ten sposob np., ze czesci AC, CD i DB belki AB maja kolejno mo-
‘menty bezwtadno$ci réwne ./;,./,,./,. W tym wypadku galgzie odksztalcone’j
na odpowiednich odcinkach belki otrzymujg rdwnania nastgpujgce:

d*y M ay M, Wy M,

W = EL, @ - EJ, wr o B, @
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gdzie M,, M,, M, oznaczajg momenty zginajace na poszczegolnych odcin-
kach przedstawione, jako {unkcje x.

Po zcalkowaniu réwnan (234) odksztalcong wyznaczymy, tak samo
jak dla belki o przekroju stalym, z warunku, ze w punktach C i D jej
sasiednie odcinki majg wspolne styczne i rowne rzedne, oraz z warunku,
ze na podporach ugiecie belki.réwne jest 0.

Zastrzec sie nalezy, Ze omdwione rozwigzanie dla belki o zmiennym.
przekroju poprzecznym nie moze by¢ uwazane za zupetnie $ciste, gdyz row-
nanie (210) wyprowadzone zostalo dla belek o przekroju stalym; rozwia-
zanie to daje jednak dla celéw praktycznych wyniki zadowalajace.

6. Obliczenie ugiec s‘posobem momentéw wtérnych.

Poza sposobem bezposredniego catkowania réwnania odksztatconej
ugiecia belki mogg by¢ obliczane jeszcze i sposobem, opartym na analogji,
majgcej miejsce miedzy réwnaniem odksztalconej (por. § 5 niniejszego roz-
dziatu):

By _ M ’
_ de? ~ EJ (e
a réwnaniem krzywej sznurowej (por. rozdz. II, 4):
Py _ g
d*  H (236)

Stosunki znajdujace si¢ w prawych czeSciach obydwéch réwnan maja
ten sam wymiar cm, ' gdyz ¢ ma wymiar k:cm, H wymiar k, M wymiar
k. cm, wreszcie £/ wymiar k. cm?2

Podobiefistwo obydwéch réwnan moze byc wyzyskane droga, rozu-
mowania nastepujacegeo.

Jezeli sporzadzimy dla belki w pewien dowalny sposéb obc1azone]r
wielobok sznurowy, wzglednie krzywa sznurowg, wowczas, jak wiadomo,
odlegtosci y, zawarte migdzy tq krzywa a prosta zamykajaca, pomnozone
przez odlegtos¢ biegunowa, dadza nam momenty zgma]qce czyli ze
w pewnym przekroju «« belki )/, = f, () = y,. H.

Z drugiej strony, rzedne, zawarte miedzy odksztatcong danej belki
a jej zamykajaca, w danym razie osig \-ow, daja ugiecia belki w poszcze-
gblnych przekrojach czyli y = f(x).

Jezeli dla danej belki przyjmiemy obciazenie ciagle, zmieniajace sie
. wedlug reguty g= M = fi(z), ktére bgdziemy nazywali obcigzeniem
wtérnem, i o ile za odlegto$¢ biegunowa przyjmiemy pewien odcinek 9,
wyrazajacy sig w skali k.cm?® = s cm liczba EJ, woéwczas krzywa sznu-
rowa, sporzgdzona dla takiego obcigzenia, da rzedne réwne v, (mierzone
od zamykajacej), kiére pommnozone przez odlegto§¢ biegunowa $ = E.J°



