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6.4. PRZEPLYW LAMINARNY PLYNU NIESCISLIWEGO
PRAWO HAGEN -POISEUILLE’A

Rozwigzanie zagadnienia laminarnego przepltywu ustalonego w prze-
wodzie o przekroju kolowym mozna uzyskaé drogg catkowania réwnan
Naviera Stokesa (6.8).

Rozwazmy prostoosiowy przewdd o przekroju kolowym. O§ x
skierujemy wzdluz osi przewodu zakladajgc przeplyw jednowymiarowy i
laminarny. W tym przypadku spoé$rdd trzech sktadowych predkosci tylko
jedna vy # O jest rézna od zera, pozostale dwie sg réwne zeru
Vy = vz = 0. Réwnanie ruchu (6.8) oraz réwnanie cigglodci upraszcza-
ja sig¢ przy tym przyjmujgc postaé (sily cigzkodci zaniedbujemy)
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Z ostatniego réwnania tego ukladu wynika, Ze predkoéé v, jest
funkcjg tylko wspdirzednych y i z, z drugiego za$ i trzeciego, Ze
ciénienie p jest funkcjgq jedynie wspéirzednej x. Z tego wzgledu mozna
pierwsze réwnanie (6.11) przepisaé w postaci

32vx szx d
Pl =3 = (6.12)
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Lewa czgéC¢ tego réwnania jest funkcja y i z, a czg¢éé prawa -
funkcjg tylko x. W tym przypadku réwnanie (6.12) moze byé spelione
wtedy tylko, gdy zaréwno lewa jak i prawa jego czeéé sg wielko$ciami
statymi.
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Wprowadzimy nastepujgce oznaczenie

dp Ap
e = const = )

gdzie Ap = p; - pp jest spadkiem cisnienia na odcinku przewodu o
dlugoéci 1 (znak minus wynika stad, ze cisnienie zmniejsza sig

wzdluz przewodu, tzn. %;1:- < 0, za$ Ap > 0).

W ten sposéb réwnanie (6.12) sprowadza si¢ do réwnania o po-
chodnych czgstkowych drugiego rzedu
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Réwnanie (6.13) bedziemy rozwigzywali z uwzglgdnieniem warunku
brzegowego opartego na tym, ze w punktach, w ktérych plyn lepki
wskutek adhezji przywiera do

sztywnej, nieruchomej $cian- 4 9 Ve
ki, predko$é plynu staje sig ] 1 l
zerem (rys.6.8). Warunek ten _I ! [ .
. tacis Qs v
wyraza sig¢ w postaci _ .“-l——___.... N .
Ve = 0, r =R, (6.14) | | 1
ot
gdzie: r - promier (r = yz + 12), Rys.6.8

R - promieri przewodu rurowego.
Latwo wykazaé, ze réwnanie (6.13) oraz warunek brzegowy (6.14)
sq spelione, jezeli v, ma nastegpujacg postad

( y2+22 < r2>
v =Cl|l1 -*———|=C -— |,
x R2 > R2

gdzie C - pewna stala okreslona z réwnania (6.13)
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czyli
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Wyrazenie Vi przybiera zatem postad
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Otrzymane réwnanie na poszukiwang predko$é vy dowodzi, Ze roz-
ktad predkoéci przy laminarnym przeplywie ustalonym w przekroju ko-
lowego przewodu jest paraboliczny (rys.6.8).

Z réwnania (6.15) wynika réwniez, Ze predko$é maksymalna odpo-
wiada wartos$ci r = O, tj. elementom plynu na osi przewodu. A zatem

v  =AP g2 (6.16)

Z tego wzgledu mozna wzdér (6.15) przepisaé w postaci

Vo ™ Vo |:1 - (——E—)Z] . (6.17)

Objqto$¢é zaznaczonej na rys.6.8 paraboloidy stanowi wydatek obje-

toéciowy przeptywajacego plynu. Elementarny wydatek przez powierzch-
nig¢ pierécienia r i r + dr bedzie réwny

dQ = 2 r dr Ham

skad
R

R
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0

ostatecznie

4
TAp L4 ad
Q-B;LIR = 128 pl(pl’Pz)’ (6.18)
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gdzie d = 2R jest $rednicg przewodu

AP =Py - Py

Otrzymany wzér (6.18) jest zgodny z prawem Hagen Poiseuille’a,
sformutowanym na drodze dos$wiadczalnej dla laminarnych przepltywodw
plynéw nieécidliwych w prostoosiowych przewodach o przekroju koto-
wym.,

Znajgc wydatek, mozna znaleZé $rednig predkos$é w przekroju z
prawa cigglosci

Ap 2 g
Vé.r -%-.Sp_lR . (6.1:))
Poréwnujagc (6.16) i (16.19) znajdziemy, ze

v
max
Vér -——-2——, (6.20)

tzn., ze $rednia predko$é przy laminarnym przeptywie plynu w koto-
wym przewodzie réwna si¢ polowie predkos$ci maksymalnej.

Okreélmy stratg ciénienia wskutek dzialania sit tarcia w przypadku
przeptywu laminarnego.

W tym celu przepiszemy réwnanie (6.19) w postaci

Bulv 32uv
ér ér
Ap = pl - Py = -R2 = d2 1. (6.21)

Otrzymane wyrazenie przeksztalcimy do postaci

2
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otrzymamy

2
?V
e% zér- (6.22)

|2

Ap =

=

Pordéwnujgc wzér (6.22) ze wzorem na straty ciénienia w postaci
Darcy - Weisbacha

2
?V
ap = A 5~ (6.23)

gdzie A jest bezwymiarowym wspdlczynnikiem strat na tarcie w prze-
wodzie, zwanym réwniez wspdlczynnikiem strat liniowych -
otrzymamy

A (6.24)

Ze wzoru (6.22) wyvnika liniowa zalezno$é straty ciénienia od
predkos$ci przeptywu lamincarnego.

"Wartoéci wspdtczynnike <urat liniowych otrzymane ze wzoru (6.24)
sq zgodne z do$wiadczeniem w przedziale liczb Reynoldsa, odpowiada-
jacych laminarnemu przeptywowi w przewodzie o przekroju kotowym.,

Napre¢zenia styczne ze wzoru Newtona

dv
x

R
Gradient predkosci wyznaczymy z réwnania (6,15)

dv
x AP

r
a " war 7z’
stad
Ap r
o-F5

‘Wzér ten okreéla liniowy rezklad napre¢zend stycznych w przekroju
poprzecznym przewedu od ¢ = 0 na esi do L '_‘TE "2{— na $ciance.





