6. PODSTAWY DYNAMIKI PLYNOW LEPKICH

6.1. ROWNANIA ROZNICZKOWE RUCHU PLYNU LEPKIEGO
NAVIERA -STOKESA

Przy wyprowadzeniu réwnah rézniczkowych ruchu ptymu doskonate-
‘go Euiera wzigto pod uwage, oprocz sii masowych, nmormalne sity po-
wierzchniowe. W przypadku ptynéw lepkich nalety ponadto uwzglednié
styczne sily powierzchniowe (sily lepkosdci). W dalszych rozwazaniach.
bedziemy postugiwali si¢ pojeciem napreief normalnych i stycznych,
tj. stosunkéw odpowiednich sil powierzchniowych do powierzchni, na
ktdre dzialaja.

Wplyw lepkosdci na ruch ptynu lepkiego przejawia sig nie tylko
przez powstawanie naprg¢zen stycznych, alc réwniei przez zmiang wiel-
koéci naprezern normalnych, w poréwnaniu z ich wartosciami w przy-
padku ptynu doskonatego.

Dla wyprowadzenia réwnani rézniczkowych ruchu ptynu lepkiego roz-
patrzmy elementarng objgto$é ptynu w ksztatcie prostopadioécianu (rys.
6.1). Na kazdg $ciankg elementu piynu dziatajq trzy skladowe napreie-
nia (jedna normalna i dwie styczne). Wprowadzimy nastgpujjce ozna-

Rys.6.1
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czenia: naprezenia normalne oznaczmy przez p, a styczne przez T.
K'&idy symbol naprezenia zaopatrzmy w dwa indeksy: pierwszy oznacza
kierunek normalny do rozpatrywanej powierzchni, drugi za$ kierunek
osi, na ktérg rzutowana jest dana skladowa. Stan naprezend w plynie
lepkim okresla 9 funkcji skalarnych:

X yw yz

Na trzech $ciankach przechodzgcych przez punkt M(x,y,z) skie-
rowano skladowe naprezen, zgodnie z dodatnim kierunkiem osi wspdt-
rzgdnych, na trzech za$ pozostalych przeciwnie.

Suma wszystkich sil powierzchniowych, dzialajagcych na element
plynu w kierunku osi x réwna jest

op

XX
P dy dz - (pxx + Ix dx> dy dz + ’ny dz dx -

a'ryx
_<,ny+_~a-y—dy dzdx+f[;‘zxdxdy— Ty * 37 dz |dx dy =

aix+ a};’x+ o >dxdydz.

( op T, v,

Uwzgledniajgc sktadowe sily masowej i sily bezwladno$ci otrzyma-
my réwnanie réwnowagi sit w kierunku osi x

X
—a%qudydz—)(gdxdydz+

dv apxx 'Z)'E’yx T
<’ax + By A dx dy dz = O.

Po przeksztalceniu tego réwnania mozemy analogicznie dla kierun-
kéw osi y i z napisaé réwnania ruchu w postaci:
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dvx X 1 OPyx N ATy o a'r"zx>
=T g\ 2x oy 2z )’

dt

dv AT %p T

¥ _ _ 1 Xy Yy zy

dt ¥ q< Ix " 2y Az )? (6.1)
fli_z_ 7 1 a'c'xz a’Uyz . 8pzz

at T “ ° —é 2x "y 0z

W dalszych rozwazaniach wykazemy, Ze z 9 skiadowych napregzen,
wystepujacych w tych réwnaniach 6 jest niezaleZnych.

Rozwazmy momenty silt dzialajacych na elementarny prostopadio$cian
wzgledem osi réwnoleglej do osi y i przechodzgcej przez $rodek C
prostopadlodcianu (rys.6.2).

zl

Ty Py
Tz dz o( T 0%,
dx
M(x,z) ——
sz
0 x
Rys.6.2

Napiszemy réwnanie momentéw ograniczajac si¢ do wielkodci ma-
tych trzeciego rzedu.

W tym przypadku pomijamy moment sit masowych jako wielko$é ma-
lg czwartego rzedu; uwzgledniajgc kierunek momentéw, otrzymamy

dz

dz
2 e ("uzx * d'czx)dx dy OB

'c'zxdx dy

dx dx
"Gz ® 42 - Ty, + 4T, )dy dz R = 0
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lub zaniedbujgc wielkoéci male czwartego rzedu

e e i iy e

=0
zX zX Xz xXZ 2 ’

skad

W analogiczny sposéb mozna wykazaé, ze:

Tyx T Txy'  Tyz T Tzye

Tak wigc stan naprezenl w plynie okre$lajag w dowolnym jego punk-
cie trzy napr¢zenia normalne i trzy naprezZenia styczne.

Na podstawie wzoru Newtona T = %—X— okre$lamy wielko$é napre-

zen stycznych jako proporcjonalnych do odpowiednich predkosci odksztal-
cen katowych elementu plynu (rys.6.3)

Rys.6.3

Predko$é przemieszczenia sig boku gérnego wzgledem dolnego wy-

de
i — dz.
nosi dt z

: d
Gradient predkoéci réwny jest Ec_: .
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Tak wiec naprezenia styczne wyrazg si¢ w postaci:

v v )
x z
Tox " Txz ~ _}‘L< 3z T ax /’
)
Y2y T Tyz T 7‘( y "oz )’ e

avy 8vx
R

Naprezenia normalne pxx, Pyys Pzz pod wplywem sil lepkosci nie
sq sobie réwne jak w przypadku plynu doskonatego.

Dla wyznaczenia naprezen normalnych rozwaZmy element plynu w
ksztalcie klina (rys.6.4). Zorientujmy pod katem o do osi x, réwno-
legle do $cianki A C kierunek & i prostopadle do niego 7. Ulozymy
réwnanie réwnowagi silt, dziatajgcych na rozpatrywany element piynu.
Sily masowe jako wielkoéci male o rzad nizsze od sil powierzchniowych
moga byé pominigte w réwnaniu.

Z
? A . Tox Py

C

dx

pxx dz d
Xz 5 'C.qg 3

A 77

E X
Rys.6.4

Przyjmujgc jednostkowg dlugosé elementu w kierunku osi y napisize-
my sume rzutéw sit powierzchniowych na kierunek g nastegpujgco

(pxxdz - 'c‘zxdx)cos oL+ ('r,‘xzdz - pzzdx) sin o +'l:‘?£d!, =0,
podstawiajgc:

dx = d§ cosox, dz = d§ sina
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oraz
zX XZ

otrzymamy
T .= T (coszo( - sinzo() + (p - p._ )sinx cos o« =
8" “xz zz XX

1
= 2 — = i
Tyy COS 2+ 5 (pzz pxx) sin 2o . (6.3)

Naprezenie styczne T E mozna analogicznie do zaleznoéci (6.2)
wyrazié w postaci K

v, v,
o
R "<3€ ' 9v>'

Zaleznoéci pomiedzy odpowiednimi wspdirzednymi i predkos$ciami
w ukladach x, z i 5,17 dadzg sie wyrazié w nastepujgcy sposdb:

x=§coso(-173'mo(, vt,=vx cosu+vz sin o,

z-E,sino(+?7coso(, Ty = sinot + v, coso.

Szukane pochodne sg rdéwnes

avx 'avz avx sz
= |~ Wsinc{ + % cosm) cos ol + <— Pz sin o + -———cosou) * sing=

2z
. o ’va avz 2 ’OVZ . 20( fdvx
= S1n X COS - 2% +—a—z—' + COsS O _'—ax - s 2z 9
™ ax M
am T x Ay " oz|dy

”
Av v v

m| X cosot + > sinet)(- sinot) + | — cos o +
Ax 7x ¥4
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v v v\
z . X z
+W sin® | Coso¢ = Sing cCos ot |- m— + )+

v v
+ Cos o ’ = sin2 _9_2_
2 dz X x

Po uwzglednieniu tych zalezno$ci napiszemy

avz Bvx 'avz 'bvx
fc'?t- ~ ki <-§-—x—' + —a—z—->cos 2a0 + —3—??. - T)?) sin 2« |[. (64)

Pordéwnujac zaleznodci (6.3) i (6.4) otrzymamy

1
T, COS 2o¢+-§-(pzz - pxx) sin 2 x=

sz Bvx ov, v,
= -P'<=é—x_-+ﬁ Ccos 2d—}1<—a—-z—~ sin 2(1.

X

Poniewaz

v v
AT
Txz = K \ax * %z ) ’

stad
v v
_ -2 z _x
Pz ™ Pxx K\7z" - 7x
lub '
Av v
2 z - + 2 _)_(._
Py, * 2 2z Pyx P ?x
Uogélniajac tg zaleznoéé, mozemy napisac
avx v 'avz
pxx + 2}4 g—x—- pyy e 2}1—5;[ - pzz o Z}L—aT o (& (6.5)



- 211 -

Stalg C okreélimy z tej réwnosci

C_pxx+pyy+pzz+_2_ Bvx+3Vy+2vz
3 3o T ay Tz )¢

Jezeli $rednig warto$é naprezed normalnych oznaczymy przez

D, +
xx P

yy’pzz
3

P ’

to stala

2 'bvx- ’avl 'bvz
C"’*'&T“(ax"ay*az :

-

Podstawiajac warto$§é C do zaleznodci (6.5) wyznaczymy napreze-
nia normalne:

avx 2 ?Vx va avz
Pxx'P'z"T{*é'“W*’a—y'*az 2

va Zvy ’avz )

v
2
pyy-p-ng—yxi-gp(ax +ay+az (6.6)

. ’bvz 2 ’bvx va 8vz
LA A S T LT Y2y Yoz /-

Po podstawieniu do réwnaf ruchu (6.1) zaleznosci okreslajgcych
naprezenia styczne (6.2) i mormalne (6.6) oraz po niewielkich prze-
ksztalceniach otrzymujemy ostatecznie:.

' 2 2 2 l

dv : Y 3v % v v Av

o 1% x x x) 1,2 R NN g

e .x-eq"N(axz +3y2 +322>’39’bx(x Dy+'3z>'

' 2 2 2

dv v v 3 v Iv Av

Y __]:_’)_P_*_\) A J . y>+—1-v < ( P + z), (6.7)
o e 312 'ay2 322 3 9y \0x Ay 9z ).
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Rdwnania te znane s pod nazwg réwnan rézniczkowych Naviera -
Stokesa ruchu ptynu lepkiego s$cidliwego.
Powyzsze rdwnanie mozna zapisaé w formie wektorowej

-g—:—'- = F -—égradp+\)V27 +—%\) grad(div v).

Dla plynu niesciliwego div Vv = O i ostatni wyraz w rdéwnaniach

(6.7) znika

dv = 1 2
T V.
T F q grad p +VV'v

Réwnania ruchu ptynu lepkiego i niesdcidliwego z rozwinigtym wyra-
zem przy$pieszenia dadzg sie¢ przedstawié w postaci:

x x X avx 1 2p 2
7 P Vxax P Vyay PVl tX e OV Yo

avy avy v Av 19p 2
F+vxaT+vy—ﬁx+vz 2z 'Y-an'ﬁ)v Vy' (6.8)
v % v 'av

Z z

Do réwnan rézniczkowych Neviera - Stokesa ruchu plynu niesci$li-
wego i lepkiego nalezy doljczyé jeszcze czwarte réwnanie cigglodci

Latwo mozna zauwazyé, ze z powyzszych réwnain otrzymuje si¢ dla
plynu nielepkiego przy < = O znang postaé réwnania Eulera





