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Réwnanie (4.16) zwane catkq Lagrange a-Bernoulliego charaktery-
zuje si¢ tym, Ze stala C ma te samg warto$é dla wszystkich elementéw
cieczy, podczas gdy stala Bernoulliego ma jednakowy warto$é tylko
wzdluz linii pradu. Jezeli ciecz jest poddana dziataniu wylgcznie sit

cigzenia, woéwczas potencjal U = -g z i réwnanie (4.15) przyjmie po-
staé

vz 9
oy +—'aT(P+L+ g z = C(t).

S

Analogicznie dla ruchu ustalonego napiszemy

2

Y2—+ +gz=C. (4.17)

<o g

4.6. ROZNICZKOWE ROWNANIA RUCHU WIROWEGO
PLYNU DOSKONALEGO

Rézniczkowe réwnania Eulera dadzg si¢ zastosowaé zardéwno do ru-
chu potencjalnego jak i wirowego. A

Aby wyprowadzié réwnania réiniczkowe ruchu wirowego do prawej
strony réwnania Eulera (4.3) ruchu ustalonego dodamy i odejmiemy na-
stepujgce wyrazy:

L+

v v
Vv oal v o |,do pierwszego réwnania,
y 0x z 0x

L+

v v
v X ¢+ v ——= ] do drugiego réwnania
x oy z dy ’

tlv
X

Po dokonaniu tej operacji pierwsze réwnanie ukladu (4.3) przyjmie
postad

) (™)
N\x<

v
+ Vv _._I> do trzeciego réwnania.
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W réwnaniu tym

v, va+ ?2_1(.‘_’_2.
Viox "y ax FYzax Tax\2 )’

a sktadowe predkoéci katowej obrotu elementu:
v v
(_z_ _ ¥y
Wy =72 (-3—37 . ]!
¢ >
K ;
l
"2 Ty /¢

Przedstawimy wiec nasze rdéwnanie w postaci

) | @
>4< xlN< N

v 2

12 3 (v}
X-—q-a—- -a——+-5;(2 )+ 2(vzwy-vywz).

Analogicznie napiszemy dla dwéch pozostatych osi. Ostatecznie réz-
niczkowe réwnania ustalonego ruchu wirowego plynu doskonalego moze-
my napisaé w postaci:

2 v
1 ?p 2 (Vv x
x"q'ﬁ"rx( ) 3t * 2%y - vyw,)
2 v
1% 23 (v y
Y - o Ti( ) - * 2Azvw, - vzwx), (4.18)
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Réwnanie powyzsze dla ruchu wirowego otrzymane na podstawie
wyjéciowych réwnaf réiniczkowych Eulera nazywamy réwnaniami Gro-
meki-Lamba.

ZV Ov ‘Ov
Dla ruchu ustalonego T- -5-— -——— = 0 { wédwczas réwnania

Gromeki-Lamba przyjmq postaé:
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2
12 2 (v
g E‘(T): 2 vy - vyu,)s

2
ay(‘f) =2 (waz - Vzwx)’

) 2
-2 'ﬁ('z—)" ST AL

(4.19)

Mnozgc poszczegdlne réwnania odpowiednio przez dx, dy, dz i do-

dajgc stronami otrzymamy

1/ 2p op
XdZ+Ydy+ZdZ-q<,—a§dx+wdy+ﬁdz -

= [—a%—c (z;)dx + 75%’— <X;)dy + —;;(—%z—)dz} =
=2 l:(vzwy = vywz)dx + (vxc«)Z = vzwx)dy +
+ (Vywx - vxmy) dz:l .

Jezeli sily masowe majg potencjat U, to wéwczas

1 v2

du - 0 dp - d<—§-> = 2[(vzwy - Vywz)dx +

+ (vxmz - vzwx)dy + (Vyw_x = vxwy)dz:l ,

lub tez w postaci

‘4

(4.20)
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Prawa strona réwnania (4.20) przedstawiona zostala w postaci wy-

znacznika. Réwnanie to mozemy latwo scatkowaé, jezeli wyznacznik

dx dy dz

wy Wy Wz % 0. (4.21)

a po scatkowaniu

2
U -.Q.E - -Yz- = const, (4.22)

W polu grawitacyjnym potencjal sil cigzkodci U = -g z, a po pod-
stawieniu do réwnania (4.22) otrzymamy

2
DA '} -
2+g+gz const

lub
v2
%= +..;l + z = const. (4.23)

Jest to znane nam juz réwnanie Bernoulliego przedstawiajgce sume
energii kinetycznej i potencjalnej jednostki cigzaru pilynu,

Oméwimy teraz zakres stosowalnodci réwnania Bernoulliego, Jak
wiemy réwnanie to otrzymaliémy calkujgc réwnanie (4.20), przy zalo-
zeniu, Ze wyznacznik (4.21) réwny jest zeru. Wyznacznik réwna sie
zeru wéwczas, gdy w jednym z jego wierszy lub kolumn wszystkie wy-
razy sg zerami, lub gdy dowolne dwa wiersze s4q nawzajem proporcjo-
nalne. Z tego wynika, Ze wyznacznik (4.21) réwna sie zeru, giy.apel-
niony bedzie jeden z nastgpujgcych warunkéw s



T-———-_‘—D (4.2&)

Warunek @, =w, = w, = 0 okresla przeplyw niewirowy, potencjal-
ny. A zatem stala w rdéwnaniu Bernoulliego jest taka sama dla catego
pola przeptywu i réwnanie to moze byé stosowane dla przeplywu poten-
cjalnego w calej rozcigglosci, a wigc bez zadnych ograniczen.

Warunek —31 -S—Y -——(Vl-z— przedstawia nam réwnanie linii pradu.

x y z .
Z tego wniosek, ze stala w réwnaniu Bernoulliego bedzie inna dla kazdej
linii pradu, zachowujgc te¢ samg warto$é jedynie wzdiuz danej linii pra-
du. Réwnaniem Bernoulliego mozemy sig w tym przypadku postugiwaé i
dla ruchu wirowego stosujgc je osobno dla kazdej linii wirowej.

x Yy @
Warunek et e okreéla charakter przeptywu. Jest to je-
X y z

dyny przypadek kiedy réwnanie Bermoulliego mozemy stosowaé dla cale-
go pola przeplywu pomimo, ze ruch cieczy jest wirowy. Ma to miejsce
wéwczas, kiedy kierunek linii wirowej jest zgodny z kierunkiem linii
prgdu. W strumieniu, w ktérym linie prgdu i linie wirowe pokrywaja
sie ze sobg, mamy ruch S$rubowy.

4.7. ROWNANIE BERNOULLIEGO DLA GAZOW

Rozwazajac przeplyw gazéw zaniedbujemy sity masowe, gdyz nie
wywierajg one istotnego wplywu na przeplyw gazéw

X=Y=2=0.
Uwzgledniajgc powyzsze w réwnaniach Eulera (4.4) otrzymujemy:
l dv

_x__12p,
dt an
dv

y.. .13,
dt Q’b}’
Ve 1,
dt --Qaz



