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4.5. CALKA CAUCHY-LAGRANGFE’A

Rozwazmy ruch potencjalny cieczy doskonalej; skladowe predkosci
w tym ruchu wyraza sig¢ w postaci czastkowych pochodnych potencjalu

predkoéci ¢(x,y,z,t).
Uwzgledniajagc w réwnaniu (4.2) zaleznoéci (3.15), otrzymamy:

dvx 3_‘£3 2% 52 +3_(P 220
at axat ’t) 2z 9z 9x

lub
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mozemy napisaé dla wszystkich rzutéw przyépieszenia nastepujagce wy-
razenia:

dv 2
y 2
dt '%(v? +—ti>’ (4.12)

Ty 2 (v, 29
dt ~2z\ 2 "ot )

Uwzgledniajgc zaleznodci (4.12) w réwnaniach rézniczkowych (4.3)
Eulera otrzymamy uklad réwnafd w postaci:

2 (v 20\ 1 3p
X'W<T+W>'§"a?c"
y (¥, 20\ 12 (4.13)
“ay\Z Tt )T oy :
2
Z-__a__(z_.pg(P)-—l--a—P—.
2z \ 2 2t g 0z

Przy zalozeniu plynu barotropowego wyrazy prawej strony ukiadu,
réwnaf (4.13) przedstawimy w postaci pochodnych czgstkowych wzgle-
dem odpowiednich wspéirzednych pewnej funkeji P(x,y,z) zaleznej tyl-
ko od ciénienia:
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W celu scatkowania powyzszych réwnan pomndzmy je odpowiednio
przed dx, dy, dz oraz zsumujmy

2
2 (v, 2% )
de+Ydy+Zdz-—a-5c-<2+-5—t—+P dx +

2 2
2 (v (1%, 2 (Vv A
g ﬁ("z‘ et P>d>’ - 27(_2 gyt F e

Wyrazenia w nawiasach sg funkcjami nie tylko x, y, z, lecz takze
t. Dlatego tez calkujac je bedziemy przyjmowali, Ze t nie ulega zmia-
nie. Prawa strona bgdzie wéwczas rdézniczks zupelng, a zatem

2

XdX+Ydy+2dz-d(V—2+gf+P>.

Lewa cze$é réwnania, okredlajacg elementarng prace silt masowych
przedstawiamy w postaci rézniczki potencjatu sit masowych U, a zatem

2
v (L%
dU=d<——2-+-5T+P>.

Uwzgledniajgc zalezno$é (4.8), otrzymamy po scaltkowaniu

2 d
"7+2_t‘£+ -—QB=U+C(t). (4.14)

Catka ta nazywa sie caltkg Ca.uchy—Lagrange'a dla mnieustalonego
potencjalnego przepltywu pltynu $cidliwego.

Jezeli plyn jest niedcisliwy, tzn. g = const, catka Cauchy-La-
grange a przyjmie postaé

N

+%€+§ U = Clt) . (4.15)

v
2

Przy zalozeniu ruchu ustalonego did 0,

= C(t) = C réwnanie
(4.15) przyjmie postaé at

2
V—2-+—9P——U=C. (4.16)
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Réwnanie (4.16) zwane catkq Lagrange a-Bernoulliego charaktery-
zuje si¢ tym, Ze stala C ma te samg warto$é dla wszystkich elementéw
cieczy, podczas gdy stala Bernoulliego ma jednakowy warto$é tylko
wzdluz linii pradu. Jezeli ciecz jest poddana dziataniu wylgcznie sit

cigzenia, woéwczas potencjal U = -g z i réwnanie (4.15) przyjmie po-
staé

vz 9
oy +—'aT(P+L+ g z = C(t).

S

Analogicznie dla ruchu ustalonego napiszemy

2

Y2—+ +gz=C. (4.17)

<o g

4.6. ROZNICZKOWE ROWNANIA RUCHU WIROWEGO
PLYNU DOSKONALEGO

Rézniczkowe réwnania Eulera dadzg si¢ zastosowaé zardéwno do ru-
chu potencjalnego jak i wirowego. A

Aby wyprowadzié réwnania réiniczkowe ruchu wirowego do prawej
strony réwnania Eulera (4.3) ruchu ustalonego dodamy i odejmiemy na-
stepujgce wyrazy:

L+

v v
Vv oal v o |,do pierwszego réwnania,
y 0x z 0x

L+

v v
v X ¢+ v ——= ] do drugiego réwnania
x oy z dy ’

tlv
X

Po dokonaniu tej operacji pierwsze réwnanie ukladu (4.3) przyjmie
postad

) (™)
N\x<

v
+ Vv _._I> do trzeciego réwnania.
y 9z
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