19 avx v v ’t)vx
p ’
X -39 "7t *%ox "ydy V2702
v AV v v
12p y _F Yy _y
Y ~?3_y. Hﬂ— + Vx 3% o Vy ay + VZ 2z (4-3)
AIv Av v
1 9p z z Z v
Z-—q__f-at thax YWy T 2z

Powyzsze réwnania w polgczeniu z réwnaniem cigglodci okresélajg
ruch plynéw doskonalych w najogdlniejszej postaci.
g W ruchu ustalonym plynu doskonalego pierwsze wyrazy prawych
stron réwnahd (4.3), tj. czgstkowe pochodne sktadowych predkosci
wzgledem czasu sg réwne zeru

v v v
2t 2t t :

4.3. ROWNANIE BERNOULLIEGO
JAKO CALKA ROWNAN ROZNICZKOWYCH RUCHU EULERA

Réwnania rézniczkowe ruchu w postaci Eulera (4.1) dla dowolnego
(niepotencjalnego) przeptywu ustalonego mozna scatkowaé. Catke te po-
dat po raz pierwszy Bernoulli, jest ona dlatego nazywana catkg lub
réwnaniem Bermnoulliego.

Niech plyn porusza si¢ wzgledem ukladu wspdirzednych x y z. Je-
zeli przeplyw jest ustalony, tory i linie pradu pokrywajg sig, element
plynu porusza si¢ z pewng predkosdciq v wzdtuz toru stanowigcego jed-
noczeénie lini¢ pradu.

W ciggu czasu dt element pltynu przebedzie wzdiluz toru odcinek
drogi ds, ktéry réwny jest

ds = v dt.

Rzutujgc elementarne przesunigcie ds elementu wzdluz linii pradu
na osie wspdirzednych x, y, z otrzymamy:

dx = v_dt,
x
dy = vydt, (4.4)

dz = v dt.
z
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Przedstawimy drugie wyrazy lewych cze$ci réwnan (4.1) w postaci
pochodnych czgstkowych wzgledem odpowiednich wspdirzednych pewnej
funkcji P(x,y,z):

Vo
l-a

_O 1% 9P, 12p 2P
x qay-ay’ @3z "2z’ (4.5)

|~

Zakiadajgc piyn barotropowy, w ktérym gesto$é piynu wyraza sie
jednoznaczng funkcjg samego tylko ciénienia a tym samym P(x,y,z)
zalezy tylko od cisénienia,

' Uwzgledniajac powyzsze zalezno$ci w réwnaniach (4.1) otrzymamy:

" _a_P i dvx
% dt '’
dv
9P
Y "~ (4.6)
z 9P dvz ;
"2z " dt

Aby te réwnania scatkowaé, pomnozymy kazde z nich przez odpo-
wiednig sktadows elementarnego przesunigcia wzdiuz linii prgdu réwna-
nia (4.4) i dodamy stronami. Ostatecznie otrzymamy

Xdx + Ydy + Z dz -(-5az dx +-a—l—:-dy+-é—-dz)-

(4.7)

wvdv +vdv +vdv ,
X X Yy ¥y z 2z

Wyrazenia po lewej stronie réwnania sg rdézniczkami zupelmymi,
tzn.:

Xdx + Ydy + £dz = dU,

P

oP dx+aP 27

ax ay dz = dP .

dy + 5—
Z zaletnosci (4.5) wynika, e

dp
dP LRt | (408)
4 _ :
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za$

dp
Bt f <2
¢
Funkcja U(x,y,z) jest potencjalem jednostkowych sil masowych

X, Y, Z. Prawa strona réwnania (4.7) jest réwniez réZniczkg zupelng
a mianowicie

d(v™)
5

vdv +vdv + vdv =
X X yy zZ z

Réwnanie (4.7) mozna zatem napisaé w postaci

2

' v
dU - dP = d(—z—)
lub
V2
d(—z— + P - U) =0.
Po scatkowaniu otrzymamy
v2
‘2— +P-U=C.

Uwzgledniajac zalezno$é (4.8) napiszemy

%+f%12-u-c. (4.9)

Catka ta nazywa sig¢ réwnaniem Bernoulliego dla ustalonego prze-
ptywu plynu $cisdliwego.

Jezeli @ = const catka (4.9) przyjmie postaé

V'2 P
_2-+-e—~U=C.

W jednorodnym ziemskim polu grawitacyjnym potencjal sit masowych'
U = -g z, stad
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2
;—g +%+ zZ = comnst, (4.10)

lub dla dwéch przekrojéw strugi elementarnej otrzymamy rdéwnanie Ber-
noulliego dla ustalonego przeptywu plynu nieécigliwego w polu sil gra-
witacji ziemskiej

et 4+ Z, m == +—= ¢ zZ_. (4.11)

4.4. INTERPRETACJA ROWNANIA BERNOULLIEGO

Analizujgc réwnanie Bernoulliego (4.10) widzimy, Ze kazdy jego
wyraz ma wymiar dlugosci. 2

Wyrazy te nazywamy nastepujgcos —%—g— - wysokosdcig predkosci,

—,? - wysokodcig ciénienia i z - wysoko$cig polozenia.

Réwnanie Bernoulliego mozemy wiec sformulowad nastepujgco: dla
kazdego przekroju strugi cieczy doskonalej, znajdujgcej sie w ruchu
ustalonym pod dzialaniem wylgcznie sily grawitacyjnej (cigzenia), suma
wysokosci predkosci, wysokodci cidnienia i wysokoSci polozenia jest
warto$cig stalg.

Interpretacja energetyczna réwnania Bernoulliego jest nastepujacas

2

wyraz ‘Zr—g przedstawia energi¢ kinetyczng cieczy w danym przekroju

strugi, przypadajacg na jednostke cigzaru przeplywajacej cieczy, a su-

ma z +—’163 przedstawia energie potencjalng na jednostke cigzaru cieczy.

A wiec suma energii kinetycznej i potencjalnej w kazdym przekroju
strugi cieczy doskonalej jest wielkoscig stalq.

Na rysunku 4.2 pokazano nastgpujgce charakterystyczne linie zwig-
zane z réwnaniem Bernoulliego:

a) linia prgdu wzniesiona jest ponad linig odniesienia o warto$é z,

b) linia ciénied - miejsce geometryczne punktéw wzniesionych po-
nad poziom odniesienia o wysoko$é z +§ ;

c) linia energii - w przypadku cieczy doskonatej jest linig pozioma,
wzniesiong ponad poziom odniesienia o stalg wysokosé ;—g +;§'— + z =
= const.



