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dynamiki plynu bylo wyprowadzenie przez D. Bermnoulliego réwnania
energetycznego, ktére stanowi podstawe przyblizonych rozwiazan zagad-
nie hydrauliki.

Hydrodynamiczne ciénienie w plynie doskonalym bedgcym w ruchu
ma wszelkie cechy ciénienia hydrostatycznego, poniewaz w ptynach mnie-
lepkich nie wystgpuja naprezenia styczne.

W mechanice ptynéw plyn jest traktowany jako oérodek ciggly i jedno-
rodny, w zwigzku z czym ciénienia i predkoséci sq ciaglymi i rézniczko-
walnymi funkcjami wspdéirzednych. W ruchu plyndw spelnione sg warun-
ki ciggloéci, okreélone réwnaniami (3.5) lub (3.6).

4.2. ROZNICZKOWE ROWNANIA RUCHU EULERA

Rozpatrzmy element ptynu w postaci prostopadiosdcianu o krawedziach
dx, dy, dz, réwnoleglych do prostokatnych osi wspdéitrzednych (rys.
4.1). Na wyodrebniony element dzialajg sily powierzchniowe, wywotane
ciénieniem hydrodynamicznym.

zA

Rys.4.1

Oznaczmy X, Y, Z - sktadowe sil masowych, przypadajacych na
jednostke masy, w kierunkach osi wspéirzednych.

Masa elementarnego prostopadlo$cianu pltynu o gestoéci @ wymosi
dM = @ dx dy dz.

Rzuty jednostkowych sil masowych na kierunki osi wspdirzednych
sq rowne:

X @ dx dy dz, Y @ dx dy dz, ngxdydz.

Sily powierzchniowe, dzialajace na $cianki elementarnego prosto-
padloscianu, sa do nich prostopadie i wymosza:
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p dy dz - (p +%dx) dy dz,

p dz dx -(p +%dy) dz dx,

. 2p )
p dx dy (p+azdz dx dy.

W wyrazeniach tych symbolem p oznaczyliémy ciénienie.
Rzuty sil bezwtadno$ci otrzymamy, mnozac mase elementu przez
sktadowe przyspieszen ze znakami przeciwnymi:

dvx
- edx dy dz,

dv
'Ty gdx dy dz,

dvz
e ¢dx dy dz.

, Jezeli uklad materialny jest w réwnowadze, to zgodnie z zasada
d Alemberta - suma rzutéw wszystkich sil lgcznie z sily bezwladnosci
na dowolny kierunek (a wiec i na kierunki osi wspdirzednych) réwna

jest zeru.
Sumujgc powyzsze sily, otrzymamy nastepujgce warunki rzutéw na

osie x, y, z:

dv
ap X
X dxdydz-ﬁdxdydz-? Qdx dy dz = O,

dv
P y
Y e dx dydz-dedydz-T Qdx dy dz = O,

dv
Z ¢ dx dy dz --"a’-l;-dx dy dz - % ¢dx dy dz = 0.

Po uproszczeniu i przeksztalceniu otrzymamy rézniczkowe réwnanie
ruchu pltynu doskonalego w postaci ukladu réwnan Eulera:
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Prawe strony ukladu réwnan (4.1) mozemy przedstawié w rozwinig-
tej postaci. Skitadowe predkodci Vxi Vy Vz 84 funkcjami czterech zmien-
nych niezaleZnych x,y,z,t, przeto mozemy napisaé rézniczke zupelng

8vx Bvx ’va va
dvx- T dt + e dx+ay dy + 3z dz .

Dzielgc obie strony réwnania przez dt i uwzgledniajac nastgpujace
zalezno$ci:

dx v dy iy Gz
dt x’ dt y’ dt z >

otrzymamy
dv v v v v
LT Y X i v Xuw LA (4.2)
dt At x 0x y y z 3z
Analogicznie:
dv avy .« v v v
a "ot T Vxax +Vy?)y * VY, 9z
dv v Av Av v
z z z

z z
at "t " % +vy?y V2 9z

Wstawiajgc powyzsze wartoéci do réwnan (4.1) otrzymamy ukiad
réwnad Eulera w postaci:



19 avx v v ’t)vx
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X -39 "7t *%ox "ydy V2702
v AV v v
12p y _F Yy _y
Y ~?3_y. Hﬂ— + Vx 3% o Vy ay + VZ 2z (4-3)
AIv Av v
1 9p z z Z v
Z-—q__f-at thax YWy T 2z

Powyzsze réwnania w polgczeniu z réwnaniem cigglodci okresélajg
ruch plynéw doskonalych w najogdlniejszej postaci.
g W ruchu ustalonym plynu doskonalego pierwsze wyrazy prawych
stron réwnahd (4.3), tj. czgstkowe pochodne sktadowych predkosci
wzgledem czasu sg réwne zeru

v v v
2t 2t t :

4.3. ROWNANIE BERNOULLIEGO
JAKO CALKA ROWNAN ROZNICZKOWYCH RUCHU EULERA

Réwnania rézniczkowe ruchu w postaci Eulera (4.1) dla dowolnego
(niepotencjalnego) przeptywu ustalonego mozna scatkowaé. Catke te po-
dat po raz pierwszy Bernoulli, jest ona dlatego nazywana catkg lub
réwnaniem Bermnoulliego.

Niech plyn porusza si¢ wzgledem ukladu wspdirzednych x y z. Je-
zeli przeplyw jest ustalony, tory i linie pradu pokrywajg sig, element
plynu porusza si¢ z pewng predkosdciq v wzdtuz toru stanowigcego jed-
noczeénie lini¢ pradu.

W ciggu czasu dt element pltynu przebedzie wzdiluz toru odcinek
drogi ds, ktéry réwny jest

ds = v dt.

Rzutujgc elementarne przesunigcie ds elementu wzdluz linii pradu
na osie wspdirzednych x, y, z otrzymamy:

dx = v_dt,
x
dy = vydt, (4.4)

dz = v dt.
z



