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Réwnanie powyzsze nosi nazwe réwnania ciggloéci dla strugi.
Réwnanie cigglosci dla strumienia plynu niescisliwego

F v, =Q= const (3730

oznacza, ze iloczyn $redniej predkosci przez pole przekroju jest staly
w kazdym przekroju strumienia.
Predko$é $Srednig obliczamy ze wzoru

1
Vér = F fvi dF,
E

gdzie v; oznacza prgdkoéci w kazdym punkcie przekroju.

Natezenie objgto$ciowe strumienia Q mozna wyrazié stosunkiem
objetosci ptynu AV, przeplywajacej przez dany przekrdj strumienia,
do czasu przeplywu At, a wigc

éredniq predkos§é w przekroju poprzecznym mozemy obliczyé z za-
leznoéci (3.3).

Podane rdéwnania ciggtodci dla strugi i strumienia odnoszg sie do
przeplywéw jednoparametrowych, to znaczy, ze dla opisania przeplywu
wystarczy jedna tylko zmienna niezalezZna, a mianowicie odlegto$¢ roz-
patrywanego przekroju od dowolnego punktu poczatkowego, mierzona
wzdluz Srodkowej linii rurki pradu.

3.3. ROZNICZKOWE ROWNANIE CIAGLOSCI

W rozwazaniach przeplywéw przestrzemnych, w ktérych zwykle
wyznacza sig skladowe predkosci vy,vy,v, ciSnienie p oraz ggstosé e
jako funkcje wspdirzednych przestrzennych x,y,z i czasu t, réwnanie
ciggtodci wyprowadza sig¢ z réwnoéci masy plynu, ktéra wplywa i wy-
plywa z elementarnego prostopadioécianu o krawedziach dx,dy,dz
(rys.3.6).

Rozwazmy ogdélny przypadek nieustalonego przepltywu pitynu $Scisli-
wego przyjmujac €(x,y,z,t).

W kierunku osi x wplywa w czasie dt do elementarnego prosto-
padlo$cianu przez lewa $cianke o powierzchni dy dz masa plynu
g vxdy dz dt. Przez przeciwlegly Sciankg, w tym samym czasie, wy-
plywa masa ptynu réwna
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ev)
<qvx +___i_x__ dx> dy dz dt.
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// dy Q‘L
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£
Rys.3.6

Przyrost masy w czasie dt jako réznica mas wplywajgcej i wyply-
wajacej w kierunku osi x wyniesie

8(qvx) :
—— dx dy dz dt.
2x

Analogiczne przyrosty masy otrzymamy przy przeplywie w czasie
dt w kierunku osi y i z:

2(qv.)
-——s—-—y—dxdydz dt,
Oy

a(qu)
- T dx d.y dz dt.

Suma tych przyrostéw masy w elemencie ptynu w czasie dt réwna
jest
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d(gv,) 2dlgv) dlev)
B ax T 8y "oz

}dx dy dz dt.

Jedli w crzasie t gesto§é wynmosita e(x,y,z,t), to w czasie t+dt
gestoéé bedzie réwna

o{x,y,z,t +dt) = ¢ +:—$- dt .

A zatem w czasie dt masa plynu wewnatrz elementu zmieni sig od

warto$ci @dx dy dz do wartosci (Q +-g—et dt)dx dy dz. Stad przyrost
masy w czasie dt wyniesie

aeddd'd
-é'Txth.

Poréwnujac podane przyrosty masy w elemencie plynu otrzymamy:

alev,) alev,) 2(qv))
- ax ' 2y T oz

]dx dy dz dt -%—% dx dy dz dt
lub

ae . a(evz) , a(evy) a(qu) o

o % 3y + T . (3.4)

Jest to rézniczkowe réwnanie cigglosci dla ptynu $cisliwego.
Réwnanie (3.4) mozemy przedstawié w innej postaci rozwijajgc po-
szczegdlne czlony tego réwnania:

evd 2 % M 0 ax
ax "€ ax "ax Vx T8 ax toax at’
a(qu) avy e avy de 5

ay 8Ty Ty 'y "%y Tayad’

a(evz) avz 1 avz 9 dz.
9z =¢ 2z +_ﬁvz-e37+-a—zdt'
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Podstawiajac te wyrazenia do réwnania (3.4) otrzymamy

de dedx 2qdy 0gdz  [x oy
L, S L ] o .’5_1 &
3—‘_€L+—?§c_a?+aydt+azdt +g<'t)x YRy taz R
Pierwsze cztery wyrazy réwnania stanowig pochodng zupelng ges-
toéci wzgledem czasu, a sumg pochodnych czgstkowych sktadowych pred-
koéci w nawiasie wyrazamy jako diwergencjg wektora predkosdci, zatem

dg = _o.

d
W przypadku ruchu ustalonego plynu $cidliwego 5—5‘ = 0, réwnanie

cigglodci (3.4) przyjmie postac

2(gv,) . 3(qu) +_’t?igvz)

ax 9y 2z U

div (V) =

Dla piynu niescisliwego ( Q= comst) réiniczkowe réwnanie cigglosci
(3.4 ) uprosci sig¢ do postaci

avx avy avz
dlvv-a—).(—+é—y—+-32—-o. (3.6)

Otrzymane réwnanie ciggloéci mozemy sformulowaé w ten sposdéb,
ze suma czastkowych pochodnych skladowych predkoéci wzgledem odpo-
wiednich wspéirzednych w dowolnym punkcie obszaru wypeiionego prze-

plywajacym plynem jest réwna zeru.
v v v

- . 5 x y z
Udowodnimy jeszcze, ze % + Y * okredla wzgledng zmia-

ne objetosdci plynu w jednostce czasu. Z réwnania (3.4) mamy

v v v
x _—y,_z__1ldg
7x "oy "oz g dt

Niech m = 95 bedzie masg malego poruszajacego si¢ elementu ply-
nu, a § jego objgtoscig. W czasie ruchu plynu gesto$é i objetosé Jy
tego elementu mogq sig¢ zmieniaé, jednakie masa elementu powinna pozo+
staé stala (m = const).

Wéwczas bedziemy mieli

d d
0 s

dé
dt at - 0,



a stad
126 1dg " My M
ddt ~ "¢ dt  9x oy dz :

tzn. ze O jest predko$cig rozszerzania sie jednostki objetodci i w
zwigzku z tym nazywa sie jg wspodlczynnikiem rozszerzalnodci objeto$-
ciowej, oczywisdcie dla plynu nie$cisliwego 6 = O.

Przy wyprowadzeniu réwnania cigglosci nie czymilidmy Zzadnych o-
graniczen dotyczacych lepkos$ci lub braku lepkos$ci plynu. Rdéwnanie
cigglodci w podanej powyzej postaci jest stuszne zaréwno dla plyndéw
nielepkich jak i lepkich.

3.4. POLA PREDKOSCI POSTEPOWEJ, ODKSZTALCENIA I OBROTU
ELEMENTOW PLYNU. ROWNANIE CAUCHY’EGO-HELMHOLTZA

3.4.1. WYPROWADZENIE ROWNAN CAUCHY’EGO-HELMHOLTZA

Twierdzenie Cauchy'ego-Helmholtza mozna sformutowaé w sposdb
nastepujacy. Elementarny ruch dowolnego elementu plynu zloZony jest
z trzech skladnikéw: przesunigcia postgpowego, odksztalcenia i chwilo-
wego obrotu.

Jezeli oznaczymy predko$é w punkcie A obranym jako biegun przez
vV, to wektor predkoédci punktu M znajdujgcego sig w nieskoticzenie
matej odleglodci od bieguna A mozna przedstawié w postaci geometrycz-
nej sumy trzech wektoréw: ¥, - predkoéci postgpowej bieguna A,
v1 - predkosci odksztalcenia oraz Vo - predkoéci obrotu wzgledem
chwilowej osi przechodzgcej przez biegun A. A wigc predkosé w punk-
cie M bedzie réwna

V=V, +tV, +V

A 1 20

Dla uzasadnienia tego twierdzenia rozwazmy w obszarze przeptywu
elementarny prostopadto$cian o krawedziach dx,dy,dz (rys.3.7).
Oznaczmy skladowe wektora predkoéci ¥ w punkcie A(x,y,z) przez
VysVy, V. Wektor predkosci v w punkcie M(x + dx, y+dy, z+dz)
znajdujgcym sie w cigglym obszarze przepltywu bedzie réwny wektorowi
predko$ci Vv w punkcie A(x,y,z) powigkszonemu o rézniczke zupeing
wektora dv, zatem

w_r=VA+d§r'.



