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Podobnie Eiénienie i gesto$é wyrazimy w postacis

P = p(x,y,2z,t); ¢=¢(x,y,2,t).

W mechanice plynéw postugujemy sig przewainie metodg Eulera,
ktéra jest dogodniejsza od metody Lagrange a w badaniu ruchéw piyndw.

3.2. POJECIA PODSTAWOWE TEORII PRZEPLYWOW

Ruch ptynu, w ktérym wektor predkosdci v, ciénienie p, gestosé @
sq funkcjami polozenia i czasu, nazywamy ruchem nieustalonym. Anali-
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éci wyraza si¢ w postaci funkcji okreslajg-

i zystkie te wielko .
tycznie wszZy z i od czasu t:

cych ich zaleznoé¢ od wspéirzednych punktu Xx,y,

V = V(X,Y,Z,t),
P = p(x,y,z,t),
¢ = q(x,y,z,t).

Jezeli parametry przeplywu V,p i ¢ zalezg tylko od poloZenia, to
taki ruch nazywamy ustalonym:

vV = V(X,Y,Z) )
P = P(X1Y7z) 1]
Q= Q(x:yvz) .

Ruch jest jeddowymiarowy nieustalony wtedy, gdy wektor predkoéei
¥, cidnienie p i ggsto$é sa funkcjami tylko jednej wspdirzednej poloze-
nia oraz czasu t, wéwczas w przypadku przepitywu (na przyklad wzdiuz
osi x) napiszemy:

v = V(x,t)r
p = plx,t),
g = g(x,t).

Dla przeplywu plaskiego nieustalonego wektor predkosci, ciénienie
i gesto$é sa funkcjami dwu wspdirzednych poloZenia oraz czasu t.

Jezeli na przykiad L 0, to mamy wéwczas:

v o= V(x :Y:t):
? = plx,y,t),
¢ = glx,y,1).

Torem elementu plynu nazywamy linie, ktéra zakre$la w prze-
strzeni poruszajacy sig element plynu. Réwnanie toru elementu plynu
otrzymujemy rozwazajac jego przesunigcie w przestrzeni w elementar-

nym czasie dt.
A wiec:

dx = vxdt; dy = vydt; dz = vzdt.

Linig pradu (wektorowsg linig pola) nazywamy linie¢ przeprowa-
dzona w polu predkosci, charakteryzujacq si¢ tym, ze w danej chwili
wektory predkosci sa do niej styczne we wszystkich punktach (rys.3-3]
W I'uCh'l;l ustalonym linie pradu pokrywaja sie z torami poszczegdlnych
elementéw. W tym przypadku linie pradu nie mogg sie przecinaé, gdyz
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przez dowolny punkt obszaru przeplywu ustalonego przechodzi tylko jed-
na linia pradu. -

W ruchu nieustalonym linia 4
pradu nie pokrywa sie¢ z torem, a
element plynu przechodzi z jed-
nej linii pradu na drugg.

<l
oo

[/

Réwnanie rézniczkowe  linii M
pradu. Z warunku stycznodeci w
danym punkcie linii pradu i wek-
tora predkosdci wynika, ze A

] 0 X
v xds = 0. u%\\
X \\*
Uwzgledniajac nastepujace x +dx

zaleznosci wektoréw predkosci v |
i elementarnego przesunigcia w
kierunku linii pragdu ds: Rys.3.3

v=1vx+3vy+kvz; ds =idx + jdy + k dz

przedstawimy iloczyn wektorowy w postaci wyznacznika

|
|

vxds=|v. v v |=0,
X y z
dx dy dz
gdzie: 1,j,k sa to wektory jednostkowe skierowane wzdluz odpowiednich
osi wspdirzednych. -
Rozwijajac wzgledem pierwszego wiersza, otrzymamy:
vydz - vzdy = 0,

v dx - v.dz = 0,
z x

v)'(dy - vydx = 0,

Otrzymane réwnanie mozna przedstawié¢ w postaci

dx dy - dz
vx(er!lz,ﬁ Vy(Y9y’zat) Vz(xv)'sz’tr.

(3.1)

Jest to tzw. réwnanie rézniczkowe linii pradu, ktére przedstawia
uklad dwu réwnan rézniczkowych. ‘
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Pr:zyklad 3.1. Przeptyw jest okreélony przez nastepujace sktadowe

predkoscizs

=-y+t, v_ =0,

v =X +1t, V
X Yy z

Nalezy okreslié:
a) rodzine linii pradu or
A(-1, -1) w chwili t = 0
( b) tor .elementu M, ktyéry w chwili t = O znajdowal si¢ w punkcie

A(-1, -1).
R’ozwiqzanie. Jak widaé, rozwazany przeplyw jest przeptywem

ptaskim (v, = 0), nieustalonym. . ' .
Réwnanie rézniczkowe linii pradu (3.1) bedzie mialo nastepujgcy

postaé

az linie pradu przechodzgcq przez punkt A

dx dy
x+t -y+t’

Calkujagc otrzymane rdéwnanie mamy
In(x +t) = -In(-y +t) + In C
lub

(a) (x + t)(t - y) = C.

Wynika z tego, ze linie pradu stanowig w kazdej okreslonej chwili
~ czasu rodzine hiperbol. W celu znalezienia linii pradu przechodzgcej
w chwili t = O przez punkt A(-1,-1) podstawiamy powyzsze wartodci
t,x,y do réwnania (a); otrzymamy wéwczas

(-1) »+ (+41) = C, tzn. C = -1.
Rdéwnanie poszukiv}anej linii pradu przybierze postaé
{
Xy = 1_

Dla okre$lenia toru trzeba scatkowaé nastgpujgce rdéwnania:

dx %
dat + L,

I
S
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lub:
dx
& x=n
dy
& Y=t

Stwierdzamy, ze kazde z tych réwnan jest niejednorodnym réwna-
niem liniowym ze staltymi wspdélczynnikami. A wigce

x=C1et-t-1,

y=C2e-t+t-1.

W celu otrzymania rdéwnania toru, po ktérym porusza sig¢ element M
znajdujacy sie w chwili t = O w punkcie A (-1, -1), okreslimy wartosci
stalych Cq i Cp. Podstawiajac do powyzszych zaleznodci t = 0, x = -1,
y = -1, otrzymamy C3 = Cy = O.

W ten sposdb dla poszukiwanego toru bedziemy mielis

X = -t -1,

y= t- 1.

Skad rugujac t znajdujemy réwnanie toru elementu plynu
X +y=-2,

jest to réwnanie prostej.

Powyzszy przyklad wykazuje zatem,
ze w przeplywie nieustalonymlinie pra-
du i tory elementéw pltynu na ogdét nie
pokrywaja sie.

Rurksg pragdu nazywamypowierz-
chnie S, utworzong z linii pradu, prze-
chodzgcych przez wszystkie| punkty kon-
turu zamknietego C, lezacego w obsza-
rze przeplywu (rys.3.4).

Masa ptynu wypelniajgca rurke pra-
du nosi nazwe strumienia. Stru-
mien, ktérego przekrdj poprzeczny jest
nieskornczenie maty dF nazywamy stru- y
ga elementarnag (rys.3.5).

W ruchu ustalonym struga elemen-
tarna posiada nastepujgce wtlasno$ci: Rys.3.4

o
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1. Ksztalt strugi stanowigcej wigz-
ke linii pradu nie ulega zmianie, ponie-
waz przebieg linii pradu jest niezalezny
od czasu.

2. Plyn nie moze przeplywaé przez
powierzchniq boczng strugi, gdyz jej
kontur ograniczony jest liniami pradu,
do ktérych wektory predkoéci przepty-

Rys.3.5 wu sg styczne.

3. Predkoéci przeplywu we wszyst-
kich punktach przekroju poprzecznego strugi mozna traktowaé jako jed-
nakcwe z powodu nieznacznych wymiaréw tego przekroju.

Pojecie strumienia i strugi wprowadzamy po to, aby otrzymaé pog-
lgdowy obraz przeplywu plynu. Cala przestrzef wypeiniong plynem mo-
zemy podzielié na strumienie lub na strugi (elementarne).

Przy rozwigzywaniu szeregu zadani, dotyczacych obliczen przepty-
wéw pltynéw rzeczywistych w przewodach mozna traktowaé calg prze-
strzefi, wypelniong plynem, jako jeden strumieri. W przeplywach tych
zachodzg zmiany predkoéci w przekroju poprzecznym strumienia. Aby
uproécié obliczenie przeplywu w przewodach, wyznaczamy $rednig war-
toéé predkodci vgr W przekroju poprzecznym strumienia.

Przekrojem poprzecznym strumienia lub strugi na-
zywamy powierzchnig prostopadl do wszystkich linii pradu. Jeéli stru-
miefi sktada sie z réwnolegtych linii pradu, fo jego przekroje poprzecz-
ne sa plaszczyznami. Ogdlnie biorac, przekroje strumienia maja
ksztalt powierzchni krzywych. W przypadku strugi (rys.3.5) przyjmu-
jemy przekroje poprzeczne plaskie, ze wzgledu na ich bardzo male wy-
miary.

Warunek cigglosdci w ruchu ustalonym jest spelniony wéwczas,
gdy w rozwazanym obszarze przeplywu rurki pradu beda catkowicie wy-
pelione ptynem. Zgodnie z zasadg zachowania masy przez kazdy prze-
kréj strugi przeplywa w jednostce czasu jednakowa ilo$¢ plynu. Masa
pltynu, przeplywajaca w jednostce czasu przez dany przekrdj strugi,
nazywa sig¢ masowym natgzeniem przeptywu Qp, réwna jest iloczynowi
predkoéci przez pole przekroju i gesto$é ptynu w danym przekroju. A
wiec wzdluz calej strugi phynu $ciéliwego zachodzi zwigaek

QldFlvl - gzszvz - de = const. (3.2)

W przypadku ptynéw nieécifliwych gesto§é jest stata, czyli

g = const

dF = dF v, = dQ, (3.2

11

gdzie Q - oznacza objgtosciowe natezenie przeplywu.
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Réwnanie powyzsze nosi nazwe réwnania ciggtosci dla strugi.
Réwnanie cigglosci dla strumienia plynu niedcisliwego

F v, =Q= const (3.3)

oznacza, ze iloczyn $redniej predkosci przez pole przekroju jest staly

w kazdym przekroju strumienia.
Predkos$é Srednig obliczamy ze wzoru

fvi dF,

F

] =

Vér =

gdzie v; oznacza predkosci w kazdym punkcie przekroju.

Natezenie objgto$ciowe strumienia Q mozna wyrazié stosunkiem
objetosci ptynu AV, przeplywajacej przez dany przekrdj strumienia,
do czasu przepltywu At, a wigc

AV
Q=

éredniq predkos§é w przekroju poprzecznym mozemy obliczyé z za-
leznodci (3.3).

Podane rdéwnania ciggloéci dla strugi i strumienia odnoszg sie¢ do
przeplywéw jednoparametrowych, to znaczy, ze dla opisania przeplywu
wystarczy jedna tylko zmienna niezalezna, a mianowicie odlegto$€ roz-
patrywanego przekroju od dowolnego punktu poczatkowego, mierzona
wzdluz Srodkowej linii rurki pradu.

3.3. ROZNICZKOWE ROWNANIE CIAGLOSCI

W rozwazaniach przeplywdw przestrzennych, w ktérych zwykle
wyznacza sie¢ skladowe predkosci vx,vy;vz ci$nienie p oraz ggstos$é g
jako funkcje wspdirzednych przestrzennych x,y,z i czasu t, réwnanie
ciggloéci wyprowadza sie¢ z réwnoéci masy pitynu, ktéra wplywa i wy-
plywa z elementarnego prostopadioscianu o krawedziach dx,dy,dz
(rys.3.6).

Rozwazmy ogdlny przypadek nieustalonego przeptywu ptynu $cisli-
wego przyjmujac €(x,y,z,t).

W kierunku osi x wplywa w czasie dt do elementarnego prosto-
padlodcianu przez lewa $cianke o powierzchni dy dz masa pilynu
¢ vxdy dz dt. Przez przeciwlegly $cianke, w tym samym czasie, wy-
plywa masa pitynu réwna





