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11. TEORIA PODOBIENSTWA I ANALIZA WYMIAROWA

11.1. UWAGI WSTEPNE

Praktyczne zagadnienia z mechaniki plynéw wymagaja rozwigzania
wielu zadad m.in. ustalonych i nieustalonych przeplywdw cieczy i gazdw
w przewodach, ruchu ciat w plynach, réinego rodzaju przeplywéw w ka-
nalach, turbinach, cyklonach itd. Zadania te moizna w niektérych przy-
padkach rozwigzaé analitycznie, co jednak nie zawsze jest mozliwe ze
wzgledu na bardzo zlozony uklad réwnai opisujacych dane zjawiska.

Wykonywanie dos$wiadczenia w skali naturalnej jest zazwyczaj ko-
sztowne, gdyz wymagaloby to budowania bardzo duzych i skomplikowa-
nych obiektéw eksperymentalnych. Dlatego najczedciej wykonuje sig mo-
dele urzgdzen rzeczywistych. Wyniki badan doswiadczalnych na modelu
moga by¢ przeniesione na uklad rzeczywisty tylko w oparciu o teorig
podobieristwa zjawisk fizycznych.

Teorie podobieristwa mozna stosowaé tylko do zjawisk tego samego
rodzaju, okreslonych analitycznie jednakowymi réwnaniami, zardwno w
formie jak i w tresci fizycznej.

Koniecznym warunkiem podobieristwa zjawisk fizycznych jest ich po-
dobiefistwo geometryczne. Dwa zjawiska fizyczne uwaza sig¢ za podobne,
jezeli w odpowiadajgcych sobie punktach obu ukladéw geometrycznie po-
dobnych oraz odpowiadajgcych sobie chwilach dowolna wielkodé fizyczna
zjawiska pierwszego jest proporcjonalna do jednorodnej wielkoséci zja-
wiska drugiego.

Teorig podobieristwa stosuje si¢ zasadniczo do analizy réwnan réz-
niczkowych opisujacych rozpatrywane zjawisko. W przypadkach, gdy
trudno jest podaé takie réwnanie, natomiast znane sg parametry wply-

wajgce na poszukiwang wielkodé, mozna postugiwaé sie tzw. analizg
wymiarows.

11.2. PODOBIENSTWO ZJAWISK FIZYCZNYCH

Jak juz wspominali$my przy analizie zjawisk podobnych mozna po-
réwnywaé ze soba tylko wielkosci jednorodne w odpowiadajacych sobie
punktach i chwilach,

W ukladach geometrycznie podobnych odpowiadajace sobie Wy'miut"y
liniowe sa proporcjonalne, tj.

1’ (11.1)
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gdzie: 0] - stala podobieristwa (skala liniowa),
' - wymiar liniowy na modelu,
I - odpowiadajacy wymiar liniowy w ukladzie rzeczywistym.

Stale podobieristwa dla powierzchni i objetoéci zaleza od skali li-
niowej:

Pojgcie odpowiadajgcych sobie punktéw obu ukladéw oznacza, ze
wspéirzedne tych punktéw speliaja warunki podobieristwa (11.1), po-
dobnie definiowane sg odpowiadajgce sobie chwile

Odpowiadajace sobie wielkodci fizyczne wystepujace na modelu ¢

i w ukladzie rzeczywistym ¢ sg do siebie proporcjonalne, a ich stosu-
nek réwny jest

i
¢

= a'(P )
gdzie oy - stala podobierstwa.

Matematyczne zaleznosdci warunkéw podobieristwa pdl predkoéei v,
przyspieszenia ziemskiego g, gestoscig ,lepkosci u, sily S, tempe-
ratury T, przewodnodci cieplnej A, ciepta wlasciwego c,, dla dwu

strumieni plynu przyjmuja nastepujgcq postac:
podobiefistwo kinematyczne:

podobieristwo dynamiczne:

EI- - E = E‘ -
g = %o = % 5 =%
podobieristwo cieplne:
5 A “w
— = (L — =0 ' —_— = a
T T A A Sy Cy

Dla zjawisk zlozonych, ktére sg okreslone duzg iloscig réznorod-
nych wielko§ci, stale podobieristwa nie mogg byé wybierane w sposdb
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dowolny. Okazuje si¢, ze oprdcz stalych stosunkéw wielkosci jednorod-
nych w podobnych zjawiskach zloZonych muszg by¢ spelnione dodatkowe
warunki, ktére beda przedmiotem dalszych rozwazar.

Rozpatrzmy ogélny przypadek ruchu plynu. Predkosé v jest to
stosunck drogi do czasu

1
V a—,

t

Stosujyc ten wzér do odpowiadajjcych sobie elementéw dwdch po-
dobnych strumieni plynu, ktére wykonaly drogi podobne, mamy:

dla modelu Vie—,

t
: 1
dla ukladu rzeczywistego v e
skipd

v 1t
e U W e ]
= masiie (11.2)

i podstawiajgc stale podobierstwa &y o i &, otrzymamy

1
q\" -&t
lub
o, O
= L ls (11.3)
1

W zaleznoéci (11.3) istnieje mozliwosé dowolnego wyboru tvlke
dwéch sposréd trzech statych podobieristwa. Zaleznosé (11.2) mozna
wyrazi¢ w postaci

T 1
lub
_'vlt = idem, (11.2)

gdzie slowo idem oznacza, Ze otrzymana warto$§é musi byé identyczna
w obu ukladach !modelowym i rieczy'nstym),
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Réwnanie (11.4) oznacza, e w ukladach podobnych istniejg pewne
wielkosci, ktére dla wszystkich zjawisk podobnych.zachowuja jedna i
tg samg wartoS¢ liczbowg. Wielkodci te sq bezwymiarowe i nosza nazwy
liczb podobieristwa, kryteriéw podobiedstwa, moduléw lub inwariantéw
podobierstwa.

Liczby podobieristwa sa na ogét nazywane od nazwisk naukowcédw,
ktérzy pracowali w danej dziedzinie nauki i oznaczone sa symbolami
skladajacymi sig z poczgtkowych liter ich nazwisk, np.: liczba podo-
bieristwa Newtona Ne, Reynoldsa - Re, Eulera - Eu, Nusselta - Nu,
Frouda - Fr.

Na podstawie powyzszych rozwazard mozna sformulowaé tzw. pierw-
sze twierdzenie teorii podobieristwa w sposéb nastepujgcy: zjawiska po-
dobne scharakteryzowane sg jednakowymi warto§ciami liczb podobieri-
stwa.

Drugie twierdzenie teorii podobieristwa ustala' mozliwo$§é wyrazenia
catki réwnania rézniczkowego jako funkcji liczb podobieristwa okre$lo-
nych za pomocg tego réwnania. :

Réwnania rézniczkowe wyprowadzone na podstawie praw fizyki opi-
sujg zjawiska w ogélnej postaci. Pelny opis matematyczny dowolnego
zjawiska fizycznego obejmuje précz réwnan rézniczkowych tzw. warunki
jednoznaczno$ci, na ktére skladaja sie:

a) wlasnoéci geometryczne ukladu, w ktérym przebiega zjawisko,

b) warunki fizyczne okre$lajgce wlasnoéci fizyczne cial tworzacych
rozpatrywany uklad,

¢) warunki brzegowe ukladu w ciggu przebiegu rozpatrywanego zja-
wiska,

d) warunki poczatkowe w ukladzie.

11.3. ANALIZA PODOBIENSTWA RUCHU PLYNU
LEPKIEGO I NIESCISLIWEGO

Ruch plynu lepkiego opisany jest réwnaniami Naviera-Stokesa oraz
réwnaniem ciggloéci. Zaldzmy, ze istniejg dwa podobne do siebie ukla-
dy.

W ukladzie pierwszym réwnania te majg nastgpujaca postaé:
a) réwnanie Naviera-Stokesa (tylko dla rzutu na osi x) w postaci

ov ov v v
X & cos X
q?f"+?<‘rxw+vyay+vz 0z

3p < azvx a zvx a 2vx> )
- - + + + y ( 1 1 . 5
Pe- ax2 ayz 822
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b) réwnanie ciaglosci

av Bv av

_+T+—-0 (11.6)

W ukladzie drugim réwnania te przedstawiajg sig nastgpujgco:

av! Bv;( BV;C
9‘31: +q(x6x'+vlyw+vlzaz'>-
ap' < d 2v_;: ad zv;‘ G zv)'(
=0 g -— +p + - - (11.7)
i 0x' ox' 2 oy' 2 3z ’

v’ av av'
—_ g L LD,

ox' dy' oz

(11.8)

Podobienstwo fizyczne obu ruchéw plynu wymaga podobieristwa pél
wszystkich wielkodci wchodzgcych do réwnarn ruchy i cigglosci, a wigc

z okreslenia podobienistwa wynika:

vy 2 ¢ g i
x "y "z "% o "% g =0 T "%
v! v! v*z P ﬁ'

. e I ==a_ , =0,
VIR v P P M M

Na podstawie tych zalezno$ci moina wyrazié wszystkie zmienne
drugiego ukladu przez zmienne pierwszego, a mianowicie:

X' =agx, y' o=ogy, 2z =0,z, Q'= a0, g -8,
I = ! = = = P
Ve Ao s vy a.vvy, v'z oV, P' a.pp, M CIF i

Podstawiajgc otrzymane wyrazenia do réwnad (11.7) i (11.8) na-
piszemy



e ot 9 dx Y 9y dz
2 2 2
o_ d o, o v v v
PP & v X X X
=O0pa 0 g -—=_2 ¢ p( + g >, (11.9)
a? g %y Oy i? 6x2 Byz Bzz
@ /dv v dv
&X — el RN (11.10)
1\dx dy 0z

Z podobieristwa obu zjawisk wynika, ze réwnanie (11.5) i (11.9)
oraz (11.6) i (11.10) powinny byé identyczne, co jest mozliwe przy
tozsamo$ci tych réwnari. Warunkiem tych tozsamosci jest, aby zacho-

dzity réwnosci:

Z réwnan ruchu wynika, ze

2
o o o o o o
SR (R aop Tulw
Oy g8 otlz

Z réwnania cigglodci wynika, ze
E—‘-'- = idem.

Rozpatrujgc te zalezno$ci parami otrzymujemy

.0 ) (11.11)
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otl CH = az
Qv
a (12 o, o cr?crval
?a v =%l" , skad — 1. (11.14)
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1

Réwnania (11.11) do (11.14) mozna przedstawié w postaci liczb
podobiefistwa przez zastgpienie stalych podobierdstwa stosunkami odpo-
wiednich wielko$ci podobnych i zgrupowanie wszystkich wielko$ci zgod-
nie ze wskaznikami. Odpowiednie przeksztalcenia dajg nastgpujacy wy-
nik:

v ‘il—t , czyli Tt e H_ = idem, (11.15)
1 q!

3_2} = 5—12 ; czyli 5-21 = Fr = idem, (11.16)
]

<
<
<

P 5 P‘z , czyli __Bz = Bu = idem - Lll.l?)
o g ov
Q ;il ﬂ?_Tvl'_l_ , czyli Q—;lr}— = Re = idem. (11.18)

Warunek podobierstwa nigustalonych przeplywdéw plynu lepkiego,
niescisliwego w obu ukladach wymaga wiec, aby liczby podobieristwa
Hy - réwnoczesno$ci (lub Strouhala - Sh), Fr - liczba Frouda, Eu -
liczba Eulera oraz Re - liczba Reynoldsa, mialy jedne i te same war-
toéci w odpowiadajacych sobie punktach obu ukladsw.

Przy zastosowaniu liczb podobienstwa zachodzi niekiedy potrzeba
zmiany ich postaci. Na przyklad przy analizie ruchu cieczy wywolanego
przez réznice gestodci poszczegdlnych elementéw dogodniejsze jest za-
stgpienie liczby Frouda liczbg Galileusza

G = Fr Bas m S Ll (11.19)
)2

Mnozgc liczbe Galileusza przez stosunek
be Archimedesa

o
0 otrzymujemy licz-
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095 g 99
T T (11.20)

gdzie: Q i 8 " gestosci plynu w dwu punktach ukladu.

Jezeli réznice gesto$ci wyrazimy za pomocq réznicy temperatur

Q=9
?

gdzie f- wspélczynnik rozszerzalnosci objetosdciowej,

to podstawiajgc to wyrazenie do réwnania (11.20) otrzymamy liczbe
Grashofa

-ﬁ At,

3
gl

Gr -ﬂ—At. (11.21)
02

Liczba Eulera jest réwniez stosowana w innej postaci, zamiast

ciénienia p mozna podstawié réiniceg ciénieri Ap w dowolnych dwu
punktach ukiadu. A wigc mozna napisad

Ap
Eu-—-—T. (11;22)

QV

W badaniach przeplywu plynu w przewodach mamy czesto do czynie-
nia z zagadnieniem okreélenia strat cidnienia Ap wskutek oporéw hy-
draulicznych. Dla przeplywéw ustalonych zaleznos$é miedzy liczbami po-
dobiefistwa przyjmuje zwykle postaé

Eu = f(Re). (11.23)

11.4. WARUNKI PODOBIENSTWA ZJAWISK WYMIANY CIEPLA

Calkowite podobieristwo zjawisk wymiany ciepla przez konwekcje
wymaga, poza podobieristwem przeplywu, podobieristwa cieplnego, ktére-
go warunki mozna zbadaé przez analize¢ réwnania energii. Podobieristwo
cieplne oznacza podobieristwo pdl temperatur i strumieni cieplnych.

Rozpatrzmy warunki podobieristwa dla omawianych poprzednio dwu
ukladdw.





