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§ 11. F u n k c j a r z e c z y w i s t a 

Funkcją rzeczywistą nazywamy odwzorowanie dowolnego z b i o r u X 
w przestrzeń SRQ. W szczególności, jeśli X j e s t klasą zbiorów, f u n k 
cję rzeczywistą nazywamy funkcją rzeczywistą z b i o r u . 

Skończoną funkcją rzeczywistą nazywamy odwzorowanie dowolnego 
z b i o r u X w przestrzeń 3?. Gdy X j e s t klasą zbiorów, mamy do c z y 
n i e n i a ze skończoną funkcją rzeczywistą z b i o r u . 

F u n k c j a r z e c z y w i s t a f(x) j e s t o g r a n i c z o n a <£=> V A |f(;r)|< a. 

Jak w y n i k a z t e j d e f i n i c j i , f u n k c j a r z e c z y w i s t a o g r a n i c z o n a j e s t 
zawsze skończona. Odwrotne t w i e r d z e n i e n i e J e s t prawdziwe.Na p r z y 
kład gdy X = R , f u n k c j a r z e c z y w i s t a f(x) = x j e s t skończona, a l e 
n i e j e s t o g r a n i c z o n a . 

N i e c h f(x) będzie funkcją rzeczywistą z b i o r u o d z i e d z i n i e bę
dącej niepustą klasą zbiorów Q. 

i \ d e f 

f\XJ j e s t niemalejącą funkcją rzeczywistą z b i o r u <=> 

M- A (4C5=> f(A) ś f(BJ). 

, def 
f\XJ j e s t nierosnącą funkcją r z e c z y w i s t a z b i o r u <=> 

def <=> A (AcB=>f(A) > f(B) . 
A,BeQ 

f\X> j e s t monotoniczną funkcją r z e c z y w i s t a z b i o r u 
<=>f\X>' j e s t niemalejącą funkcją rzeczywistą z b i o r u v 
V f ( * ) j e s t nierosnącą funkcją rzeczywistą z b i o r u . 

W p r z y p a d k u gdy f u n k c j a r z e c z y w i s t a j e s t odwzorowaniem 
dowolnego z b i o r u XCftQ w przestrzeń ?? o, wprowadzamy następujące 
określenia: 

f ( x ) j e s t funkcją rosnącą <=> A < x2 => f(X,)<f(x2)) 
def ' 1 ' J f * * 

/•(A-) j e s t funkcją malejącą <=> A (jr, < x2 => > f{x2)) 
def 

fix) j e s t funkcją niemalejącą <=>^ A < x2 =$> f {x,) ś f {X.)) 

f(x) j e s t funkcją nierosnącą <=> A < x2 =e> f*(.*-,) •^f(xi)) 

/•(X) j e s t funkcją monotoniczną 
/"(JT) j e s t funkcją niemalejącą vf(x) j e s t funkcją nierosnącą. F u n k c j a rosnąca j e s t funkcją niemałejącą,a zatem j e s t również 

funkcją monotoniczną. F u n k c j a malejąca j e s t funkcją nierosnącą i 
tym samym j e s t także funkcją monotoniczną. 
2 — Vyktady : probabilistyki 
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§ 12. Moc z b i o r u 

Z b i o r y A i B nazywamy z b i o r a m i te.1 samej mocy, jeżeli i s t n i e 
j e odwzorowanie j e d n o - j e d n o z n a c z n e z b i o r u A na zbiór B, c z y l i J e 
żeli każdemu el e m e n t o w i z b i o r u A można przyporządkować dokładnie 
j e d e n element z b i o r u B i odwrotnie,każdemu elementowi z b i o r u B mo
żna przyporządkować dokładnie j e d e n element z b i o r u A . Wynika stąd, 
że jeżeli A i B są z b i o r a m i t e j samej mocy o r a z S i C są z b i o r a m i 
t e j samej mocy, t o A i C są z b i o r a m i t e j samej mocy. 

Z b i o r y utworzone ze skończonej l i c z b y k różnych elementów n a 
zywamy z b i o r a m i ^-elementowymi l u b z b i o r a m i skończonymi. D l a u s t a 
l o n e g o A w s z y s t k i e z b i o r y Ar-elementowe są t e j samej mocy. I c h moc 
i d e n t y f i k u j e m y z liczbą k. Z b i o r y u t w orzone z nieskończenie w i e l u 
różnych elementów nazywamy z b i o r a m i nieskończonymi. Jak pokażemy 
w § 15 i § 16, dwa z b i o r y nieskończone mogą n i e być t e j samej mocy. 

Z b i o r y t e j samej mocy co zbiór 51 w s z y s t k i c h l i c z b n a t u r a l 
n y c h nazywamy z b i o r a m i p r z e l i c z a l n y m i . Z b i o r y skończone i p r z e l i 
c z a l n e obejmujemy wspólną nazwą zbiorów co najwyżej p r z e l i c z a l n y c h . 
Innymi słowy, z b i o r y co najwyżej p r z e l i c z a l n e t o z b i o r y , których 
e l e m e n t y można ponumerować l u b - co na Jedno w y c h o d z i - ustawić 
w ciąg. Jeśli zbiór co najwyżej p r z e l i c z a l n y j e s t nieskończony,to 
J e s t z b i o r e m p r z e l i c z a l n y m . 

Zbiór, który n i e j e s t co najwyżej p r z e l i c z a l n y , nazywamy z b i o 
rem n i e p r z e l i c z a l n y m . Każdy podzbiór z b i o r u co najwyżej p r z e l i c z a l 
nego J e s t co najwyżej p r z e l i c z a l n y , a każdy nadzbiór z b i o r u n i e 
p r z e l i c z a l n e g o j e s t n i e p r z e l i c z a l n y . 

§ 13. T w i e r d z e n i e 

P r o d u k t kartezjański skończonej l i c z b y zbiorów p r z e l i c z a l n y c h 
j e s t z b i o r e m p r z e l i c z a l n y m . 

Dj N i e c h A.t9,,tA będą danymi z b i o r a m i l p r z e l i c z a l n y m i i n i e c h 

Ak m (°^1» f l^2****^ d l a k ~ 1 i » » » t 
Wobec tego e l e m e n t y p r o d u k t u k a r t e z j a r i s k i e g o 

A± * ... * A. 
n 

mają postać ciągów /7-elementowych 

i 
, t • •, 
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g d z i e m{, ... ,mn są dowolnymi l i c z b a m i n a t u r a l n y m i , co piszemy 
n.%..., mn e 51. 

P o d z i e l m y w s z y s t k i e t a k i e ciągi (*) na k l a s y M*t #2,... w t e n 
sposób, że do k l a s y Mm im • 1 ,2,... ) z a l i c z y m y w s z y s t k i e ciągi 
(*) spełniające warunek 

(**) 1 < m,"'< m d l a / = 1, ... ,n 

a l e n i e spełniające warunku 

l^m^m-l d l a / = i , . . . , fi 

Ponieważ w s z y s t k i c h ciągów (*) spełniających (**) j e s t mn, więc 
do k l a s y Mm należy m" - im-l)" ciągów ( * ) . Wobec tego w s z y s t k i e 
ciągi (*) można ustawić w ciąg 

w którym wyrazy 

a 0 n - l ) % i < V 

będą ciągami (*) należącymi do k l a s y M0{m = 1,2,...) i u s t a w i o n y 
mi w dowolnej kolejności. Skoro w s z y s t k i e ciągi (*) dały się u s t a 
wić w ciąg, i c h zbiór, c z y l i p r o d u k t kartezjański * ... * An 

j e s t z b i o r e m co najwyżej p r z e l i c z a l n y m . Każdy ze zbiorów A^,...,An 

J e s t z założenia p r z e l i c z a l n y , a więc z a w i e r a nieskończenie wieDe 
różnych elementów. Zatem i s t n i e j e nieskończenie w i e l e różnych cią
gów ( * ) . Wobec tego p r o d u k t kartezjański A± x ... %An j a k o zbiór 
co najwyżej p r z e l i c z a l n y i nieskończony j e s t z b i o r e m p r z e l i c z a l 
nym. 

§ 14. T w i e r d z e n i e 

Zbiór "3 w s z y s t k i c h l i c z b całkowitych j e s t p r z e l i c z a l n y . 

D| W s z y s t k i e l i c z b y całkowite dają się ustawić w ciąg 

(0, - i , +1, -2, +2,...) 

i tworzą zbiór nieskończony. Wobec tego zbiór 3 J e s t p r z e l i c z a l n y . 
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§ 15. Twierdzenie 

Zbiór 2C wszystkich l i c z b wymiernych jest p r z e l i c z a l n y . 

Dj Zbiór wszystkich l i c z b wymiernych ^ j e s t t e j samej mocy, co 
zbiór par (p,q~), gdzie p Jest liczbą całkowitą, a q naturalną,czy-
11 t e j samej mocy, co produkt kartezjański 3 x J l , i na mocy twier
dzeń $ 13 i § 14 j e s t p r z e l i c z a l n y . 

§ 16. Twierdzenie 

Zbiór 5? wszystkich l i c z b rzeczywistych j e s t n i e p r z e l i c z a l n y . 

Dj Ponieważ 9? j e s t nadzbiorem zbioru U — [x: 0<x»»l}, więc wy
starczy pokazać, że zbiór £7 j e s t n i e p r z e l i c z a l n y . 

Gdyby zbiór V był p r z e l i c z a l n y , to wszystkie jego elemen
ty dałyby się ustawić w c i ą g C * , , ) . Załóżmy, że l i c z b y xn dane są 
w systemie dziesiętnym. Jak wiadomo, niektóre z l i c z b rzeczywistych 
mają dwa różne rozwinięcia dziesiętne np. 

0,12 = 0,12000... = 0,11999... 

ale żadna nie ma więcej niż dwu rozwinięć dziesiętnych. Gdybyśmy 
zatem utworzyli ciąg (o A) w ten sposób, że jego wyrazy cr 2 / 7 ± 1 

PZn byłyby rozwinięciami dziesiętnymi l i c z b y xn (n • 1,2,...) róż
nymi, gdy xn ma dwa rozwinięcia dziesiętne, i identycznymi,gdy xn 

ma tylko jedno rozwinięcie dziesiętne, to ciąg (o^) zawierałby 
wszystkie możliwe rozwinięcia dziesiętne l i c z b należących do zbio
ru U . Wtedy można by utworzyć liczbę, która na pierwszym miejscu 
po przecinku miałaby cyfrę inną niż rozwinięcie fl^na drugim miej
scu inną niż rozwinięcie a1 i t d . Taka l i c z b a należałaby do zbioru 

V , a nie należałaby do ciągu (xn\ gdyż j e j rozwinięcie dziesięt
ne byłoby różne od wszystkich rozwinięć (a^). Przeczy to założe
niu, że zbiór Ć7 j e s t p r z e l i c z a l n y . Wobec tego zbiór 27 j e s t n i e 
p r z e l i c z a l n y , a tym samym jego nadzbiór 5? j e s t n i e p r z e l i c z a l n y . 

§ 17. Zbiory mocy continuum 

Zbiory t e j samej mocy co zbiór K wszystkich l i c z b rzeczywi
stych nazywamy zbiorami mocy continuum. 



21 
§ 18, Działania na zbiorach 

Niech A i B oznaczają dowolne podzbiory ustalonej przestrzeni 
X. W przestrzeni t e j definiujemy następujące działania: 

A u B & {x: (xeA) v (xeB)} 

A N B = {/: (xeA) A Grefl)} 

A - B M {, : {XzA) A (x^fi)} 

/1 C A^= X - A 

Zbiór AuB nazywamy sumą, zbiór Ar\B iloczynem, a zbiór A-B różnicą 
zbiorów A i B. Zbiór A° nazywamy dopełnieniem zbioru A. 

Na przykład, niech X będzie zbiorem wszystkich punktów leżą
cych wewnątrz prostokąta na rys. l a , l b , i c i niech A będzie zbio
rem punktów leżących wewnątrz koła, a B zbiorem punktów leżących 
wewnątrz trójkąta na tychże rysunkach. Wtedy obszar zakreskowany 
na rys. l a przedstawia sumę zbiorów A i B, obszar zakreskowany na 
rys. l b il o c z y n , a obszar zakreskowany na rys. i c różnicę tychże 
zbiorów. 

Zauważmy, że do zbioru A - B należą również te punkty kontu
ru trójkąta B, które leżą wewnątrz koła A (na rys. i c zostały za
znaczone grubszą linią), ponieważ te punkty nie leżą wewnątrz trój
kąta i tym samym nie należą do zbioru B. 

Niech X będzie teraz zbiorem wszystkich 
punktów leżących wewnątrz prostokąta na rys.2 
i niech A będzie zbiorem punktów leżących we
wnątrz koła na tym rysunku. Wtedy obszar za
kreskowany na tymże rysunku przedstawia do
pełnienie zbioru A. 

Zauważmy, że do zbioru Ac należą t u t a j 
również wszystkie punkty okręgu koła A, po-
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nieważ n i e leżą one wewnątrz tego koła i tym samym n i e należą do 
z b i o r u A» Gdybyśmy zbiór A określili j a k o zbiór w s z y s t k i c h punk
tów leżących wewnątrz l u b na okręgu koła na r y s . 2,to p u n k t y okrę
gu tego koła n i e należałyby do z b i o r u A°» 

Definicję sumy i i l o c z y n u zbiorów można uogólnić na dowolną 
klasę zbiorów Ui\ 

UA^L: V xtA\ 
Ai3l L <4e# J 

f U ^ L A reA\ 

At3l l AeX J 

W szczególności d l a r o d z i n y zbiorów {^jJł 7 p i s z e m y 
U At ~\x: V xe A\ 
ur 1 \ ter CJ 

fi At = \x: A xtA\ 
ter i l ter t] 

a gdy T j e s t ciągiem k o l e j n y c h l i c z b całkowitych im, /77+i,...) 

00 

t* m 
Gdy T j e s t skończonym ciągiem k o l e j n y c h l i c z b całkowitych (m, 
/w+l,...,/?), p i s z e m y 

U At = \x: V xeAt\ = Amu ... u 

f i ,4, = j x: A, x eAt > = Am n . . . n A 
t-m \. re-j j 

m<t*n 

§ 19. Z b i o r y rozłączne 

N i e c h A i B będą dowolnymi p o d z b i o r a m i u s t a l o n e j p r z e s t r z e n i 
d«f Jf. Z b i o r y / i fl nazywamy rozłącznymi <=> A n £ = 0, 

Uwaga; Zbiór p u s t y j e s t rozłączny z każdym z b i o r e m , m. i n . 
sam ze sobą, ponieważ 

A A nO = 0 

o n o « o 



23 

Ogólniej: 
Klasę zbiorów UL nazywamy klasą zbiorów rozłącznych <=> 

def A 
<=> A Ar\B = 0. 

W szczególności ciąg skończony l u b nieskończony zbiorów (A„) 
nazywamy ciągiem zbiorów rozłącznych, jeżeli 

A A; nAk - 0 

W p r z y p a d k u sumy zbiorów rozłącznych z a m i a s t znaku u używa
my również znaku +, a z a m i a s t znaku U znak 2 . Piszemy np.: 

C = A + B (C =A\JB) A G i n f l = o) 

£ =» >L + ... + A„ » V At <=> = U / O A ( A A;n Ak=x o) 

£ - /f. + yf_ + . . . i V i * * ( f « U Ą j A ( A A; n o) 

§ 20. Podstawowe wzory a l g e b r y zbiorów 

0 U Am A 0 n A = 0 

A u A = A A r\ A * A 

A u B = B u A A n B = B r\ A 

(A US) u C = Au(BuC) = A U B U C 

(AnB~) n C =A n(finc) - 4 o B n £ 

/4 n (fiut) = iAnŚ) u (A nC) 
/! u (tfnC) » (JUB) n(AuC) 

(A - 5) n 5 = 0 
zł _ 5 . /< _ Olnfl) 

A m A nB* U - B) 

A u B = (A-B) + (B~A) + Glnfl) 

A u B m A + (fi->4) 
,2. 

0 A. = A u/»9u ... = + (A~ - A.) + G ł _ - Cl >f.) + U . - U / 0 + . M A 1 2 1 2 1 3 Asi * A *»1 * 
A-1 

• £ « * - y « 

o 
całej niniejszej pracy przyjmujemy, że U Aj oznacza zbiór pusty. 
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A C B <=> A U B = B 

A C B <=> A n B = A 

A c B <=> A - 5 = 0 

A c B <=> BC c AC 

{Acr = A A + A° = X 

A - & = A n Bc 

Wzory powyższe wynikają bezpośrednio z d e f i n i c j i działań na z b i o 
r a c h . Należy Je s o b i e d o b r z e przyswoić, ponieważ będziemy j e czę
s t o wykorzystywać bez objaśnienia. 

§ 2 1 . Wzory de Morgana 

Dopełnienie sumy j e s t równe i l o c z y n o w i dopełnień, a dopełnie
n i e i l o c z y n u j e s t równe sumie dopełnień, t z n . 

(i) (U 4V£Uc [HAY = UAC. 
g d z i e 31 J e s t dowolną klasą podzbiorów pewnej u s t a l o n e j p r z e s t r z e 
n i X. 

Dowód: 

( U AY = X - U A = X- lx:)Jmxe/\-lx: )/*xeĄ-\x: A xtĄ-lx:A.xeAe\- fi AC 

\Ae3l I AeA { AeX J { AeX J [ AtSl J [ - * £ * J AeK 

( H A Y - X - C\A -X-lx: /\X*A] = IX: V x = lx: V xeAc\ = U AC 

\Aem. ) AtJl l AtSl J [ AtX J [ Ae3l J A*X 

W szczególności d l a r o d z i n y zbiorów {At\łeT wzory de Morgana 
przyjmują postać: 

(U/fJ-n^ (ru)e - u>łf 
\teT 7 fer f V e r I ter 

a gdy T j e s t ciągiem k o l e j n y c h l i c z b całkowitych (m, m+1,...) 

(u>0 = n ̂  (n>0 = 
\t*m I t'm 1 \t=m 7 t*m 

Gdy T J e s t skończonym ciągiem k o l e j n y c h l i c z b całkowitych (w, 
m+1,. . ., n) mamy 

.riy.cn 1 n .c n 

file:///Ae3l
http://riy.cn
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i w szczególności d l a p a r y zbiorów A i B\ 

04 u B)° - Ac n Bc (A n fi)c= / f u f l c 

§ 22. P o k r y c i e z b i o r u 

N i e c h Hi będzie klasą podzbiorów pewnej u s t a l o n e j p r z e s t r z e 
n i X. N i e c h BcX. 

dat i i 
31 j e s t p o k r y c i e m z b i o r u B <=> B c U A 

— Ae(R 

§ 23. Ciało zbiorów 

Ciałem zbiorów nazywamy każdą klasę 9C podzbiorów pewnej u s t a 
l o n e j p r z e s t r z e n i X, spełniającą w a r u n k i : 

( * i ) V A e X (niepustośó) 
AcX 

( x 2 ) AeX=>AceX (komplementatywnośó) 

(*3) A, B e 3f=>/4ufie3f (addytywnośó) 

Własności ciała X : 

( k i ) -4,,..., An eX => U AK t X 

PJ P r z e z indukcję: (l°) d l a /? = 2 na mocy (x3) 
»>-1 I m-f \ m 

(2°) U A,«3if =>.( U Ak)v AmeX ^ U AktX 
( k 2 ) / e S f 

Dl V AeX => AceX=s> A + A° = XeX 
AcX 

( k 3 ) O e Sf 

Dj XeX =5>XC = X-X = OtX 

n 
( k 4 ) At,...,\eX => n^€3f 

DJ A,,...,AneX A*,...,Ac

neX^UAc

keX ^ (J\ A}J eX => 

( k 5 ) A,BeX => A - B eX 

TĄ A, B eX A,BctX => A n Bc = A -B eX 
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§ 24. g-ciało 

Ciałem p r z e l i c z a l n i e addytywnym zbiorów a l b o krótko g-ciałem 
nazywamy każdą klasę cf podzbiorów pewnej u s t a l o n e j p r z e s t r z e n i X, 
spełniającą w a r u n k i : 

( f f i ) V AkS (niepustośó) 
AcX 

Cff2) AtS => AccJ (komplementatywność) 
oo 

(.03) AĄ ,Aot • . . eS =s> U-4, e<£ ( p r z e l i c z a l n a addytywność) 

A o t o własności c?-ciała: 

( s l ) e -ciało j e s t ciałem zbiorów. 
D| V AeS 6 spełnia warunek (xl). 

AcX 

(>4erf=>/Jc6<j)=> 4 spełnia warunek (*2). 
(A,Bt<$=>AuBuBu,.. • AuBeó)=P <S spełnia warunek (*3). 

n 

( s 2 ) >4. , e«?=> U Ak erf 

Dj Wynika z własności ( k i ) ciała zbiorów i własności ( s l ) 
e-ciała. 

( s 3 ) Xeó 

Dj Wynika z własności (k2) 1 ( s l ) . 

( s 4 ) 0 eef 

Dj Wynika z własności (k3) i ( s i ) . 
n 

( s 5 ) >4 etf=> 0 

Dj Wynika z własności (k4) i ( s l ) . 

( s 6 ) A^tA^* €rf => f)/<A€<$ 
OD O© £ OO 

D) /4 1 (>f 9,... etf => A?tAi,... e«S=> U / i f = ( Pi Ak ) e<$ => f i Ake S 
1 2 1 2 ' (0 * . i * \A.1 A.1 * 

( s 7 ) /l,fle<J => /4 - B 6<J 

Dj Wynika z własności (k5) i ( s l ) . 
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§ 2 5 . K l a s a Q\B zbiorów 

N i e c h Q będzie dowolną niepustą klasą podzbiorów pewnej u s t a 
l o n e j p r z e s t r z e n i X a B dowolnym n i e p u s t y m p o d z b i o r e m t e j p r z e 
s t r z e n i . 

Symbolem Q\B oznaczamy klasę w s z y s t k i c h zbiorów p o s t a c i AnB, 
g d z i e AeQ. 

§ 26. T w i e r d z e n i e 

ZJ rf j e s t (7-ciałem p r z e s t r z e n i X, 
B e S 

3 * 0 

Tj <S I B j e s t cr-ciałem p r z e s t r z e n i B» 

PJ B = Bn B => BeS\B => <S\B spełnia warunek (<ri). 
(Ae<5\B => V A - C n B A e<$ => B - A -

= (5 - ,On£e<$ => 5-/łe<$|5) => <£|5 spełnia warunek te2>. 

(AUA9, ... eS\B =$> A V /4. = n £ e <jT => 
V L Ae9l CA£iJ 

=> VAk = U Ą, n £ « ( 0 4?J n £ A U Ck erf =?> 
A-1 * A.1 * \A>1 "7 *-1 

=> U Ak 6 eSIfi) => <#|£ spełnia warunek 

§ 27. T w i e r d z e n i e 

Z) fi J e s t dowolną klasą ff-ciał p r z e s t r z e n i X 

s* = n d 
TJ tf* j e s t <r-ciałem p r z e s t r z e n i X. 

Dl A /Tec5 => XtS*=>S* spełnia warunek ( f f l ) 

/I 6 < £ * A /, e S =3> A /eeS Ace f i <* => ,4ce ó* 
<Sts. eta sts. 

Zatem 6* spełnia warunek ( r 2 ) . 

A..A,. . .e i* => A A /ł .erf => A U 

=> U Ake D S => 0 >4Ace5" A-1 <Jefi A.1 
O z n a c z a t o , że S* spełnia również warunek («r3). 
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§ 28. T w i e r d z e n i e 

D l a każdej n i e p u s t e j k l a s y Q podzbiorów p r z e s t r z e n i X i s t n i e 
j e n a j m n i e j s z e e-ciało zawierające tę klasę. 

Dj N i e c h £2 będzie klasą w s z y s t k i c h ff-ciał zawierających i?. . K l a s a 
S2 n i e j e s t p u s t a , bo należy do n i e j <?-ciało utworzone ze w s z y s t 
k i c h podzbiorów p r z e s t r z e n i X, Na mocy t w i e r d z e n i a § 27 

«**= n i* 
J e s t też (7-ciałem należącym do k l a s y ffi. Ponadto 

A s*c s 
<$eS2 

ponieważ i l o c z y n zbiorów j e s t z a w a r t y w każdym z t y c h zbiorów.Wy
n i k a stąd, że S* j e s t n a j m n i e j s z y m e-ciałera zawierającym klasę Q. 

§ 29. Pseudo-ff-ciało zbiorów 

Pseudo-g-ciałem zbiorów będziemy nazywać każdą klasę *5 pod
zbiorów pewnej u s t a l o n e j p r z e s t r z e n i X, spełniającą w a r u n k i : 

( r i ) O 

( r2 ) A e*£ => AceZ (komplementatywność ) 
oo 

( r 3 ) A 1tA...t%/\AX.A~c ... => U Ake7! (pseudoaddytywność) 
A o t o własności pseudo-c-ciała zbiorów: 

( t i ) Każde 5-ciało j e s t pseudo-ff-ciałem zbiorów. 
Dj Z warunków ( s 4 ) , ( s 2 ) , (e3) wynikają w a r u n k i ( x l ) , ( t 2 ),(x3). 

( t 2 ) 
DJ Wynika z ( x i ) i (T2) 

o o 

( t 3 ) ALTA2f» C S A /41 D>12o ... => f l ^ e ^ 

DJ ALTA2, . . . A /4, D>4 2D...=» 

1' 2' 1 2 A=1 * (1) 

=>(C\Ak)
ee Z =>C\Ake7 

(t4 ) AK U B e A A, c /12 c . . . ( j j AK) u fl e 

=> A j AK u B e TT A (y4, u fl) c (/42 u fi) c ... 
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(t5) faAiuBeZ * A , C A Z C . . . ^ ( 0 ^ ) u B e T 

§ 30. Klasa ZB zbiorów 

Niech Z będzie dowolnym pseudo-er-ciałem zbiorów i niech BeZ. 
Określamy następującą klasę zbiorów 

Zg & [A: A, A uB, AuBc, AcuB, Acv 8ce Z) 

A oto własności klasy Zg: 

(bl) ZB j e s t pseudo-e-ciałem zbiorów. 

p j ^ = 0 A, A u B ~ B , A v B c ~ B c , ACKJB-Acu 3c=X e T => 

=> 0 e Z8 => T f i spełnia warunek ( r i ) . 

(A eZB A, A uB, A vBc, AcuB, A° u £ c e T => 

=>/1 c e 7 B ) => T f i spełnia warunek ( x 2 ) . 

i 4 1 ? /42,... e T f i A A^ c / l 2 c ... => 

ł\%% AkuB, AkuBc, A% u B, Ac
k u Bc tZ A A,c A2C...^> 

" ml 

Zatem ZB spełnia wszystkie warunki ( r i ) , (T2) i (T3) i j e s t 
pseudo-6 -ciałem zbiorów. 

(b2) A tZB B e ZĄ 

Dj Wynika bezpośrednio z d e f i n i c j i TS. 

(b3) T f l c Z 

D] Na mocy d e f i n i c j i A eZB / l e T . 

(b4) j e s t ciałem zbiorów A c Z A fieSfc UC c T g . 
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Dj UC J e s t ciałem zbiorów A 3CC t A BeJC^> (AeOC=s> 

**>A, A u B, AuBf AcuB, AcuBceXcT ^AiTB) =>XcTB. 

§ 3 1 . T w i e r d z e n i e 

Z] $ j e s t dowolną klasą pseudo- e-ciaJ zbiorów p r z e s t r z e n i X. 

?*=n r 
Te* 

TJ 7* J e s t pseudo-<r -ciałem zbiorów. 
Dl A OeT =*> Oc D 7 Oe2T*=> 7* spełnia warunek ( t l ) . 
- 1 Te* T«* 

Mamy d a l e j 

/ ł e T * =» A / 4 e T A / ł c e 7 Q . t / ł ^ T * Te* Te* Te* 

Zatem t* spełnia warunek ( t 2 ) . 

A„ At,...eZ* A ^ C / ł j C . . . => A f / l t , / 4 2 , . . . e 7 A A^cAtc ...=*> 

=» A U / Ł « 2 f - > U Ak eT* 

T * spełnia w s z y s t k i e w a r u n k i ( x i ) , ( T 2 ) , (T3) i j e s t tym s a 
mym pseudo-<s -ciałem zbiorów. 

§ 32. T w i e r d z e n i e 

D l a każdej n i e p u s t e j k l a s y # podzbiorów p r z e s t r z e n i X i s t n i e j e 
n a j m n i e j s z e p s e u d o - e -ciało zawierające tę klasę. 

D| N i e c h i będzie klasą w s z y s t k i c h pseudo-er -ciał zawierających Q. 

K l a s a $ n i e j e s t p u s t a , bo należy do n i e j pseudo- er-ciało utwo
r z o n e ze w s z y s t k i c h podzbiorów p r z e s t r z e n i X. Na mocy t w i e r d z e 
n i a § 31 

x* = n z 
Te* 

j e s t też pseudo-<y-ciałem należącym do k l a s y $. Ponadto 

A r # C T 
Te* 

co o z n a c z a , że 7 * J e s t n a j m n i e j s z y m pseudo- e-ciałem zawierającym 
klasę Q. 
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§ 33. T w i e r d z e n i e 

Zj X j e s t ciałem zbiorów. 
<5* j e s t n a j m n i e j s z y m <?-ciałem zawierającym X. 
Z* J e s t n a j m n i e j s z y m p s e u d o - a -ciałem zawierającym X . 

T) S* m T* 

D) Na mocy ( t i ) J e s t T * c d * . W y s t a r c z y zatem wykazać, że X* J e s t 
•s--ciałem, bo wtedy <5*c X* 

N i e c h Tg o z n a c z a klasę XB d l a X • T* i n i e c h 5 e 7 ? Na mocy 
(b4) 

c z y l i a 

stąd na mocy (b2) 

c z y l i 

skąd 

BeX A / l e T * => >4er^ 

A BeX =*> fierf 

A # CTJT => A r*cr; 

i na mocy (b3) 

(*) A X* = r* 

A l e z d e f i n i c j i w y n i k a , że 

A AuBeX* 

więc na mocy (*) 

A A uB eT* 
A,BeT* 

c z y l i X* spełnia warunek (»3) d l a ciał zbiorów. Z warunku XcX* wy
n i k a , że T* spełnia ( x l ) . 

Z f a k t u , że T* J e s t p s e u do- e -ciałem, w y n i k a na mocy ( T 2 ) , że 
X* spełnia (»2). Wobec tego 7 * j e s t ciałem zbiorów. Mamy stąd 

A ( ^ . . . ^ . t r ^ O ^ r ) 
a następnie 
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7 * J e s t zatem cr-ciałem i dowód j e s t zakończony. 

§ 34. K r e s górny i k r e s d o l n y 

K r e s górny (supremum) i k r e s d o l n y ( l n f i m u m ) k l a s y z b i o r o w i 
określamy następująco: 

sup A = U A i n f A & f l A 
Ae!k AeUŁ AeX AeX 

K r e s górny i k r e s d o l n y r o d z i n y zbiorów { A t } t e r określamy a n a l o 
g i c z n i e 

sup At = U At i n f At ^ f l At 

teT 1 ter r ur ter 

W szczególności gdy r o d z i n a zbiorów j e s t ciągiem p i 
szemy 

a zatem m# in« 
oo 0 0 

sup Ak = U Ak i n f ,4* = H\ Ak 

k *>1 Ar A=1 

K r e s górny i k r e s d o l n y k l a s y c z y r o d z i n y zbiorów zawsze istnieją. 
Ponadto mamy zawsze 

(2) i n f A c sup A i n f At c sup At 

AeX AeX ter ter 

ponieważ 

(3) A f l A c / c U A 

A'tX AfJl Ae% 

Wynika stąd również, że 
(4) i n f A = sup A <=> A A*=A**lnf At = sup At <=> A A , ~ A . . 

AeX AeX A* A*\Vl ter ter t%f*T 

N i e c h t e r a z A będzie dowolnym n i e p u s t y m p o d z b i o r e m p r z e s t r z e n i 3? 0 

i n i e c h a, a, g, x e f l 0 . N i e c h 
< - o o ; a) = {x: x < a } , <-°°;a> {x: x ^ a] 
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