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7 * J e s t zatem cr-ciałem i dowód j e s t zakończony. 

§ 34. K r e s górny i k r e s d o l n y 

K r e s górny (supremum) i k r e s d o l n y ( l n f i m u m ) k l a s y z b i o r o w i 
określamy następująco: 

sup A = U A i n f A & f l A 
Ae!k AeUŁ AeX AeX 

K r e s górny i k r e s d o l n y r o d z i n y zbiorów { A t } t e r określamy a n a l o 
g i c z n i e 

sup At = U At i n f At ^ f l At 

teT 1 ter r ur ter 

W szczególności gdy r o d z i n a zbiorów j e s t ciągiem p i 
szemy 

a zatem m# in« 
oo 0 0 

sup Ak = U Ak i n f ,4* = H\ Ak 

k *>1 Ar A=1 

K r e s górny i k r e s d o l n y k l a s y c z y r o d z i n y zbiorów zawsze istnieją. 
Ponadto mamy zawsze 

(2) i n f A c sup A i n f At c sup At 

AeX AeX ter ter 

ponieważ 

(3) A f l A c / c U A 

A'tX AfJl Ae% 

Wynika stąd również, że 
(4) i n f A = sup A <=> A A*=A**lnf At = sup At <=> A A , ~ A . . 

AeX AeX A* A*\Vl ter ter t%f*T 

N i e c h t e r a z A będzie dowolnym n i e p u s t y m p o d z b i o r e m p r z e s t r z e n i 3? 0 

i n i e c h a, a, g, x e f l 0 . N i e c h 
< - o o ; a) = {x: x < a } , <-°°;a> {x: x ^ a] 
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i n i e c h { # a } a t A będzie rodziną zbiorów Ra = < - o o j a) d l a aeA, z tym, 

że symbol <-oo- - o o ) o z n a c z a zbiór p u s t y . K r e s górny i k r e s d o l n y 
z b i o r u l i c z b o w e g o A określamy następująco: 

a m sup A 4^> (sup <-oof a) • (-<»; a)) v ( s u p <-~} a) = < - o o ; a>) 
atA aeA 

a » i n f A ( i n f <-«>; a) • <-<*>? o)) v ( i n l <-<»} a) - (-<»; a>) 

Wykażemy, że k r e s górny i k r e s d o l n y n i e p u s t e g o z b i o r u l i c z b o w e g o 
zawsze istnieją. Ponieważ z b i o r y 

B m sup <-oo; fl), C = i n f < - o o ; o ) 

zawsze istnieją, w y s t a r c z y wykazać, że Istnieją t a k i e a, a e 9? Q,że 

(*) B = ( - 0 0 ; a) v B = < - o o ; o > 

o r a z 

(**) c = < - o o ; a) v C = < - o o ; o > 

Z a c z n i j m y od w y k a z a n i a ( * ) . D l a ć>, b*, t>2' r e " mamy k o l e j n o 

1° V o € f l 5 • 0 = <-00; -00) => a = sup /4 = - 0 0 

2° V V « A t e f l => B = < - o o j +oo> => 

=£> a = sup >4 = + 00 

3° befi=> oe U < - ~ ; a) V6e<-oo-,a 0 )=> A V « { - « ; a 0 ) = > 
ae/4 â yl r<b a0tA 

=> A re U < - « > ; a) => A refl 

4° 6^8 => A ftrf <-<*>; a)=>Ab^a=>A A /- > # => 

=> A A ri < - o 0 ; a) => A r ^ f l 
r>b aeA r>b 

5° ( y ^ e ^ A ( V V f l ) A (3°) A (4°) ^ ( A ^ A f A ^ s ) 

=> (fl = < - o o ; a)) v (5 = < - o o ; a >) 

A n a l o g i c z n i e wykazujemy ( * * ) . D l a c, c^, c^re^R mamy bowiem 

1° V ' c e C => C = 0 = ( - o o ; -00) => g = inf /4 = - 00 I c 

3 - Wykłady z probabilistyki 
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2 ° \J'c<łC =$>/\ ce.C => C= <-°°; * <*> =S> ą = inf A = +00 

c c 

3° c e C =>• c e D ( - » ; a ) => A c e < - 00 ; a ) => A A rt <-«>; a ) => 

=> Art f i < - ° o ; a ) A r e C 

4° r ̂  C = > V c * < -~>; a0) => V c » a . A V r > aQ 

a,S/4 /->c a$A 
^ A V ^ < - « > ; => A f i < - « , ; fl) => A r < £ 

r>c a^A r>c et A r>c 

=> ( f = < - o o ; a)) < - O o ; fl>) 

Tym samym wykazaliśmy prawdziwość (*) 1 (**)» 
Z d e f i n i c j i zbiorów fl i C wynika na mocy ( 2 ) , że 

C C B 

skąd z k o l e i wynika, że 

( 5 ) A i n f A < sup ,4 
4*0 

Niech teraz f(;<0 będzie funkcją rzeczywistą o dziedzinie X. 

Niech Z będzie niepustym podzbiorem zbioru X określonym równo
ścią Z = [x: <x(x)\, gdzie ocix) j e s t dowolnym warunkiem. Wprowadza
my następujące oznaczenia 

sup f(xl = sup ^"(Z- = sup \y. V y = f(jr)} 

i n f = in f f(z) = in f {u: V # = f(jrO] 

'A' szczególności dla ciągów liczbowych ' ^ j , o^,...} przyjmujemy za
pis 

def I \ 
SV P

 W - i = s u p K » 

a zatem m.in. zapis 

sup ak - sup {oj, ffj****} 

i n f oA = in f {flj, ajj, ••'•} 



Jak wynika z powyższych d e f i n i c j i , kres górny i kres dolny zbio
ru wartości funkcji rzeczywistej, przyjmowanych na niepustym zbio
rze, zawsze istnieją i 

in f f(x'. <S sup KJT', 

( 6 - i n f a n M ± sup 

i n f a, .̂ sup a 
k k 

§ 35. Maksimum i minimum 

Niech A będzie dowolnym podzbiorem przestrzeni fl0. Niech a*, 
a * ( t ^ o • oprowadzamy następujące określenta 

= max A 4^-> ^a*e A', A (^A a < a*) 

= min ,4 io e .4. A ( A a > a 

Maksimum czy minimum zbioru liczbowego A nie zawsze istnieją. 
Niech f(x) będzie funkcją rzeczywistą o dziedzinie X. Niech Z 

będzie niepustym podzbiorem zbioru X, określonym równością Z -

= {x: a(xs.}, gdzie a(x- jest dowolnym warunlciem. 

max f\x. = max fiZ. = max \y: V u - f\x\\ 

min = min ftzt = min | 4/: V u = f \x] \ 

$ 36. Twierdzenie 

Z] /I C *, 
/4 # 0 c z y l i zbiór /I nie jest pusty 

TJ sup A - min {r : A o «; r } 

ini A = max {r• Aa>r) 

PJ Niech aeS 0. Z d e f i n i c j i 

a = sup /4<̂ >( sup <- ©o; a- = < - » ; a-) v(sup <- °°; a- = <-«>j5>) 

<=> ( A a i ó ) A ( A r € sup < - o o ; a.) <=> 
\ae,4 / \r<S aeA 
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o = min - Ir : A a < r>• 
L J 

Dowód d l a k r e s u d o lnego j e s t a n a l o g i c z n y . 

§ 37. T w i e r d z e n i e 

ZJ A c « 0 

/ # 0 

TJ A = sup /4 <t=> ( A 0 4 a ) A ( A V an> r) 
\atA 1 \r<5 aaeA ° / 

fl = i n f A ( A fl^a)A(A V an < r) 

\atA -/ \r>ą a0t/< ° / 

Dowód J e s t z a w a r t y w dowodzie p o p r z e d n i e g o t w i e r d z e n i a . 

§ 38. T w i e r d z e n i e 

ZJ * C * 0 1 A f O 

TJ (a = sup /4) A (fl€ / 0 o = m a x A 

(fl = i n f ») A (g e/i) a = min >4 

Dowód w y n i k a z d e f i n i c j i maksimum i minimum z b i o r u l i c z b o w e g o i 
z p o p r z e d n i e g o t w i e r d z e n i a . 

§ 39. G r a n i c a górna i g r a n i c a d o l n a ciągu 

Granicą górną ( l i m e s s u p e r i o r ) ciągu zbiorów (/„) nazywamy 

l i m sup An = i n f sup An . . = ( j U 

Granicą dolną ( l i m e s i n f e r i o r ) ciągu zbiorów (A„) nazywamy 

def °° ^ l i m i n f A„ — sup i n f -4 . . = U M Ak 
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A n a l o g i c z n i e określamy granicę górną i granicę dolną ciągu l i c z 
bowego (an) 

l i m sup a„ ^= i n f sup er ,. i = i n f sup -Ta. a n . Ą , . . . \ • 

= i n f | sup ( d j . f l j , . . . ] , sup | a 2 , c?3 j -

T - i " * "» M 8 " P 1 S f = T l n f {V*Ji*l» — } " 
• sup | i n f {fl-p # 2»* **}» i n * { a 2 * a 3 ' * " * } • * * * J 

Z powyższych d e f i n i c j i w y n i k a , że g r a n i c a górna i g r a n i c a d o l n a z a 
równo d l a ciągu zbiorów, j a k i d l a ciągu l i c z b o w e g o zawsze istnieją. 

§ 40. T w i e r d z e n i e 

I . G r a n i c a górna ciągu zbiorów (An) J e s t z b i o r e m t y c h w s z y s t 
k i c h elementów, które należą do nieskończenie w i e l u zbiorów z t e 
go ciągu. 

I I . G r a n i c a d o l n a ciągu zbiorów (An) J e s t z b i o r e m t y c h w s z y s t 
k i c h elementów, które należą do p r a w i e w s z y s t k i c h zbiorów z tego 
ciągu, t z n . n i e należą co najwyżej do skończonej l i c z b y t y c h z b i o 
rów. 

Dowód części I : N i e c h X będzie dowolnym elementem spełniają
cym warunek 

(*) x e l i m sup A 
n — oo " 

Gdyby x należał do skończonej t y l k o l i c z b y zbiorów z ciągu (An\ 
t o istniałaby t a k a l i c z b a n a t u r a l n a N, że 

A xiAn 

skąd 

x 4 V>A 

a następnie 
k 

o o o o 

x 4 fi U Ak = l i m sup At 

k*n n —»» oo 

co byłoby s p r z e c z n e . Zatem z warunku ( x ) w y n i k a , że x należy do 
nieskończenie w i e l u zbiorów z ciągu (An). 
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Odwrotnie, jeżeli Jakiś element x należy do nieskończenie wie
l u zbiorów z ciągu ^An\ to 

A xel) Ak n * . / 7 

c z y l i 
co oo 

xt n u Ak «= lim sup An 

Dowód części II twierdzenia przebiega analogicznie. 
t 

j) 41. Twierdzenie 

Jeśli (An) j e s t ciągiem zbiorów, to 

lim i n f A„ C lim sup An 

n — oo " n-~<x> n 

Twierdzenie to je s t bezpośrednim wnioskiem z twierdzenia poprzed
niego. 

§ 42. Twierdzenie 

Jeśli (a„) Jest ciągiem liczbowym i r, gt aeJiQ, to 

Ii lim sup a = g <=> (A nierówność an > r j e s t spełniona dla 
n —•» oo \r<g 

nieskończenie wielu n) A ( A nierówność an < r j e s t spełniona dla 
J \r>g " 

prawie wszystkich n) 
II. l i n i n f a„ - d <=> ( A nierówność an> r j e s t spełniona dla 

n — oo " Po
prawie wszystkich /JJ A ( A nierówność an < r j e s t spełniona dla nie
skończenie wielu 

Dowód części i : 

lim su an = g <=> o = in f j^sup •^o1, o 2»•••}• SUP{°O» °3»*"}» •• *| 

<=> ( A sup{ C„, V 1 ( . . . } > J ) A ( A y n s u p { V ^ + 1 , . . . } < r) 

<=> ( A A sup{o n, a_ .,...)> r) A (A V A a , < r) <=> 

<s=>(A nierówność a„> r j e s t spełniona dla nieskończenie wielu /? )A 

A \jf\ nierówność an<r j e s t spełniona dla prawie wszystkich n ) 

Powód części II twierdzenia przebiega analogicznie. 



§ 43. Twierdzenie 

Jeśli (a„) j e s t ciągiem liczbowym, to 

lim i n f a 4 lim sup a 
n — 0 0 " n — " 00 

D] Twierdzenie to je s t bezpośrednim wnioskiem z twierdzenia po
przedniego. 

§ 44. Granica ciągu 

Granicę (limes) ciągu zbiorów (An) określamy następująco 
def 

lim A = A lira i n f An = lim sup An = A 
n —00 n —»• 00 n — * • 00 

Granicę ciągu liczbowego (er,,) określamy analogicznie 
def 

lim a„ = a lim i n f an = lim sup an = a 

Zamiast 

piszemy również 

lim A„ = A lim a = a 
n-m-oo " n--oo 

A n - * A an-~a 

W szczególności, gdy ciąg (An ) czy (a„ ) j e s t niemalejący, piszemy 

A„ S A an S a 

a gdy j e s t nierosnący, piszemy 

A„ ^ A ? „ > a 

§ 45. Twierdzenie 

Z) (a^) je s t ciągiem liczbowym 

T) I . - o o < i i m o„ = c < + oo <f=> A V A |a„ - a I < t n—o " ceł? /Vt)l nell 1 " 1 

C>0 rf>H 

I I lim a„ = - oo <=> A V A o„ < r 

I I I . lim c = + oo <=> A V Ą a_> r 
n-~» " rtjl Ntll ntTl n 
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Dowód części I : 
N i e c h a, r, t t R , n, A f e J l 
_ oo < l i m a. m a < + c*> - oo < l i m i n f a„ a l i m sup an m a < 

n - . M " n — oo " n —•> oo " 

+ 00 <=r> ( A nierówność an > r J e s t spełniona d l a p r a w i e w s z y s t k i c h 
nierówność an<r J e s t spełniona d l a p r a w i e w s z y s t k i c h nj <=? 

<=>(A nierówności a-e<a i a +£>a są spełnione d l a p r a w i e wszy-
s t k i c h /?J<=> f A nierówność \an - a|<£ J e s t spełniona d l a p r a w i e 

z y s t k i c h n) A V A \an - o I < e. ws 

Dowód części I I : 

l i m an = -00 <=s»lim i n f a„ • l i m sup a_ = -co <=>(A nierówność 

a <r J e s t spełniona d l a p r a w i e każdego /? 

Dowód części I I I p r z e b i e g a a n a l o g i c z n i e . 

§ 46. T w i e r d z e n i e 

I . Każdy mo n o t o n i c z n y ciąg zbiorów j e s t zbieżny. 
I I . Każdy m o n o t o n i c z n y ciąg l i c z b o w y J e s t zbieżny. 

Dowód części I : 
0 0 o* OO OO 

A< cA0C . . . => U 4* « U Ak =» l i m sup 4. - U Ak - (J A. 

4 c 4, c . . . "=*• n *i • A„ => i i * ' i n f A„ - U „̂ 
1 2 A./ł * " O —»oo 1 7 ' IM 

Wynika stąd, że 
00 

A.C A0 C ... => l i m A = U /J„ 
A n a l o g i c z n i e dowodzimy, że 

A. D A D ... =̂> l i m An = fl -4„ 
1 «s n -»00 n«1 

Dowód części I I pokrywa się z dowodem przeprowadzanym w a n a l i 
z i e m atematycznej, ponieważ t w i e r d z e n i e § 45 wykazało, że wprowa
dzona t u t a j d e f i n i c j a g r a n i c y ciągu l i c z b o w e g o j e s t równoważna de
f i n i c j i w y k o r z y s t y w a n e j w a n a l i z i e m a t e m a t y c z n e j . Należy jednak 
zauważyć, że t u t a j r o z p a t r u j e m y zbieżność ciągów l i c z b o w y c h w prze
s t r z e n i K Q i d l a t e g o ciągi, d l a których j e s t 
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l i m a_ = - oo a l b o l i m o = + oo 

uważamy również z a zbieżne. 

§ 47. Przestrzeń m e t r y c z n a 

Zbiór X nazywamy p r z e s t r z e n i a metryczną, jeżeli zbiór X x X 

J e s t dziedziną f u n k c j i r z e c z y w i s t e j ?(*,</) zwanej metryką, której 
wartości nazywamy odległościami punktów x i y i która spełnia n a 
stępujące w a r u n k i : 

( i ) <}(x,y) » o 

( i i ) pOr, y) = 0 * = i/ 
( i i i ) pGr,^) = p(^,jr) ( s y m e t r i a ) 

( i v ) c(x,y) « p U . r ) + p ( z , y ) (warunek trójkąta) 

D l a odległości j e s t również używany symbol 

\x - y\ = p ( * , v ) 

Należy zauważyć, że j e d e n i t e n sam zbiór / może być m e t r y z o -
wany na w i e l e sposobów. 

§ 48. Średnica z b i o r u 

Jeśli A j e s t dowolnym podzbiorem p r z e s t r z e n i m e t r y c z n e j y f , t o 

średnicę z b i o r u A określamy następująco: 

d { A ) dcf f.sup. c(x,y), gdy A # 0 
\x,ytA 

L o. gdy , 4 = 0 

Ponadto wprowadzamy określenie: 

A J e s t z b i o r e m o g r a n i c z o n y m 

§ 49. Odległość pu n k t u od z b i o r u . Odstęp dwu zbiorów 

N i e c h x będzie dowolnym elementem p r z e s t r z e n i m e t r y c z n e j X, 
a A dowolnym n i e p u s t y m p o d z b i o r e m t e j p r z e s t r z e n i . Odległość punk
t u x od z b i o r u A określamy następująco: 
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c(x,A) — i n f p ( * , y ) 

Gdy A i fi są dwoma n i e p u s t y m i p o d z b i o r a m i p r z e s t r z e n i m e t r y c z n e j 
i c h odstęp określamy następująco: 

p C 4 . f i ) = i n f 9 U , y ) 
// eg 

§ 50. G r a n i c a ciągu punktów w p r z e s t r z e n i m e t r y c z n e j 

Granicę ciągu punktów {x n ) w p r z e s t r z e n i m e t r y c z n e j X określa
my następująco: 

l i m x„ m x 4=> (.*€*) A ( l i m \ X — X I 3 0) 

A o t o własności g r a n i c y ciągu punktów p r z e s t r z e n i m e t r y c z n e j : 

( g i ) Każdy ciąg ma co najwyżej jedną granicę. 

Dj Załóżmy, że ciąg (xn) ma dwie różne g r a n i c e x, x*tX. 

N i e c h 

p = d> 0 

N i e c h £ będzie dowolną liczbą rzeczywistą spełniającą waru
nek 

O < t < | 

Z d e f i n i c j i g r a n i c y w y n i k a , że 

N i e c h c będzie dowolną liczbą naturalną spełniającą warunek 

(« > /V) A ( ? > /V*) 

Wtedy 

( K - * | < *) * ( K - ' * | < *J 

skąd 

\* " xl\ + l r » ~ x * \ K 2 e * d " \ x " * * \ 

http://pC4.fi
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co przeczy warunkowi trójkąta ( i v ; dla odległości punktów x 

i x*. Wobec tego ciąg (x„) nie może mieć dwu różnych granic. 

( g 2 ) V A x„ = X => x = lira x 
n>N 

Dl V A xH- - X => V A -\x.i - x I• - ó'Ąr l i m Ix„ - xI = o 

•lim x„ = x 

(g3) Jeśli jr je s t granicą ciągu punktów (xn,,to j e s t również gra
nicą każdego podciągu (xm^j, c z y l i 

x - lim Xn => A /r= lim * 
n-»oo " /71,,/n,,... e 37 /;—<» fl 

PJ x = lim =s> lim \x. - x\ = 0 => A V A |xH - x\ < t => 
c>0 

:eW AteSI m„>/V I mn I £6? /V'ełl n>/V* • mn I =5> 
£>0 " C>0 

=>lim l x . - x I = O x = lim r 

§ 51. Domknięcie zbioru 

Domknięcie A zbioru A w przestrzeni metrycznej X okres lamy na
stępująco : 

(7) A OL f X , V x = lim x\ 

A oto własności domknięcia / zbioru A: 

(dl) /I c j f 

Dj * tA =$> x = lim * dla = xtA => A—•-«> 

=> V t- = lira r„ 
x„ J",, ...(A o—co 

(d2) A C B *>> A C B 

Dj V/łasność (d2- wynika bezpośrednio z d e f i n i c j i domknięcia 
zbioru. 

(d3. J a j 
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Dl e / =*> V x - l i m * n 

=> V x m l i m x„ A A V - l i m 
*„ jrj , . . . n—°° n«51 x„-l,xnZ,..• *A 

x. 

V H m I -r - xnr I » O / e l ) 4 C J 

i na mocy własności ( d l ) 

/4" • J 

(d4) Domknięcie z b i o r u p u s t e g o j e s t z b i o r e m pustym. 

DJ5- \xt V X m l i m x \ - O 

(d5) X o ^ 

DJ JT • \xx V * - l i m x„\ 

a ponieważ z d e f i n i c j i g r a n i c y ciągu punktów w y n i k a , że 

X m l i m xn x z X 

więc 

/ C X 

1 na mocy własności ( d l ) 

7 - X 

(d6) U >i* - 0 ^ 

~n 
DJ x* UAk => V . X . l i m xnm^> 

Z' A-l * 

= > , i . , ^ e / 4 * d l a nieskończenie w i e l u /r? A x • l i m <r 

r V V * = l i m , => V * € T V W 0 >*-
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skąd 

(•) U Ak c U/ * 

Z drugie j strony 

' f U / t => V x*Ak=> V V * . l i m xm => 

*c{i,....„} *i.*t,.-.«^ * 
V„ * • l i m r m => -re U <4* 

skąd 

ii " "m 

U c U 
A-1 *=1 

i na mocy (*) 

U >4* - U>l* 
A-1 A-l 

(d7) X = ff/J ^ - >4 

D) ^ = A ^ = ̂ 2 = ... - =*> 
' i » * t > • • • * 

=> A l i m xm = a k t Ak ^ Ak c Ak 

i na mocy w ł a s n o ś c i ( i ) 

(**) Ak = ^ 

Ponieważ 

,4 = U Ak 

w i ę c na mocy w ł a s n o ś c i (d6) i (**) 

A = Ci Ak = U >** - >• 

(d8) ; e ^ « , <p(x,A) - O 

Dj x e J <=> V * = l im r <=> 
jr,, A - 2 , . . . i. A n-~oo 

V l i m o(xn,x) = O <=> i n i = O 
.. eA n-y*oa ' " ytA ' 

c(xtA) = O 
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Skorzystaliśmy tu m. i n . z faktu,że na mocy twierdzenia § 37 

i n f e(x,u) m O => A V q(xn,x)< ~r =S> V lim o(xn , x) = O 

§ 52. Wnętrze zbioru 

Wnętrze A° zbioru A w przestrzeni metrycznej X określamy na
stępująco: 

(8) A° = (Xe)° 

A oto własności wnętrza A° zbioru A: 

(wl) A° c A 

Dj Z d e f i n i c j i A° wynika, że 

(A°)C = AC 

skąd na mocy własności ( d i ; domknięcia zbioru 

ACC <A°)C 

a stąd 
A°c A 

(w2) A c B =P A° c B° 

(w3; (A°:>° = / 

= p ( (T^) ' = ( > ł 0 ) 0 = A° 

(w4) Wnętrze zbioru pustego j e s t zbiorem pustym 

pj 0° = (O 7)' = Cg* = jf* = O 

(WÓ) x° = x 

pj *° = (P;C = (Ó;c = o c = x 

( w 6 ; ( n ^ ) ° = n < 
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(w7) A = ialt,.,ta^=> A° m o 

2J [a± a Ą 0 = (fc ^}C) ~(* - { ^ . . . . . a j ) = 

= x° = o 

(w8) / C J 

Dj Wynika z własności (wl) wnętrza zbioru i własności (d2) 
domlcnięcia zbioru 

(w9) A° C U ) ° 
D| Wynika z własności (di) domknięcia zbioru i własności (w2) 
wnętrza zbioru. 

(wio) A° c A c A 

PJ Wynika z własności (dl) domknięcia zbioru i własności (wl) 

wnętrza zbioru. 

§ 53. Zbiór domknięty 

Niech A będzie dowolnym zbiorem w przestrzeni metrycznej X. 

def 
A j e s t zbiorem domkniętym <=> A = A 

Z własności (d3) domknięcia zbioru wynika, że domknięcie zbioru 
j e s t zawsze zbiorem domkniętym. Z własności (d4) i (d5) domknię
c i a zbioru wynika, że zbiór pusty i cała przestrzeń X są zbiorami 
domkniętymi. Z własności (d7) domknięcia zbiorów wynika, że każdy 
zbiór skończony, tzn. zbiór złożony ze skończonej l i c z b y elemen
tów, j e s t zbiorem domkniętym. 

£ 54. Zbiór otwarty 

Niech A będzie dowolnym zbiorem w przestrzeni metrycznej X. 

def o 
A j e s t zbiorem otwartym <=> A = A 
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Z własności (w3) wnętrza z b i o r u w y n i k a , że wnętrze z b i o r u j e s t z a 
wsze z b i o r e m otwartym. Z własności (w4) i (w5) wnętrza z b i o r u wy
n i k a , że zbiór p u s t y i cała przestrzeń X są z b i o r a m i o t w a r t y m i . 
Zatem zbiór p u s t y i cała przestrzeń X są zarówno z b i o r a m i domknię
t y m i , Jak z b i o r a m i o t w a r t y m i . 

§ 55. T w i e r d z e n i e 

Dopełnienie z b i o r u o t w a r t e g o j e s t z b i o r e m domkniętym. 

DJ A = A° <=*> A m (A*f <s=» AC = A* 

§ 56. T w i e r d z e n i e 

Dopełnienie z b i o r u domkniętego J e s t z b i o r e m otwartym. 

DJ A m X => AC = (.A~Y => 

=> (AC)° . [(A)C]° = ar = ar = AC 

§ 57. T w i e r d z e n i e 

I l o c z y n d owolnej mnogości ^ zbiorów domkniętych j e s t z b i o r e m 
domkniętym. 

Dj (A - A > ) ' A ( A F - F) = > ( A A t F) A (-/V Fm A * 

= * ( A A C F ) A ( A f « A) => A J c f => J c (1F =* /Tc A 
VtT i \FeT / fe? 

skąd na mocy własności ( d i ) domknięcia z b i o r u 

Am* 

§ 58. T w i e r d z e n i e 
i 

Suma skończonej l i c z b y zbiorów domkniętych j e s t z b i o r e m do
mkniętym. 

D] Na mocy własności (d6) domknięcia z b i o r u 

Ak = Ak d l a k = l , . . . , n => (J = U ^. = (J Ak 

k*\ A=1 / k i l 
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