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§ 11. Funkcja rzeczywista

Funkcjg rzeczywistg nazywamy odwzorowanie dowolnego zbioru X
W przestrzen 520. W szczegélnodci, jesdll X jest klasg zbioréw, funk-
cje rzeczywistg nazywamy funkcjg rzeczywistg zbioru.

Skoniczong funkcja rzeczywista nazywamy odwzorowanie dowolnego
zbioru X w przestrzen R. Gdy X jest klasg zbioréw, mamy do czy-
nienia ze skoriczong funkcjg rzeczywistg zbioru.

det
Funkcja rzeczywista f(x) jest ograniczona <= V!t A |fw)l< a.
aeR xeX

Jak wynika z tej definicji, funkcja rzeczywista ograniczona jest
zawsze skoriczona, Odwrotne twierdzenie nie jest prawdziwe.Na przy-
ktad gdy X = R, funkcja rzeczywista f(x) = x jest skoriczona, ale
nie jest ograniczona,

Niech #(x) bedzie funkc]g rzeczywista zbioru o dziedzinie be-
dgce] niepustg klasg zbioréw 4.

f(x) jest niemalejch funkcjg rzeczywistg zbioru <=b

f
< A, lcs= £(A) < F(B).
def
F(x) Jest nierosnacg funkcjg rzeczywistg zbioru <>
def
ﬁaaa (AcB=>f(4) > F(B) .

£(x) jest monotoniczng funkcjg rzeczywistg zbioru éﬁ;
Kx) jest niemalejgca funkcja rzeczywistg zbioru v

v Fix) Jest nierosngcg funkcjg rzeczywistg zbioru.

W przypadku gdy funkcja rzeczywista fx) jest odwzorowaniem

dowolnego zbioru XC:Ro w przestrzern Ho, wprowadzamy nastepujace
okreslenia:

def

def

f(x) jest funkcjg rosngc ‘i:x,,x,ex (% < X, = F(1) <F(xy)

f(x) jest funkcjs malejaca @x I\, (x < x, = F(x) >F(x)
1 l

f(x) jest funkcja niemalejacg <= erX (x5 < x, z:n‘(x,)cf‘(xz))
def X1y 2

£(x) jest funkcja nierosnaca @an,ex (2 <0 =>F(ry) ;f(xz))

def
#(x) jest funkcjg monotoniczng <>

&L 4(x) jest funkcja niemalejaca vF(x) jest funkcja nierosnaca.
Funkcja rosngca jest funkcja niemalejacg,a zatem jest réwniez

funkcjg monotoniczng. Funkcja malejaca jest funkcjg nierosngcg i

tym samym jest takze funkcjg monotoniczng.

2 — Wyktady = probabilistyki
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§ 12, Moc zlLioru

Zbiory A 1 B nazywamy zbiorami tej samej mocy, jezeli istnie-
je odwzorowanie jedno-jednoznaczne zbioru A4 na zbidér B, czyli je-
zeli kazdemu elementowi zbioru 4 moZna przyporzgdkowaé dokladnie
jeden element zbioru 8 i odwrotnie,kazdemu elementowi zbioru 5 mo=-
2na przyporzadkowaé dokladnie jeden element zbioru 4 . Wynika stad,
ze jezeli 4 1 B sa zbiorami tej samej mocy oraz B i ({ sa zbiorami
tej samej mocy, to A i [ sa zbiorami tej samej mocy.

Zbiory utworzone ze skornczonej liczby k réznych elementéw na-
zywamy zbiorami 4-elementowymi lub zbiorami skoriczonymi. Dla usta-
lonego k wszystkie zbiory k-elementowe sg tej samej mocy. Ich moc
identyfikujemy z liczba k. Zbiory utworzone z nieskoriczenie wielu
réznych elementéw nazywamy zbiorami nieskoriczonymi. Jak pokazemy
w § 15 1 § 16, dwa zbiory nieskoriczone mogg nie byé tej samej mocy.

Zbiory tej samej mocy co zbidér M wszystkich 1liczb natural-
nych nazywamy zbiorami przeliczalnymi. Zbiory skoriczone i przeli-
czalne obejmujemy wspélng nazwa zbioréw co najwyzej przeliczalnych,
Innymi siowy, zbiory co najwyze]j przeliczalne to zbiory, ktérych
elementy mozna ponumerowaé lub - co na jedno wychodzi -~ ustawié
w cigg. Jesli zbidr co najwyzej przeliczalny jest nieskorczony, to
Jest zbiorem przeliczalnym.

Zbiér, ktéry nie jest co najwyzej przeliczalny, nazywamy zbio-
rem nieprzeliczalnym. Kazdy podzbiér zbioru co najwyzej przeliczal-
nego jest co najwyzej przeliczalny, a kazdy nadzbidér zbioru nie-
przeliczalnego Jjest nieprzeliczalny.

§ 13, Twierdzenie

Produkt kartezjanski skoriczonej liczby zbioréw przeliczalnych
Jest zbiorem przeliczalnym,

QJ Niech Ai,...,Aﬂ bedq danymi zbiorami iprzeliczalnymi i niech

Ak = (aki’ aka"_..) dla K= 1' ..I’n

Wobec tego elementy produktu kartezjanskiego

Al x LR ] xAn

majg postaé ciggdéw n-elementowych

(#) (aina""’anﬁh)
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gdzie Mysoeey, 88 dowolnymi liczbami naturalnymi, co piszemy
Myyosey €N,
Podzielmy wszystkie takie ciggi (*) na klasy M&,.Mé,... w ten

sposéb, ze do klasy M, (m=1,2,...) zaliczymy wszystkie ciagi
(#) sperniajace warunek

(% %) 1<mem dla | =1,00e4n
ale nie spelniajgce warunku
Lt m<m-1 dla l = 1,600, N

Poniewaz wszystkich ciggéw (*) spekniajacych (¥*) jest m”, wiec
do klasy M, nalezy m” - (m=1)" ciagéw (*¥). Wobec tego wszystkie
ciggi (*) mozna ustawié w ciag

(cri, or2....)

w ktérym wyrazy

C(ma1)" 41" "'wm"

bedg ciggami (*) nalezgcymi do klasy Mb(m = 1,2,...) i ustawiony=-

mi w dowolnej kolejnoéci, Skoro wszystkie ciggi (#) daly sie usta-
wié w cigg, ich zbiér, czyli produkt kartezjanski Ay X eee X A,

Jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym. Kazdy ze zbioréw Aj""'An
Jest z zaloZenia przeliczalny, a wiec zawiera nieskoriczenie wiele

réznych elementéw, Zatem istnieje nieskoriczenie wiele réznych cig-
goéw (%), wobec tego produkt kartezjanski A1 X e e *An jako zbidr

co najwyzej przeliczalny i nieskoriczony jest zbiorem przeliczal-

nym,

§ 14, Twierdzenie

Zbiér ¥ wszystkich liczb caltkowitych jest przeliczalny.

D| Wszystkie liczby calkowite daja sie¢ ustawié w ciag
(07%=13 Y41, *S27 $27ies)

i tworza zbiér nieskoriczony. Wobec tego zbiér J jest przeliczalny.
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§ 15, Twierdzenie

Zbiér T3 wszystkich liczb wymiernych Jest przeliczalny.

D| Zbidér wszystkich liczb wymiernych jest tej samej mocy, co
zbidr par (p,q), gdzie p jest liczbq catkowitg, a g naturalng,czy-
1i tej samej mocy, co produkt kartezjarnski 3 xTt, 1 na mocy twier-
dzenn § 13 i § 14 jest przeliczalny.

§ 16. Twierdzenie

Zbidér R wszystkich liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalny,

D| Poniewaz R jest nadzbiorem zbioru J & {,x 0<x=<i}, wigc wy-
stareczy pokazaé, Ze zbidr J jest nieprzeliczalny.

Gdyby zbiér J byl przeliczalny, to wszystkie jego elemen-
ty datyby sie ustawié w ciag (x,). Zatézmy, ze liczby X, dane sg
W systemie dziesietnym. Jak wiadomo, niektére z liczb rzeczywistych
majg dwa rézne rozwiniecia dziesietne np.

0'12 = 0. 12000--- = 0’1199900-

ale zadna nie ma wiecej niz dwu rozwinieé dziesietnych, Gdybyémy

zatem utworzyli cigg (ak) W ten sposdéb, Ze jego wyrazy a

2, bytyby rozwinigeciami dziesietnymi liczby x, (nh =1 2,...% rdz-
nymi, gdy x, ma dva rozwinigcia dziesietne, i identycznymi,gdy Lo

ma tylko jedno rozwiniecie dziesietne, to ciag (@,) zawieralby

wszystkie mozliwe rozwinigecia dziesigetne liczb nalezgcych do zbio-
ru J . Wtedy mozna by utworzyé liczbe, ktdéra na pierwszym miejscu

po przecinku miataby cyfre inng niz rozwiniecie a,,na drugim miej-
scu inng niz rozwinigcie a, itd. Taka liczba nalezalaby do zbioru

J , a nie nalezataby do ciggu (xn), gdyz jej rozwinigcie dziesiet-

ne bytoby rézne od wszystkich rozwinieé (a&). Przeczy to zaloze-

niu, ze zbidr J jest przeliczalny, Wobec tego zbidér I jest nie-
przeliczalny, a tym samym jego nadzbidér R jest nieprzeliczalny.

§ 17, Zbiory mocy continuum

Zbiory tej samej mocy co zbiér R wszystkich 1liczb rzeczywi-
stych nazywamy zbiorami mocy continuum,
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§ 18, Dziatania na zbiorach

Niech 4 1 B oznaczajg dowolne podzbiory ustalonej przestrzeni
Xe W przestrzeni tej definiujemy nastepujgce dziatania:

AuB Ll (e v (xed)}

[« 8
-

L

An B
A =8

I

{x: (e A e}
{x: (xed) A (x¢B)}

[-%
-

i

A £ x4

Zbiér AUB nazywamy sumg, zbidér AnB iloczynem, a zbiér A-B réznica
zbioréw 4 1 B. Zbiér A° nazywamy dopelnieniem zbioru A,

Na przyktad, niech X bedzie zbiorem wszystkich punktéw leZg-
cych wewngtrz prostokata na rys, ia, 1b, 1c i niech A bedzie zbio-
rem punktéw lezacych wewngtrz kota, a 5 zbiorem punktéw lezgcych
wewngtrz tréjkata na tychze rysunkach. Wtedy obszar zakreskowany
na rys. ia przedstawia sumg¢ zbioréw 4 i 5, obszar zakreskowany na
rys. 1b iloczyn, a obszar zakreskowany na rys., ic réznice tychze
zbiordéw,

Au B AN B A—B8
Rys. 1a Rys. 1b Rys. 1ec

Zauwazmy, %e do zbioru A - 5 nalezg réwniez te punkty kontu-
ru tréjkata B, ktére lezs wewnatrz kota 4 (na rys. ic zostaly za-
znaczone grubszg liniq), poniewaz te punkty nie lezg wewngtrz trdj-

o

wnatrz kola na tym rysunku, Wtedy obszar za-
kreskowany na tymZze rysunku przedstawia do-
peinienie zbioru A,

Zauwazmy, %e do zbioru A° naleza tutaj
réwniez wszystkie punkty okregu kolta A, po- Rys. 2

Niech X bedzie teraz zbiorem wszystkich

punktéw lezgcych wewngtrz prostokgta na rys.2
i niech 4 bedzie zbiorem punktéw lezgcych we-

/é%%&mm/
AC
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niewaz nie lezg one wewnatrz tego kota i tym samym nie nalezg do
zbioru A. Gdybyémy zbidr A okreélili jako zbidér wszystkich punk-
téw lezgcych wewnatrz lub na okre¢gu kola na rys, 2,to punkty okre-—
gu tego kola nie nalezalyby do zbioru A°,

Definicje sumy i iloczynu zbiordw mozna uogdlnié na dowolng
klase zbioréw HA:

ALeJaA d='--‘f{)r: A\E/&xe A}
M 4 d‘-if{li Afe\mxeA}

AeAl

W szczegélnosci dla rodziny zbioréw {At T piszemy

fLeJr Ay ={x: Xr xe A,}
tOrA‘ ={x: tﬁ\r .reAe}

a gdy 7 jest ciggiem kolejnych liczb caZkowitych (m, m+1,...)

oo
:l‘.Jm Ap = {x: t\e/:r xeA,,}=Am UAp g U s
tsm

Gdy 7 jest skoriczonym ciggiem kolejnych 1liczb catkowitych (m,
m+1,...,ﬁ‘). piszemy

n
UAt ={x: ti/:? xeA,,]»:Amu cao U A

n

tem
met<n
ﬁ 1
A ={x: A xed,p=A_n...NnA
Fam . " ted ‘f m n
me<itesn

§ 19, Zbiory rozlgczne

Niech 4 1 8 beds dowolnymi podz‘bio::mi ustalone]j przestrzeni
X. Zbiory A i B nazywamy rozigcznymi <> AnNn& = 0,

Uwaga: Zbiér pusty jest rozlgczny z kazdym zbiorem, m. in.
sam ze sobg, poniewaz

N 400 =0
AcX
0Nn0 = 0
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Ogélniej: iSp
. Klase zbioréw A nazywamy klasg zbioréw rozigcznych <—
d
‘5“::' l& AﬂB-—- O.
A,BeX

W szczegélnodci ciag skorczony lub nieskoriczony zbioréw (4,)
nazywamy ciggiem zbioréw rozigcznych, jezeli

g 4 0070
J K

W przypadku sumy zbioréw rozigcznych zamiast znaku U uzywas
my réwniez znaku +, a zamiast znaku U znak 2. Piszemy np.:

C=A+B<=>(C=4AuB A (AnB=0)

n n
L = Ai + eee +An SZA‘&G: (£‘= H A*)A(jﬁ Ajﬂl‘ka 0)

k=1

Coady ¥4y + cca2d A< (¢ = U adnlN 4 0a=0)

§ 20, Podstawowe wzory algebry zbioréw

Cud=4A 0NA =20
-AuAuﬂ AnA=A
AuB=BUA An B8=LNnA

UuB) uc=40BuUl) =4 uBUC
UnB)n e =AnBAE) =4 nBAC
An@Bul) = UnB uland)
AvuBnr) = UuB nUuo)
(A4 -B)nB=0
A =~B=A« UnB)
A =AnB+ (4 = B)
AuB = U=B) + (8- + UnB)
AuB=A+ (8=4)
D"k = AjUAgUeee = A, + (4y=4) & ("3'9, A + u‘-g,q,g.b..m

k=1
i k-1

- gu,(- U 42 ™

i

0
’}H calej niniejszej pracy przyjmjemy, Ze U1 Aj oznacza zbidr pusty.
J=
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7 e e —
ACEH <>
ACB < A =88=0
ACcs8 <=
(4°)° = 4 A +A° =) X =4°=4
A =6=An B¢
Wzory powyzsze wynikajg bezposrednio z definicji dziatan na zbio-

rach, Nalezy je sobie dobrze przyswoié, poniewaz bedziemy je cze-
sto wykorzystywaé bez objadnienia,

§ 21, Wzory de Morgana

Dopelnienie sumy jest rdéwne iloczynowi dopeinieri, a dopelnie-
nie iloczynu jest réwne sumie dopelniern, tzn,

(1) (U A)c=ﬂ4‘ (QﬂA)e s AL&JRA‘.

Ae AL AeA

gdzie A Jjest dowolng klasgq podzbioréw pewnej ustalonej przestrze-
ni X,
Dowédd:

(};LA)C =X -ALEJIA = X- {X:A\E/S Xe A}- x:"\/ﬁ’;xe A}'_-{X:Aé)l I¢A}={X:/E&xe A"}-AO:!A‘
(‘OﬂA)c =X -AQRA =-X- {x:ﬂ/&‘\xxm} = {x:l\é x;’A} = {1: AY&XEAG} o ALJJI A°

W szczegélnosci dla rodziny zbioréw {At}eer wzory de Morgana
przyjmujg postad:

(rLéJrAt)c - tDT % (ﬂ A')c ¥ tLeJrAf

telr

a gdy 7 jest ciggiem kolejnych liczb calkowitych (m, m+1,...)

o & oo oo c oo

(U At) = (1 4¢ (ﬂA,) = Uut

t=m t=m t=m t=m

Gdy 7 jest skoriczonym ciggiem kolejnych 1liczb calkowitych (m,

m+l, .es,n) mamy

n e n n c n

UA,) = M Af (ﬂA,) = Uxf
t=m

t=m t=m t=m
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i w szczegdélnosdci dla pary zbiordéw A 1 B:

(AuB)f =A°n B° (An 8= AuB®

§ 22, Pokrycie zbioru

Niech A bedzie klasg podzbioréw pewnej ustalonej przestrze-—
ni X, Niech BcX.

def
A jest pokryciem zbioru B <> B8 C AUSI.A
€

§ 23, Ciato zbioréw

Ciatem zbioréw nazywamy kazdg klas¢ K podzbioréw pewnej usta=—
lonej przestrzeni X, spelniajgcg warunki:

(21) }/x Ae& (niepustogé)
(22) AeX = A X (komplementatywnosé)

(x3) A, B e K=>AuBek (addytywnosé)
Wtasnoéci ciata X : i
n
(k1) 4y, dpex=>Uncex
Dl Przez indukcje: (1°) dla » = 2 na mocy (x3)

m-1 m-{ m
R =>( U A*)u AneX = U A ex
k=1 k=1 k=1

(k2) Xex
D| \/ersrz:»Acex:Auf-nx

Ac

(k3) O0ex

D XeX = X=XwX= 0k

(kd) AgyeeesdeX = ﬁ A€ K

n n ¢
Dl Ayyeeey A €KX =>Af,...,A:e:x=>kL_)1Afe?f ﬁ(n/ﬂa ekl =

k=1
n c n
=>((DAJ) = [) Aex
(k5) A,8ex =>4 -BeXk
D A,BeX => A,8°%€K => ANB°=4-BeX
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§ 24, ¢=clalko

Cialem przeliczalnie addytywnym zbioréw albo krétko e-—cialem
nazywamy kazdg klase ¢ podzbilordéw pewnej ustalonej przestrzeni X,
spelniajgcg warunki:

(61) V Aes (niepustosé)
AcX
(62) Aed = A°cS (komplementatywnogé)

(63) AgsAgyes. €8 = *U,*"a ed (przeliczalna addytywnosé)

A oto wlasnodcl G-ciakatl
(s1) & =ciato jest cialtem zbioréw.
D “\4 Aed => 8 spelnia warunek (x1).
[=
(Ad#A‘eé):-d spetnia warunek (x2),
(A.ﬁ'eé=>/4u8u8u... = AuBeé):- J spelnia warunek (x3),

n
(82) A1| ...,An6e‘¢gﬁkeé

D| Wynika z wiasnosci (ki) ciata zbioréw i wkasnodci (s1)

é=-ciaka,
(s3) xesd

D| Wynika z wtasnosci (k2) 1 (s1).
(s4) o0 €&

D] Wynika z wiasnoseci (k3) 1 (s1),
(ss) Aiyooeyd 8= ﬁ A, €d

Dl Wynika z wktasnodci (k4) i (s1),

(86) Ailﬂztocu €d :ﬂ;‘kéé

U Af = (ﬁ A,,)Ceei =>QAkee5

c [4
g A1,A2.oto GJ*‘—‘}A1|A2, e QJ{? P

(87) A,Be6 => A -Bed
Dl Wynika z wtasnosci (k5) i (s1),
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§-25, Klasa Q|5 zbioréw

Niech £ bedzie dowolng niepustg klasg podzbioréw pewnej usta-
lone]j przestrzeni X a 5 dowolnym niepustym podzbiocrem tej pPrze-
strzeni,

Symbolem {|B8 oznaczamy klase wszystkich zbioréw postaci AnS,
gdzte Aeg.

§ 26, Twierdzenie

Z] & Jest g-cialem przestrzeni X.
Bed
8 0

T| 8|8 jest o~-ciatem przestrzeni B.
Dl 8 = BnB = Bed|B = 5|8 spetnia warunek (¢1),

(Aedls = \/.4 CnB = Aed =8 -A-=
= (8 = A)nBes -—4» 8 - Ac8|8) = S|8 spelnia warunek e2),
(A134y5 ... €818 = AV 4 =608es=
*E
= Ua, Hckngz(gck)ngf\ng::

= H V. éIB) = &|B spetnia warunek (¢3),

§ 27. Twierdzenie

2] 2 Jest dowolng klasa g-cial przestrzeni X

N e

T seg
T ¢" jest ¢-cialem przestrzeni X,

D a/g\s Xed = Xed"= &* spelnia warunek (61)

Aes* = /\ Aed = /\ Aed = ACe ‘ﬂsa = ACe &*
€.

Zatem §* speinia warunek (¢2),

Ayshy e 8% = D AAes = [\ UA,‘w:
= U4, eﬂé‘ = UAkeé"

P

Oznacza to, ze &* spelnia réwniez warunek (¢3),
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§ 28, Twierdzenie

Dla kazdej niepustej klasy § podzbiloréw przestrzeni X istnie-
je najmniejsze 6~-ciako zawierajace te klase.

D| Niech £ bedzie klasg wszystkich é-cial zawierajgcych {..Klasa
&2 nie jest pusta, bo nalezy do niej 6-cialo utworzone ze wWszyste
kich podzbiordéw przestrzeni X, Na mocy twierdzenia § 27

* =
R ;Dg"

Jest tez G=-cialem nalezgcym do klasy £. Ponadto
N\ s*c é
des2

poniewaz iloczyn zbiordéw jest zawarty w kazdym z tych zbioréw.Wy-
nika stgd, %e 8" jest najmniejszym 6-cialem zawierajgcym klase §.

§ 29, Pseudo-6=cialo zbiordéw

Pseudo-g~cialem zbioréw bedziemy nazywaé kazdg klase ¥ pod-
zbioréw pewnej ustalonej przestirzeni X, spelniajgcg warunki:
(z1) o0e%
(z2) A e% = A% T (komplementatywnodé)
(z3) Ai,Az,...e‘Z:AﬁicAac o oD HA*E‘Z (pseudoaddytywnosé )

A oto wlasnosci pseudo-G=ciala zbioréw:

(t1) Kazde s-cialo jest pseudo-e-ciatem zbiordw,
D] Z warunkéw (s4), (62), (63) wynikajs warunki (t1),(r2),(xa,

(t2) x€%
D| Wynika z (t1) 1 (z2)

(43) Ay,Ap, 000 €T A A1 D4pD ... = (4T
m Ai,Az,...E’i'; TaY A‘l 3/423...:

¢ 4¢ € 40 ™ 4c
DAL Aoy ee €A AICAICee = HAke‘Z;a—}:-

g c g

ITT'(Q"*) eT aﬁd,e?‘
o9

(“)*/A‘A*uﬁeznﬂ,c AC... = (HA,)UB&T
D NNAvBeTAaA chyc ...

=='k/;§lA,uBe'CA(A,uB) c (4,uB)c 3
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(t=3=; H (A4 v B8)eT #(H AkJUSE?,'

(t5) " )
k/:\‘.'ﬂ AcuBeT A AjCAyc...=> (HA‘,) vBeT

(4
g;*/e\n,a,‘uae‘t A AGC AGE < onap

= c
h/\nAkuBe‘l‘ A (AFuB) > Uy B)>... =

ﬁ o o oo
sl (AL U B) et =>"D1 A UBeT . (Hﬁk)c uBeT

§ 30. Klasa T zbioréw

Niech T bedzie dowolnym pseudo-g-cialtem zbiordéw i niech BeT.
Okreflamy nastepujacg klase zbiordw

T, ¥ {4: 4, AuB, AUB®, A°UB, A°y B%eT)
A oto wlasnoéci klasy Zp:
(b1) Tp jest pseudo-c-ciatem zbioréw.
Dl A=0 =>4, AuB=8, AuB®=8% A°VUB=A°UB°=XeT =
= 0eT3 = Tz spelnia warunek (r1),
(Aex, =4, A UB, AUBS A°UB, A°U BT =
=A5 A°UB, A°UBS (A°)°UB=AUB, (A°fUB°=AUB T =

=>Ace‘2,'3) = T, spelnia warunek (r2),
141’. 042,... ETE A A1 CAzc e =P

=>*::§1A,‘, AV B, AUBS AfUB, ALUB e TAACAC...Z
&)

i 04 (Ja)us (O a)uss (Ja)us, (Jayu bt Uhee,.
5)

Zatem Tpg spelnia wszystkie warunki (t1), (r2) 1 (£3) i jest
pseudo- 6 ~ciatem zbiordw.

(b2) A7, < BeTy

D| Wynika bezposrednio z definicji Tj.

(p3) Toc ¥
D] Na mocy definicji AeTgz = AeT.

(ba) K jest ciatem zbioréw A KCT¥ A BeK = K cTg.
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D] K jest ciakem 2zbioréw A KCTABeX = (Aek =
=4, AuB, AUB® AUB, ACUB€XCT =>AeTp) = K C Tp.

§ 31, Twierdzenie

Z| & jest dowolna klasg pseudo- G ~cial zbiordéw przestrzeni AX.

*=( <
Ted

T| T* jest pseudo-6 —cialem zbioréw.

D| A 07 = 0cf )T => 0eT*=> T* spelnia warunek (1),
Ted Ted
Mamy dalej
* c c 7 = c *
Ae? #t;:\ﬁ,nr = \A%T =4 EQ! L = A%T
Zatem T* spelnia warunek (t2),

Ajy Ay o €T A Ay C A E L2 ==-i;‘}‘A,,Az,...e‘Z' AAicAc...=>

=2 AUger=> DA*ET*
Ced k=1 k=1

T* spetnia wszystkie warunki (r1), (r2), (x3) 1 jest tym sa-
mym pseudo-G -~cialem zbioréw,

§ 32, Twierdzenie

Dla kazdej niepustej klasy { podzbioréw przestrzeni X istnieje
najmniejsze pseudo-@ -cialo zawierajace te klase.

D| Niech ¢ bedzie klasg wszystkich pseudo-e& ~cial zawierajacych Q.
Klasa & nie jest pusta, bo nalezy do niej pseudo~e& -cislo utwo-
rzone ze wszystkich podzbioréw przestrzeni X, Na mocy twierdze-
nia § 31

* =
et i

jest tez pseudo-o -cialem nalezgcym do klasy ¢, Ponadto
N ZThe
Teé

co oznacza, %2e T" jest najmniejszym pseudo- ¢ -cialem zawierajacym
klase &.
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§ 33. Twierdzenie

Z] X Jjest ciatem zbiordéw.
&* jest najmniejszym 6-cialem zawierajacym K.
T* jest najmniejszym pseudo- 6 —cialem zawierajgcym X ,

T & =
D| Na mocy (t1) jest T*cd*. Wystarczy zatem wykazaé, e T* jest

é-clatem, bo wtedy d*c T”

Niech 'r; oznacza klase Ty dla T = " 1 niech BeT* Na mocy

(M) ™ ® *
BeX = X c‘Z'g(ﬁT CTq
czyli 2z

BeX A AeT™ = Ae?}
stad na mocy (p2)

AeT*A BeX = BeT)
czyli

=2 ’
‘JP‘ 869( 86‘1'4
Ekqd

A xct » AY*cer
AeT" AeT™
1 na mocy (b3)

= * _ o
(%) FAME AR
Ale z definicji T; wynika, Ze

/\ AuvBe"
BeT]

wiec na mocy ()
N AuBeT*
A,BeT*
czyli T* spelnia warunek (23) dla ciat zbioréw, Z warunku KcT* wy-
nika, %e T" spetnia (1),
Z faktu, ze T* jest pseudo-G -ciatem, wynika na mocy (1:2), ze
7* spetnia (x2), Wobec tego T* jest ciatem zbioréw. Mamy stad
n
A (Ayseens ApeT* = Une 22)
a nastepnie
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1 2 1 2 oo 4 n -
® #* ” *
Ay Agye. €T --“-HA*, HA“...e‘Z' A(‘LJA,‘)C(HA*)C...%U UA,,)&‘Z' #Hltef

=1\ ksl

T* jest zatem G-cialem i dowéd jest zakoriczony.

§ 34, Kres gérny i kres dolny

Kres gérny {(supremum) i kres dolny (infimum) klasy zbioréw R
okredlamy nastepujgco:

15,

N 4

def
sup A=Y 4 ing 4 € ()

AeR

Kres gérny i kres dolny rodziny zbiordw {Af}ter okreslamy analo=-
gicznie

sup A, gU»‘!, inf A, @ﬂ,«tt
terT tel teT teTl

W szczegélnodci gdy rodzina zbioréw jest ciggiem {Ai,Az,...), pi-
szemy

def || def [
sup A = U A int A4 M 4
kp a+k =1 Rent k X n+k -1 fass k

a zatem m, in.

sup A, = A 1nt,4=n,4
i g* T -

Kres gérny i kres dolny klasy czy rodziny zbioréw zawsze istniejg.
Ponadto mamy zawsze

(2 inf A c sup A inf A, ¢ sup A;
AeA Ae teTl tel
poniewaz
(3) A N Aceec bl s
A%eR AeA AeRl

Wynika stgd réwniez, Ze

(4) int A = sup A <= A\ A"=A"}inf 4, = sup 4, <= N\ A.-A..
AeR AeA A A*eR tel tel &5 t*%r

Niech teraz 4 bedzie dowolnym niepustym podzbiorem przestrzeni '.Ro
i niech @, 4, a, x€R,. Niech

(-o0; a) ¥ {x: x<a}, <(-o;a)¥ [r: x<a}
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