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Z własności (w3) wnętrza z b i o r u w y n i k a , że wnętrze z b i o r u j e s t z a 
wsze z b i o r e m otwartym. Z własności (w4) i (w5) wnętrza z b i o r u wy
n i k a , że zbiór p u s t y i cała przestrzeń X są z b i o r a m i o t w a r t y m i . 
Zatem zbiór p u s t y i cała przestrzeń X są zarówno z b i o r a m i domknię
t y m i , Jak z b i o r a m i o t w a r t y m i . 

§ 55. T w i e r d z e n i e 

Dopełnienie z b i o r u o t w a r t e g o j e s t z b i o r e m domkniętym. 

DJ A = A° <=*> A m (A*f <s=» AC = A* 

§ 56. T w i e r d z e n i e 

Dopełnienie z b i o r u domkniętego J e s t z b i o r e m otwartym. 

DJ A m X => AC = (.A~Y => 

=> (AC)° . [(A)C]° = ar = ar = AC 

§ 57. T w i e r d z e n i e 

I l o c z y n d owolnej mnogości ^ zbiorów domkniętych j e s t z b i o r e m 
domkniętym. 

Dj (A - A > ) ' A ( A F - F) = > ( A A t F) A (-/V Fm A * 

= * ( A A C F ) A ( A f « A) => A J c f => J c (1F =* /Tc A 
VtT i \FeT / fe? 

skąd na mocy własności ( d i ) domknięcia z b i o r u 

Am* 

§ 58. T w i e r d z e n i e 
i 

Suma skończonej l i c z b y zbiorów domkniętych j e s t z b i o r e m do
mkniętym. 

D] Na mocy własności (d6) domknięcia z b i o r u 

Ak = Ak d l a k = l , . . . , n => (J = U ^. = (J Ak 

k*\ A=1 / k i l 
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§ 59. T w i e r d z e n i e 

Suma dowolnej mnogości S zbiorów o t w a r t y c h j e s t z b i o r e m 
otwartym. 

DJ N i e c h 

7 = { S°: Ge C] 

T J e s t zatem klasą zbiorów domkniętych. Na mocy twierdzeń § 53 i ' 
§ 55 mamy 

§ 60. T w i e r d z e n i e 

I l o c z y n skończonej l i c z b y zbiorów o t w a r t y c h j e s t z b i o r e m otwar
tym. 

a (A - rj X,)a(Ą A. • <)-• * ,(h A)* - ,Q< - u ,7 - 0«;. 

§ 6 1 . Z b i o r y & i z b i o r y Fe 

Z b i o r a m i Gs nazywamy z b i o r y będące p r z e l i c z a l n y m i i l o c z y n a m i 
zbiorów o t w a r t y c h . 

Z b i o r a m i Fe nazywamy z b i o r y będące p r z e l i c z a l n y m i sumami z b i o 
rów domkniętych. 

Z b i o r a m i G6g nazywamy z b i o r y będące p r z e l i c z a l n y m i sumami z b i o 
rów Gs, z b i o r a m i FeS nazywamy z b i o r y będące p r z e l i c z a l n y m i i l o 
czynami zbiorów F6 . 

W podobny sposób d e f i n i u j e m y z b i o r y GS(rS , £ f ( r, ffSg.Ss, ... 

§ 62. Warunek Cauchy'ego 

Ciąg (xn ) punktów p r z e s t r z e n i m e t r y c z n e j X spełnia warunek 
Cauchy»ego <£4> A V A \x_ - x \ < e. 

4 — Wykłady z probabilistyki 



50 

§ 63. T w i e r d z e n i e 

Każdy ciąg (x ) punktów p r z e s t r z e n i m e t r y c z n e j X zbieżny 
w t e j p r z e s t r z e n i spełnia warunek Cauchy'ego. 

Dl x = l i m xn => A V A IX - Xn I < -§• 

e>0 n>N 

A V A L r - x m \ < \x„- X \ + U ~ *« I 
£ > 0 m,n> N 

§ 6 4 . Przestrzeń zupełna 
def 

def 

Przestrzeń m e t r y c z n a X j e s t zupełna 

A \(x„) spełnia warunek Cauchy'ego => V x= l i m x„} 
ri,...eX v xtX n— oo " / 

P r z e s t r z e n i e 9ł, 9ł0, 3", $B, W, 3 rozważamy zawsze j a k o p r z e 
s t r z e n i e m e t r yczne z metryką równą wartości bezwzględnej (w p r z y 
padku p r z e s t r z e n i 3 modułowi) różnicy dwu l i c z b \x-y\. 

Przestrzeń <n j e s t przestrzenią zupełną, ponieważ warunek 
Cauchy'ego J e s t d l a dowolnego ciągu (x n ) spełniony wtedy i t y l k o 
wtedy, gdy 

V A x. = k e m 

NtTl neSJ 

skąd w y n i k a i s t n i e n i e g r a n i c y 

l i m X. = ken 

A n a l o g i c z n i e wykazujemy, że p r z e s t r z e n i e TlQ i 3 są p r z e s t r z e 
n i a m i zupełnymi. Zupełność p r z e s t r z e n i 91, 5 l 0 , Sf n i e j e s t i n t e 
resująca, ponieważ zbieżność ciągów w t y c h p r z e s t r z e n i a c h j e s t 
t r y w i a l n a . 

Przestrzeń 9JB n i e j e s t zupełna, ponieważ każdy ciąg o w y r a 
z a c h wymiernych zbieżny do g r a n i c y n i e w y m i e r n e j spełnia warunek 
Cauchy'ego w p r z e s t r z e n i ID, a l e n i e j e s t zbieżny w ID, ponieważ 
j e g o g r a n i c a n i e należy do TO. 

W a n a l i z i e matematycznej dowodzi się, że każdy ciąg l i c z b 
r z e c z y w i s t y c h l u b l i c z b z e s p o l o n y c h , który spełnia warunek Cau
chy' ego, j e s t zbieżny. Wynika stąd, że p r z e s t r z e n i e Dl i 3 są zu
pełne. 
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§ 65. Ciało zbiorów b o r e l o w s k i c h 

Ciałem zbiorów b o r e l o w s k i c h w dowolnej m e t r y c z n e j p r z e s t r z e n i 
X nazywamy n a j m n i e j s z e s-ciało zawierające w s z y s t k i e z b i o r y o t w a r 
t e w t e j p r z e s t r z e n i . 

Zbiorem b o r e l o w s k i m nazywamy każdy element ciała zbiorów b o r e 
l o w s k i c h . 

Ciało zbiorów b o r e l o w s k i c h p r z e s t r z e n i X będziemy oznaczać 
8łx a l b o po p r o s t u SB . Między i n n y m i , z b i o r a m i b o r e l o w s k i m i są: 

- z b i o r y o t w a r t e - z d e f i n i c j i , 
- z b i o r y domknięte - j a k o dopełnienia zbiorów o t w a r t y c h , 
- zbiór p u s t y - j a k o zbiór o t w a r t y , 
- cała przestrzeń X - j a k o zbiór o t w a r t y , 
- wnętrze dowolnego z b i o r u A cX - j a k o zbiór o t w a r t y , 
- domknięcie dowolnego z b i o r u A <zX - j a k o zbiór domknięty, 
- z b i o r y skończone - j a k o z b i o r y domknięte, 
- z b i o r y p r z e l i c z a l n e - j a k o p r z e l i c z a l n e sumy zbiorów skoń

c z o n y c h jednoelementowych, 

- z b i o r y Gs - j a k o p r z e l i c z a l n e i l o c z y n y zbiorów o t w a r t y c h , 
- z b i o r y Fs - j a k o p r z e l i c z a l n e sumy zbiorów domkniętych, 
- z b i o r y GBe, Fg6, GSeS, FgSe ,... - j a k o p r z e l i c z a l n e sumy l u b 

p r z e l i c z a l n e i l o c z y n y zbiorów b o r e l o w s k i c h . 

§ 66. Przestrzeń e u k l i d e s o w a !Rn 

Przestrzenią euklidesową n-wymiarową nazywamy przestrzeń 

<R" = x ... x 9ł, 
v v ' 

n razy 

Przestrzeń Ji" r o z p a t r u j e m y zawsze j a k o przestrzeń metryczną z me
tryką 

(9) ?{x,y) A * - A - Y £ & - ! t > ) 1 

g d z i e 

X:m ( j r 1 , . . . , X„)t y = y„> * 

<*1» • • • t x

n » J/± » • • • » !łn e " 

D l a /7=1 przestrzeń 9?" j e s t i d e n t y c z n a z przestrzenią K . L i c z b y 
^ , . . . , x n nazywamy współrzędnymi p u n k t u x e 
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N i e c h a, b, c będą dowolnymi punktami p r z e s t r z e n i !R", A dowol
ną liczbą rzeczywistą 1 n i e c h 

a m (tfj,...,a p ) , b = ( d j , . . . , bn), c • (tfj 

g d z i e a1L,,».tan, blt...t6nt ^ ( . . „ ^ e f i . Wprowadzamy następu
jące o z n a c z e n i a : 

< * « F A „ def A 

c = Aa A , c; = Aa,- c = 0 <=J> A , c\- = 0 

C ' a + b <=*> A C; • fl> + b; C • O - ć> <=> . r /\ , C; - C; - b; 

def A d e f A 
a < 6 <=J>. I\ a, < b; a 4 b <=> A , a*,- <: ó. 

§ 67. T w i e r d z e n i e 

Z] -"fg,... e 5? 

X = ( £ J f ifj • ^2 = ^21* "**^2n^ ' •** 

l l » , # , » ^ / 7 ' łll £l/;» %2V"' śżn'*" e" 

Tl * • l i m x, <=> A , |• • l i m £ > ; —1 A — O * j({i,...,n) *J k-oo Mf 

PJ * - ii" *>< ii" I*"**! = 0 *"* i i 2 y^Gt-^tf • 0 

Ponieważ 

więc 

A £,• = l i m * « l i m AV 

Ponieważ 

/«{! 
więc - na odwrót -

X = l i m X. =>. A |• = l i m 
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§ 68, T w i e r d z e n i e 

IJ Ciąg {xit*2,...) spełnia warunek Caucby'ego A ciąg 

^ i '^2 '•••^ spełnia warunek Cauchy»ego. J* 
Dj A n a l o g i c z n y do dowodu t w i e r d z e n i a § 67. 

§ 69. T w i e r d z e n i e 

Przestrzeń fln j e s t zupełna. 

SJ Wynika bezpośrednio z twierdzeń § 67 i § 68 o r a z zupełności 
p r z e s t r z e n i fl. 

§ 70. Przestrzeń Mg 

P r z e s t r z e n i a Tt^ będziemy nazywać przestrzeń określoną wzorem 

fi" = 9? x ... x 
O v_0 " Oj 

n razy 
Przestrzeń ł?£ r o z p a t r u j e m y j a k o przestrzeń niemetryczną ze wzglę
du na pu n k t y o współrzędnych nieskończonych. N a t o m i a s t z a w i e 
r a w s o b i e przestrzeń metryczną 3?". 

N i e c h 

a m i a v . . . , a n ) , 6 = (b±,.... bn) e !R£ 

a i , . . . , a / J , b± bn e K Q . 

Wprowadzamy następujące o z n a c z e n i a a < Z; def A 

<=> „ A 
jtO,— 

a def A 
bJ 

c = 0 def A 

je{\,...,n] 
aj = 0 

s - oo <=> A 
/•{i,... 

"j 
= - oo? o • oo def A a- oo 

a ponadto, jeśli A e K t o 
def A 

b m Aa <=s- . A b; = Aa,-
je{.,...,n} J ' 
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z tym, że przyjęliśmy w § 8 następujące umowy: 

A > O => A - ( - oo) = - o o A A - oo = oo 

-ł < 0 => A • ( — oo) = OOAA-OO = — oo 

/l = 0 => A - ( -oo) = 0 A A • oo = 0 

§ 71. Granica ciągu punktów w przestrzeni 

Chociaż przestrzeń 9?^ nie j e s t przestrzenią metryczną, wpro
wadzimy w n i e j pojęcie granicy ciągu punktów jako przedłużenie 
analogicznego pojęcia z przestrzeni W, wykorzystując do tego ce
lu twierdzenie § 67. 

Niech 

* ~ x ± ~ ^ i i 4ln^' x2 = f a l ' * * " ' ^2(7 .» * * * 6 

£i» ,* ,» 4±n* ł 2 1 » ' " ' f2»» *' * 6 ^ 0 

Granicę ciągu punktów w przestrzeni określamy następująco; 

^ = lim xk 

Należy zauważyć, że dopuszcza się tu przypadki, gdy 

• . A i: = lim 

lim Ą. • m - oo albo lim = oo 
*—co "J A:—oo 

Zamiast 

x = lim .r. 
A—co * 

piszemy również 

W szczególności, gdy ciąg ix/() j e s t niemalejący, tzn. 

x^ ^ ^ 2 . . . 

piszemy 

*A / * 

a gdy Jest nierosnący, tzn. 

X^ 5̂  ^ 2 ^* • • • 
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piszemy 

Z d e f i n i c j i granicy ciągu punktów w przestrzeni fł" wynika, że 
każdy monotoniczny ciąg \xk ) jest zbieżny. 

§ 72. Granica lewostronna i granica prawostronna fu n k c j i rze
czywistej określonej w przestrzeni 

Niech będzie dana funkcja rzeczywista F o dziedzinie Z c "RN
Q. 

Jeżeli i s t n i e j e taki punkt x e !K£ i taka l i c z b a g € ttQ, że 

A lim F(xk) = ^ 

to liczbę £7 (skończoną lub nieskończoną) będziemy nazywać gran i 
cą lewostronną fu n k c j i F w punkcie x. 

Analogicznie określamy granicę prawostronną funkcji F w punk
cie x. 

Ze względu na wygodę zapisu będziemy oznaczać granicę lewo
stronną fu n k c j i F w punkcie X symbolem 

F (*-) 

a granicę prawostronną fu n k c j i F w punkcie x symbolem 

F U+) 

§ 73. Granica f u n k c j i rzeczywistej określonej w przestrzeni 

Liczbę rzeczywistą skończoną lub nieskończoną g będziemy nazy
wać granicą f u n k c j i rzeczywistej F w punkcie x* wtedy i tylko 
wtedy, gdy F j e s t funkcją rzeczywistą o dziedzinie Z c J?£, i s t n i e 
ją granice lewostronna F(X*-J i prawostronna F(x*+), a ponadto 

g = / • ( > » - ) = F(x* + ) 

Będziemy wtedy pisać 

g - lim F(x) x -»<r* 
albo 

F(x) 9 
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