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piszemy
J o e

Z definicji granicy ciggu punktéw w przestrzeni ﬂg wynika, ze
kazdy monotoniczny ciag (x*) jest zbiezny.

§ 72. Granica lewostronna i gramnica prawostronna funkcji rze-

czywistej okreslonej w przestrzeni R

Niech bedzie dana funkcja rzeczywista F o dziedzinie 7 c Rg.
Jezeli istnieje taki punkt x € R7 1 taka liczba g € R, ze

A 1im Flx,) = g
X3 Xiyen€Z K00
1 AX

to liczbe ¢ (skoriczona lub nieskoriczona) bedziemy nazywaé grani-
cg lewostronng funkcji F W punkcie x.

Analogicznie okreslamy granice prawostronng funkcji A w_punk-
cie x,

Ze wzgledu na wygode zapisu bedziemy oznaczaé ‘granice lewo-
stronng funkecji A w punkcie x symbolem

F(x=)
a granice prawostronng funkcji £ w punkcie x symbolem

F (x+)

§ 73, Granica funkcji rzeczywistej okreslonej w przestrzeni ﬂ;

Liczbe rzeczywists skoriczong lub nieskoriczong g bedziemy nazy-
waé granicg funkcji rzeczywistej £ w punkcie x* wtedy i tylko
wtedy, gdy F jest funkcja rzeczywistg o dziedzinie Z c ng, istnie-
Ja granice lewostronna F(x*=) i prawostronna F(x*+), a ponadto

g = F(x'-) = 2D
Bedziemy wtedy pisaé

g = lim_ F(x)
P
albo

Flx) —= g
X —=x"
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§ 74, Ciaglo$é lewostronna i cigglosé prawostronna  funkcji
rzeczywistej okreslonej w przestrzeni ﬂ;

Niech bedzie dana funkcja rzeczywista Fo dziedzinie Z c Rg.
Bedziemy méwié, ze funkcja F Jjest lewostronnie ciggla w punkcie
X€Z wtedy i tylko wtedy, gdy

Flr=) = Flx)

Gdy funkcja F jest lewostronnie ciggla w kazdym punkcie x€Z, na-
"zywamy jg funkcjg lewostronnie cigglg. Analogicznie okreélamy funk-
cje prawostronnie ciaglg w punkcie i funkcje prawostronnie cigglg.

§ 75. Ciggtosé funkcji rzeczywistej okreslonej W przestrze-

n
ni ﬂo

Niech bedzie dana funkcja rzeczywista F o dziedzinie Z cC ‘R;.
Bedziemy méwié, ze funkcja F jest ciggla w punkcie x*eZ wtedy i
tylko wtedy, gdy

lim, F(x) = F(x*)
A —-)

Jak wynika z tej definicji, funkcja F jest ciagla w punkcie x% e Z
wtedy i tylko wtedy, gdy jest zaréwno lewostronnie jak i prawo-
stronnie ciggta w tym punkcie.

Gdy funkcja F jest ciggta w kazdym punkcie x e Z, nazywamy ja

funkecjg ciggig.

§ 76. Przedzialy w przestrzeni R’

Niech bedg dane dwa dowolne punkty a = (ai""'an)' b =
= (bi,.oo,bnjew;, gdzie al, o.o,an' bls-oogbn € RO.

Przedziatami w przestrzeni R” bedziemy nazywaé nastepujace zbiory:
(a; 6) & {x: xe R" A a <x<0}
(@; b>‘—'—g{x: xeR" A aéxéb}
<a; b) ‘-*="<[,r: xeR" A asx(é}

<a; b>§~g{x: KeR" A agx<b}
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Z definicji tej wynika w szczegdélnodci, zZe

(~00;8) =<-0038) ={x: xeR"A x<b}

(mo0sbd = (moosb> ={x: xeR" A x<b}
(a300) = (@; 00> .—.{x:xeﬂ”z\ x>a}
{azoo) = <{a@jo0d> = {x: xe R" A x;a}

(=cogion) i (woepos) = amoosco) u Caiotynm A

Punkty a, b € ’R; nazywamy koncami przedzialu. Dla koricéw prze-
dzialu jest zawsze

a < b

Przedzialem wymiernym nazywamy przedzial o korncach a.= (ai,.... 0,,).
b = (61,...,6,,), gAY @y,.04,4,, bi'-“'bn sq liczbami wymiernymi.
Przedzialy o korcach a, b € R” nazywamy przedziatami ograniczony-
mi, Pozostale przedzialy nazywamy przedzialami nieograniczonymi,

Przedzial jest zatem nieograniczony, Jezeli

g; = ~co v f§: = oo
jeftyonegn} 4 ’

Przedziaty (a;6), (~c0;6), (@;e0), (~c0jco) nazywamy prze-
dziatami otwartymi. S one zbiorami otwartymi. Przedzialy <{a;b),
(m=o0;b>, Kajo0), {=oco;co) nazywamy przedzialami domknigtymi. Sg
one zbiorami domknietymi, Przedziak (a;a) Jjest zbiorem pustym,

Przedziaty {a;b), <=oc0;6), <ajee), <=oo;c0) nazywamy prze-
dzialami lewostronnie domknietymi, a przedziaty (a;8), (-oc0;d),
(a;00», (~oc0;c0) przedzialami prawostronnie domknietymi., Zbiér
pusty zaliczamy do przedzialéw lewostronnie domknietych 1 prze-
dzialdéw prawostronnie domknigtych (ala a = &).

Przedzialy (-oO;b) sg zaréwno przedzialtami otwartymi, Jjak i
lewostronnie domknietymi, ale gdy chcemy zaakcentowaé, ze chodzi
nam o przedzial lewostronnie domkniety, piszemy go w postaci
{~c0;b). Przedziaty (-co;b) sgq zaréwno przedziatami domknietymi,
jak i prawostronnie domknietymi, ale gdy chcemy zaakcentowaé, Ze
chodzi nam o przedzial domkniety, piszemy {-co;b), Analogicznie,
przedzialy (a;no) sg zardéwno przedzialami otwartymi, jak i prawo-
stronnie domknietymi i piszemy Jje réwniez jako (a;oo), a prze-
dziaty {@;00) sg zaréwno przedzialami domknietymi,jak i lewostron-
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nie domknietymi i piszemy je réwniez jako <(agjco)>. Przedzial
(=cojo0) piszemy réwniez jako {=00;00), (-c-o;oo) lub (-W;W> po-
niewaz jest on zarazem przedzialem otwartym, domknietym,lewostron-
nie domknietym i prawostronnie domknietym, '

Przedzial domkniety <(a;b> nazywamy przedzialem zdegenero-

wanym, jezeli

a; =b:-eR
jefty.en} 7 4
W przypadku istnienia takiego ;, %e a; = b; = -co albo g; = §; =

= oo , przedziat z definicji jest zbiorem pustym.
Scianami przedzialu nazywamy zbiory okreslone wzorami:

def
pr {(x”...,x,,) 2 (Xygeesk,) €RVA */%\j Gen <b A X= f}}

- def
P = {(x,,...,xn) S (Kyy ooy XY ERTA Q a <X, <b A x= f{,:}

Wynika stad, ze

* T o=
b_; =W$F}=O oraz aj--—oo:?,‘} 0

Zbiory Pf nazywamy scianami prawostronnymi przedziaiu, a zbiory

P écianami lewostronnymi przedzialtu,Zachodzg nastepujgce zwigzki:

2

(a;6> = (a;0) + U p*

e
R

<a;6) = (a;8) + o P
n
(10) Cazb> = (azb> + MA
n
{g;6> =<a;b) + L,! ,C}*
J-
n » n 5
<a;0> = (a;b) + e P H;}

Zauwazmy, %e Sciany przedzialu sg zdegenerowanymi przedziatami do-
mknietymi.

Przedzialy nazywamy przedziatami nie zachodzqcymi na siebie,
jezeli ich wnetrza sa rozlgczne. Innymi stowy, przedzialy Pjye=?)

lub Pi,Pz,... nie zachodzg na siebie wtedy i tylko wtedy, gdy

ﬁ PPa P =0
Js
J#k
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Przedzialy nie zachodzgce na siebie mogg byé rozigczne, ale moga
rowniez mieé punkty wspélne, np. jedng Sciane wspélng.

§ 77. Przyrost funkcji rzeczywistej okreslonej w przestrze-
ni ﬂ‘t:.

Niech F bedzie funkcjg rzeczywistg okreslona na zbiorze Zcﬁ"
i niech x = (Xigo.o'x ) Yy = (yi’ ...,_{jn)ez, SGZie A“1..-.,X ’
Yyreees Y, € R . Przyrostem funkcji F na przedziale < xjy) albo po
prostu przyrostem funkcji F/ nazywamy n-tg réznice mieszanag

n n
Ay ) = A(.‘fi)ﬂ'“a(S’n}nF(X"”"X”)
funkcji F w punkcie x, okreslong rekurencyjnie wzorami

(ah) ‘41 F("'ﬂ 3%p) —F(x" 3 Xme1s Ym> Kmatre=sXn) = F(Xay-e0y X,) dla m=l,...;n,

k def 1 k 1 £
A(ym‘)m""' 2 (Y ) my f s e A(ym;-)m* Umy)myre :(.‘lfm,, Iy - '-;Xn))

dla & = 2,400,775 ml,...,mke{i,...,n}; r’"{;\w*}m,#m_,.
res

Ze wzorow powyzszych wynika, ze dla dowolnej liczby naturalnej
p <k Jjest

P
(a2) A(ym')m‘ Y ) Fxyyenny Xp) = 4 (ymp“ w,...,(ym*)mk@(y,,,‘),,‘,...,(y,,,p)mf@’n---xn))
poniewaz

P =
(,'fm,d) Mot (y'"*)”’*@(y"’dmu’""(gm,)nf(x"""’xﬂ»
o 1 e
A(y!ﬂ*)m*" . A@ﬂ’pﬂ)mpﬂ (A(y,n‘)m“.._,(ymp)m’)c(x“--., J”D

Funkcje F nazywamy funkcjg /n-wymiarowo niemelejgca, wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy

(a3) x,y/}z Ay Fx) > 0

rey

§ 78, Twierdzenie

3\ k i
(A4 / ke(i{}.,n} (M,,/..\-iﬂ‘lg) } A(’m,)m"""(gn*)m‘;-(x‘ ¥y ) b z:}* (' 1) F(z‘l yreny zn)
My M €4),.., N

A m_# m
rse{l,.. .k} 7 #
ris
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gdzie przy zachowaniu oznaczen z § 77 jest

(AS) !!{\'v/\“,*} Jl =1 v jl = 2

oraz
(As)(“{1/1.‘”}(ti{m,....,m,,}:bzgx,))n(& *}( =l z0n ‘)A(jl-=2=>sz-gml))

a sumowanie we wzorze (A4) rozcigga sie na wszystkie mozliwe 2%
ciggéw (1'1, ....j*).

D| Dowéd przeprowadzamy przez indukcje. Sprawdzamy, %e Wzdr (ae)
Jest prawdziwy dla k = 1, gdyz

= F(1see s Xm15 Y XmgetreooaXn) = F (yyeeey X,) -(%'(_1)11 F(Zyre0092y)
1

Zalézmy teraz, ze wzér (A4) jest prawdziwy dla k = P « Mamy
wtedy na mocy (A1) i (A4)

p+l

p
F gese =
A(y"')”‘ ’(y pﬂ (1, E n) 4 .1)”’;"1 @@m1)m|""9@m L& (X1 ? xﬂ))
= E (1)’1 “p F(z" pﬂ "y"",q z 11 n) Z‘ (- 1)!1 “p F(z" ’zn) 9
5 'JP) Uy J'p)

a%, 1) (_1).;1*“..}’“ F(Zyyeny z,)

Zatem z prawdziwoéci wzoru (A4) dla k = pe{1,.,,,n=-1} wynika
jego prawdziwosé dla k = p + 1, co koriczy dowdd twierdzenia.

§ 79. Twierdzenie

A\ A\ 4 ey k)=
&e{1,...,n} (m"/\,m*) (T -3Pg) (ym')mp-.-,(yn*}m* F(X‘l’ ’xﬂ)
Myye /(""’ke 30} {pyy- 2 Py)= {”’1: LA
m, i mg
r,s6{4,...,k} "
res

k
A(yp,)ﬁv . ’(yﬂ.)p‘ Fry-.ey Xﬂ)

gdzie zostaly utrzymane oznaczenia § 78,
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D| Na mocy twierdzenia § 78 jest

Ak r e . -1 j"'t...-l-j* £ Jo
(%) Umy)myr==+ 3 (Umy I, (€2 Xp) 0‘1;{}*)( ) (2, z,)

gdzie

le(t,.. ,k} =4 ¥ j! 2

oraz

(te[{},'_’n}(tf {m”...,mk}:‘;-zt —X,a_) (l i *}(j: =1=z, =x ) (J! 2=>.zm£ ym))

i analogicznie

il M A
(**) dEypi)p‘v--, (S'pk)‘,k F(x“!“"xn) E, Z‘. (-1)11 £ F(Z.‘,...’zn)

j"...,}*)

gdzie
1 =
lefy,.. ,k}" % jl 2
oraz

(‘ A& pnspd=> 2, - ng) (,5{, WG 1=> 2 ) A (=22 2, - ypz))

Ze wzgledu na to, zZe

{pi,...,pk} “{’”1'""”’&}

a sumowania rozciagajs sie odpowiednio na wazystkieciqginv."jk)
i na wezystkie ciggi (fi""'fk) mozna mig¢dzy ciggami 91""'fk)
i ciggami (_;1,...,“) ustalié odpowiednios$é wzajemnie jednoznacz-
ng, spelniajacqg warunki

(**‘) J‘.i + eee +jk- }"1 + see + }:, A Z,= Et

A
te{l,...,n}
Innymi stowy dla kazdego ciggu (fi"“'jk) istnieje dokladnie je-
den cigg (fi,.--,fk) spelniajgecy warunki (*x2) 4 odwrotnie, dla
kazdego ciagu (fi....,}k) istnieje dokladnie jeden ciag (j ,...,j,/
spelniajgcy warunki (#*#*), Wynika stad réwnosé sum (*) i (#%) czy-
11 teza twierdzenia,
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§ 80, Twierdzenie

A A\

4
ke{l,...,n} (m"..,,m*) (ym‘)mp“"(ymk)mk
Myyenes M €{l,..yn}
m_#m,

[f{l (Xh---!“rn) b F2(11,....,Xn)]=

rysell,... k)
res

k K
A(ym1)m1, w3 UmIm, Xy Y% A(yﬂh}mﬂ“‘?(ymk)mk Foy s~ wi054)

gdzie zostaly zachowane oznaczenia § 77 i § 78.

D| Przeprowadzimy dowéd przez indukcje. Dla k = 1 mamy
me RG] =

= F, (x"...,xm‘_” Ymis Xma13-+3 xn) tF, (x,,...,xmr“ym‘,xmlﬂ,._.,xn)-ﬁ(x"...,xn)ﬂ‘;(x"..‘,:;,):

% [g(x"""xm,—hymp Xmgp1ee xn)_ﬁ(xn'"'l'rn)]+[F2(xi" X1 Ymy 1 Xp a1 %) ~Fxy,.- :X)]

=AE,,,M1)M1 Fi (Xyyeveqky) + A(;m)m [ A

Zaltézmy teraz, ze wzdér jest prawdziwy dla k = p. Mamy wtedy

P+1 |
(—"m1)m1 :(ym Mp a1 [Ei (Xu-.., an) + FZ(X”""XJ:)] ~

1 P "

‘ﬂ(_y_,,,,PH)mm1 (A(ym')m1,.. ; ,(ymp)mp [EI (X$ pevey !.n) & Fi ((\’1!- LR X,,):D -
- (A” Fi(XyyeeenX,) + AF, F(x x))

('ymnﬂ)”’pd @”1)”'1""’@%)% gy (y”’1)"’1 ’(y*‘" e

Eympﬂ) (A(gﬂ'1)"’s '(y"’ )fﬂ ¥ )) A@m Im, .1(A(9m1)m1' ’(gm )mF(x" g "))

P+l

p+l ¥ p+1
A oy L 7l 4 e
wmomfl""(ynp,')mm 1( 1013 ") %”1)%""’@%.1)%” 2( \ a5 bt n)

Z prawdziwoéci wzoru dla £ = p wynika zatem prawdziwosé tego
wzoru dla k< = p + 1, co korczy dowéd twierdzenia,
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§ 81, Twierdzenie

A AN Ak ¢ F(Xypeoryx)] =
Ke{t,..on}  (@4yeeym) my) mp--=smy I, [e- Ferama)]

CE Myyeneymy €{1,..., 0}
m_.# m
nse{l,...,k} § s
res
= . Ak F
c Xy esosXi)

Umdmp--2(Ym ) m,,

gdzie zostaly zachowane oznaczenia § 77 i § 78,

D| Dowéd przez indukcje jest oczywisty.

§ 82, Twierdzenie

k - =
kE{‘{.\..,.ﬂ} &"1’_{\,’”*) A(ym.,)m,""'(gmk)mk[F‘(Xh'"'xn) "‘_Z(xﬂ'”’xn)]
Myyeeey My €{ly...,n}
r,se{!,...,k}mr%m’
ré¢s

k k
= S (et Elloss
‘d(ym1)m|""’(y‘“k)mk 1(1& ) n) A(9m1)m1,...,(ymk)mk 2(3’1’ ’Xn)
gdzie zostaly zachowane oznaczenia z § 77 i § 78,

D| Wynika z réwnosci f, = F

. o e 3
g = Fy + (=1 Fy 1 twierdzed § 80
i § 81,

§ 83, Podzial normalny przedzialu lewostronnie domknig¢tego

Niech A = (a;b}, gd21e as= (aigooo’ aﬂ}' b= (bi’...'bﬂ) € ﬂ;
oraz 01....,6(”, bi'co., bﬂ e HO.
Niech C:Hl & HO’ f = 1' sseylly o= 0,1’ eoey k_}'— bedﬂ liczbami
skoriczonymi lub nieskoliczonymi spelniajacymi warunek
(*) /\ (e L~ M e < e < g = b
je{1,...,n} 7 v Jj1 7k J

Niech wreszcie

def
* ¥ /\ A —_— o .
(%) (i iE) (S £ < gy 2 ﬁgh___’gﬂ)
el sk} dla j=1,...,n
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gdzie

st G 1 e (‘31,e,-1 gzt ’Cn,z,,-1)’ St 4 (cu,’"‘"’n:n)

Wynika stad, Ze

ky
(% %) Ao N o5 A

Przedzial lewostronnie domkniety A Jest tutaj suma k:l = gael it kn
roztgcznych przedzialdéw lewostronnie domknietych A’i""'ln zdefi-
niowanych wzorem (**), Przedstawienie przedziatu 4 w postaci su-

ny (%x%) bedziemy nazywaé podzialem normalnym przedzialu lewostron-
nie domknigtego A, a przedzialy lewostronnie domkniete (%) gﬁg&.

ciami normalnymi przedzialu A4,

§ 84, Twierdzenie

Z| A, Ai....,Am sg przedziatami lewostronnie domknietymi w prze-
strzeni R”

m
A-Z‘Ak

k=1

T| Istniejg takie podzialy normalne przedzialdéw Ai"“' Am

(1) Ak = 2 Bk!' k = 1..0',”’,
t=1

%e przedstawienie przedzialu A4 w postaci

m My
(11) A=Y 3 By
k=1 1=1
jest podzialem normalnym przedzialu A.
D| Niech
A* = <a‘,'bk). ak,bke ﬂ; ] k = 1,0..'”7,
gdzie

a* = (aki'.-.' akn)' b‘- o (bki’...’bﬂ'n)

@pgsenesQppr  Opqreees by € R
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Niech

.‘lf o o LN ] =
je{1,.‘.,n}‘z" - {QU'."'G”’J’ bij' 'bmf}

Kazdy ze zbiordw q; sklada sie¢ zatem z co najwyzej 2m réznych
liczb skoriczonych lub nieskoriczonych., Porzgadkujemy je w kazdym ze
zbloréw %- wedlug wielkosci, Otrzymujemy w ten sposéb

(111) A ‘.7‘- (C- geee C- )A C: < ese <C' A.{" 42m
Jell e o IO CL e 2 he

a ponadto

r c-,=a‘,-vc-=b-
je{,...,n}  ted,... K} kefty...,m} ’ / ¢ X

(1v)

: akj L

Jje{yyn}  kedt,...,m} t,re{‘!,.,.,%—}
Niech

A = <a3b), a,b e RY
Z zatozenia i wzoru (iii) wynika, Ze
a = (010,...,(:”0), b - (Ciki’.."cnkn)

czyli Ze sg spelnione warunki () 2 § 83, Wprowadzajgec jak w tam-

tym paragrafie przedzialy (**), otrzymujemy podzial normalny prze~-
dzialu A, dany wzorem (**%), Mozna réwniez zauwazyé, ze

VAN \% Ak-ggkl

Ke{lyeoymy Byqyenes By € {Ar . 1,}

i przedstawienie to jest podzialem normalnym przedzialu A,.

Ze wzgledu na zalozong roztfcznoéé przedziatéw Ai,....Am su-
me (%%%) mozna uporzgdkowaé do postaci (ii), Stwierdzenie to kori-
czy dowéd twierdzenia,

§ 85, Figury elementarne

Figurg elementarng w przestrzeni R” nazywamy sume skoriczo=
nej liczby przedzialdéw domknietych i ograniczonych., Zbidr pusty
tez zaliczamy do figur elementarnych,

5 — Wykéady z probabilistki
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Figury elementarne &,4...,4, lub &, Q,... nazywamy nie za-
chodzgcymi na siebie wtedy i tylko wtedy, gdy ich wnetrza sg roz-
lgczne, tzn. gdy j # k= QJ'? n Q: =0 (j,ke'J’t). Innymi stowy, fi-
gury elementarne Qj.""'Qm lub Ql,Qz,... nie zachodzg na siebie,
jedli kazda para tych figur ij Q, (j # k) jest rozlgczna albo
zbiér jej punktéw wspélnych jest sumg skoriczonej liczby przedzia-
16w domknietych, ograniczonych i zdegenerowanych,

§ 86, Twierdzenie

Kazda figura elementarna w przestrzeni R” jest suma skornczo-
nej liczby przedziatéw domknieiych, ograniczonych i nie zachodzg~
cych na siebie.

D] Niech

gdzie @ jest dowolng figura elementarng w przestrzeni R” aA1,...,
A, przedziatami domknietymi ograniczonymi o koricach odpowiednio

0k= (akl""'akn)' bk = (bki’...' bkﬂ> dla k = I’OIO’m’
gdzie @, yeees@ 4 b y4000,0 € R. Niech

def
}..{114-15 - { 1 ’..-’amj' bij.’...'bmjl}

Kazdy ze zbioréw J; sklada sig¢ zatem z co najwyzej 2m rdéznych
liczb, Porzgdkujemy je w kazdym ze zbiordw .a wediug wielkosci,
Otrzymujemy w ten sposéb

52 f£{1/\ n} ;i = (G "cjlj) ASCIIRS 2 46‘1). A L<2m A

A( : (:-=a-vc—=b-)
re{ly.., ;) ke{l,...,m} A . L %

a ponadto

5\

(%% ( Q. = ¢, A b )
jelh.yn} Nkelly,mp rse{l,..0,0} ks 2% 5 = s

Rozpatrzmy przedzial domkniety <u;v>, gdzie u,r € R” i

= (cygs Cogrunestpydy v = (Cizi’ Sy )
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Przedzial ten na mocy (*) jest sumag (11-1)(12-1) S i (fn-i) prze-
dzialéw domknietych nie zachodzgcych na siebie., Ponadto na mocy
(#%) kazdy z przedzialéw A, jest suma skorczonej liczby sposréd
tych przedzialtéw, jak rdéwniez zbidr @ Jest sumg skoriczonej licz-
by takich przedzialéw. Skredlajgc w tej sumie powtarzajgce sie
ewentualnie przedzialy, otrzymujemy, z2e { Jjest sumg skoriczonej
liczby przedzialéw domknietych nie zachodzgcych na siebie,

§ 87. Ciato @ figur elementarnych lewostronnie domknigtych

Zbiér AcR” nazywamy figurg elementarng lewostronnie domknie-
tg, Jjezeli A Jest skoriczong sumg przedzialéw lewostronnie domknie-
tych, Oznaczmy symbolem § klase wszystkich figur elementarnych le-
wostronnie domknietych w przestrzeni R” , a symbolem P, klase wszy-
stkich przedzialdéw lewostronnie domknigetych. Klasa { ma nastepu-
jgce wtasnosdci:

(q1) 4, B e Q = Au Bea
D| Wynika wprost z definicji klasy &.
(q2) 4, Be@ = An BeQ

.
D == = A A
Djsd, el A,,...,A,,B}{...,B,eP, 4 ;Lija 4

& fod 5 /o 5
AB= H B,=>AnNnB = (JU‘ AJ-) n(ILJ' 8£)=jL.J' LJ‘ A; 0 B

Poniewaz kazdy ze zbiordw AJ- N 81 jest przedzialem lewostron-

nie domknietym, gdyz nawet zbidér pusty daje sie napisaé w poy
staci <aja), gdzie a € R” i jest takze przedzialem lewostron-
nie domknietym, wiec stwierdzilidmy, Ze zbidr An B jest skori=

czong sumg przedzialdw lewostronnie domknietych i tym sa-

mym nalezy do klasy {.

(q3) Aen =>A%€eq

D| Niech A = (a,b), gdzie a,b € Rg 1 a = {01"“'%)'
b = (bi’oll’bn)' ai"""’an' 01'.."bﬂ € ‘Roo

Ot6% cals przestrzern R” mozna podzielié na 3” rozigcznych
przedziatdéw lewostronnie domknietych

<&y fsj)’ S (“jl""’ocjn)i pj:(%h"'a jn)? J=1,...,3"
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(q4)

(qs)

(q6)

takich, zZe

je{t,./},aﬂ} 1&{1,}.\..,"}( 1= A B =ag)v (e = ay A B -b;)v

v (&= 0,/ 8= °)

z tym, Ze niektére z tych przedzialéw mogg byé puste., Po=-

dzial ten jest podzialem normalnym catej przestrzeni R” be-

dgcej, Jjak juz wiemy, przedzialem lewostronnie domknigtym.

Sam przedzial (a;b) jest jedna z czedci normalnych przestrze-
ni 7R”, Dopeinienie tego przedzialu Jjest sumg pozostatych

37-1 czedci normalnych przestrzeni R” 1 tym samym nalezy do

klasy Q.

Ae@=> AeQ
r
= e
rcam Y, el V(00 - 18

.,A,Eﬂ 1‘1 A ,A GP‘

Na mocy (qa) AftaQ dla j =1,...,/. Wobec tego na mocy (qz)
ACe Q.
Klasa [ jest cialem zbioréw

D| Klasa { nie Jest pusta, bo zawiera wszystkie przedzia-
1y lewostronnie domkniete. Tym samym speinia warunek (1)
dla ciat zbioréw, Wiasnosé (q4) oznacza speinienie warunku
(x2), a wrasnosé (q1) spetnienie warunku (x3), Zatem klasa §
Jest ciatem zblordéw

Ae = V A= EE‘A
j=

Aqy-eiy A€ Py

D| Analogiczny do dowodu twierdzenia § 86,

§ 88, Twierdzenie

Klasa przedzialéw wymiernych otwartych w przestrzeni R" jest

przeliczalna,

D| Kazdy przedzial wymierny otwarty jest w przestrzeni R” okreslo-
ny przez korice

Py p,,)
a= q_i,cobgq_n' 1 b“(t '...'t
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gdzie mozna zalozyé, ze PysesesPps  Tyreeesl, Sa liczbami calko=-
witymi, a Gqree21Gps ti,...,tn liczbami naturalnymi. Ze wzgledu
na warunek g <6 oraz na warunek, Ze ulamki

ﬂ Pn r:l "n
q1 g ooy qn [} 21
powinny byé nieprzywiedlne, klasa wszystkich przedzialdéw wymier-—

nych otwartych w R” jest co najwyzej tej samej mocy, co klasa
wszystkich ciggdéw postaci

(Pi,oo-'pn. ri'...'rn’ qi’n..'qn’ ti'...’tn)

czyli co najwyzej tej samej mocy, co produkt kartezjanski

Tx. T xRNx . x N

Zn ;uzy 2n1ro.zg

i na mocy twierdzen § 13 1 § 14 jest co najwyzej przeliczalna, Po-
niewaz przy tym klasa wszystkich przedzialdéw wymiernych otwartych
w przestrzeni M” jest nieskonczona, wiec jest przeliczalna,

§ 89, Twierdzenie

Klasa przedzialéw wymiernych domknietych, klasa przedzialéw
wymiernych lewostronnie domknietych i klasa przedzialéw wymier-
nych prawostronnie domknietych w przestrzeni r" sgq przeliczalne.

D| Analogiczny do dowodu twierdzenia § 88.

§ 90, Twierdzenie

Jezeli dla dowolnego A cR” jest

A= 4,
k=l
gdzie
,‘{\m Ac = $aq; 8>, a, b eR”
to
2 1d S . Y ) n

eeR By, 8,,..cR” gis = 8-" A j£\5181 <OCJ" pf) A, G eR"A d(‘%) ‘-5)
£>
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gdzie d(BJ-) oznacza §&rednice przedziatu BJ- = (ocj-; @j>
(por. § 48).
D| Niech
a, = (aki""'akn)’ b, = (bk1""'bkn)
Qgrooes By Opqreee,bppeR dla k =1,2,000

Niech 6e R bedzie dowolng liczbg spelniajgca warunek

(1) 0 o By 1 S i

Vvn
i niech ml,m2,...e?2 bedg dowolnymi liczbami naturalnymi spelnia-
Jjacymi warunek

max (b, - a,;)
(11) _J# =t raad ki = 1'2,000

My

Jesli kazdy przedziatl (akj-; bkj> cR podzielimy na m, réwnych

czesei (k = 1,2,...), to mozemy go przedstawié jako sume m, Prze-

dzialéw domknietych ograniczonych i nie zachodzgcych na siebie
o dtugodciach - na mocy (1i) - mniejszych od &. Tym samym kazdy
n=-wymiarowy przedzial A4, mozemy przedstawié jako sume (mk)n N=Wy=-
miarowych przedzialdéw domknigetych, ograniczonych,nie zachodzacych
na siebie o sSrednicach mnie jszych od 'VGET, czyli na mocy (2) =
mniejszych od &, Wypisujac najpierw (mi)” przedzialéw powstakych
2z podziatu A, potem (m

b4 przedzialéw powstalych 2z podzialu A2
itd,, otrzymujemy cigg %Bi.ﬁé,...) o zadanych wlasnogciach,

§ 91, Twierdzenie

2] A = La;b> A a,b eR”
Cys Cpyees zbiory otwarte w Rne

Gl o A

k=

Kyyeeng k€M j=1

-

D| Niech grednica przedzialu A4 bedzie réwna d,. Niech

a = (Gfi,...&n}, b = (bl'ﬂl.'bn)
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gdzie Ayyeves@, bi""'bn € R, Polowieniem przedziatu A na-
zwijmy przedstawienie go w postaci sumy przedzialdw 01,...,02n do-
mknietych i nie zachodzgcych na siebie

zﬂ
4= U o,
I=1
gdzie
le {1,...,27} D, = K¢ &> A ¢, dp e R
Cl = (CZ1'...'CIH)' df‘. = (dli"°"dln)
Cfi’.."cln' dzi'ooo dzne'n
dla l.m 1,000s2"
oraz

- = th-’) ( o as+ by = )
Ie{1,/-\-.,2"’} se{h/-\--,n} (cf" G d"’ 2 Y o 2 2 dt" b"

Jak z powyzszego wynika, Srednica kazdego z przedzialdw Di,.... 5 n

dD
jest rdéwna d1 =5

Zatézmy, Zze teza twierdzenia nie Jhst prawdziwa, czyli

Tl B x, € A -£1 &

. L
med x_ €& R

m
Poniewaz zbiory A - lJ ¢, tworzg cigg zstepujacy, wigc
k=1

(1) ;/l\n x,€A —H&}
wam

Wykazemy, Ze z ciggu Xy9Xgpeee mozna wybraé cigg zbiezny.
Przedzial A zawiera wszystkie, a wiec nleskoriczenie wiele
punktdéw ciggu X9 Xgyeee Wobec tego istnieje miedzy przedziakami
DyseseyDyn, otrzymanymi przez polowienie przedzialu A, taki, kté-
ry zawiera nieskoriczenie wiele punktdéw ciggu XysXgyees Nazwi jmy
go Ai‘ Polowigc przedzial Ai znajdujemy przedzial Az o drednicy



T2

zawlerajgcy nieskoriczenie wiele sposéréd punktéw ciggu Xg1Xgyeee
Przediuzajgc postepowanie otrzymujemy cigg przedziakdw domknie=
tych

(11) A-A°3A13A23.ocg

o érednicach odpowiednio do' d

4 d2"" spelniajgcych warunek

ﬁiﬂ -
z ktérych kazdy zawiera nieskonczenie wiele sposréd punktéw ciggu

xj{ € Af dla [ = O’i'ooo, ji < j2 <¢oo

Na mocy (11)

A A

do
{ %._{&Ié dz_

2!’

ury >
i wobec tego cigg punktéw A}1, xé,... speinia warunek Cauchy’ego.

Y/
PoniewaZ przestrzern R” jest zupelna, ciag A}-I,x- yese jest zbiez-

4y
ny. Niech

& = lim x;
I=ea "I

Poniewaz zbiory A - LJ C, S8 domknigete, wiec na mocy definicji
domkniecia zbioru i wiasnosei (1)

”{;\nxeA—HL‘k czyli xem(A UC‘,,)

m=1 k=1
Poniewaz dale]

os oo oo c o
Aa-Ua)=Nlan(Je)]-Nl n(ﬂ gr Anﬂ@ &)-an[ge-an(Uc)-4-Ue,
wiec

p il o CIC;
kel
co przeczy zalozeniu, zZe

E!GtDA

Wobec tego teza twierdzenia musi byé prawdziwa.
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