
86 

k--\ x 

' l i m £KiBkj-E\(Bk)^ 

=> A j e s t p r z e l i c z a l n i e addytywna naUK. 

§ 102. Własności p r z e l i c z a l n i e addytywnej f u n k c j i z b i o r u 

F u n k c j a p r z e l i c z a l n i e addytywna A o d z i e d z i n i e DC będącej c i a ­
łem podzbiorów u s t a l o n e j p r z e s t r z e n i X ma następujące własności: 

( p i ) A(o) = 0 

DJ V U U)l< - =>(A(A) = A ( A + O + O + . . . ) = 

= X'(/0 + A ( O ) + A ( O ) + . . . = > A ( O ) = o) 

( P 2 ) A J e s t p r z e l i c z a l n i e addytywna na c i e l e 3C=>\ j e s t addytywna 
na !X'. 

DJ Na mocy ( l i ) i ( l 2 ) f u n k c j a p r z e l i c z a l n i e addytywna A speł­
n i a w a r u n k i ( a l ) i ( a 2 ) . Ponadto na mocy ( p l ) j e s t 

/seX^(A+BJ - A(4+fl+0+0+...) = A ( / 0 + A ( B ) + A ( O ) + A (O )+...-

- A(A) + A (P) 

a zatem f u n k c j a A spełnia również warunek (ci3) i j e s t ad­
dytywna na VC. 

( P 3 ) A A i J^-^-i + ••• + An^ + ... +A(An) 

Dj Wynika z (p2) i ( a 2 ) . 

(p4) ^ ^ U ) = ~ - A A ( B) = - O O 

Dj Wynika z (p2) i ( a 3 ) . 

(p5) A j e s t skończona <=> |A(X)|<°= 

Dj Wynika z (p2) i ( a 4 ) . 

(p6) A j e s t niemalejąca <=> A A (.A) > O . 

.DJ Wynika z (p2) i ( a 5 ) . 



oo 

(p7) A A ( U 4 ) = l i m K(Ak) 

A-I K 

Dj Z t w i e r d z e n i a § 101. 
O* 

(p8) A A ( D /AJ = l±m\(Ak) 

]JAkeX 

lAM,)l<~ 

A l e 

HArAk) = W-A(Ak)) 

więc 

A/H/U- A ( / 0 - l i m (A(/0 - A(A*3) = l i m AU* 

(p9) A H m A t A f c ) - O 
^ »*.=»...£* **» 0 0 

fi>U-0 

Dj Wynika z (p8) i ( p i ) . 

(piO) A A(B-A) m A(B-AnB) = \(B) - A(An3) 

|A(JJ|*-
DJ Wynika z (p2) i ( a 6 ) . 

( p i l ) A A fani) • A ( B ) - A(£«/0 « A(i9) - A(B-AnB) 
A,BeX 
|A(fl)|<-

pj Wynika z (p2) i ( a 7 ) . 
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§ 103. D y s t r y b u a n t a 

D y s t r y b u a n t a n-wymiarową a l b o po p r o s t u d y s t r y b u a n t a nazywamy 
każdą funkcję F spełniającą następujące w a r u n k i : 

( F i ) F J e s t funkcją rzeczywistą, d l a której dziedziną j e s t cała 
przestrzeń !R JJ , 

(F2) F j e s t rt-wymlarowo niemalejąca, 

(F3) F j e s t l e w o s t r o n n i e ciągła, 

(F4) r A A l i m F (x ,Xn?w 

= F (X ^ , . . . , X y _ j , — 0 0 , A'y + j , . . . , X / j ) = O, 

( F 5 J F (*•)•- 1 
D y s t r y b u a n t a ma następujące własności: 

( f l ) x & S ^ F ^ m F W 

Dj Wynika z t w i e r d z e n i a § 78 i własności (F4),ponieważ w s u ­
mie (44) t y l k o j e d e n składnik n i e z a w i e r a współrzędnej -«o, 

f 2 ) **iP+n*y*rty) 

Dj N i e c h # będzie funkcją addytywna przedziału l e w o s t r o n n i e 
domkniętego, daną z g o d n i e z t w i e r d z e n i e m § 97 wzorem 

Ze względu na warunek x <y obowiązujący d l a przedziału <X;y) 
mamy na mocy (F2} 

N i e c h W będzie funkcją addytywna f i g u r y e l e m e n t a r n e j lewo­
s t r o n n i e domkniętej otrzymaną z g o d n i e z t w i e r d z e n i e m § 99 
p r z e z przedłużenie f u n k c j i § i spełniającej zatem warunek 

(**} A jrOÓ . #00 
Ae %i 

g d z i e o z n a c z a klasę w s z y s t k i c h przedziałów l e w o s t r o n n i e do­
mkniętych. Z uwagi na wzór ( i i ) z § 99 określający funkcję V 
mamy na mocy (*) 

A #(A) > O 
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g d z i e Q j e s t ciałem f i g u r e l e m e n t a r n y c h l e w o s t r o n n i e do­
mkniętych. Wobec te g o na mocy własności (a5) addytywnych f u n k ­
c j i z b i o r u f u n k c j a t j e s t niemalejącą i wobec t e g o , że 

X*£y => < X )c <- co; y ) 

otrzymujemy 

x<^/:=>^<-°°} x Ą < y )j 

skąd na mocy (**) 

c z y l i 

a stąd na mocy ( f l ) o s t a t e c z n i e własność ( f 2 ) . 

( f 3 ) A o< F (x)«l 

DJ Wynika z własności ( F 5 ) , ( f 2 ) o r a z z f a k t u , że na mocy 
(F4) j e s t F(- OO) = 0. 

( f 4 ) A F*(X X X x ) ŚSt 

= F ( x i f ...,X^._1, oo, Xy + 1 X n ) j e s t dystrybuantą ( f l - 1 ̂ w y ­
miarową. 

pj f~* j e s t funkcją rzeczywistą, d l a której dziedziną j e s t c a ­
ła przestrzeń !Ro i spełnia tym samym warunek ( F i ) . 

Mamy d a l e j d l a (*,,..., , x , ł f x „ ) 4 ^ , ^ 

Ż... » ,.. . , , , , f * ( x l v> X;_i , X y + 1 , . . . , A / ? ) = 
(!/i )i» •••>( )y-i, (yy-H )j+l >•••>( y n) n 

= 4 ? \ /• ^ / \ r.:\ / r( xi ' - - ' x y-'i» 0 0' x
J
;+i'•••» xn) f s s (ydi,-,(yj-Oj-M(yM)jtiy,(yn)n w 

CW ((/i)i,-.(y /-i)j-i,(i ( , > f ) y +i--.( !/ n) f I
L 

- / r ( x 1 X j ^ , - oo, Xy+^ ,*..,X n )l = 

= ^T\ /„ X fl » / , ̂ ( o o Y ^ ^ - ^ j - l . - o o , / ^ , . . . , / ) = 

( J M > 1 » — » j - i , ) y+t»—>(yB)/7
 1 J 
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= A" . . . . . F(X*....,Xi J«-oo1X1.4 i••••Xn)5'0 

na mocy ( F 2 ) . Wynika stąd, że f u n k c j a f * J e s t ( r t - 1 - w y m i a r o ­
wo niemalejąca, c z y l i spełnia warunek ( F 2 ) . Z l e w o s t r o n n e j 
ciągłości f u n k c j i F w y n i k a bezpośrednio l e w o s t r o n n a ciągłość 
f u n k c j i F*, c z y l i spełnienie p r z e z nią warunku ( F 3 ) . Spełnie­
n i e warunków (F4) i (F5) w y n i k a z d e f i n i c j i f u n k c j i F*. Za­
tem f u n k c j a F* i s t o t n i e J e s t dystrybuantą (n-1)-wymiarową. 

( f 5 ) Jeśli w d y s t r y b u a n c i e F (r . . .,x,, ) na k spośród zmiennych 
Xi,...,Xn (k<n) podstawić «>, t o otrzymana w t e n sposób f u n k ­
c j a / 7 - A r zmiennych j e s t dystrybuantą -wymiarową. 

Dj Wynika z k -krotnego z a s t o s o w a n i a własności ( f 4 ) . 

§ 104. T w i e r d z e n i e 

Zj F u n k c j a F j e s t dystrybuantą n-wymiarową. 
§ j e s t funkcją addytywna przedziału l e w o s t r o n n i e domkniętego, 

określoną z g o d n i e z t w i e r d z e n i e m § 97 wzorem 

ty j e s t funkcją addytywna f i g u r y e l e m e n t a r n e j l e w o s t r o n n i e do­
mkniętej o d z i e d z i n i e Q będącej ciałem w s z y s t k i c h f i g u r elementar­
nych l e w o s t r o n n i e domkniętych, otrzymaną p r z e z przedłużenie f u n k ­
c j i § , t z n . spełniającą warunek 

( i i ) V9<P(A)-ilA) 
At Xi 

g d z i e 2t j e s t klasą w s z y s t k i c h przedziałów l e w o s t r o n n i e domknię­
t y c h , i zg o d n i e z t w i e r d z e n i e m § 97 d l a 

m 

A* £ Aj , g d z i e A±,...,Ame2l 

określoną wzorem 
( i i i ) V (A) = ]T $ (Aj) 

T\ l/f J e s t p r z e l i c z a l n i e addytywna funkcją z b i o r u . 

Dj Dowód przeprowadzimy w 3 częściach: T l , T2, T3. 



91 
T l | Jeżeli 4 ( ), /4 1,... o r a z 

( i v ) A0 c U Ak 

to 
o o 

( v ) W 
Ar=1 

jD) Ze względu na warunek, że 4^,.. .ei?;, nierówność ( v ) j e s t rów­
noważna 

( v i ) f(A0)<E§(Ak) 

N i e c h 

Z l e w o s t r o n n e j ciągłości f u n k c j i f w y n i k a na mocy ( i ) , że 

Wohec tego 

( v i i i ) A A V <akibk)c(akibk) A 

(>0 ak*ak 

A ()<#(<<** i%))-§(<akibk))<?fa 

(w dowodzie własności ( f 2 ) w § 103 wykazaliśmy, że f u n k c j a V , 

a więc i f u n k c j a § są niemałejące i n i e u j e m n e ) . 
Gdy p u n k t y aQ i bQ mają chociażby jedną ze współrzędnych 

równą, wtedy na mocy ( i ) $ ) = 0 i nierówność ( v i ) j e s t speł­
n i o n a . Załóżmy więc, że 

( i x ) tfo^A) 
R o z p a t r z y m y n a j p i e r w p r z y p a d e k , gdy <7o, bQ iK" c z y l i 

( x ) - °°<a 0 < b0<°° 
Mamy wtedy 
(Xi) £Aj <a0;fi0>cz<a0;b0) A 

£>0 a0<fi0<b0 

A Oś$(<aoib0))-$«a0;/i0))<Y 
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i na mocy ( i v ) , ( v i i i ) , ( x i ) 

Z t w i e r d z e n i a § 91 w y n i k a , że numerację zbiorów A ^ , A ^ , , . . można 
t a k dobrać, aby 

v / m 

V J ><«o ;/3o>-UK-,^) 
skąd 

m 
<a0;H0) c U <<ticibk) 

a następnie, biorąc pod uwagę, że f u n k c j a t/f j e s t niemalejącą f u n k ­
cją addytywną z b i o r u , a zbiór 

m m A>1 

L 
k= 

III rv- i 

t _ i J-' 

j e s t figurą elementarną l e w o s t r o n n i e domkniętą, na równi ze z b i o ­
r a mi 

<ak;bk)-\J idjibj), k-1,...,m, 

otrzymujemy 

m kA m 
£ ¥(<ak; bk)-U«tj;bjj)< £ ¥{<ak;bk)) 
M 

Wynika stąd, że 

m 

i na mocy ( v i i i ) , ( x i ) 

A i ( < a 0 i b 0 ) ) Ą < £ i ( < a k - , b k ) ) + i ; - f e 

c z y l i 

£>0 **1 
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Ze względu na dowolność l i c z b y t otrzymujemy stąd nierówność 
( v i ) . 

Rozpatrzmy t e r a z p r z y p a d e k , gdy warunek ( x ) n i e j e s t spełnio­
ny. Na mocy ( i ) o r a z własności (F4) d y s t r y b u a n t y F 

A . . . A „ V . J ft! aor-a0l A 
£ 6 * <z0=(<701,...',a0„)ê 0" ó0t«0

rt a0-(a01,..:,a0„)etf'7 l a01t7ł 
£ > 0 a01,...,a0^co a0>a0 Ve{l,...,«} 

n a t o m i a s t z ( v i i ) w y n i k a , że 

A A V O< !?f<a0;o0))-!?(<o0^0))<f-

6>0 Z70=(doo->6on) /Scr^o 

( P r z y p a d e k , gdy j e d n a z l i c z b floi,,,,,abrt b y * a l : ) y r ó w n a oo,nie wcho­
d z i w rachubę, gdyż wtedy n i e byłaby spełniona nierówność ( i x ) . A n a ­
l o g i c z n i e musi być ^oi****'^On > " ° ° ^ Wobec powyższego mamy 

Na p o d s t a w i e p r z y p a d k u już udowodnionego mamy zatem 

A # ( < f l 0 ^ o ) ) - e < * ( < t f o ^ o ) ) < £ # ( ^ ) 
ćeJ? ' Ar-1 
£>0 

skąd na mocy dowolności l i c z b y t nierówność ( v i ) w p r z y p a d k u ogól­
nym, co kończy dowód T l . 
T2| F u n k c j a V j e s t w k l a s i e <?/ p r z e l i c z a l n i e addytywna, t z n . j e ­
żeli 

oo 

AM E Ak * A,A±tA2, ...e £t 

t o 

( x i i ) HA) = f; HAd 
Ar-1 

Dj Z f a k t u , że f u n k c j a W j e s t niemalejącą funkcją z b i o r u , w y n i k a , 
że 

A A E Ak)<f(A) 
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c z y l i na mocy addytywności f u n k c j i V 

Ze względu na dowolność l i c z b y m mamy po przejściu do g r a n i c y 

( x i i i ) T,^{Ak)<f{A) 
*=1 

Z dowodu części T l w y n i k a na mocy ( v ) , że 

( x i v ) W « £ 

Z nierówności ( x i i i ) i ( x l v ) w y n i k a równość ( x i i ) . 

T3| yr j e s t p r z e l i c z a l n i e addytywną funkcją z b i o r u . 

Dj N i e c h 
oo 

A" J2Ak> « d , r i e A,A.L,A2,...eC 

Na mocy własności (q6) ciała 0 mamy 

m 
W - £ By 

7-1 

4 = E Bkr » * = i . 2 " - * 
r-1 

g d z i e 

Wobec tego 

0 0 / pik \ 0 0 m/e 

- £ lE**r\n'J-E E BkrnBj 

k.\ \ r«1 1 /r-1 r-1 

o r a z 
( x v ) A Ak-Akn A-( EBh\n [ E B j ) m E E Bkr n B j 

kelZ \ r . 1 / / y-1 r-1 
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Ponieważ P, o r a z Bkrn Bj są przedziałami l e w o s t r o n n i e domkniętymi, 
a przedziałów Bkr H Bj w sumie 

©o tnk 

E Z BkrnBj 
k=i r-1 

j e s t p r z e l i c z a l n i e w i e l e , gdyż możemy j e ustawić w ciąg wypisując 
n a j p i e r w przedziałów d l a k • i , potem przedziałów d l a 
k = 2 i t d . , więc na p o d s t a w i e dowodu części T2 mamy 

r}ntj) =E E V(hr"Bj) 

J /t=l r-1 

skąd na mocy addytywności f u n k c j i H> 
[Y2 ni oo ^ k 

t(A)-jh*w-E E Lv(Bkr«Bj) 

Ponieważ na mocy t e g o , że f u n k c j a V j e s t n ieujemna, mamy 

o . mk 5. 

A R A . v o<i: r nhrm-E E ^ w < i 
£e# jeJl f... fmlj;e37 *=1 r-1 r . - | 

więc d l a dowolnej l i c z b y j spełniającej warunek J ̂  max (sit,..Sm) 
j e s t 

m s mk 
A o « ^ M ) - - r £ Ęv(B^Bj)<t 

c z y l i 
s m mk 

Ze względu na dowolność l i c z b y j otrzymujemy po przejściu do 
g r a n i c y 

w. m mk 

A 0 ^ M ) - 2 : E EV(Bkr"Bj)<.t ten k ^ j=4 rmt4 

l>0 
a ze względu na dowolność l i c z b y t 

oo m mk 
f(A) = E E E V(Bkr*Bj) 
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A l e z addytywności f u n k c j i V i wz o r u ( x v ) w y n i k a , że 

*{Ak) = E E v ( h r « B j ) 

Wobec te g o 

co o z n a c z a spełnienie p r z e z funkcję ^ warunku (iT3) d l a p r z e l i ­
c z a l n i e a ddytywnej f u n k c j i z b i o r u . Ponieważ na mocy addytywności 
t e j f u n k c j i w a r u n k i ( T i ) i (JT2) były spełnione, f u n k c j a V j e s t 
p r z e l i c z a l n i e addytywna. W t e n sposób został zakończony dowód 
t w i e r d z e n i a § 104. 

§ 105. M i a r a 

Miarą nazywamy każdą nieujemną p r z e l i c z a l n i e addytywna f u n k ­
cję z b i o r u jJ. o d z i e d z i n i e $ będącej 6 -ciałem podzbiorów u s t a ­
l o n e j p r z e s t r z e n i X. Innymi słowy, miarą w pewnej u s t a l o n e j p r z e ­
s t r z e n i X nazywamy każdą funkcję (J. spełniającą następujące wa­
r u n k i : 

(fil) fi j e s t funkcją rzeczywistą z b i o r u o d z i e d z i n i e 3 będącej ó-
-ciałem podzbiorów p r z e s t r z e n i X 

(u2) V \U(A)\<~> 
r At& r 

0/3) p U ) > o 

A o t o własności m i a r y : 

(ml) ii (O) = 0 

Dj Wynika z ( p i ) . 

(.2) , A u( £Ak\=£l*iAk) Av...,Aneo \^kmi j k m i 

JJ| Wynika z ( p 3 ) . 

( m 3 ) A,'£<J ( ^ < = * = ^ W ^ ( 5 ) ) 
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Dj Wynika z (<u3) i ( p 6 ) . 

(•4) A ^ ( ^ ) < « o ^ ^ ( / ^ o o 

J)| Wynika z (p5) i (//3). 

Dj A n a l o g i c z n y Jak d l a (m5). 

(m7) A .pi (jAk)= «•« //(^) 

Dj Wynika z ( p 7 ) . 

(m8) A ^ [ 0 Ak) - .Um, p(Ak) 

M(AJ <: oo 

Dj Wynika z (p8>. 

(m9) A r f /t/(j9-4)->y(j9->łf\B)-jj(B)-ji(Ar.B) 

D) Wynika z ( p i O ) . 

(miO) A fj(AnB)-/u(B)-/u(B-A)-/u(B)-/u(B-AnB) 
A,Btó 

Dj Wynika z ( p i l ) . 

§ 106. M i a r a unormowana 

Miarę fj określoną w p r z e s t r z e n i X nazywamy unormowaną wtedy 
i t y l k o wtedy, gdy/v(X) • i . Innymi słowy, miarą unormowaną w prze­
s t r z e n i X nazywamy każdą funkcję V spełniającą następujące wa­
r u n k i : 
7 - Wykłady z probabilistyki 
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( V i ) V j e s t funkcją rzeczywistą z b i o r u o d z i e d z i n i e będącej 
&—ciałem podzbiorów p r z e s t r z e n i X 

(V2) A V(A) ->. o 
AeS 

( v 3 ) v ( x ) = 1 

A o t o własności m i a r y unormowanej: 

( n l ) v ( o ) = 0 

J)J Wynika z ( m l ) . 

(n2) Ą & Ą A c B =>1>(A)<V(B)} 

Dj Wynika z (m3). 

(n3) A o i>(A) 1 
AeS 

Dj Wynika z ( v 2 ) , (n2) i ( v 3 ) , ponieważ /^gAcX. 

(n4) A -p(A c) = 1 - v(A) 
AeS 

B] A + Ac m X =*>V(A) + v(Ac) = 1 
Cvi) 

( n 5 )
 A

 A ^ e<5 v(r^)=i: 
JDj Wynika z (m2). 

Dj Wynika z (m6). 

J)J Wynika z (m5). 

(n8) A , V( U 4 J = , lim v(A.) 

J)J Wynika z (m7). 
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(n9) A , v ( / n Ak) = lim \>(Ak) 

JjJ Wynika z (m8). 

( n i O ) A v ( 5 - A) = v(B -A(\B) = ̂ ( 5 ) - v(A(\B) A,Beó 
Dj Wynika z (n3) i (m9). 

( n i l ) A v(Anfl) = i>(B) - >>(5 -Ar\B) = J>(B) - v(B - A) A,B(.S 

Dj Wynika z ( n i O ) . 

( n i 2 ) A >>(Aufi) = » U ) + v(B) - j>Unfl) 
Afit& 

Dj Wynika z (n5) i ( n i O ) , ponieważ A UB = /) + ( S - 4 ). 

§ 107. M i a r a skończona i m i a r a półskończona 
Miarę // nazywamy skończoną, jeśli z a m i a s t Qx2) spełnia waru­

nek m o c n i e j s z y : 

Wprowadzamy j e s z c z e następujące pojęcia: 
AeS j e s t z b i o r e m m i a r y /J. półskończonej 

M i a r a // j e s t półskończona <j^» X j e s t m i a r y p. półskończonej. 
Ja k w y n i k a z powyższych d e f i n i c j i , m i a r a skończona j e s t m i a ­

rą półskończona, a l e m i a r a półskończona może n i e być miarą skoń­
czoną. M i a r a unormowana j e s t na mocy (n3) miarą skończoną,a zatem 
również miarą półskończona. 

§ 108. T w i e r d z e n i e 

M i a r a p j e s t półskończona < ^ A ^ T A ^ ^ A - ^ AK AĄĄA 

'At$ A J e s t z b i o r e m m i a r y / / półskończonej. 
pj M i a r a ju j e s t półskończona =>X j e s t m i a r y fi półskończonej 

%,Ąy... f.Ky^< f*>H~ 
/ 0 0 0 0 

=*\A V [A=AnX'Ar\\Jck'U{AnCk)AĄfU(AnCk)KUtCk)< 

=*• A A j e s t z b i o r e m m i a r y / / półskończonej. 
AeS 
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Z d r u g i e j s t r o n y _ 
A A J e s t z b i o r e m m i a r y a półskończonej =>X J e s t m i a r y / / pół-

skończonej ==> m i a r a u J e s t półskończona. 
(def; * 

§ 109. Przestrzeń z miarą 

Przestrzenią z miarą będziemy nazywać trójkę elementów[X,S, /u) t 

g d z i e U j e s t miarą o d z i e d z i n i e S będącej 0-ciałem podzbiorów 
p r z e s t r z e n i X . 

w" szczególności, gdy m i a r a fx j e s t unormowana,będziemy mówili 
o p r z e s t r z e n i z miarą unormowaną. 

W p r z e s t r z e n i z miarą (X, Sl(u) będziemy wyróżniać z b i o r y m i e ­
r z a l n e , określone następująco: 

zbiór A j e s t m i e r z a l n y / / Af-S 

§ 110. M i a r a zewnętrzna Carathóodory*ego 

Miarą zewnętrzną C a r a t h e o d o r y * ego w pewnej u s t a l o n e j p r z e s t r z e ­
n i X nazywamy każdą funkcję {Ig spełniającą następujące w a r u n k i : 

(£l) /Ue j e s t funkcją rzeczywistą, d l a której dziedziną j e s t k l a s a 
w s z y s t k i c h podzbiorów p r z e s t r z e n i X 

(£2) fUe (0) = 0 

A o t o własności m i a r y zewnętrznej C a r a t h e o d o r y ' e g o : 

( z l ) A A ^ ^AaB=^fJe{A)</jE{B)j<^/ie J e s t funkcją monotoniczną 
z b i o r u . 

DJ>ic^=»/ic(5uOuou...) pgU) < MB) + fjgio) + fiJ,o) + ... 

( z 2 ) A/Je(A) > 0 

( z 3 ) A,Au..A

fAnUA^ V - * . W < ZVe(Ak)) 



DJ Aa\jAk *=>A c(AAu ...vAnvOuOv...) ===> 
taił ( ̂  •5/ 

(Ti) ̂  w < / * e ^ ) . + • • • ( o ) + 
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*=1 
oo oo 

Dj Wynika z ( p 3 ) f ponieważ t j ^ c : ( J ^ 

Ac-1 

p] Wynika z ( z 3 ) , ponieważ U c U ̂ . 

( z 6 ) A pgiAuB) < (U\j(>b + // f(3) 

Dj Szczególny pr z y p a d e k ( z 5 ) . 
( z 7 ) w MM&AipMyfrifcA) 

D| A z » (Zn/f)u ( z - /|) 

skąd otrzymujemy własność ( z 7 ) na mocy ( z 6 ) . 

§ 111. T w i e r d z e n i e C a r a t h e o d o r y * e g o 

Zj fje J e s t miarą zewnętrzną Carathóodory'ego w p r z e s t r z e n i X 

(14) *2SL [A : AcX A ̂  ^ U ) = ̂ (7n>») + ̂ ( z - ^ ) ] 

Tj I . K l a s a podzbiorów p r z e s t r z e n i X J e s t 6-ciałem. 
I I . M i a r a z e w n ę t r z n a ^ C a r a t h e o d o r y * e g o , r o z p a t r y w a n a t y l k o na 

«5, J e s t miarą, t z n . f u n k c j a // określona na eJ następująco: 

( w ) ^ A Mfje(A) 

j e s t miarą. 
I I I . Każdy zbiór m i a r y zewnętrznej Carathóodory'ego z e r o należy 

do S i ma miarę z e r o , t z n . 

l ^ i f e ^ * O =>»e«5A//U) = O 
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