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gdzie 5 oznacza wyciggnigcie kuli bialej, a ¢ kuli czarnej, a na-
stepnie prawdopodobiernstwa

P({b}) =1, P({c}) =0

¥ zagadnieniach bardziej zXozonych liczba mozliwych do przy-
Jjecia modell bywa nieraz bardzo duza. Nie wszystkie modele sa
z punktu widzenia celu rdéwnowazne. Wielokrotnie przydatnoéé mode-
lu mozna sprawdzié jedynie drogg konfrontacji z rzeczywistoscig.

Dopasowywanie modeli do rzeczywistosdci nie nalezy ao matematy-
ki, Matematyczna teoria prawdopodobieristwa gwarantuje jedynie we-
wnetrzng poprawnosé modeli probabilistiycznych, Ze sprawg dopaso-
wywania modeli do rzeczywistodci stykamy si¢ jedynie w przykia-
dach zastosowar teorii prawdopodobieristwa do konkretnych zagad-
nien,

§ 135, Przestrzern probabilistyczna prreliczalna

Niech

X-{ei.ea,.u], J_’*):\ne}t €,

J ¥k
i niech § bgdzie klasg wszystkich podzbiordéw przestrzeni X . Kla-
sa § Jest nieprzeliczalna, Gdyby bowiem bytu co najwyzej przeli-
czalna, to tym bardzie] bjlaby co najwyzej przeliczalna klasa wszy-
stkich nieskoriczonych podzbiordéw przestrzeni X s, czyli bylaby co
najwyze) prreliczalna klasa wszystkich nieskoriczonych podcig-

Zéw ciggu (q 16 ,...). Ale wtedy wszystkie takie podciggil datyby
sie uctawié w ciag ‘

\
(841,1 ’ t="1,2 1e0s)
(1)
(ﬂz” 8 yihan "")
§ R R Gl g s et
gdzie
j,{lﬁt G,k+f 3 zhﬁ

Rozpatrzmy ciag

(11) ( )
5,97 e(ﬁ,: ¥ty gy Sy at I3 * 13,4) )
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Ciag ten jesi podciggiem ciggu (el' 92,...3, a nie nalezy do cig-
gu (1), poniewaz dowolny k-=ty z koleli podciag z ciggu (1) rézni

si¢ co najmniej swym A-tym wyrazem e:,k f
?

Przeczy to zalozeniu, %e wszy-

od k =tego wyrazu cliggu

(11), czyli od e .
/ 4,2 *eeot b 1)
sikie nieskorniczone podciggi ciggu (‘91’ .92,...) daja sl¢ ustawié

w cigg. Oznacza to, %e klasa wszystkich podciagdéw ciggu (81,82,...)
Jest nieprzeliczalna, Tym bardziej klasa § jest nieprzeliczalna,
Klasa § jest ¢ —-cialem, gdyz spelnia wszystkie warunki (G 1),
(¢2), (e3).
Mozemy napisad

(80)

>
n
Me
'——-h
<
\—F-‘

e,
"
-

i wobec tego

(81) A/e\s A=AnX -§ (A o {f.}})

Niech teraz bedg dane liczby rzeczywiste PysPorees speiniajgce wa-
runki

(82) PasPosess 2 O, Jé,'% > 1
Wprowadzamy funkcje rzeczywistg P o dziedzinie S bedacej G -cia-
tem, okredlong wzore

(63) N P(A) = _Z-‘ajg-
J:I

AeS

gdzie
i gdy An {ej} $# 0 eczyla e € A

0 gdy An {e_;} 0 czyli e ¢ A

Wykazemy, ze funkcja P jest miarg unormowana., Istotnie, jest ona
funkecjg rzeczywistg zbioru o dziedzinie S bgdacej ¢ ~ciatem prze—
strzeni X, a wiec spelnia warunek (v1) dla miary unormowanej, Na
mocy (63) 1 (62) jest nieujemna, a wiec spetnia warunek (v2)., Na-
stepnie na mocy (60), (63), (62) mamy
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czyli jJest spelniony warunek (v3), Niech teraz Ai' Az, «ss bedzie
dowolnym ciggiem zbioréw nalezacych do § 1 roziacznych, tzn.

INSEA =
$h knAI 0
kL

Mamy wtedy na mocy (61)

(111) » <§Ak>=}’<;§'(.4kn ])} <§§ (4 0 {e })
o (E(E 9t

Niech teraz zgodnie z (63)

(iv) /\ AtA, = .;.%

J=1 J

gdzie 1 gay ﬁ' e A
a. =
kj 0 gdy e ¢ A

Na mocy (1ii) jest

o (Ba)e & (5] o Sends

J= k=i J J=1  k=o

Zauwazmy, %e z rozlacznoscl zbiordéw '41”42"" wynika, iz

/\ (V e, ¢ A = Axci"’i)

JER Lo o k#
Wobec tego
1 gdy V. e A,
.0 kO J [+]
E G T T A
- gdy Ve & A,
skad
oA
™y pjl gdy ko 6; *0
a7 =
g kj ‘3

A

o gay N g £ 4

Zatem na mocy (62)
2L ‘ e
= (R-I a*z ﬁ’) Z %

10 — Wyktady = probabilistyki
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Wynika stad, Ze szereg

$5an -£(Ean)

k =1

jako niemalejgcy i ograniczony od géry jest zawsze zbiezny.
Udowodnimy teraz nastg¢pujacy lemat:
Jezell istnieje suma

(vi) 221.=34m

=1 k=t kJ
gdzie

N o e Rikkel 3kE
krj x

to istnieje réowniez suma

(vii) 2 2 o, .

-~
x
-
W
-
x
-~

i zachodzi réwnosé

(viii) Z oL, o e
J=1 k: k=1 j=1 &

Dowéd: Rozpatrzymy sumy

(1x) 52 ji &

k=t j=1 K
oraz
3,
oL, .
k=1 o A

gdzie:n,ni,...,qn sg dowolnymi liczbami naturalnymi., Niech

N = max[ ni....,q”}

Mamy wtedy
ket =i d'*iéx-i Je b i~ kz: ki 3 ,?:7 g 4

Na mocy (vi) mozemy zatem napisad

(x) A A iu.é-f

meN n',...,n,,,e’.!l k=1 =1 K&



Wynika stad rdwniez, zZe

Ken nexn I A

Zatem wszystkie szeregi

Z“‘ k=1'2..¢v

jako niemalejace i ograniczone od gdéry sa zbiezne i dla kazdego
meN istnieje suma (ix), Przechodzac w {x) kolejno do granicy dla

otrzymujemy nierdéwnoscé

(xi) Zid..@;

Sumy (ix) tworza zatem cigg niemalejacy i ograniczony od gory,
a wigc zbiezny. Istnieje zatem suma (vii), a z nierdwnosci (xi)
wynika, ze

0 ea

S
J

k=1 j=1

Z symetrii wynika, ze gdybysmy sume (vii) oznaczyli symholem (e ’
to analogicznie mozna dowiesé, ze

Zd.ss*

it KkJ

M

J=

Mieliby$my zatem nierdéwnosci

Sk o ds - £ s

skad wynika s = s* czyli réwnosé (viii) stanowiaca teze lematu.
Wykorzystujgc dowiedziony lemat moZzemy na mocy (v) napisaé

\

skad na mocy (iv)
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Funkcja P spelnia zatem takze warunek (va) 1 jest miarg unormo-
wang. Wobec tego tréjke (X, S, P) mozemy przyjaé jako przestrzen
probabilistyczna., Bedziemy ja nazywaé przestrzenig probabilistycz—
ng przeliczalng., Przestrzenie probabilistyczne skoriczone 1 prze-
strzenie probabilistyczne przeliczalne obejmujemy wspélnag nazwg
przestrzeni probabilistycznych co najwyzej przeliczalnych,

Zauwazmy jeészcze, ze wobec definicji (83) wystarczy dla okre-
dlenia rozktadu prawdopodobieristwa Ww przestrzeni przeliczalnej
okres$lié 1liczby PysPgs e 2 Warunku

(e4) b = p({"i}’ ala & = 1,2,40.

§ 1368, Przyklad

Powtarzamy wielokrotnie rzut monetg. Niech g_(k = 1,2,...)
oznacza zdarzenie polegajace na tym, Ze orzet pojawil sie¢ po raz
pierwszy w k=tym z kolei rzucie, a € zdarzenie, Ze orzel w ogé-
le sie¢ nie pojawil, Wobec tego za przestrzen zdarzen elementar-—
nych mozemy przyjaé

X ={eo, 91, 82|oto}

a za cialo zdarzenn § klase wszystkich podzbiordéw przestrzeni X .
Aby okre$lié przestrzen probabilistyczna przeliczalng, wystarczy
Jeszcze okreslié rozkiad prawdopodobienstwa za posrednictwem wzo~

ru (64), Zgodnie z naszg intuicjg, moZzemy przede wszystkim, przy-
Jaé, te

P, = .P({eo]) =0

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy orzel pojawil sie po raz
plerwszy w4 =tym rzucie, Wszystkich mozliwych serii po £ - rzutéw
kazda Jjest 2*. Z tego interesuje nas jedna, w ktérej #=-1 razy po-
Jawila sie¢ reszka, a dopiero za k-tym razem orzel. Traktujac wszy-
stkie serie jako jednakowo prawdopodobne, mozemy przyjaé, ze

1
‘t.}k- P({ek})-_é—*— dla k '1,2’.¢l

Sprawdzamy, Ze

T o, 5= 1

ke, k=0 'k
Okredslilismy w ten sposéb rozklad prawdopodobierstwa,
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Obliczmy dla przykladu prawdopodobieristwo, %Ze orzel pojawi
sie po raz pilerwszy nie wczesniej jak za setnym rzutem, Oznaczmy
to zdarzenie symbolem A,

Mamy

A= {9100] +£ 8101} + eee
czyli

28 {9100' "101"“}

i na mocy (83)

T R | 1 1 4 1
P(A) = Ig,‘m pk = Em '27 = 2—W0' (1 +-'2—'|' 22 + 0-0)5 299 =
~ 1,8 +107>9

§ 137, Przestrzer probabilistyczna euklidesowa

W bardzo wielu zastosowaniach przyjmuje sie za przestrzen zda-
rzeri elementarnych X przestrzen euklidesowg R, a za cialo zda-
rzein S ciato zbioréw borelowskich w R”, Jest to klasa zbiordw
wystarczajgca dla praktyki, a jednoczesnie pozwalajgca na okresle-
nie na niej rozktadu prawdopodobieristwa P, Przestrzeri probabili-
styczng (X, §, P ) w przypadku, gdy X jest przestrzenig euklide-
sowa R", a § clalem zbioréw borelowskich w R”,bedziemy nazywac
przestrzenig probabilistyczng euklidesowg » —=wymiarowg albo po pro-
stu przestrzenig probabilistyczng euklidesowsg.

Podobnie, jak w przypadku przestrzeni probabilistycznych co
najwyzej przeliczalnych byto wygodnie wprowadzaé rozklad prawdo-
podobieristwa przez okreélenie prawdopodobieristw dla zdarzern jedno-
elementowych (wzory (59) i (64)), tak rozktad prawdopodobien-
stwa 7 w przestrzeni probabilistycznej euklidesowej wprowadza sie
przez okredlenie prawdopodobileristw dla zdarzen postaci przedzialéw
{mcoj; x), gdzie x € R, czyli przez okreslenie funkcji rzeczywi-
ste]

(85) x{}: Fx) Eac-w ; x)

Funkcje F(x) nazywamy dystrybuanta rozktadu prawdopodobieristwa
w_przestrzeni probabilistycznej euklidesowej pn -wymiarowej albo
dystrybuantg n -wymiarowego rozktadu prawdopodobieristwa albo po
prostu dystrybuanta rozkladu prawdopodobierstwa,




Ze wzoru (65) wynika, ze dystrybuanta rozkladu prawdopodobieri-
stwa jest dystrybuantg miary 2 i wobec tego na mocy twierdzenia
§ 114 jest dystrybuantg »~ -wymiarows, tzn, speinia warunki
(F1),...,(F5) z § 103 i ma wkasnosci (#1),...,(£5) 2z tegoz para-
grafu,

Twierdzenie ¥ 115 gwarantuje odpowiedniosé¢ wzajemnie jedno-
znaczng rozkladow prawdopodobieristwa w przestrzeni probabilistycz-
nej euklidesowej n-wymiarowej i dystrybuant n-wymiarowych,

ze wzoru (x %) podanego w dowodzie twierdzenia § 114 wynika,
ze dla gowolnego przedziatu lewostronnie domknieteg0<<a;b), gdzie
a,be R, |,

(66) Pl <a;0)] =4 Fla>

Z Yatwoscig wyprowadzimy wzory na prawdopodobieristwo dla in-
nych przedzialdéw, Mamy mianowicie

(a;b) = U’ Q& :b), gdzie ¢ ¢ Rer a<c;(cb,9‘\a

Ktadgc
A = <¢g ;6) dla k =i d 2yt
mamy

Ai c A

2 C L

i na mocy (a7
(67) Pl(a;0)] = Aim & e ) = & Flas)

Analogicznie, przyjmujac, ze

b= (byeaey ), byseeast € R,
mamy s
(a;b>=g<ﬂ;a)
gdzie
a=fc“,....c;n)e?{§, Gl {venes Gn€ Roy

C. = oo gdy é.‘ S0, J = 1,000,973 k = 1,2,...
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Otrzymujemy wtedy na mocy (48)

P[ca; &) = Lim 4; Fla)
co bedziemy pisaé w postaci
(68) P[Ka; 2] = 4 F(a)

W ten sam sposéb otrzymujemy ze wzoru

oo

(@36 = N (a; Q)
k=1

wzér
(89) Hla; ) = & Flas)
Ze wzoru (65) wynika, ze
(70) P[(—w;b)] =P[(-o-;b)] = F(b)
i na mocy (68)
(71) P(—“;b>}=p[(—m;b>]=f-(b+)

Ze wzoru (66) wynika, Ze

(12) Pl<a; )]

P[(a;w)] = 42 F(a)
a ze wzoru (67)

(73) P [(a; w)] P[(a; wﬂ = 4% F(a+)

Wreszcie ze wzoru (65) na mocy (39) otrzymujemy
(74) P[(_m;w)] =P[<-°¢;°°j] zp[(—u; u)]gp[(_-;u)] A |

Poniewaz zbiér jednopunktowy {a}, gdzie @ ¢ R" mozna przedstawié
w postaci

{a} ={aja>
wiec na mocy (68) mamy
(75) P{a]] = 4 F (a)

Wynika stad, ze w przypadku, gdy dystrybuanta F Jjest funkcjg cig-
gkg

a/e\ﬂe"P[{a"] =0
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§ 138, Przestrzen probabilistyczna prosta

Przestrzenia probabilistyczng prosta bedziemy nazywaé prze-
strzern probabilistyczng euklidesowsg i-wymiarows., Przestrzeri proba-
bilistyczna prosta jest najprostszym a réwnoczesnie najczedcie]j
spotykanym przypadkiem przestrzeni probabilistycznych euklideso-
wych,

W przypadku przestrzeni probabiiistycznej prostej,czyli w przy-
padku »n = 1, wzory (66)-(75) ulegaja uproszczeniu:

(78) P[ Ka;b)] = F(b) = F(a)

(77) P[ (a;38)] = F(6) = Fla+)

(18) P[<a ;6] = F(b+) = F(a)
(79) A (a;6>] = Flb+) = Flas)
(80) P[ (~oo;0) = F(4)

(81) A (=e;t)] = F(b4)

(82) Pl (a;)] =1 = Flas)
(83) P[<a;=)] =1 - Fla)

(84) A[ (—eeje)] =1

(85) p[{a} ] = Fla+) = F(a)

§ 139, Przyktady

I. Sprawdzié, ze funkcja

X X
1 1 2
(%) F(xj,xz) =T(E_*'_IT1[+ 1) (W-r 1)

gdzie x ,Xx, € 510, jest dystrybuanta dwuwymiarows.

Istotnie, funkcja (%) jest funkcjg rzeczywists, dla ktére]j
dziedzing jest cala przestrzen 312, a zatem spelniajgacg warunek
(F1) dla dystrybuanty, Nastepnie mamy na mocy twierdzenia § 78 dla

2
x:(xi,xz), 9=(91’92)€“o' X<y

Ai}'(x) = Flygy, 90 = Flxyy ) = Fly ) + Flx,x,) =
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X1 92 Y1 XE__
'(W 3 1) (1 *1go * 1) "(1 194 © 1)(1 "l"zl”)+
X X
it Yq » Xy Y2 B
“[(Hlm 1+|x1|)(“ls'zl”)
_( Yoo 1. g ot )( "2 +1)],
i+ 194] 1+]x1‘ I+|x2‘

Rl /L i | ¢ 0O s
4\T +]gg] T +[xg[J\ L1 +]Ygy] 1 +]X5]

Poniewaz dla y >x (j = 1,2) mamy
w przypadku X &y & 0:

9 ) = 9 Xj e ] 50
1+ 14| 1 +]Xx] 1=y 1 ="x (1-xJ-)(1-gj)

w przypadku X ¢ 0 < Yt

. —x._zx,y

. o B e T Yn T ook
1+ ]y 1+ x5l 1+ 1-x ~=-x5)01+ y)

w przypadku 0<x < y; @

. A 3 : A=

9 v X 2 Liiany _voNaly | Y J 50
1 +]| 4| 1+ x| 1+ 4 1+ X 1+ x5 )11 + g

zatem

czyli funkcja F Jest dwuwymiarowo niemalejgca i tym samym spe-
nia warunek (F2) dla dystrybuanty.
Funkcje

o
(% %) £(x;) =-1—+’—Ia 2y Fe=t1hag.83

sg ciggle, poniewaz
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Y ey 2%
1 +]y 1+ x|

AN
Xir 4 € R

g =%+ ylxl-xly4
(1 + %1201+ yy)

i dla Xiyj 20

|y = %
f,-(yj) = ’5("4‘)‘ =11 +1x;|Jt1J+|$|7‘|5S' & l

A \>/ A N(|g-%] < ¢ 2 %430

X 8>0 0k y;

gdyz dla x; # 0 wystarczy przyjaé § =|x| adla x; =0 wartosé
é moze byé dowolna,

Ponadto

(222 é(-w) = lim é(x-) = 0,

P J

)5(“) = lim )?(X')=2

X:—= oo
4

czyli funkcje (xx) sa ciagle w catej przestrzeni R . Funkcje (%)
mozna przedstawié w postaci

(% %56 F(xl,xz) = ;:— fi(xi)fz(xz)

Z ciggtodéci funkeji fi i fz wynika zatem ciggtoéé funkcji F ,
a tym bardziej lewostronna cigglosé funkcji F. Funkcja (%) spel-
nia zatem warunek (F3) dla dystrybuanty. Spelnienie warunkéw (F4)
1 (F5) wynika ze wzoréw (xxx) i (¥xx¥ . Wykazalismy w ten sposéb,
2e funkcja (%) jest dystrybuanta 2-wymiarows.

I1I. Niech dystrybuanta (¥) okreslona w poprzednim przykladzie
bedzie dystrybuants rozkladu prawdopodobieristwa na plaszczyznie.
Obliczyé prawdopodobienstwo dla przedzialtu <z ;b>,gdziea = (-1,-1),
b= (1,1),

Rozwiazanie:

Ze wzgledu na cigglosé dystrybuanty mamy

A g Fix+) = F(x)

xXeR
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i wobec tego wzor (68) przyjmie postaé

P(Ka; 5% = A2 Fla) = F(1,1) = F=1,1) - F(1,-1) +
b

[

e &
+98 =7

9 3

ol e
o

IIT. Okreéli¢ dystrybuante rozktadu prawdopodobierstwa na pro-
stej, jezeli wiadomo, Zze prawdopodobieristwa dla punktdw

al = s 02 = 0, aa =1

1 1 1
T Po  qls iy

a prawdopodobienistwo kazdego przedzialu nie zawierajacego zadnego
z tych punktéw jest zerem,

Rozwigzanie:

7 definicji mamy wzdr na dystrybuante

208 e Pl oF )

Gdy x < @y przedzial (--a; x) nie zawiera zadnego z punk téw

a,,a,,a, 1 wobec tego F(x) =0. Gdy a, < x ¢ a,, mozemy napisaé

1

<-u°;x) = mooy al) +{£21} 3 (ai;x)

skad

P((=o03X) = P(¢meojq)) + P([ai}) + P((czi;x))
Poniewaz przedzialy {=e; ai) i (ai;x) nie zawierajg zadnego z punk=-
téw a,, Qyy Qgs otrzymujemy

i
P((=w32) = P({a)}) = py = §

Postepujac dalej analogicznie otrzymujemy

0 dla x & 01

P dla a < X & @,
Flx) = 1 2
Py* P dla @y < X £ ag

1 dla x > a4



156

czyli
[0 dla x ¢ -1
% A A K20
F(X)-q
1 dla 0<x < 1
2
1 dia —x.> 1

§ 140, Prawdopodobieristwo warunkowe

Niech bedzie dana przestrzed probabilistyczna (X, S, 2) i do-
wolne zdarzenie B e S spelniajace warunek

(86) P(B) # o

W danej przestrzeni probabilistycznej obok miary P uZywamy réw-
niez miar wzgledem zbioréwld ., Miary te bedziemy nazywaé¢ prawdopo-
dobieristwami warunkowymi., Zgodnie z definicjg podang w § 122 mamy

(87) AJ B (A g8t ECANE),
Aes P(8)

Prawdopodobienstwo warunkowe %(A) nazywamy réwniez prawdopo-
dobieristwem warunkowym zdarzenia A pod warunkiem, %e zasgzlo zda-
rzenie 8, Jak wynika z rozwazan § 122, prawdopodobieristwo warun-
kowe jest prawdopodobieristwem i wobec tego ma wszystkie wlasnosci
prawdopodobieristwa,

Z rozwazai § 122 wynika, %e tréjki (X,$, B ) oraz 3,$|B, A )
sq réwniez przestrzeniami probabilistycznymi, Przestrzen (8, SIB -
Ps) bedziemy nazywali przestrzenia probabilistyczng zredukowang
do zbioru 2.

Zauwazmy, %e w przestrzeni probabilistycznej (X, Vils %) miara
% jest rozkladem prawdopodobieristwa, ktérego nie bedziemy nazy-
waé warunkowym, Pojecie prawdopodobienstwa warunkowego jest bo-
wiem zwigzane 2z wprowadzeniem w danej przestrzeni probabilistycz—
nej (X,S , P) obok podstawowego rozkladu prawdopodobieristwa 7 in-
nych miar, definiowanych za posrednictwem miary 72 wzorem (87).

§ 141, Przyklad

Na polowaniu oddano » strzaléw, w tym strzelec £ oddat m
strzatéw (m>0) 1 trafit 4 razy (k< me<n), Niech A oznacza
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zdarzenie, polegajgce na tym, Ze strzail byl celny. Przyjmiemy za
punkt wyjécia przestrzen probabilistyczng skoriczong o réwnych
prawdopodobieristwach trafienia dla wszystkich strzakéw,Mamy wtedy

4 P(Anﬁ)

Istotnie, %(A) oznacza prawdopodobieristwo celnego strzaku
pod warunkiem, Ze strzela strzelec B, czyli prawdopodobierstwo tra-
fienia dla strzelca 7, a zatem prawdopodobienstwo rdwne-%-. Na-
stepnie P(ANB) oznacza prawdopodobiernstwo, Z%e strzat byl celny i
2e strzelal strzelec B, a zatem prawdopodobieristwo réwne X , Wre-
szcie P(B) oznacza prawdopodobienstwo zdarzenia, polegajgcego na

tym, ze strzelal strzelec B, czyli prawdopodobieristwo réwne 77 .

k
%(A) ==

B 1N

§ 142, Prawdopodobieristwo iloczynu zdarzen

Ze wzoru (87) wynika, zZe

(88) N\ P(AnB) =P(A)-2(B) =P(B) -P(A)
A,Bc&‘ A B
P (A)*0
P(B)*0

Stosujgc ten wzér rekurencyjnie otrzymujemy

(89) N, o PANcin4) =

PAA.c.0A )40

-P(Ai) . a1(’42)'a1 Z(A )! assy a.'ﬂ . nA,,_,{A"")

§ 143, Przyklady

I, W urnie jest 19 kul, w tym 8 biakych i 11 czarnych., Jakie
jest prawdopodobieristwo, Ze - nie znajgc polozenia wzajemnego kul
- wyciggniemy kolejno 3 kule biake:

a) w przypadku, gdy kul raz wyciggnietych nie zwracamy juz do
urny,

b) w przypadku, gdy kazdg kule po wyciagnieciu i obejrzeniu
zwracamy do urny 1 przed wyciggnieciem nastepnej kuli zawartosgé
urny dokitadnie mieszamy,



158

Rozwigzanie:

Zatézmy, #e kule sa ponumerowane od 1 do 19, Niech kule biake
majg numery od 1 do 8 a czarne od 9 do 19, Jako przestrzen zda-
rzeri elementarnych X przyjmujemy zbiér wszystkich ciggéw 3-ele-
mentowych zlozonych z numeréw kul mozliwych do wyciagnigcia,W przy-
padku a) przestrzen X sklada sie z 19-18-17 = 5814 ciggdw, w ktod-
rych numery nie mogg sie powtarzaé, Mamy bowiem 19 mozliwosci na
obsadzenie pierwszego wyrazu ciggu, dla kazdej z nich Jjuz tylko
18 mozliwosci na obsadzenie drugiego wyrazu ciggu,a dla kazdej pa-
ry pierwszych dwu wyrazéw ciggu juz tylko 17 mozliwoéci na obsa-
dzenie trzeciego wyrazu ciagu. Mozemy napisaé

X ={(1,2,3), € e 1Y ARy (19,13,17)]

W przypadku b) przestrzen X skiada sie z 19-19-19 = 6859 ciggow,
w ktérych numery mogg si¢ powtarzaé, i mozemy napisaé

X {(1,1,1), (X LRy sas (19,19,19)]

Niech 4; oznacza wyciagniecie kuli biatej za j -=tym razem ( j =
1,2,3). Zatem zdarzenie /% sktada sie z tych ciagdw, ktérych.j-ty
wyraz jest numerem od 1 do 8, Interesuje nas prawdopodobienistwo
zdarzenia

Na mocy (89) mamy

PlA) = P(Ai). ;3‘1(,42) -x;1 R Az(Aa).

Zaktadajgac, %ze w danej skoriczonej przestrzeni probabilistycznej

(X, §, P), gdzie § jest ciatem wszystkich podzbioréw przestrze-
ni X, prawdopodobielistwa dla wszystkich zdarzen jednoelementowych

sg réwne, otrzymujemy

3 8-18-17 _ 8

w przypadku a): P(Al) = T9- 1817 = 16
, _ .8:19-19 _ 8

w przypadku b): p(Ai) 51015 = 1

Zakladajac, ze zdarzenie Ai zaszio, tzn, za pierwszym razem wy-
ciggnieto kul¢ bialg, otrzymujemy dalej

8 T ATe020 T

w przypadku a): A (Aa) e e

A



159

[y
ol

8-8-:19
w przypadku b): a1(A2) = 51519 =

Zakladajgec, %2e zaszly zdarzenia Ai i Az, tzn, Ze za 2 pierwszymi
ciggnieciami wyciggnieto 2 biate kule, otrzymujemy

. 8 7TER8 0 283
w przypadku a): ﬁ;1n 2(A 5 = T

8:8 -8 8
w przypadku b): .a (A ) = = 19

L0 A, 8-8-19

Ostatecznie otrzymujemy

w przypadku a): P(A) = I%'{%'
w przypadku b): P(A) =

Uwaga: Analizujac sposdb rozwigzania powyiszego przykladu, za-
uwazamy, %e prawdopodobieristwa D(Ai), A (4D B oy (Aa) otrzy=-
1 1 2

muje sie¢ réwniez drogg nastepujgcego skréconego rozumowania:

W przypadku a):

Dla zdarzenia A1 mamy 8 mozliwosci korzystnych na 19 mozli-
woscl ogdtem, skgd

P 5
(4,) = i
Zakladajgc, ze zdarzenie A1 zaszlo, pozostaje nam 18 kul, w tym
7 biatych, skad

T
EH(Az) =15

Wreszcie zakladajgc, %e zaszly zdarzenia A1 i Az,pozostaja 17 kul,
w tym 6 biakych, skad

6
p41n A,(Aa) = 1%

W przypadku b) postepujemy analogicznie,

II. W urnie jest » kul (» >1), w tym 5 biatych 1 (n-p4)czar-
nych, Kto$ wyjal z urny 1 kule, ale nie wiemy jakg.Jakie jest te-
raz prawdopodobieristwo wyciggriecia kuli biaktej?

Rozwigzanie:

Powotujac si¢ na analogie¢ z przykladem poprzednim, oznaczamy
przez:
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A zdarzenie, polegajgce na tym, Ze zabrano kule bialsg,

B zdarzenie, polegajgce na tym, Ze zabrano kule¢ czarng,

{ zdarzenie, polegajace na tym, ze z pozostatych kul wycig-
gnie si¢ kule biata,

Mamy kolejno:

A+ 8 =X

LomelOX=mOnlA TR w AN LrBn L
P(0) = P(A)-g(c) +P(B)-R(O)

Poniewaz nie wiemy, w jaki sposéb zostala zabrana 1 kula, przyjmu-
Jemy, %Ze z jednakowym prawdopodobileristwem mogia byé zabrana kezda
z kul,

Stad

Pila))a & P8 FmA=l
n n

a nastepnie

b -1 b
ZlClher=s s/ B0 = =

Zatem

b b=1 n=b b b
PUE) m meet e L e

(b=14n=08) = Fb

Widzimy, %ze informacja o zabraniu 1 kuli, ale nie wiadomo ktérej,
nie wpiynela na zmiane prawdopodobieristwa wyciggnigecia kuli bia-
tej.

§ 144, Wzér na prawdopodobiernstwo calkowite

Niech A ,..., A, (1ub Ai,Aa,...) tworza pelny uklad zdarzen,
skoriczony lub przeliczalny w przestrzeni probabilistycznej (X,S, P).
Mamy zatem

Ai‘!' ense +Ak = X (Iub A1+J42+ es e ’X)

Dla dowolnego zdarzenia Ac¢S otrzymujemy

AI:AnXIAn(A1+.n. 'l'Ak)IAinA + ese +A*n,4

(1ub A-AnXuAﬁ(A1+A2+...)-AinA+A2nA+...)
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a stad w przypadku skoriczonego pelnego ukladu zdarzen Al""'Ak

(90) P(A) = P(Ail‘ s 2 (A Yoo siarani p(Ak)-g (A)
k

1

W przypadku przeliczalnego pelnego ukladu zdarzen Ai,lz.... WZor
(90) przyjmuje postaé

(91) P(A) = p(,ﬁ).g (A) +p(12).;; Yo e
1 2

wzory (90) i (91) nosza nazwe wzoréw na prawdopodobieristwo calko-
wite.

§ 145. Wzér Bayesa

Obserwujemy zdarzenie B , dla ktérego P(B) # 0, w danej prze-
strzeni probabilistycznej (X,S s P ). Przyczyng 2zdarzenia A mogtlty
byé zdarzenia Ai""’An stanowigce pelny uklad zdarzeri. Interesu-
ja nas prawdopodobieristwa, Ze przyczyng zdarzenia £Z bylo zdarze-
nie 4;(_j= 1,4+4,7), tzn, prawdopodobiernstwa warunkowe

P(A;n8) P(4) -2 (5 f
%(}b) = DRy D(Z) % T A

Wykorzystujgc wzér na prawdopodobieristwo calkowite (90) otrzymu-—
jemy

P(4;) - B (B) ;
(92)  2(4) = PTAT P, (B) 2eees PUA,) B HT. ) o By

1 n

Wzdér (92) nosi nazwe wzoru Bayesa, We wzorze tym prawdopodobier-
stwa P(Aj) nazywamy prawdopodobieristwami a priori, a prawdopodo-
bieristwa g(zﬁJ prawdopodobiernistwami a posteriori,

W przypadku, gdy nie mamy zadnych informacji o prawdopodobieri-
stwach a priori, przyjmujemy

1
P(A) = cou =P(A) ==

Regule te nazywamy reguls Bayesa.
Wz6r Bayesa ma liczne zastosowania, gléwnie w zagadnieniach
diagnostycznych,

11 — Wykiady z probabilistyki
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§ 146, Przykktad

W magazynie jest 2500 zardwek, w tym 2000 z fabryki AI’ a 500
z fabryki ,42. Zaréwki sg tak wymieszane, Ze Juz nie wiadomo, kté-
re zaréowki z ktérej fabryki pochodzg, Fabryka Ai wypuszcza sred-
nio 2 zaréwki wadliwe na 1000, a fabryka .42 5 %aréwek wadliwych
na 1000, Wzieto z magazynu zardéwke i okazalto sie, zZe jest zta, Ja-
kie jest prawdopodobienstwo, Zze Zardéwka pochodzita =z fabryki ’41’
a jakie, %e pochodzila z fabryki A,?

Rozwigzanie:
Niech » oznacza zdarzenie, Ze Zzardwka okazala sie zla, Mamy
2000 500
P(A,) = 3z56 = 0,8 P(4,) = 5g55 = 0,2
2 5
31(3) = 1500 = 0,002 32(3) = 560 = 0,005

Stosujgc wzér Bayesa otrzymujemy

P4 o 0,8 - 0,002 Mgt
2" 0,8-0,002 + 0,2-0,005 - 13

P(4) 0,2 - 0,005 5
372" = 0,8-0,002 + 0,2:0,005 - 13

W danym przypadku mozna bylo znaleZé prawdopodobienstwo 13(42) ze

wzoru
B(A) = 1 = B(A)D

§ 147, Zdarzenia niezalezZzne

Niech bedzie dana przestrzen probabilistyczna (X, S, P) i dwa
zdarzenia A, B¢ S takie, ze P(A) g0 1 2(3) % o.

Intuicyjnie wyczuwamy, Ze zdarzenie A nazwalibyémy niezalez-
nym od zdarzenia #, gdyby

P(A) = g{A)

A2 wtedy mielibysmy
p(4) = Plan’)
pP(3)

czyli
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