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g d z i e b o z n a c z a wyciągnięcie k u l i białej, a c k u l i c z a r n e j , a na­
stępnie prawdopodobieństwa 

P{{6}) = i , P([c)) = O 

W z a g a d n i e n i a c h b a r d z i e j złożonych l i c z b a możliwych do p r z y ­
jęcia m o d e l i bywa n i e r a z b a r d z o duża. N i e w s z y s t k i e modele są 
z pun k t u w i d z e n i a c e l u równoważne. W i e l o k r o t n i e przydatność mode­
l u można sprawdzić J e d y n i e drogą k o n f r o n t a c j i ?, rzeczywistością. 

Dopasowywanie m o d e l i do rzeczywistości, n i e należy ao matematy­
k i . Matematyczna t e o r i a prawdopodobieństwa g w a r a n t u j e j e d y n i e we­
wnętrzną poprawność m o d e l i p r o b a b i l i s t y c z n y c h . Ze sprawą dopaso­
wywania m o d e l i do rzeczywistości stykamy się j e d y n i e w przykła­
dach zastosowań t e o r i i prawdopodobieństwa do k o n k r e t n y c h zagad­
nień. 

§ 135. Przestrzeń p r o b a b i l i s t y c z n a p r z e l i c z a l n a 

N i e c h 

x - \e±te2,...}t ĄK *j* ek 

i n i e c h 6" będzie klasą w s z y s t k i c h podzbiorów p r z e s t r z e n i X . K l a ­
s a S j e s t n i e p r z e l i c z a l n a . Gdyby bowiem była co najwyżej p r z e l i ­
c z a l n a , t o tym b a r d z i e j bałaby co najwyżej p r z e l i c z a l n a k l a s a wszy­
s t k i c h nieskończonych podzbiorów p r z e s t r z e n i X , c z y l i b>łaby co 
najwyżej p r z e l i c z a l n a k l a s a w s z y s t k i c h nieskończonych podcią­
gów ciągu (fi , ̂  , . . . ) . A l e wtedy w s z y s t k i e t a k i e podciągi dałyby 
się uctawić w ciąg 

( i ) 
?'2,2 " ' O 

g d z i e 

A /. , . >̂ L. , 
j,k e Jl Jt*.* i J,k 

Rozpatrzmy ciąg 

( i i ) (e^, • '2,3) » ^1,2 + '2,3 + h,0 •••) 
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Ciąg t e n J e s t podciągiem ciągu (e^, e,,,...), a n i e należy do cią­
gu ( i ) , ponieważ d o w o l n y A - t y z k o l e i podciąg z ciągu ( i ) różni 
się co n a j m n i e j swym A-tym wyrazem e od A - t e g o w y r a z u ciągu 

' k, k 
( i i ) , c z y l i od e,. . . P r z e c z y t o założeniu, że wszy­

c i , 2 •••• + *kjk*i) 
s t k l e nieskończone podciągi ciągu ( e ^ , e 2»*«*) d a J ą sią ustawić 
w ciąg. Oznacza t o , że k l a s a w s z y s t k i c h podciągów ciągu (e^e^,,.) 
J e s t n i e p r z e l i c z a l n a . Tym b a r d z i e j k l a s a 5 j e s t n i e p r z e l i c z a l n a . 

K l a s a S j e s t <r-ciałem, gdyż spełnia w s z y s t k i e w a r u n k i ( o i ) , 
(0-2), (0-3). 

Możemy napisać 

(60) 

i wobec tego 

( 6 i ) A A - AnX - S (A 0 \e.}) 

N i e c h t e r a z będą dane l i c z b y r z e c z y w i s t e p j . p g ' * * * spełniające wa­
r u n k i 

(62) p1>p2> ••• * °» Ł p. = 1 

Wprowadzamy funkcję rzeczywistą P o d z i e d z i n i e S będącej C - c i a ­
łem, określoną w z o r c u 

(63) A P(A) . Z a.p. 
»'-« y=t J J AeS 

g d z i e 

a. = 

i gdy 4 n | e j f 0 c z y l i £ -4 

0 gdy A n 15.| = 0 c z y l i p A 

Wykażemy, że f u n k c j a P J e s t miarą unormowaną. I s t o t n i e , j e s t ona 
funkcją rzeczywistą z b i o r u o d z i e d z i n i e S będącej c-ciałem p r z e ­
s t r z e n i X, a więc spełnia warunek ( v i ) d l a m i a r y unormowanej. Na 
mocy (63) i (62) j e s t nieujemną, a więc spełnia warunek ( v 2 ) . Na­
stępnie na mocy ( 6 0 ) , ( 6 3 ) , (62) mamy 

00 
/>(X) = S a . 1 
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c z y l i J e s t spełniony warunek ( V 3 ) . N i e c h t e r a z A^, Ag,... będzie 
dowolnym ciągiem zbiorów należących do j 1 rozłącznych, t z n . 

A A n Ą - 0 

Mamy wtedy na mocy (61) 

;«1 \A»1 

N i e c h t e r a z z g o d n i e z (63) 

( i v ) A />M ) = Z a . p 
k i7l 

g d z i e 

Na mocy ( i i i ) j e s t 

i gdy e. e A 
J 

O gdy ę, f! A A 

( v ) P ( Z A J - Z (Z a) p = £ 1 a. p \k--\ V j-.i \k»i kjj Pj £J A/ O 

Zauważmy, że z rozłączności zbiorów A Ag,... w y n i k a , iż 

A / V , e A i\ e. i A 

Wobec tego 

skąd 

* = l kj 0 

1 gdy V e. € A 
*0 ' 

Zatem na mocy (62) 

O gdy A e. f A. 
k •> " 

P. gdy V e. € A^ 

0 gdy A e i A 
k J 

Z [Z a . p) £ Z p. = 1 
/•I U r i *J jJ J'i J 

10 - Wykłady z probabilistyki 
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Wynika stąd, że s z e r e g 

I I a . o. - I ( I a.. p, 

j a k o niemalejący i o g r a n i c z o n y od góry j e s t zawsze zbieżny. 
Udowodnimy t e r a z następujący lem a t : 
Jeżeli i s t n i e j e suma 

( v i ) I I * = s < ~ 

g d z i e 

t o i s t n i e j e również suma 

( v i i ) g g % 

i z a c h o d z i równość 

( v i i i ) I I * . . - I I et 
y«1 A = l A; A s 1 y_, *j 

Dowód: Rozpatrzymy sumy 

( i x ) I I -oC, . 

o r a z 
I I o,. 

g d z i e m, są dowolnymi l i c z b a m i n a t u r a l n y m i . N i e c h 

N = max | /»1,..../7mj 

Mamy wtedy 

I I oC < I I OC = I I ot i I I 

Na mocy ( v i ) możemy zatem napisać 

( x ) A A I IOC.&J 
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Wynika stąd również, że 

f 
ZJ O l , , 6 

A A 

Ac Ot /^eOt l*\ 1 

Zatem w s z y s t k i e s z e r e g i 
m 

J <*Aj » * = 1,2,... 
j a k o niemalejące i o g r a n i c z o n e od góry są zbieżne i d l a każdego 
m efl i s t n i e j e suma ( i x ) . Przechodząc w ( x ) k o l e j n o do g r a n i c y d l a 

n. — • oo — - oo 
-Ł m 

otrzymujemy nierówność 

( x i ) A T, Z <* . $ s 
miOt A-l j=1 */ 

Sumy ( i x ) tworzą zatem ciąg niemalejący i og r a n i c z o n y od góry, 
a więc zbieżny. I s t n i e j e zatem suma ( v i i ) , a z nierówności ( x i ) 
w y n i k a , że 

Z E a i s 

Z s y m e t r i i w y n i k a , że gdybyśmy sumę ( v i i ) o z n a c z y l i symbolem s* , 

t o a n a l o g i c z n i e można dowieść, że 

j=l A--1 kJ 

Mielibyśmy zatem nierówności 

s* « s i s Ś- s* 

skąd w y n i k a s = s* c z y l i równość ( v i i i ) stanowiąca tez<; l e m a t u . 
Wykorzystując d o w i e d z i o n y lemat możemy na mocy ( v ) napisać 

P 

skąd na mocy ( i v ) 

V-l V A-t * 
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F u n k c j a P spełnia zatem także warunek j e s t miarą unormo­
waną. Wobec tego trójkę (X, S, P ) możemy przyjąć j a k o przestrzeń 
probabilistyczną. Będziemy ją nazywać przestrzenią p r o b a b i l i s t y c z ­
ną przeliczalną. P r z e s t r z e n i e p r o b a b i l i s t y c z n e skończone i p r z e ­
s t r z e n i e p r o b a b i l i s t y c z n e p r z e l i c z a l n e obejmujemy wspólną nazwą 
p r z e s t r z e n i p r o b a b i l i s t y c z n y c h co najwyżej p r z e l i c z a l n y c h . 

Zauważmy j e s z c z e , że wobec d e f i n i c j i (63) w y s t a r c z y d l a o k r e ­
ślenia rozkładu prawdopodobieństwa w p r z e s t r z e n i p r z e l i c z a l n e j 
określić l i c z b y p^,P2f» z warunku 

(64) Ą = P(l\h d l a k = i , 2 , . . . 

§ 136. Przykład 

Powtarzamy w i e l o k r o t n i e r z u t monetą. N i e c h ek (k = 1,2,...) 
o z n a c z a z d a r z e n i e polegające na tym, że orzeł pojawił się po r a z 
p i e r w s z y w k-tym z k o l e i r z u c i e , a eQ z d a r z e n i e , że orzeł w ogó­
l e się n i e pojawił. Wobec te g o z a przestrzeń zdarzeń e l e m e n t a r ­
nych możemy przyjąć 

a z a ciało zdarzeń S klasę w s z y s t k i c h podzbiorów p r z e s t r z e n i X . 

Aby określić przestrzeń probabilistyczną przeliczalną, w y s t a r c z y 
J e s z c z e określić rozkład prawdopodobieństwa z a pośrednictwem wzo­
r u ( 6 4 ) . Zgodnie z naszą intuicją, możemy p r z e d e w s z y s t k i m , p r z y ­
jąć, że 

Po = P <ł'o)> " 0 

Rozpatrzmy t e r a z p r z y p a d e k , gdy orzeł pojawił się po r a z 
p i e r w s z y w k - t y m r z u c i e . W s z y s t k i c h możliwych s e r i i po k - rzutów 
każda J e s t 2 . Z tego i n t e r e s u j e nas j e d n a , w której k - i r a z y po­
jawiła się r e s z k a , a d o p i e r o z a A-tym razem orzeł. Traktując wszy­
s t k i e s e r i e j a k o jednakowo prawdopodobne, możemy przyjąć, że 

PK = U . \ Ą > =^k
 d l a

 k f M v — 

Sprawdzamy, że 

A Ą > o, Z ! p =» i 
A E 3l 0 * A=0 k 

Określiliśmy w t e n sposób rozkład prawdopodobieństwa. 
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O b l i c z m y d l a przykładu prawdopodobieństwo, że orzeł p o j a w i 
się po r a z p i e r w s z y n i e wcześniej j a k z a setnym rz u t e m . Oznaczmy 
t o z d a r z e n i e symbolem A . 

Mamy 

c z y l i 
A = { e100» *iOi» *•* ] 

i na mocy (63) 

P(A) m £ p m Z" -i- = - i g j r ( l + 4" + "^o + • • • ) = ~ 

*--too ^ „..w 2* 2 i u u y * 2 1 2 

* 1,6 • 1 0 ~ 3 0 

§ 137. Przestrzeń p r o b a b i l i s t y c z n a e u k l i d e s o w a 

W b a r d z o w i e l u z a s t o s o w a n i a c h p r z y j m u j e się z a przestrzeń z d a ­
rzeń e l e m e n t a r n y c h X przestrzeń euklidesową W , a z a ciało zda­
rzeń S ciało zbiorów b o r e l o w s k i c h w R". J e s t t o k l a s a zbiorów 
wystarczająca d l a p r a k t y k i , a jednocześnie pozwalająca na określe­
n i e na n i e j rozkładu prawdopodobieństwa/ 3. Przestrzeń p r o b a b i l i ­
styczną (A,S, P ) w p r z y p a d k u , gdy X j e s t przestrzenią e u k l i d e ­
sową W, a S ciałem zbiorów b o r e l o w s k i c h w W ,będziemy nazywać 
przestrzenią probabilistyczną euklidesowąn -wymiarową a l b o po p r o ­
s t u przestrzenią probabilistyczną euklidesową. 

Podobnie, j a k w p r z y p a d k u p r z e s t r z e n i p r o b a b i l i s t y c z n y c h co 
najwyżej p r z e l i c z a l n y c h było wygodnie wprowadzać rozkład prawdo­
podobieństwa p r z e z określenie prawdopodobieństw d l a zdarzeń j e d n o -
elementowych (wzory (59) i ( 6 4 ) ) , t a k rozkład prawdopodobień­
stwa P w p r z e s t r z e n i p r o b a b i l i s t y c z n e j e u k l i d e s o w e j wprowadza się 
p r z e z określenie prawdopodobieństw d l a zdarzeń p o s t a c i przedziałów 
< - o o ; x), g d z i e x e 3?„, c z y l i p r z e z określenie f u n k c j i r z e c z y w i ­
s t e j 

( 6 5 ) A f(x) ; X)] 

Funkcję F(x) nazywamy dystrybuantą rozkładu prawdopodobieństwa 
w p r z e s t r z e n i p r o b a b i l i s t y c z n e j e u k l i d e s o w e j n -wymiarowej a l b o 
dystrybuantą n -wymiarowego rozkładu prawdopodobieństwa a l b o po 
p r o s t u dystrybuantą rozkładu prawdopodobieństwa. 
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Ze wzoru (65) w y n i k a , że dystrybuantą rozkładu prawdopodobień­
stwa j e s t dystrybuantą m i a r y P i wobec tego na mocy t w i e r d z e n i a 
§ 114 j e s t dystrybuantą n -wymiarową, t z n . spełnia w a r u n k i 
( F I ) , . . . , ( F 5 ) Z § 103 i ma własności ( f l ) , . . . , ( f 5 ) z tegoż p a r a ­
g r a f u . 

T w i e r d z e n i e § 115 g w a r a n t u j e odpowiedniość wzajemnie j e d n o ­
znaczną rozkładów prawdopodobieństwa w p r z e s t r z e n i p r o b a b i l i s t y c z ­
n e j e u k l i d e s o w e j n-wymiarowej i d y s t r y b u a n t /7-wymiarowych. 

Ze wzoru (**) podanego w dowodzie t w i e r d z e n i a § 114 w y n i k a , 
że d l a dowolnego przedziału l e w o s t r o n n i e domkniętego <a ; b), g d z i e 
<*.be K , 

(66) P\_ <a;b)] = A"b f(a) 

Z łatwością wyprowadzimy wzory na prawdopodobieństwo d l a i n ­
nych przedziałów. Mamy m i a n o w i c i e 

(a;b) = U <ck;b), g d z i e ck t *l , a < ck<.b, 

Kładąc 

Ak m <cA ;b) d l a k - 1,2,... 

mamy 

A^ cz AQ G . . . 

i na mocy (47) 

(67) P[(a;b)] _ l i m A" F( C ) = A" - f ( f f * ) 

A n a l o g i c z n i e , przyjmując, że 

A = (ó 1, .... £ ) , A J t 6 S 0 

mamy 
<<z • A> = f l < a ;c. ) 

g d z i e 

^ " ( %%CJ €K ' °M I " * " r A , £ ! R o ' 

C.\ó. gdy A < •«>, 
hj j * 
ckj = oo gdy bj = « , ;=!,...,/?; A = 1,2,... 
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Otrzymujemy wtedy na mocy (48) 

P\<a ; ó>~\ - l i m A" F(a) 

co będziemy pisać w p o s t a c i 

(68) P\_<a;b>\ m A ^ f ( f l ) 

W t e n sam sposób otrzymujemy ze wzoru 

(a;t>> » fi (a; e.) *=i * 
wzór 

(69) Ąai 6>] = ^ F(a + ) 

Ze wzoru (65) w y n i k a , że 

(70) P[ <--**>] - **(*>) 

i na mocy (68) 

( T l ) P[< -~; b>] = P[(-oo; ź>>] = F(Ó + ) 

Ze wzoru (66) w y n i k a , że 

(72) P[<a f ">] = A>[<aj->] = 4 i F ( a ) 

a ze wzoru (67) 

(73) P [(a f - ) ] = />[(a; ~>] 

W r e s z c i e ze wzoru (65) na mocy (39) otrzymujemy 

(74) >[(-«•'!••)] = />[<-<*>; <-)] = p [ ( - * o f <«>] . />[<-~ . •*>] = 1 
Ponieważ zbiór jednopunktowy j a ) , g d z i e # € W można przedstawić 
w p o s t a c i 

J«] =<a;a> 

więc na mocy (68) mamy 

(75) P[{a}} = 4 f ( a ) 

Wynika stąd, że w p r z y p a d k u , gdy d y s t r y b u a n t a F j e s t funkcją cią­
głą 
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§ 138. Przestrzeń p r o b a b i l i s t y c z n a p r o s t a 

Przestrzenią probabilistyczną prostą będziemy nazywać p r z e ­
strzeń probabilistyczną euklidesową 1-wymiarową. Przestrzeń p r o b a ­
b i l i s t y c z n a p r o s t a j e s t n a j p r o s t s z y m a równocześnie najczęściej 
spotykanym p r z y p a d k i e m p r z e s t r z e n i p r o b a b i l i s t y c z n y c h e u k l i d e s o ­
wych. 

W p r z y p a d k u p r z e s t r z e n i p r o b a b i l i s t y c z n e j p r o s t e j , c z y l i w p r z y ­
padku /? = 1, wz o r y ( 6 6 ) - ( 7 5 ) ulegają u p r o s z c z e n i u : 

(76) P[ <a;b)~\ = F(b) - f(a) 

(77) P[ (a;b)] = Fib) - F(a+) 

(78) P[<a ;b>] = F(b + ) - F ( a ) 

(79) P[ (a;b>] = F(b + ) - F(a + ) 

(80) P[ (-~;Z>)] = / ( i ) 

(81) p [ U - | 4 > ] = F(b*) 

(82) />[ ( a ; ~ )] = i - F(a + ) 

( 8 3 ) r»[<t7| - ) ] = i - F(a) 

(84) />[ (- oo ; oo)] = 1 

(85) p[{a] ] - + ) - f(a) 

$ 139. Przykłady 

I . Sprawdzić, że f u n k c j a 

g d z i e x x 2 e !Ro, j e s t dystrybuantą dwuwymiarową. 
I s t o t n i e , f u n k c j a (*) J e s t funkcją rzeczywistą, d l a której 

dziedziną j e s t cała przestrzeń 3?£, a zatem spełniającą warunek 
( F i ) d l a d y s t r y b u a n t y . Następnie mamy na mocy t w i e r d z e n i a § 78 d l a 

x = ( x 1 , x 2 ) , y = {~y1,y2
) e *J . * * i / 

d j r t * ) = F<yvy2) - / " ( x 1 , y 2 ) - f C V , *,,) + /•( x l t x 2 ) = 
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f* + \y±\ 

^1 

+ i 

i + IX, + 1 

1 + | yz 

*2 

+ i -

1 + I X 
+ 1 

4 

11 

1 * l y2\ 

x„ 

• i - 1 + I f l l 
+ 1 1 +1 x + 1 + 

1 + I X, 
+ 1 

•J2 

1 + i * i i 1 + M i i A 1 + 1 y 2 | 
+ 1 

+ 1 

1 / h _ 1 \ »2 "2 

Ponieważ d l a yj ł *. 0' = 1> 2) mamy 
w pr z y p a d k u x- £ y.- 4 0: 

1 + l£4| 1 + IXJI i - V ;
 1 " *; 

w pr z y p a d k u Xy 6 0 < t/h• : 

9j ~ *J 
( l - * : ) ( i - yj ) *° 

yj 
i + |yj\ i + i *j\ i + Hj i - x ; 

w pr z y p a d k u O < Xj 6 Jry : 

(1 - Xj ) U + yj ) 

1 TWJ 
zatem 

ML Hi ~ *j 
1 + I *; I " 1 + {/. 1 + Xj - U + X; M l + j/j ) 

>0 

A Al F(x) i o 

c z y l i f u n k c j a /" J e s t dwuwymiarowo niemalejąca i tym samym speł­
n i a warunek (F2) d l a d y s t r y b u a n t y . 

F u n k c j e 

(**) 7 - 1,2, 

są ciągłe, ponieważ 
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w * v l * J v \ V " i • fisi i •Rj 
% - *; • i/j l *; i - *j l y>l 

- f l + |Ay|;U + | y j\) 

i d l a > O 

I - £ (V | - (i .t^ni^i^D * | « - $ | 
a 

gdyż d l a Xy # O w y s t a r c z y przyjąć <? = | Xj | a d l a Xj • O wartość 
<S może być dowolna. 

Ponadto 

(***) f. (-••) - l i m / ( A,) = O, 

f. ( o- ) = l i m £ (x; ) = 2 

c z y l i f u n k c j e (**•) są ciągłe w całej p r z e s t r z e n i 7 ? Q . Funkcję (*) 
można przedstawić w p o s t a c i 

(****) r"(x l, Xg) = j /jC Aj) /"2( Xg) 

Z ciągłości f u n k c j i A i f 2 w y n i k a zatem ciągłość f u n k c j i f , 
a tym b a r d z i e j l e w o s t r o n n a ciągłość f u n k c j i Z1". F u n k c j a (*) speł­
n i a zatem warunek (F3) d l a d y s t r y b u a n t y . Spełnienie warunków ( F 4 ) 
i (F5) w y n i k a ze wzorów (*#*) i (***^ . Wykazaliśmy w t e n sposób, 
że f u n k c j a (*•) j e s t dystrybuantą 2-wymiarową. 

I I . N i e c h dystrybuantą (*) określona w poprzednim przykładzie 
będzie dystrybuantą rozkładu prawdopodobieństwa na płaszczyźnie. 
Obliczyć prawdopodobieństwo d l a przedziału <a ;b>,gdzie a = ( - l , - l ) , 
b = d , i ) . 

Rozwiązanie: 
Ze względu na ciągłość d y s t r y b u a n t y mamy 

A , /"(x+) = F(x) 
x e -Je 
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i wobec tego wzór (68) p r z y j m i e postać 

P « a ; ó » = A[ F(a) = Fil. l ) - F(-i,i) - f(i,-l) + 

16 16 16 16 

I I I . Określić dystrybuantę rozkładu prawdopodobieństwa na p r o ­
s t e j , jeżeli wiadomo, że prawdopodobieństwa d l a punktów 

a± = - 1, 

są odpowiednio równe 

a2 = 0, 

Pl " 6 ^2 

*3 = 1 

^3 ="2 

a prawdopodobieństwo każdego przedziału n i e zawierającego żadnego 
z t y c h punktów j e s t zerem. 

Rozwiązanie: 
Z d e f i n i c j i mamy wzór na dystrybuantę 

F(x) = P(<-oo; x )) 

Gdy * 4 t2ji przedział <-<*>; x ) n i e z a w i e r a żadnego z punktów 
C^.Cg,^ i wobec tego /~(x) = 0. Gdy c x i możemy napisać 

< - oo; x) = < - o o ; a± ) + | c?1 + ( ; x) 

skąd 

P(<-°°;x)) = P ( < _ o o ; ^ ) ) + rfajj} + p([axix 

Ponieważ przedziały <-°o; tf.) i ( t f ^ ; x) n i e zawierają żadnego z punk­
tów ff., ff2, 673, otrzymujemy 

Postępując d a l e j a n a l o g i c z n i e otrzymujemy 

0 d l a x i aĄ 

FU) - \ r> 
Pi*'2 

d l a < x i a 0 

d l a a 2 < x i flg 

d l a x > a. 
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c z y l i 

d l a x 4 - i 

d l a - i < x 4 O 

d l a O < x 4 i 

d l a x > 1 

§ 140. Prawdopodobieństwo warunkowe 

N i e c h będzie dana przestrzeń p r o b a b i l i s t y c z n a (X, S , P) i do­
wolne z d a r z e n i e B € S spełniające warunek 

(86 ) P(B) * O 

w" d a n e j p r z e s t r z e n i p r o b a b i l i s t y c z n e j obok m i a r y P używamy rów­
nież m i a r względem zbiorówB . M i a r y t e będziemy nazywać prawdopo­
dobieństwami warunkowymi. Zgodnie z definicją podaną w § 122 mamy 

(8 7 ) 

Prawdopodobieństwo warunkowe PD(A) nazywamy również prawdopo-
dobieństwem warunkowym z d a r z e n i a A pod warunkiem, że zaszło z d a ­
r z e n i e 3. Jak w y n i k a z rozważań § 122, prawdopodobieństwo warun­
kowe j e s t prawdopodobieństwem i wobec t e g o ma w s z y s t k i e własności 
prawdopodobieństwa. 

Z rozważań § 122 w y n i k a , że trójki ( x , S , Pg ) o r a z tó, S\B, Pg ) 
są również p r z e s t r z e n i a m i p r o b a b i l i s t y c z n y m i . Przestrzeń (B, S\B , 

Pg ) będziemy n a z y w a l i przestrzenią probabilistyczną zredukowaną 
do z b i o r u £. 

Zauważmy, że w p r z e s t r z e n i p r o b a b i l i s t y c z n e j (X, S , Pg ) m i a r a 
PB J e s t rozkładem prawdopodobieństwa, którego n i e będziemy na z y -
wać warunkowym. Pojęcie prawdopodobieństwa warunkowego j e s t bo­
wiem związane z wprowadzeniem w danej p r z e s t r z e n i p r o b a b i l i s t y c z ­
n e j (X, 5 t P) obok podstawowego rozkładu prawdopodobieństwa/' i n ­
nych m i a r , d e f i n i o w a n y c h z a pośrednictwem m i a r y P wzorem ( 8 7 ) . 

§ 141. Przykład 

^ ( x ) 

Na p o l o w a n i u oddano n strzałów, w tym s t r z e l e c B oddał m 

strzałów (/77>o) i trafił k r a z y (A i/nt-n). N i e c h A o z n a c z a 



157 

z d a r z e n i e , polegające na tym, że strzał był c e l n y . P r z y j m i e m y z a 
punkt wyjścia przestrzeń probabilistyczną skończoną o równych 
prawdopodobieństwach t r a f i e n i a d l a w s z y s t k i c h strzałów.Mamy wtedy 

D tA\ k n P(AnB) 

n 

I s t o t n i e , PS(A) o z n a c z a prawdopodobieństwo c e l n e g o strzału 
pod warunkiem, że s t r z e l a s t r z e l e c B , c z y l i prawdopodobieństwo t r a -
f l e n i a d l a s t r z e l c a B, a zatem prawdopodobieństwo równe . Na­
stępnie p{Ac\B) o z n a c z a prawdopodobieństwo, że strzał był c e l n y i 
że strzelał s t r z e l e c B, a zatem prawdopodobieństwo równe — . Wre­
s z c i e PU) o z n a c z a prawdopodobieństwo z d a r z e n i a , polegającego na 
tym, że strzelał s t r z e l e c B, c z y l i prawdopodobieństwo r ó w n e j . 

§ 142. Prawdopodobieństwo i l o c z y n u zdarzeń 

Ze wzoru (87) w y n i k a , że 

( 8 8 ) A P<A n B) = PU)-PA (B) = P(B) -PAA) 
A,BtS A * 
P (A)*0 
P(B)*0 . 

Stosując t e n wzór r e k u r e n c y j n i e otrzymujemy 

( 8 9 ) A PkAĄr\ ...r\A„) = 

P(A\r\Az)t 0 

P(A,r\ ... e> An_t)*0 

= PUL) • PA W - P. N / W . ...» PA N \ (A„) 

§ 143. Przykłady 

I . W u r n i e j e s t 19 k u l , w tym 8 białych 1 i i c z a r n y c h . J a k i e 
j e s t prawdopodobieństwo, że - n i e znając położenia wzajemnego k u l 
- wyciągniemy k o l e j n o 3 k u l e białe: 

a) w p r z y p a d k u , gdy k u l r a z wyciągniętych n i e zwracamy Już do 
ur n y , 

b) w p r z y p a d k u , gdy każdą kulę po wyciągnięciu i o b e j r z e n i u 
zwracamy do u r n y i p r z e d wyciągnięciem następnej k u l i zawartość 
u r n y dokładnie mieszamy. 
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Rozwiązanie: 
Załóżmy, że k u l e są ponumerowane od 1 do 19. N i e c h k u l e białe 

mają numery od 1 do 8 a c z a r n e od 9 do 19. Jako przestrzeń z d a ­
rzeń e l e m e n t a r n y c h X przyjmujemy zbiór w s z y s t k i c h ciągów 3 - e l e — 
mentowych złożonych z numerów k u l możliwych do wyciągnięcia.W p r z y ­
padku a) przestrzeń X. składa się z 19-18-17 = 5814 ciągów, w któ­
r y c h numery n i e mogą się powtarzać. Mamy bowiem 19 możliwości na 
o b s a d z e n i e p i e r w s z e g o wyrazu ciągu, d l a każdej z n i c h już t y l k o 
18 możliwości na o b s a d z e n i e d r u g i e g o w y r a z u ciągu,a d l a każdej p a ­
r y p i e r w s z y c h dwu wyrazów ciągu Już t y l k o 17 możliwości na ob s a ­
d z e n i e t r z e c i e g o w y r a z u ciągu. Możemy napisać 

X = ( 1 , 2 , 3 ) , (1,2,4) (19,18,17) 

w p r z y p a d k u b) przestrzeń X składa się z 19-19-19 = 6859 ciągów, 
w których numery mogą się powtarzać, i możemy napisać 

X = • ( i , l , l ) , ( l , i , 2 ) , ... , ( 1 9 , 1 9 , 1 9 ) | 

N i e c h Aj o z n a c z a wyciągnięcie k u l i białej z a j-tym razem ( j = 

1,2,3). Zatem z d a r z e n i e Aj składa się z t y c h ciągów, których j-ty 
w y r a z j e s t numerem od 1 do 8. I n t e r e s u j e nas prawdopodobieństwo 
z d a r z e n i a 

A = A± n A2 n A3 

Na mocy (89) mamy 

PU) = Pi Aj- P UJ ' PA , UJ, 
1 X , 2 >*1 Cl Ar, J 

Zakładając, że w danej skończonej p r z e s t r z e n i p r o b a b i l i s t y c z n e j 
( X , 5 , P), g d z i e i " j e s t ciałem w s z y s t k i c h podzbiorów p r z e s t r z e ­
n i X , prawdopodobieństwa d l a w s z y s t k i c h zdarzeń jednoelementowych 
są równe, otrzymujemy 

8-18-17 8 w p r z y p a d k u a ) : P(A±) = 1 9 . 1 8 . 1 7 - 1 9 

w p r z y p a d k u b ) : P(A±) . - S ' " - " -L9-19-19 19 

Zakładając, że z d a r z e n i e A^ zaszło, t z n . za pierwszym razem wy­
ciągnięto kulę białą, otrzymujemy d a l e j 

w p r z y p a d k u a ) : P (AJ = 8 • 7-17 _7 
A. * "2' " 8-18-17 ~ 18 
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w p r z y p a d k u b ) : $&£4fe) » 5^41 " ll 
Zakładając, że zaszły z d a r z e n i a 4^ 1 AN, t z n . że z a 2 p i e r w s z y m i 
ciągnięciami wyciągnięto 2 białe k u l e , otrzymujemy 

w p r z y p a d k u a ) : ̂ „ ^ ^ " ś'-7-i? ' T f 

w p r z y p a d k u b ) : P ^ N A U J = f f f ^ f - j | 

O s t a t e c z n i e otrzymujemy 

w p r z y p a d k u a ) : -?U) = i f f j J l f = ^0,0578 

w p r z y p a d k u b ) : = f | i f i f • e t H * 0 ' 0 7 4 6 

Uwaga: Analizując sposób rozwiązania powyższego przykładu,za­
uważamy, że prawdopodobieństwa P(A^), PA (^2), ^ N A (A^) o t r z y ­
muje się również drogą następującego skróconego rozumowania: 

W p r z y p a d k u a ) : 
D l a z d a r z e n i a >L mamy 8 możliwości k o r z y s t n y c h na 19 możli­

wości ogółem, skąd 

1 19 

Zakładając, że z d a r z e n i e A^ zaszło, p o z o s t a j e nam 18 k u l , w tym 
7 białych, skąd 

V V • i i 

W r e s z c i e zakładając, że zaszły z d a r z e n i a A^ i A^i p o z o s t a j e 17 k u l , 
w tym 6 białych, skąd 

W p r z y p a d k u b) postępujemy a n a l o g i c z n i e . 
I I . W u r n i e j e s t n k u l (/7>l), w tym b białych i (rt-ćOczar-

nyc h . Ktoś wyjął z u r n y 1 kulę, a l e n i e wiemy jaką.Jakie j e s t t e ­
r a z prawdopodobieństwo wyciągnięcia k u l i białej? 

Rozwiązanie: 
Powołując się na analogię z przykładem poprzednim, oznaczamy 

p r z e z : 
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A z d a r z e n i e , polegające na tym, że zabrano kulę białą, 
S z d a r z e n i e , polegające na tym, że zabrano kulę czarną, 
C z d a r z e n i e , polegające na tym, że z pozostałych k u l wycią­

g n i e się kulę białą. 
Mamy k o l e j n o : 

A + B = X 

C = CC\X * Cn(A + B) = AnC + BnC 

Pic) = P(A)-P(C) + P(S) -PAC) 
A o 

Ponieważ n i e wiemy, w J a k i sposób została z a b r a n a 1 k u l a , przyjmu­
jemy, że z jednakowym prawdopodobieństwem mogła być z a b r a n a każda 
z k u l . 

Stąd 

a następnie 

PiA) = A p(£) n-b 

n 

P (c) = £ - 4 , PB (C) = A r 
A n -1 * 3 / ? - l 

Zatem 

P(C) - + 2 ^ . - 4 - - ^ « | n n-1 n n - i /7<,/)-iJ /? 

Widzimy, że i n f o r m a c j a o z a b r a n i u i k u l i , a l e n i e wiadomo której, 
n i e wpłynęła na zmianę prawdopodobieństwa wyciągnięcia k u l i b i a ­
łej. 

§ 144. Wzór na prawdopodobieństwo całkowite 

N i e c h A ^ , A k ( l u b A ^ A ^ . . . ) tworzą pełny układ zdarzeń, 
skończony l u b p r z e l i c z a l n y w p r z e s t r z e n i p r o b a b i l i s t y c z n e j (X,St P). 
Mamy zatem 

ĄĄ + • • • + A - X ( l u b A^ + Ag + ... = X) 

D l a dowolnego z d a r z e n i a AeS otrzymujemy 

A = AnX = An(A. + . . . + A. ) * A.nA + . . . + An A 
1 x 1 A 

( l u b A - AnX m Af)(/h + A^ + . . . ) ~ A±r\A + v»2 n /4 + ...) 
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a stąd w p r z y p a d k u skończonego pełnego układu zdarzeń A ^,....A. 

(90) PU) = PUJ • P. U) ^ . . . + PU >-fi U) 
1 Ai * \ 

W p r z y p a d k u p r z e l i c z a l n e g o pełnego układu zdarzeń A^, AZf* wzór 
(90) p r z y j m u j e postać 

(91) PU) =P(AJ-PA (A) +P(AJ-P. U) + ... 

Wzory (90) i ( 9 l ) noszą nazwę wzorów na prawdopodobieństwo całko­
w i t e . 

§ 145. Wzór Bayesa 

Obserwujemy z d a r z e n i e B , d l a którego P{£) £ 0, w danej p r z e ­
s t r z e n i p r o b a b i l i s t y c z n e j (X,S , P ). Przyczyną z d a r z e n i a ^ mogły 
być z d a r z e n i a A^T,,»,A stanowiące pełny układ zdarzeń. I n t e r e s u ­
ją nas prawdopodobieństwa, że przyczyną z d a r z e n i a B było z d a r z e ­
n i e Aj ( jm 1,...,/?), t z n . prawdopodobieństwa warunkowe 

P(Ajn B) P(Aj ) • PA. {B) 

PB{A;} = —?ir = —PJBT U = 1 n ) 

Wykorzystując wzór na prawdopodobieństwo całkowite (90) o t r z y m u ­
jemy 

PUj) • PA. (M) 
( 9 2 ) P

B
{A]) = PTTTFT (B) +...+ p{An) PIS) 

Wzór (92) n o s i nazwę wzoru Bayesa. We wzo r z e tym prawdopodobień­
stwa P(AJ) nazywamy prawdopodobieństwami a p r i o r i , a prawdopodo­
bieństwa P(A-) prawdopodobieństwami a p o s t e r i o r i . 

W p r z y p a d k u , gdy n i e mamy żadnych i n f o r m a c j i o prawdopodobień­
stwach a p r i o r i , p rzyjmujemy 

PUj = ... - PiAn) - I 

Regułę tę nazywamy regułą Bayesa. 
Wzór Bayesa ma l i c z n e z a s t o s o w a n i a , głównie w z a g a d n i e n i a c h 

d i a g n o s t y c z n y c h . 
// — Wykłady z probabilistyki 
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§ 146. Przykład 

W magazynie j e s t 2500 żarówek, w tym 2000 z f a b r y k i A±, a 500 
z f a b r y k i Żarówki są t a k wymieszane, że już n i e wiadomo, któ­
r e żarówki z której f a b r y k i pochodzą. F a b r y k a A^ w y p u s z c z a śred­
n i o 2 żarówki w a d l i w e na 1000, a f a b r y k a A2 5 żarówek w a d l i w y c h 
na 1000. Wzięto z magazynu żarówkę i okazało się, że j e s t zła. J a ­
k i e j e s t prawdopodobieństwo, że żarówka pochodziła z f a b r y k i A^, 

a j a k i e , że pochodziła z f a b r y k i A2"i 

Rozwiązanie: 
N i e c h B o z n a c z a z d a r z e n i e , że żarówka okazała się zła. Mamy 

V J ) -TBBIT- ° ' 0 0 2 V " " = « 5 o = 0 ' 0 0 5 

Stosując wzór Bayesa otrzymujemy 

) 0.8 ; 0.002 8_ 
BK "f ~ 0,8-0,002 + 0,2-0,005 13 

p(A ) °»2 ' 0,005 5 
5 i ~ 0 , 8 0 , 0 0 2 + 0,2-0,005 " 13 

W danym p r z y p a d k u można było znaleźć prawdopodobieństwo ^(>4_) ze 
wzoru 

PS(A2) = i - PM(AJ 

§ 147. Z d a r z e n i a niezależne 

N i e c h będzie dana przestrzeń p r o b a b i l i s t y c z n a (X,S , P) i dwa 
z d a r z e n i a A, B e S t a k i e , że P(A) ^ 0 i P(Ś) * 0. 

I n t u i c y j n i e wyczuwamy, że z d a r z e n i e /4 nazwalibyśmy niezależ­
nym od z d a r z e n i a B , gdyby 

P(A) = P(A) 
3 

A l a wtedy mielibyśmy 

P(A) m £ L * n * l 
p W 

c z y l i 
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