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1 2 1 2 oo 4 n -
® #* ” *
Ay Agye. €T --“-HA*, HA“...e‘Z' A(‘LJA,‘)C(HA*)C...%U UA,,)&‘Z' #Hltef

=1\ ksl

T* jest zatem G-cialem i dowéd jest zakoriczony.

§ 34, Kres gérny i kres dolny

Kres gérny {(supremum) i kres dolny (infimum) klasy zbioréw R
okredlamy nastepujgco:

15,

N 4

def
sup A=Y 4 ing 4 € ()

AeR

Kres gérny i kres dolny rodziny zbiordw {Af}ter okreslamy analo=-
gicznie

sup A, gU»‘!, inf A, @ﬂ,«tt
terT tel teT teTl

W szczegélnodci gdy rodzina zbioréw jest ciggiem {Ai,Az,...), pi-
szemy

def || def [
sup A = U A int A4 M 4
kp a+k =1 Rent k X n+k -1 fass k

a zatem m, in.

sup A, = A 1nt,4=n,4
i g* T -

Kres gérny i kres dolny klasy czy rodziny zbioréw zawsze istniejg.
Ponadto mamy zawsze

(2 inf A c sup A inf A, ¢ sup A;
AeA Ae teTl tel
poniewaz
(3) A N Aceec bl s
A%eR AeA AeRl

Wynika stgd réwniez, Ze

(4) int A = sup A <= A\ A"=A"}inf 4, = sup 4, <= N\ A.-A..
AeR AeA A A*eR tel tel &5 t*%r

Niech teraz 4 bedzie dowolnym niepustym podzbiorem przestrzeni '.Ro
i niech @, 4, a, x€R,. Niech

(-o0; a) ¥ {x: x<a}, <(-o;a)¥ [r: x<a}
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i niech {Ra]uu bedzie rodzing zbioréw R, = (=oo; a) dla aed, z tym,

%e symbol {(=oco; -00) oznacza zbiér pusty. Kres gérny i kres dolny
zbioru liczbowego A okreélamy nastepujgco:

a = sup A % (sup {(-0o0p a) = {=o0} E)) v (sup (=0; a) = {=00; E))
aeA aeAd

I

def
= inf A inf (-o0; a) = a) inf {- ) = (=003 a
n — (a:‘ 3 a (=00 _)v (agA co; a ¢ m,_))

WykaZzemy, %e kres gérny i kres dolny niepustego zbioru liczbowego
zawsze istniejq., PoniewaZ zbiory

zawsze istnieja, wystarczy wykazaé, ze istniejg takie 4, a2 ¢R_,%e

oraz
(*") C = <-Oo" g) v & = <-00;g>

Zacznijmy od wykazania (*), Dla &4, b,, 0,, 7€R mamy kolejno

0

1° \/'beB=> B = 0 = (=00; =co)=> & = BuUp A = =oo
]

2° Y'b;‘s:;/b\aea: B = {=o0j +00) =>
= d8=8upAd = +0c0
3° bes=> beU(—m;a)=>V‘be(—oo;ao)=>rA& V rec-e0; a)=>
a,E <

aeA a,eA

= A re U {-00; a)‘—“b/\reﬂ
r<b aeA r<b

o
4° 048 = /\ bf ¢-o0; a) =>a£\‘b;a =:>r/)\‘g u/e\Ar sa=>

= A /\rg.' {-o0; a) = A rés
r>b

r>b aeA

5° (\éb,eﬁ)/\(}éb,#s) A(3°) A (4°) =>\ﬁ/(£\ar58)r\(/\ rﬁ’B) =

r»ga

= (3 = {~09; E))v (B-—- (-o0; @)

Analogicznie wykazujemy (%), Dla ¢, ¢ reR mamy bowiem

1 %2
1° Vel =i = 0n (-0 -c5) =5/ g = inf Am oo

3 — Wyklady z probabilistyki
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20 V.ctﬁ‘:}{\cec:b C=(-o0;+)=>ag=inf A = +oo
[~

i ceC#ceﬂ {-o0; a) => /\ C € {(—oo; a)=>£}{>ﬂ“<*°°:“):‘>

==>/\r£ﬂ (—M,a)=>/\re£‘

r<c

4° c¢cC =~7'V cf (-o0; a) =:>V c>a, =>r/>\ca>/r>a=b

=>/\qu'(—oo;a°)=>/\ gfﬂ( m,a}r.:»f\dc

ryc agd rre r>c
o(}{c,&f)n(}{qf{;‘) A (3% A (40);\2/(‘“/\91'65) r(C)w

= (=(-=; a) v(C= (-o0; a))

Tym samym wykazalismy prawdziwoscé () 4 (#),
Z definicji zbioréw 8 i € wynika na mocy (2, ze

GG B
skad z kolei wynika, Ze
(53 /\ inf A < sup A
440°

Niech teraz f(x. bedzie funkcja rzeczywista o dziedzinie X.
Niech Z bedzie niepustym podzbiorem zbioru X okreslonym réwno-
scig Z = {x- oc(x ) ], gdzie a(x) jest dowolnym warunkiem, \Wprowadza-
my nastepujgce oznaczenia

f( : d=“ ( : = : = ( :
23]): X sup FiZ sup{y “\/zy fx}
5 def . Y »
, = = f H = /
int r(x int r(z) = int {y x\é ¢ = r(x}

W szczegdlnosci dla ciggow liczbowych ‘:01. 02,...} przyjmujemy za-—

pis
def
Sup a n+k=1 = sup {Rn' an+1'too}
aet
i?f an+k-1 = inf {ﬂ'ﬂ, aﬂ+1'...}

a zatem m,in, zapis
Sl.:p ak = Ssup {01. 02,001}

int @ = int {a,, 02,...}
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Jak wynika z powyzszych definicji, kres gdérny i kres dolny zbio=-

ru wartosci funkcji rzeczywistej, przyjmowanych na niepustym zbio-
rze, zawsze istnieja i

inf f{x. < sup flr.

o x) a(r)

e g k=1 & R k=t

inf @, € sup a
PERRL K &

N 35, Maksiwum i minimum

Niech A bedzie dowolnym podzbiorem przestrzeni R,, Niech a*,
&,Eﬂo . Wprowadzamy nastepujace okreslenia

def A
Fr i max A <> a*e A A (&ch a < a‘)

a

*

n

def . ;
min 4 < lg, e A. A (nﬁ a > a‘)

Maksimum c¢zy minimum zbioru liczbowego A nie zawsze istnieja.

Niech F{x’ bedzie funkc)a rzeczywista o dziedzinie X. Niecnh Z
bedzie niepustym podzbiorem zbioru X, okreslonym rdéwnoscig .7 =
= {x: «(x’}, gazie «(x’ jest dowolnym warunkiem.

E.?x:;: Flx., ¥ pax £(Z) = max {g: xng = f‘;'x_‘}
min £lx. & min £(Z) = min {y: ;E;‘y = fixf}

¥ 36, Twierdzenie

I~

A
A czyli zbior 4 nie jest pusty
r

e )
- S = - {

o
T sup A = min {r: JC} a < r}
inf A = max {F: C& a2 f}

a
D] Niech @eR,. Z definicji
= . L3 ;
= -00: @. = {=00: g/ —-00: g, = (=003 )=
a = sup A@(gg}) {=00; a {~oco; a}V(ﬁgg {=o0; (=0;3))

— (i\Aasﬁ) A r{\ﬁ r € sup {=o00; a;) —



36

ﬁ(/\ ag&')a(/\ Vre <—oo;a°))1i>

aeAd r<a aeA

s (a“ a ‘a)n(é\‘”}ﬁ/‘ ao>r)®
@E:min{r:/\ a<r}
aed

Dowéd dla kresu dolnego jest analogiczny.

§ 37, Twierdzenie

Zl Ac R,
A #0

a, a, re®R,

T| @ = sup 4 @b(q/e\‘ a‘E)A(r/(\Eq\ij a, > r)
a = inf A @b(qfe\‘ aag)a(i\gayd ao-cr)

Dowéd jest zawarty w dowodzie poprzedniego twierdzenia.

§ 38, Twierdzenie

Zf ACR, . A $0
i, aen,

T (&

sup A) A (GeAd) <> @ = max A

int A) A (ged) <> a = min A

Y
I

Dowéd wynika z definicji maksimum i minimum 2zbioru 1liczbowego i
Zz poprzedniego twierdzenia.

§ 39. Granica gérna i granica dolna ciggu

Granicg gérng (limes superior) ciggu zbioréw (A, ) nazywemy

- oo

def
Um sup A, = inf sup 4, . 4 = ,Qn JAL-Jn Ak

Granicg dolng (1imes inferior) ciggu zbioréw (4,) nazywamy

1im int A & int A Cla )
nul-oluls i B}’lp E ﬂ+k-1=n-1 ken K
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Analogicznie okreslamy granice gérng i granice dolng ciggu licz-
bowego (an)

def
lﬁm—f:p a, << int sup 4, .4 4 = 1:;: sup {an, an+1,...} =
= inf {Bup {a’i,az,...}, sup {aanasgooo}'.oc}
def
liq*sgf a, £ sup 121 8, k-1 = SUP inf {ah,ah+1,...} -

= sup {1nf {ai'aé""}' int {02,03.-..},...}

Z powyzszych definicji wynika, %Ze granica gérna i granica dolna za-
réwno dla ciggu zbioréw, jak i dla ciggu liczbowego zawsze istnieja.

§ 40, Twierdzenie

I. Granica gérna ciggu zbioréw (An) Jjest zbiorem tych wszyst-
kich elementéw, ktére nalezg do nieskoriczenie wielu zbioréw z te-
go ciggu.

II. Granica dolna ciggu zbioréw (4,) jest zbiorem tych wszyst-
kich elementéw, ktére nalezg do prawie wszystkich zbioréw 2z tego
ciggu, tzn. nie nalezg co najwyzej do skoriczonej liczby tych zbio-
réw, :

Dowéd czesdci I: Niech r bedzie dowolnym elementem spelniajg-
cym warunek

(%) ¥ € lim sup 4,

n —= oo

Gdyby x nalezal do skoriczonej tylko liczby zbioréw z ciagu (Aﬂ),
to istniataby taka liczba naturalna N, zZe

N\ xda,
naN
skad
U
- b
a nastepnie
A 1lim
1 104 - m e 4

co byloby sprzeczne. Zatem z warunku () wynika, Ze x nalezy do
nieskoriczenie wielu zbioréw z ciggu (4,).



38
Odwrotnie, jezeli jakis element x nalezy do nieskonczenie wie-
lu zbioréw z ciagu (4, ), to

A xeU A,
n k=n

czyli
o0 (= -]
xel UA,,-lirn sup A,
nel k=n i —== oo

Dowéd czesci II twierdzenia przebiega analogicznie.

§ 41, Twierdzenie

Jeé1i (A,) jest ciagiem zbioréw, to

lim inf A C lim sup{AQ

n —eo00 N ——e= 00

Twierdzenie to jest bezposrednim wnioskiem z twierdzenia poprzed-

niego,

§ 42, Twierdzenie

Jesli (a,) jest ciagiem liczbowym i r, g, d€R, to

1. lim sup @, = g <> (r/}q nieréwnosé a, > r Jjest spelniona dla

n —e= 0o

nieskoriczenie wielu n) A (r{\g nieréwnos$é a, < r jest spetniona dla
prawie wszystkich n)

IT. 1im inf a, =d¢:r(r/:\dnier6wnoéé a,> r jest spelniona dla

prawie wszystkich n) A (r{}: nieréwnosé g, < r jest spelniona dla nie-

skoriczenie wielu n)

Dowdd czesei I:

1im suy a, = g<=> g = inf {sup {al,az,...},sup{aa,as,...},... =>

n —e oo
PR (/;\ sup{a,, aﬂ”,...}ag)a(r/,}*}efnsup{amaﬁu....}<r e
<:§=3?‘..-' (’“/\g /.n\ sup{an.an+1,-..}>r) A (I/}gﬁ}g/j‘[fg\ﬂaﬂl"k-i < r) —

) /(\, nierownosé a,> r jest spetniona dla nieskoriczenie wielu n)n
A (” nierdéwnosé a,<r jest spelniona dla prawie wszystkich n)
T'owod czesci IT twierdzenia przebiega analogicznie.
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§ 43, Twierdzenie

Jesli (a,) jest ciggiem liczbowym, to

lim inf @, < lim sup g,

n —e oo n — o0

D| Twierdzenie to jest bezposrednim wnioskiem 2z twierdzenia po-
pPrzedniego,

§ 44. Granica ciggu

Granice (1imes) ciagu zbiordéw (An) okreslamy nastepujaco

def
lim A, = A <> lim inf 4, = lim sup 4, = 4

s n—= 0o n —= oo

Granice ciggu liczbowego (a”} okreslamy analogicznie

def
lim a, = a <> lim inf a, = 1lim sup a, = a

n-—=oco n—= oo N —*=o0a
Zamiast
g._i;liﬁn = A }1?0 a, = Q

Piszemy réwniez
A, —=4 a,-—=a

W szczegélnosci, gdy ciag (4,) czy (a,) jest niemalejacy, piszemy
Ay T A a # a

a gdy jest nierosngcy, piszemy

An A 'z e

§ 45, Twierdzenie

z| (a,) jest ciagiem liczbowym

T| I.-c0<lim an=a<+oo¢irt/% V. A la,-a| <e
>

n--oe NeR net
n>N
lim = =00 & N N ac<r
I1. n-=co a, reR J}!ﬂ neft "
n>N
111, 1}-1-52 iy SRS r/!\‘l A\I\!ﬁ ne o)

n>N
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Dowéd czesdci I:
Niech a, r, e€R, n, NN
~00<lim a, = gd<+oo <5 =oco < lim inf ¢, = 1lim sup ¢, = a <
n-=oo nl —= oo n —= oo
+00 &> (L\a nieréwnosé a,>r jest speiniona dla prawie wszystkich

n)A (A\a nieréwnoéé a, < r jest spelniona dla prawie wszystkich n)dz:r
@(;{\n nieréwnodcl a-¢ <a,i a +¢>a, sg spelnione dla prawie wszy-
stkich n)ﬁ (& nieréwnosé |a, - a|<e jest speiniona dla prawie
wszystkich n )<= ‘{\n y ﬂ/;\” la, ~a]<e.

Dowéd czedel II:

lim a, = =co <>1im inf ¢, = lim sup g, = =0 @(Ir\ nierdéwnosé

n-=oo n —= oo n -=-oo0

a,<r Jest speiniona dla prawie kazdego n)@ /r\\h( f\ a <

a>N

Dowéd czesci III przebiega analogicznie,

§ 46. Twierdzenie

I. Kazdy monotoniczny cigg zbioréw jest zbiezny.
I1, Kazdy monotoniczny cigg liczbowy jest zbiezZny.

Dowéd czesci I:

Ay €Az C a7y = L:L"*" U4, = 1m sup 4, =

A1C142C so e :’ n A*’ An:lim inf Aﬂ = UAH

k=n n —eoo n=1
Wynika stgd, Ze

A1CA2C see = lil!l Aﬂ= UAB

n—-oo n=1
Analogicznie dowodzimy, zZe

Ay DAy e = lm 4, = ﬂ A,

Dowéd czesdci II pokrywa sie¢ z dowodem przeprowadzanym w anali-
zie matematycznej, poniewaz twierdzenie § 45 wykazalo, Ze wprowa-
dzona tutaj definicja granicy ciggu liczbowego jest réwnowazna de-
finicji wykorzystywanej w analizie matematycznej. Nalezy jednak
zauwazyé, ze tutaj rozpatrujemy zbieznosé ciggdéw liczbowych w prze-
strzeni ﬂo i dlatego ciggi, dla ktérych jest
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lim @, = =0 albo ﬂlim a, = + 00
Nn=»=oco =00

uwazamy réwniez za zbieZne.

§ 47, Przestrzen metryczna

Zbiér X nazywamy przestrzenig metryczng, jezeli zbidér ¥ x X
Jest dziedzing funkcji rzeczywistej Pfx,y) zwanej metrykg, ktdérej
wartosci nazywamy odlegtodciami punktéw x i y i ktéra spelnia na-
stepujgce warunki:

(1) olx,p) >0
(ii) P(x’y)
(111) olx,9) = oly,x) (symetria)

O=x=y

(1v)  olx, 9 < plx,2) + p(z,y) (warunek tréjkata)
Dla odlegktogci jest réwniez uzywany symbol

|x -4l def P(‘riy)

Nalezy zauwazyé, %e jeden i ten sam zbiér X moze byé¢ metryzo-
wany na wiele sposobdw,.

§ 48, Srednica zbioru

Jesli A jest dowolnym podzbiorem przestrzeni metrycznej X,to
Srednice zbioru A okreslamy nastepujaco:

) dy A # 0
a(4) 4t xzuepA o(x, o), gdy #
0, gdy A =0

Ponadto wprowadzamy okreslenie:

def
A jest zbiorem ogganiczogxg_qép d (A4 )¢ee

§ 49. Odlegtosé punktu od zbioru. Odstep dwu zbioréw

Niech ¥ bedzie dowdlnym elementem przestrzeni metrycznej X,
a A dowolnym niepustym podzbiorem tej przestrzeni, Odleglos$é punk-
tu x od zbioru A4 okreslamy nastepujaco:
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olx, A B ;.::f olx, ¢)

Gdy A 1 B sa dwoma niepustymi podzbiorami przestrzeni metrycznej 4,
ich odstep okreslamy nasigpujaco:
. def
o(4,8) = }né o(x, y)

€
yE

§ 50, Granica ciggu punktéw w przestrzeni meirycznej

Granice ciggu punktdéw (xn) w_przestrzeni metrycznej A okresla-

my nastepujgco:

def -
lim x, = x < (xeX}A(nl_.i_glxﬁ - x| =0)

n=wco 7

A oto wlasnodci granicy ciggu punkidéw przestrzeni wetrycznej:
(g1) Kazdy cigg ma co najwyzej jedna granice.

D| Zatézmy, ze ciag (x,) ma dwie rézne granice x, x*eX.
Niech

plx,x*) = d>0
Niech &£ bedzie dowolna liczba rzeczywista spelniajgca waru-
nek

d
0<8<E

Z definicji granicy wynika, zZe

(I/\l/ﬂaﬁ'x” 7 II <8)A (y¥ﬂ € l.l"” —!*l <£)
nN >N

33

Niech g bedzie dowolng liczbg naturalng speiniajaca warunek
(g >N)A(g >N
Wtedy
qu-—xl < e) A (|xq - 1*' < e)
skad

|x -—qu + qu -:*l < 2¢ <d-|.r-x"|
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co przeczy warunkowi tréjkgta (iv) dla odlegtosci punktdw »x
i x". Wobec tego ciag (xn} nie moze mieé¢ dwu réznych granic.

(g2) V A v =x =x = 1lin x

Nent net 7 p—=oco 7
n>N
D /\x=x=> /\ X =y =0=1lin |y =x| = 0=
D J'\E/ﬂ nel n J\f\e/!ﬂ. nedt I i I ntul - I
n>N n>N
=1lim x = x

n-—=oo

(ga} Jesli x jest granica ciggu punktow fxﬂ‘,to jest réwniez gra-
nica kazdego podciggu (4%,, czyli
¥ = lim x, = A f= lim x

n-=co MyyMyyeen e n-—=oa "
M‘ < m=<...

D = - =:0=>/\ /\ -
R L e e

My

..xlce =>5%a¥;!;{>\m'lxmn_xl<£:

=1im |x, -x|=0 = x = lim x
n

n-=od M

§ 51, Domkniecie zbioru

Domkniecie A zbioru A w przestrzeni metrycznej X okreslamy na-
Stgpujaco:

() zss;{,; \lE . xs 1im x,,}

Kyy Ky oeo€d n-eo0

A oto wtasnosci domkniecia A zbioru A:

(a1) A c A
Dl yed=> x = 1lim x, dla ux, =1ed =
1—=00
=> V x= 1u x, = xeA
Hyy Xgyoon €A n—=co

(2) AcB8 = AchH

D| Wtaspo$é (a2) wynika bezposrednio 2z definicji domkniecia
zbioru,

(a3} £ =4
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D (xef = V _x= lmyx =

Xy Hyyeri €A n=-=co
= V x=1m x, A /\ V x, = lim x, =
Xiy Xgysa s €X n-—=co neT x,q,5.0,... €A m-=co
= V r=1lim x A/\,IVIX,,-X,,l‘l#
X3 Mop =it nwoco M " pefl g €Nt Sp n

- V x = 1lim

1
v ANV |x-x I<|x—x |+|x -x klx—x|+—=>
KyyKyy-o o €X nee N neN 5N %y 2 A SRy ay N
= V 1lim x-xm_l =0 :xei):»ACA_
11‘1,123!,..&'4 oo n

i na mocy wktasnosci (d1)

A =4
(a4) Domkniecie zbioru pustego jest zbiorem pustym.
D|0= {x: V X = 1lim xn} =0

Xy Xg,..-€0 n->oco
(as) ¥ = x
D X -{x: V x = 1lim x,,}
Xyy Xgyoeo @ n-+co

a poniewaz z definicji granicy ciggu punktéw wynika, Ze

x4 = 1lim x, = ref

Mn-=oco
wiee
X
i na mocy wtasmodei (d1)
X = x
(dﬂ) kl:Ji A* = *L;J1A‘
=
o xe Ug = Wit ST e Pas
A=1 .r,,xt,...eg Ay m-=eco

= {V }A;,,eA, dla nieskoriczenie wielum A r = SLim x, =
kedtyeryn

- n
= V V X = lim x, = V xed, = xe U A,
aco  p .
it{ 1,...,;:] Xn‘! xmtr se 'eﬁk r it{‘l,---.ﬂ} k=1



skgd
(%) UA,,C UA-*

Z drugiej strony

(a7) 4 = {a&,...,qJ = A=A

D| A, ={a} = A\ Xy B Xo B oois =d, =D
L { k} TN 1 2 e.2 '3

413 X33 :-0. €A, M0

i na mocy wtasnosei (1)

(%) i = A,
Poniewaz
n
A= LJAk
k=1

wiec na mocy wtasnodci (d6) i (xx)

a n

= i s
5 P 191 i A
(dB) Xé,ig;:p P(XS’O )
D xed < V ¥ = limx, <>
Riykgy siva A San
Cepon) = s
S B mede T

- 9(!,14) =0
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Skorzystalidémy tu m, in. z faktu,%e na mocy twierdzenia § 37

;Ei olr,y) =0 = A\ qu(xn,x)c% = V 1m olx ,x) =0

neft x.¢€ Ky Xyy.in €A nveo L

§ 52, Wnetrze zbioru

Wnetrze A° zbioru A w przestrzeni metrycznej X okreslamy na-
stegpujgco:

(8) A° = (&)
A oto wtasnosci wnetrza A° zbioru A:

(w1) A% c A
D] Z definicji A° wynika, ze

(425 tawa®
skad na mocy wtasnosci (di) domkniecia zbioru
ASc(A%)®
a stad
A% c A
(w2) AcB = A°c B8°
D ACB => B°C A°=> B°Cc A°=> (A%f c (B%)° = A°c B°

(]

\

(“‘3;’ (Ao)o = A

D} A% (4°)° = (4°)° = 4° =
— ¢ e 3
= A° iy (A7) = (UE)° ) AR = A°
(wa) Wnetrze zbioru pustego jest zbiorem pustym

) 0%Ne (0% « (I3F =« X0

(ws) X° = x

mxo=(;\"_é;c-(0:‘ =4 &= X

n o
(w6 (!IA*) o LN
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(w7) A = {al,...,a}:v A% =0

D {ayeeesa)}® - ({Tf—a'}”)c =(,r i {ai,...,an}) =

(w8) A° c 7
D| Wynika z wlasnosci (wi) wnetrza zbioru i wtasnodci (a2)
domknigcia zbioru

(wo) Ao C (Z)o

D] Wynika z wtasnosci (di) domknigcia zbioru i wlasnosci (w2)
wnetrza zbioru.

(w10) A° c Ac 4
D| Wynika z wtasno$ci (d1) domkniecia zbioru i wtasnosci (wi)

wnetrza zbioru.

§ 53, Zbiér domknigty

Niech A4 bedzie dowolnym zbiorem W przestrzeni metrycznej A,

def
A jest zbiorem domknietym <> 4 = 4

Z wtasnoéci (a3, domknigcia zbioru wynika, 2ze domkniecie zbioru
jest zawsze zbiorem domknietym, Z wltasnosci (a4) i (d5) domknie-
cia zbioru wynika, ze zbidr pusty i cala przestrzen X sg zbiorami
domknietymi, Z wtasnosci (a7’ domkniecia zbioréw wynika, Ze kazdy
zbiér skoriczony, tzn, zbidr zlozony ze skoriczonej liczby elemen=-
t6w, jest zbiorem domknietym.

§ 54, Zbiér otwarty

Niech 4 bedzie dowolnym zbiorem w przestrzeni metrycznej A,

def
A jest zbiorem otwartym qéb A= A°
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Z wtasnoéci (w3) wnetrza zbioru wynika, Ze wnetrze zbioru jest za-
wsze zbiorem otwartym, Z wtasnoéci (wa) i1 (w5) wnetrza zbioru wy-

nika, Ze zbidér pusty i cata przestrzeln X sg zbiorami otwartymi,

Zatem zbidér pusty i cala przestrzen X sg zaréwno zbiorami domknie-
tymi, jak zbiorami otwartymi,

§ 55, Twierdzenie

Dopeinienie zbioru otwartego jest zbiorem domknig¢tym,

DA = A A= A b A AT

§ 56, Twierdzenie

Dopelnienie zbioru domknietego jest zbiorem otwartym,

DA =4 = A= (1) =
: (Ac)o = [(j)c]o = (I)c = (;“)c = Ac

§ 57. Twierdzenie

Iloczyn dowolnej mnogosci ¥ zbioréw domknietych jest zbiorem
domknietym,

D u’,,gf)'ﬂ(gf-ﬂ => (}:}ACF)A(A\?F=F)=>
=>(;{\,,;CF)A(“/\,.F=F') = NAcF= ICFQ’F=> Ac A

skad na mocy wtasnodéci (di) domkniecia zbioru

§ 58, Twierdzenie

Suma skoriczonej liczby zbioréw domknietych jest zbiorem do-
mknietym.

D| Na mocy wlasnosci (as) domknigcia zbioru

A* ‘/4_:* dla k = 1,403 = Ak = At = UA*
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