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§ 92, T w i e r d z e n i e 

Każdy zbiór o t w a r t y G w p r z e s t r z e n i R" j e s t sumą co najwy­
żej p r z e l i c z a l n e j ilości przedziałów wymiernych o t w a r t y c h a l b o 
j e s t p u s t y . 

DJ W y s t a r c z y przeprowadzić dowód, gdy zbiór o t w a r t y G n i e j e s t 
p u s t y . N i e c h (Q^,Q2,...) będzie ciągiem w s z y s t k i c h przedziałów wy­
m i e r n y c h o t w a r t y c h w p r z e s t r z e n i . N i e c h & k o z n a c z a średnicę 
przedziału Qk d l a k • 1,2,... Zauważmy, że 

A V ( A xeQn ^ A lim X =0 

Ponieważ zbiór 6 C j e s t domknięty, c z y l i G° = £ c , więc na mocy wł< 
sności (d8) domknięcia z b i o r u mamy 

£ , W * * * K*>* c)=«V>o) 

skąd d l a A. < d„ mamy O c G. Zatem 
"m * "m 

A V /6 A ff„,v. C c? 

skąd z k o l e i w y n i k a , że 

0 - U * C U Q a M c 6 

c z y l i 

Ponieważ w s z y s t k i c h przedziałów fig^) j e s t na mocy t w i e r d z e n i a 
§ 88 co najwyżej p r z e l i c z a l n i e w i e l e , więc i s t n i e j e t a k i ciąg 
( Q r , Q, , . . . ) , że 

1 2 

§ 93. T w i e r d z e n i e 

Ciało zbiorów b o r e l o w s k i c h & w p r z e s t r z e n i K" j e s t n a j m n i e j ­
szym S-ciałem rozpiętym na k l a s i e w s z y s t k i c h przedziałów p o s t a c i 
<- ooj x\ g d z i e x = C * W « • € x\"0. 
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Dj N i e c h a » ( c v , . . . , a„), 6 = ( 6 1 , . . . » 6 „ ) e i n i e c h a < 6 . 
Wprowadzimy następujące przedziały d l a r = 0 , 1 , . . . , / ? : 

= < ( f l l f . . . , a r , - ~ , . . . , - o o ) ; 6,., jł^j A-,,)) 

W szczególności mamy 

B°U1 Xn) m <-co. X), 
( 1 2 ) „ 

*l b(*t an)=<a;b) 

D l a r = 1 , . . . , n j e s t 

( 1 3 ) 5/" . (a x_ ) = 
' 6 1 6 r

X M i » •••»"/•' V + i 

" fi6^...,6A_1
(fl'i'**"<7r-i' b r * x r * l " 

a stąd na mocy własności ( s 7 ) n a j m n i e j s z e g o ©"-ciała i 8 Q rozpiętego 
na przedziałach <—°°; • * ) : 

• => A „ BS b (a,,...,an)= <a:b)e (63) 

Stąd na mocy t w i e r d z e n i a § 92 i własności (<?3) er-ciała każdy 
zbiór o t w a r t y G należy do 3BQ. Ponieważ z d e f i n i c j i (B j e s t n a j ­
m n i e j s z y m <5"-ciałem zawierającym w s z y s t k i e z b i o r y otwarte,więc ma­
my JB C<3q. A l e z d r u g i e j s t r o n y przedziały < - o o ; *) = ( -oo;Ar) S ą 
z b i o r a m i o t w a r t y m i i stanowią podklasę k l a s y w s z y s t k i c h zbiorów 
o t w a r t y c h . Wobec te g o n a j m n i e j s z e ©--ciało rozpięte na w s z y s t k i c h 
przedziałach p o s t a c i ( - o o ; *) musi zawierać się w n a j m n i e j s z y m 
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©•-ciele rozpiętym na w s z y s t k i c h z b i o r a c h o t w a r t y c h , c z y l i 3tQ c J3, 
O s t a t e c z n i e mamy 3łQ = <£> . 

§ 94. Z b i o r y b o r e l o w s k i e w p r z e s t r z e n i JK" 

Wykażemy, że w s z y s t k i e przedziały w p r z e s t r z e n i R" są z b i o r a ­
mi b o r e l o w s k i m i . Otóż z dowodu t w i e r d z e n i a § 93 w y n i k a , że w s z y s t ­
k i e przedziały p o s t a c i (cr;o) i (.a;b), g d z i e a = (a*, . . . , a n \ b = 

• ( ó j , . . ) € W£ są z b i o r a m i b o r e l o w s k i m i . W szczególności są z a ­
tem z b i o r a m i b o r e l o w s k i m i przedziały ( - o o ; 6 ) , (cr ; o o ) , <a; oo) o r a z 
( - c o ; o o ) . Ze wzorów 

(a;b> = fi (a; cJ 

<a;b> = fl <aj ck) 

g d z i e = ( c A 1 o r a z ckJ > gdy bj<°°, a c^- = oo ( 

gdy b- = 0 0 , d l a 7 = i , . . . , / ? ; k = 1,2,... a ponadto ck\b, w y n i -
k a , że również przedziały ( f l ; A > i <<7;b> są z b i o r a m i b o r e l o w s k i m i . 
W szczególności są zatem z b i o r a m i b o r e l o w s k i m i przedziały (-oo,6>. 
W t e n sposób wykazaliśmy, że i s t o t n i e , w s z y s t k i e przedziały w p r z e ­
s t r z e n i W są z b i o r a m i b o r e l o w s k i m i . 

F i g u r y e l e m e n t a r n e j a k o skończone sumy przedziałów są z b i o r a ­
mi b o r e l o w s k i m i . A n a l o g i c z n i e , f i g u r y e l e m e n t a r n e l e w o s t r o n n i e do­
mknięte są również z b i o r a m i b o r e l o w s k i m i . 

Hiperpłaszczyzny w p r z e s t r z e n i K n są z b i o r a m i b o r e l o w s k i m i , po­
nieważ g r a n i c a ciągu punktów leżących na u s t a l o n e j hiperpłaszczyź-
n i e też leży na t e j hiperpłaszczyźnie, z czego wynika,że hiperpła-
s z c z y z n a j e s t z b i o r e m domkniętym, a więc b o r e l o w s k i m . 

A n a l o g i c z n i e wykazujemy, że płaszczyzny i p r o s t e w p r z e s t r z e ­
n i K" są z b i o r a m i b o r e l o w s k i m i . 

Ściany przedziałów - j a k o z b i o r y domknięte - są z b i o r a m i b o r e ­
l o w s k i m i . Ogólnie, każdy zbiór leżący na hiperpłaszczyźnie p r z e ­
s t r z e n i W" i domknięty w t e j hiperpłaszczyźnie j e s t również do­
mknięty w p r z e s t r z e n i R" i j e s t tym samym z b i o r e m borelowskim.To 
samo d o t y c z y zbiorów domkniętych na płaszczyźnie c z y na p r o s t e j 
w p r z e s t r z e n i R". 

A zatem na mocy § 65 z b i o r a m i b o r e l o w s k i m i w p r z e s t r z e n i R" 
m. i n . są: 
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- z b i o r y o t w a r t e , 
- z b i o r y domknięte, 
- zbiór p u s t y , 
- cała przestrzeń *R", 
- wnętrze dowolnego z b i o r u , 
- domknięcie dowolnego z b i o r u , 
- z b i o r y skończone, 
- z b i o r y p r z e l i c z a l n e , 
- z b i o r y % , F9, GSz, F&s, G^s*''' • 
- przedziały w s z y s t k i c b p o s t a c i , 
- ściany przedziałów, 
- f i g u r y e l e m e n t a r n e i f i g u r y e l e m e n t a r n e l e w o s t r o n n i e 

m k n i e t e , 
- hiperpłaszczyzny, płaszczyzny, p r o s t e , 
- z b i o r y domknięte na hiperpłaszczyznach, płaszczyznach 

p r o s t y c h . 
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§ 95. Addytywna f u n k c j a z b i o r u 

Addytywna funkcją z b i o r u w pewnej u s t a l o n e j p r z e s t r z e n i JK n a ­
zywamy każdą funkcję A spełniającą następujące w a r u n k i : 

( M l ) A j e s t funkcją rzeczywistą z b i o r u o d z i e d z i n i e K będącej c i a ­
łem podzbiorów p r z e s t r z e n i X . 

(<*2) V | A U ) I < ~ 
AtK 

(oC3) A \(A +B ) = A 0 0 + A(5)*° 
A,BtK 

A o t o własności addytywnej f u n k c j i z b i o r u : 

( a l ) A(o) = 0 

Dl V I A O O I <«W=*YA 0 0 = A (A + O) = A (A) + A ( O ) - * A ( O ) = O) 
—1 AtK N / 

(a2) A a G L + ... +>i„) = AU.,) + . . . + A G U ) 

pj Wynika z (»3) p r z e z indukcję. 

(a3) V' A(A) =:C O A A(S) = - OO 
A,BtK 

p j Gdyby ^ y£/f A(-4) = oo/\ A* (fi) = -oo, t o równość h\{ A + B ) 
= A (A ) + Ą \B ) n i e miałaby s e n s u . 

(a4) A J e s t skończoną addytywna funkcją z b i o r u <=* | A ( X ) I < O O 

pj A j e s t skończoną addytywna funkcją z b i o r u <=» 
<=* A I A ( A ) I < O O = * I A ( X ) I<oo 

AtK 
Z d r u g i e j s t r o n y 

A X = A + / 4 c = * / l ( X ) = /l ( A ) + A* ( A O 
Ae*r 

a zatem 

A (/O = oo A |A(X)|<OO=>A (A C ) = - OO 

co j e s t s p r z e c z n e z ( a 3 ) , 

"Przypominamy, że symbol A +5 zawiera w sobie założenie, że An B = O. 
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A ( / 0 = _ o o A U ( X ) l < o o ^ A U C ) = oo 

co j e s t s p r z e c z n e z (a3,, skąd 

U ( X)|<oo =z> A U ( > 4 ) | < ~ 
AtK 

z b i o r u . 
A j e s t skończoną funkcją 

(a5) A j e s t nieraalejąca <=> A A (/A) 0 

A A U ) > o=> A (A C3 =>£ = A + (5-4) =>A(S) = 

= A U ) + A (3-/0 3s A (-4)) => A j e s t niemalejąca 

(a6) A Ą(B-A) m A ( 3 - / M 3 ) - A ( B ) - A(/4nB) 
/ł,̂6/f 

pj 5 = /4n3 + (3-4),=* A(5) = A(A(\B) + A ( 0 - / 0 

Gdy l / l ( S ) I < « , wtedy na mocy (a3) U (/4nS)l<0° , | A(B-A)\<<*= 

i otrzymujemy ( a 6 ) . 

(a7) A A(AnB) = A(B) - A ( 5 - / 0 = A ( 3 ) - A ( 3 - / 1 n S ) 
|AW|<— 

p j A n a l o g i c z n y do dowodu ( a 6 ) . 

§ 96. F u n k c j a addytywna przedziału l e w o s t r o n n i e domkniętego 

Funkcją addytywną przedziału l e w o s t r o n n i e domkniętego w p r z e ­
s t r z e n i *)? będziemy nazywać każdą funkcję § spełniającą nastę-
pujące w a r u n k i : 

( \ l ) § j e s t funkcją rzeczywistą z b i o r u o d z i e d z i n i e i?/ będącej 
klasą w s z y s t k i c h przedziałów l e w o s t r o n n i e domkniętych w 

(A2) V |*(/l)|<~ 
At St 

(A3) A A = 3 + C => / ( / i ) = ć(3) + /(<?) 

A o t o własności f u n k c j i addytywnej przedziału l e w o s t r o n n i e domknię­
t e g o : 

( l i ) §( 0 ) = o 
D| V |$(>l)|<oo =»(j?(/q + 0) = i * U ) + i f ( 0 ) = !?(/0 =» ć(0) = 0 
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} A _ Am 2 A k = * i U ) - % §uky 

Dl Wzór powyższy n i e w y n i k a bezpośrednio z U3),ponieważ z ża­rn 
łożenia, że A • ^ ,4̂ , n i e w y n i k a np. d l a OT > 2, że /łj + A^ 

fc-1 

j e s t przedziałem l e w o s t r o n n i e domkniętym. N a t o m i a s t w p r z y ­
padku, gdy p r z e d s t a w i e n i e 

(*) A - J£Ak 

j e s t podziałem normalnym przedziału A, można tę sumę uporząd­
kować do p o s t a c i (***) z § 83, g d z i e 

/,€ {1,...,*y}dlQ 7-1,...,n 

Wtedy każda z sum 

1 *n 

2 » ."•» E Ah,...,ln 

j e s t przedziałem l e w o s t r o n n i e domkniętym, następnie każda 
z sum 

1 kn kn 

E E / , / 1 , . . . , z r t » - » E E ^ , . . . ^ 

j e s t przedziałem l e w o s t r o n n i e domkniętym i t d . , aż w r e s z c i e 
każda z sum 

1 ki kn A-i kz kn 

E E ••• E * * 1 , . . . . V " » E E ••• E ^ 1 f . . . , i / i 
?r1 Ł,-1 Z r1 

j e s t przedziałem l e w o s t r o n n i e domkniętym. Stosując r e k u r e n -
c y j n i e wzór (A.3) otrzymujemy 

i (A) = £ . . . E 7 ) 
'1-1 Z»"1 

c z y l i - po innym uporządkowaniu t e j sumy -
(**) i (A) = £ §{Ak) 

k-1 



80 

P o z o s t a j e dowieść tę równość w p r z y p a d k u ogólnym, gdy p r z e d ­
s t a w i e n i e (*) może n i e być podziałem normalnym. Wtedy wyko­
r z y s t u j e m y t w i e r d z e n i e § 84, g d z i e na mocy p r z y p a d k u już udo­
wodnionego mamy ze wzorów ( i ) i ( i i ) 

m/c 

M 

m mk 
HA) = T E 

k-1 1-1 

skąd w y n i k a wzór ( * * ) . 
Zauważmy, że własność ( l 2 ) p o z o s t a j e prawdziwa, gdy n i e ­

które z przedziałów A^,...,AM będą z b i o r a m i p u s t y m i . Wynika 
t o z własności ( l i ) . 

(13) Jeżeli 
(***) A $ (A) > o 

t o A (/1=>0 P* #04) > f(B)) 

pj W p r z y p a d k u A =>3 I s t n i e j e podział normalny przedziału A 
t a k i , że przedział B j e s t jedną z części nor m a l n y c h p r z e -

m m 
działu A, t z n . A - £ A*, Akt£it V \ = s . skąd #(4*) 

*"1 Ar=1 
i na mocy (***) i (A) > §(Ako) • 0 ( 5 ) . 

97. T w i e r d z e n i e 

P r z y r o s t f u n k c j i J e s t funkcją addytywna przedziału l e w o s t r o n ­
n i e domkniętego. 

pj N i e c h będzie dana f u n k c j a r z e c z y w i s t a 

f ( x . ) . f ( x 1 , ...,x„) 

określona d l a każdego A = ( x A , . . )e 5?^ , g d z i e x 1 , . . . , x n e WQ, 
1 f u n k c j a r z e c z y w i s t a przedziału l e w o s t r o n n i e domkniętego określo­
na wzorem 
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g d z i e y « (</ l f ...,//„) y±f-t yne^Q. Z d e f i n i c j i wynika,że 
f u n k c j a § spełnia warunek ( * l ) d l a f u n k c j i addytywnej przedziału 
l e w o s t r o n n i e domkniętego. D l a x = y przedział <X;y) J e s t z b i o ­
rem pustym i na mocy (*) §(o) • 0. Tym samym f u n k c j a § spełnia 
warunek ( A 2 ) . 

N i e c h t e r a z będą dane dowolne t a k i e przedziały l e w o s t r o n n i e 
domknięte 

A - < a j » ) j B=<b}fi\ C=<c;f) 

g d z i e 

= ( f l l f . . . t a „ ) , » • («j » „ ) , . . . , ̂  - ( / j , . . . , ^ ) e , 

• • • » FL/7» • • • » • • • » //7 ^ ^0> 

że 

/I = i7 + C 

Wobec tego i s t n i e j e t a k a l i c z b a .Je { i , . . . , n ,}• że 

(**) ajm bj = CJ < dj = /3y = fj d l a y * i , ye { l , . . . , 

o r a z 

(***) as ' bb < fil • C5 * «5 = A 

a l b o 

Ze względu na symetrię w y s t a r c z y rozpatrzyć t y l k o przypadek (**'*). 
Mamy wtedy 

F(b) = Fia) = F ( a l t , , . , a n ) 

F ( c ) = F(a±, . . . , a s _ v cs , a s + 1 , . . . ,an) 

F ( a v . . . t a n ) 

• F ( a ^ . . . , a n ) 

Wynika stąd, że 

F{a) = F ^ a ^ 
(<*i)i 

F{a) 
i * 

Fib) = f ( a , 

F(c) = F ( a v 

- F(av 

6 - Wykłc iy z probabilistyki 

">a5-l' °^5»a
i + l fl/ł^ -

• • • , < 75_1 • CS » 5̂ + 1» • • * » ' 

• • • » a5_i» °*5» flj + i» • • • » a/P 

" ' , a s - l ' C S , a s + l' " • * a n J 
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W t a k i m r a z i e na mocy t w i e r d z e n i a § 82 i wzorów (**) 

(<*-l)l , . . ., (« j. 1) 5. 1 • • • • > (<*n)rt l<*ih 

(<*i)i >'• - » ) 5 - 1 (*5*1 »• • • t l&nh 

-Zł"" 1 4 1 r f b ; + 

+ Ą n-1 ^ „ 

+/J? - 1 d , , F(e) 

c z y l i na mocy wzoru (42) z § 77 1 t w i e r d z e n i a § 79 

t o z n a c z y 

4j/"(fl) = F(b) +A» Fic) 
1 na mocy (*) 

$(<a t « ) ) = #(</>; ̂  )) + #(<cłf )) 

co można również zaplsaó w p o s t a c i 

# 0 0 = / ( £ ) + He) 
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Tym samym f u n k c j a § spełnia także warunek U 3 J i j e s t funkcją ad-
dytywną przedziału l e w o s t r o n n i e domkniętego. 

§ 98. F u n k c j a addytywna f i g u r y e l e m e n t a r n e j l e w o s t r o n n i e do­
mkniętej 

Funkcją addytywną f i g u r y e l e m e n t a r n e j l e w o s t r o n n i e domkniętej 
w p r z e s t r z e n i 1Rn będziemy nazywać każdą addytywną funkcję z b i o ­
r u o d z i e d z i n i e Q będącej ciałem w s z y s t k i c h f i g u r e l e m e n t a r n y c h l e ­
w o s t r o n n i e domkniętych w p r z e s t r z e n i ft" ( p a t r z § 8 7 ) . 

Z powyższej d e f i n i c j i w y n i k a , że f u n k c j a 7i J e s t funkcją ad­
dytywną f i g u r y e l e m e n t a r n e j l e w o s t r o n n i e domkniętej wtedy i t y l k o 
wtedy, gdy spełnia w a r u n k i ( c * i ) , (<*2), (<*3) z § 95 d l a 

X - J t * , K = Q . 

F u n k c j a t e k a ma wtedy w s z y s t k i e własności ( a l ) , . . . , ( a 7 ) . 

§ 99. T w i e r d z e n i e 

Każda f u n k c j a addytywna § przedziału l e w o s t r o n n i e domknięte­
go d a j e się w dokładnie j e d e n sposób przedłużyć do f u n k c j i addy-
tywnej f i g u r y e l e m e n t a r n e j l e w o s t r o n n i e domkniętej, t z n . i s t n i e j e 
dokładnie j e d n a t a k a f u n k c j a addytywna V f i g u r y e l e m e n t a r n e j l e ­
w o s t r o n n i e domkniętej, że 

( i ) A |r. (40 = HA) 
Aett 

g d z i e ti o z n a c z a klasę w s z y s t k i c h przedziałór l e w o s t r o n n i e do­
mkniętych. 

Dj N i e c h A będzie dowolną figurą elementarną l e w o s t r o n n i e do­
mkniętą. Na mocy własności (q6) z § 87 mamy 

A-\,—,Amezi y»1 

Na mocy ( i ) przedłużenie W f u n k c j i $ może być określone zatem 
t y l k o wzorem 

( u ) r.OO = £ iUj) 
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I n a c z e j f u n k c j i $ przedłużyć n i e można ze względu na żądaną ad-
dytywność f u n k c j i ^ . Przedłużenie dane wzorem ( i i ) będzie możli­
we, jeśli udowodnimy, że wartość iji (AJ n i e zależy od sposobu po­
działu f i g u r y A na przedziały l e w o s t r o n n i e domknięte. 

N i e c h będą dane dwa rozkłady f i g u r y A na rozłączne p r z e d z i a ­
ły l e w o s t r o n n i e domknięte 

A a A ^ + . . . + A AJ 

Wykażemy, że 

Otćż mamy 

A = + . . . + Br 

m r 
E E f t y 

y-1 / - i 

A 
m 

Każdy ze zbiorów Aj-n Blt j = m, l - j i , . . . , / - j j e s t p r z e d z i a ­
łem l e w o s t r o n n i e domkniętym, zatem na mocy własności (12) f u n k c j i 
a ddytywnej przedziału l e w o s t r o n n i e domkniętego j e s t 

. A J(Aj) = E W j n B i ) 

skąd 

m m r r m r 
Ef(Aj) - E E $ ( A i n B i ) = E E WjnBri-EHB,) 
j=1 J-1 Z-1 M ;-1 H 

Wykazaliśmy tym samym, że wzór ( i i ) określa wartość f u n k c j i V (/4) 
j e d n o z n a c z n i e , niezależnie od sposobu rozkładu f i g u r y A na p r z e ­
działy l e w o s t r o n n i e domknięte. To kończy dowód t w i e r d z e n i a . 
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P r z e l i c z a l n i e addytywną funkcją z b i o r u w pewnej u s t a l o n e j 
p r z e s t r z e n i X nazywamy każdą funkcję A spełniającą następujące wa­
r u n k i : 

( l i ) A j e s t funkcją rzeczywistą z b i o r u o d z i e d z i n i e K będącej c i a ­
łem podzbiorów p r z e s t r z e n i / . 

(»2) V |A(/0|<-AeK 

A AkeK^A ( E A k ) = 
AvAz,...eK \ A = 1 \Ar-1 / A=1 

Uwaga: Z powyższej d e f i n i c j i w y n i k a , że s z e r e g E ^ ^k' mu~ 

s i być bezwzględnie zbieżny. Wartość Aj ~ n a m o c y d e f i n i -

c j i sumy zbiorów - n i e zależy bowiem od kolejności zbiorów A , 
oo 1 

A^, . . . . n a t o m i a s t suma s z e r e g u l i c z b o w e g o ^>^*r' ~ J a l c t o s i ? 
dowodzi w k u r s i e a n a l i z y matematycznej - n i e zależy od kolejności 
składników wtedy i t y l k o wtedy, gdy s z e r e g !P A{AK) j e s t b e z -

względnie zbieżny, t z n . gdy j e s t również zbieżny s z e r e g 23 Î ^API* 

§ 101. T w i e r d z e n i e 

Z) A j e s t addytywną funkcją z b i o r u o d z i e d z i n i e tK będącej ciałem 
podzbiorów p r z e s t r z e n i X 

Tj A j e s t p r z e l i c z a l n i e addytywna na5ł"<=> 

A ( U Ą. 63L'=>A( U / ł J = lim A(^)) 

Dj Mamy n a j p i e r w 

A j e s t p r z e l i c z a l n i e addytywna na ^ = >
A cf\ t ^ A[^A^= ^E^Ak'j^AJ^ = 

0 ° A-1 /I At-1 

= E A ( V U A , ) = lim r A ( V U Aj) = 
str«o 

AM 
- l i m 4£ U/y) -Um A(/łfl) 

Z d r u g i e j s t r o n y 

U A. ear 
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k--\ x 

' l i m £KiBkj-E\(Bk)^ 

=> A j e s t p r z e l i c z a l n i e addytywna naUK. 

§ 102. Własności p r z e l i c z a l n i e addytywnej f u n k c j i z b i o r u 

F u n k c j a p r z e l i c z a l n i e addytywna A o d z i e d z i n i e DC będącej c i a ­
łem podzbiorów u s t a l o n e j p r z e s t r z e n i X ma następujące własności: 

( p i ) A(o) = 0 

DJ V U U)l< - =>(A(A) = A ( A + O + O + . . . ) = 

= X'(/0 + A ( O ) + A ( O ) + . . . = > A ( O ) = o) 

( P 2 ) A J e s t p r z e l i c z a l n i e addytywna na c i e l e 3C=>\ j e s t addytywna 
na !X'. 

DJ Na mocy ( l i ) i ( l 2 ) f u n k c j a p r z e l i c z a l n i e addytywna A speł­
n i a w a r u n k i ( a l ) i ( a 2 ) . Ponadto na mocy ( p l ) j e s t 

/seX^(A+BJ - A(4+fl+0+0+...) = A ( / 0 + A ( B ) + A ( O ) + A (O )+...-

- A(A) + A (P) 

a zatem f u n k c j a A spełnia również warunek (ci3) i j e s t ad­
dytywna na VC. 

( P 3 ) A A i J^-^-i + ••• + An^ + ... +A(An) 

Dj Wynika z (p2) i ( a 2 ) . 

(p4) ^ ^ U ) = ~ - A A ( B) = - O O 

Dj Wynika z (p2) i ( a 3 ) . 

(p5) A j e s t skończona <=> |A(X)|<°= 

Dj Wynika z (p2) i ( a 4 ) . 

(p6) A j e s t niemalejąca <=> A A (.A) > O . 

.DJ Wynika z (p2) i ( a 5 ) . 
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