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Z wtasnoéci (w3) wnetrza zbioru wynika, Ze wnetrze zbioru jest za-
wsze zbiorem otwartym, Z wtasnoéci (wa) i1 (w5) wnetrza zbioru wy-

nika, Ze zbidér pusty i cata przestrzeln X sg zbiorami otwartymi,

Zatem zbidér pusty i cala przestrzen X sg zaréwno zbiorami domknie-
tymi, jak zbiorami otwartymi,

§ 55, Twierdzenie

Dopeinienie zbioru otwartego jest zbiorem domknig¢tym,

DA = A A= A b A AT

§ 56, Twierdzenie

Dopelnienie zbioru domknietego jest zbiorem otwartym,

DA =4 = A= (1) =
: (Ac)o = [(j)c]o = (I)c = (;“)c = Ac

§ 57. Twierdzenie

Iloczyn dowolnej mnogosci ¥ zbioréw domknietych jest zbiorem
domknietym,

D u’,,gf)'ﬂ(gf-ﬂ => (}:}ACF)A(A\?F=F)=>
=>(;{\,,;CF)A(“/\,.F=F') = NAcF= ICFQ’F=> Ac A

skad na mocy wtasnodéci (di) domkniecia zbioru

§ 58, Twierdzenie

Suma skoriczonej liczby zbioréw domknietych jest zbiorem do-
mknietym.

D| Na mocy wlasnosci (as) domknigcia zbioru

A* ‘/4_:* dla k = 1,403 = Ak = At = UA*
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§ 59. Twierdzenie

Suma dowolnej mnogosci § zbioréw otwartych Jjest zbiorem
otwartym,

D| Niech

F = {6° Geg}

¥ Jjest zatem klasa zbioréw domknietych. Na mocy twierdzen § 53 i~
§ 55 mamy

»4=6%6 - A° = (lgl 6)" = QG"=QG"-([$J€)"= AS qus’ A A

§ 60, Twierdzenie

Iloczyn skoriczonej liczby zbioréw otwartych jest zbiorem otwar-—
tym,

s
5
"

o (4= N A A (A A= A7) = A7=(£j A*)c= Uag = () a7 -

k=1

=
"
p=
E
[l
—
=
]

- ﬂA,)‘nﬁ:w L

k=1

§ 61, Zniory 6, i zbiory A

Zbiorami (g nazywamy zbiory bedace przeliczalnymi iloczynami
zblordéw otwartych.

Zbiorami Ff, nazywamy zbiory bedace przeliczalnymi sumami zbio-
réw domknietych.

Zbiorami (5, nazywamy zbiory bedace przeliczalnymi sumami zbio-
réw 65, =zbiorami Fgs nazywamy zbiory bedace przeliczalnymi ilo-
¢zynami zbiordéw fs.

W podobny sposéb definiujemy zbiory (., £, e s -

G

§ 62, Warunek Cauchy’ego

ciag (x,) punktéw przestrzeni metrycznej X spetnia warunek
def
Cauchy’ego < A V A |xm— el s &

ceR NeTl moeN
€30 min>N

4 — Wyktady =z probabilistyki
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§ 63, Twierdzenie

Kazdy ciag (xn) punktéw przestrzeni metrycznej X zbiezny
w tej przestrzeni speilnia warunek Cauchy’ego.

= = /\ /\ - < £ =
D « }12 %n ceR Xﬂ nen |A’ X"l 2
£>»0 n>N

:;bt/e\ﬂ HYT{ m,ﬁﬂ Ixm_x"lélxm_'rl+ IX_XaI =l
£>0 m,n>N

§ 64, Przestrzen zupelna

def
Przestrzen metryczna X jest zupeilna <

(gt} A ((x,,) spetnia warunek Cauchy’ego = V x= 1lim X,
Xiy Xggeeo€X xeX n-=co

Przestrzenie N, ‘J?o. 3,1, R, 3 rozwazamy zawsze jako prze—
strzenie metryczne z metryks réwng wartosci bezwzglednej (w pPrzy-
padku przestrzeni 3 modutowi) réznicy dwu liczb Lr-y[.

Przestrzen N jest przestrzenia zupelnsg, poniewaz warunek
Cauchy’ego jest dla dowolnego ciggu (xn) spetniony wtedy i tylko
wtedy, gdy

V A x,=ken
NeM peM
n>N

skgd wynika istnienie granicy
lim x, = keM
N=—= oo

Analogicznie wykazujemy, Ze przestrzenie ﬂo i ¥ sa przestrze-
niami zupeinymi., Zupelnosé przestrzeni 0, no, Y nie jest inte-
resujaca, poniewaz zbieznosé ciagéw w tych  przestrzeniach jest
trywialna,

Przestrzen I8 nie jest zupelna, poniewaZ kazdy cigg o wyra-
zach wymiernych zbieZny do granicy niewymiernej speinia warunek
Cauchy’ego w przestirzeni T, ale nie jest zbiezny w 13, poniewaz
Jego granica nie nalezy do 1o,

W analizie matematycznej dowodzi sie, Ze kazdy ciag liczb
rzeczywistych lub liczb zespolonych, ktéry spelnia warunek Cau-
‘chy’ ego, jest zbiezny. Wynika stgd, %e przestrzenie R i 3 sa zu-
peine,
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§ 65, Ciato zbioréw borelowskich

Ciatem zbioréw borelowskich w dowolnej metrycznej przeatrzenil
X nazywamy najmniejsze é-cialo zawierajace wszystkie zbiory otwar-
te w tej przestrzeni.

Zbiorem borelowskim nazywamy kazdy element ciata zbioréw bore-
lowskich,

Cialo zbiordéw borelowskich przestrzeni X bedziemy oznaczaé
@B, albo po prostu B . Miedzy innymi, zbiorami borelowskimi sa:

= zbiory otwarte - z definicji,

- zbiory domknigte - jako dopeinienia zbiordéw otwartych,

-~ zbidér pusty -~ jako zbidér otwarty,

-~ cala przestrzen X = jako zbidér otwarty,

- wnetrze dowolnego zbioru Ac/t - jako zbidr otwarty,

~ domknigcie dowolnego zbioru AcAX - jako zbiér domkniety,

- zbiory skoriczone - jako zbiory domkniete,

- zbiory przeliczalne - jako przeliczalne sumy zbioréw skori-—
czonych jednoelementowych,

=~ zbiory Gs -~ jako przeliczalne iloczyny zbioréw otwartych,
~ zbiory /A = jako przeliczalne sumy zbiordéw domknigtych,

- zbiory G, Fesy Bsssy /566 124+ — Jako przeliczalne sumy lub
Przeliczalne iloczyny zbioréw borelowskich,

§ 66, Przestrzenn euklidesowa R’

Przestrzenig euklidesowg /»~wymiarows nazywamy przestrzen

‘H"="Rx ---xm,

v
N razy

Przestrzeri R" rozpatrujemy zawsze jako przestrzer metryczng z me-
tryka

(9) p(:,y) =Ix-y|& ]/g(!‘,-—gk)z

gdzie
A = (xi.-.o, "r.q)! Yy = \yi.....yn) Eﬂ”,

‘ri'..-'xn’ yi’...'yﬂeﬂ

Dla n=1 przestrzerni R” jest identyczna z przestrzenia % . Liczby
Xyr»sse,4, nazywamy wspéirzednymi punktu x € R".




52

Niech a, b, ¢ bedg dowolnymi punktami przestrzeni ﬁ", A dowol=-
ng liczbg rzeczywistg 1 niech

a = (01"“’an)' b = (bi’.."bﬂ)' c = (cigooogch)

gdzie 01'.‘.’aﬂ. 61,-oo’é

he Cyreees G, € R . Wprowadzamy nastepu-

jgce oznaczenia:

def def /\

¢ = Aa %!!{1’"_'”} ¢; = Ag; c=0 <> jethon} ¢ = 0
def def
c=a +b 4:»#{1””'”] G =a +0b c=a-6 ‘I’;g{{.\_.,n} G =a - b
def def
a<b (:bjt{"/.},n} a < b; agh = D ags b

§ 67. Twierdzenie

z| x, xg, xz,...e!{"

X = (El.....én)-, X o= (611....,‘513, Xy = (521,...,§2n)'...
fila.-. ‘fn’ fiiyooos fiﬂ.n $21,n... ;2’?,.-. eR

T x = lim x, <

kee jephoamy &= MBSty

n
D| x = }_!E X, ﬁ}}glx-xkl =0 & }.EE ]/1_21(1;, -g,,,)z =0

g = lim ¢ <= lim l%""?;q'| =0

k——oc

Poniewaz
n 2 n a
VE G-t < V(S 15 &) = 3 10l = 216 84
wiec
AL et il ) in oS i
Poniewaz

je {TQ.,n} '§J X é}j‘ =V _gﬁ)z Sy IZ; (gl—ékf.)z

wige = na odwrét -

S i
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§ 68, Twierdzenie

zl A\ x = Earreoor 8kn) €ER" A Epry-er bup €M

kem

I] Cigg (xi,xz,...) speinia warunek Cauchy’ego < ,{1/\ cigg
€ wes
(€1 v‘fz ,ees) Spelnia warunek Cauchy’ego. 18s0290}

D| Analogiczny do dowodu twierdzenia § 67,

§ 69, Twierdzenie

Przestrzen R"” jest zupelna.

D| Wynika bezpoérednio z twierdzer § 67 i § 68 oraz zupelnosci
Przestrzeni H.

§ 70, Przestrzen A%

Przestrzenig R, bedziemy nazywaé przestrzern okreslong wzorem

ﬂ; = "Ro KXo orw o RQJ
n razy
Przestrzerdn R? rozpatrujemy jako przestrzeri niemetryczng ze wzgle-
du na punkty o wspéirzednych nieskoriczonych, Natomiast ’Rg zawie-
ra w sobie przestrzer metryczng R"
Niech

a = (al'...'an)’ b= (61.-..,0”)65{:

01,...,03, b1|.'.!bﬂe ﬂo'

Wprowadzamy nastepujgce oznaczenia
def

ilab v N TR

Jefly.oynp &4

& gL Vs b

3 jeliyeeeyn} LSy

def
o= 0 == A a = 0
Jefiy.in}
> def & def
= — oo L ——3 $ 5= = 00 a = =z T
je{lyee-yn} J ’ =2 J€{ly..eqn} a" i

a ponadto, jesli AeR to

def
b = Aa <='=~ A b =Aa;
Jje{l,...,n} J 4
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z tym, %e przyjelidmy w § 8 nastepujace umowy:

A>0 = A'(-oo) = =00 A Ao = co
A <0 %/‘l-(-m) = cOAA 00 = = 0o

A=0 = A-(=c0) = 0 A A-com O

§ 71, Granica ciggu punktéw w przestrzeni R,

Chociaz przestrzen %: nie jest przestrzenia metrycznag, wpro-
wadzimy w niej pojecie granicy ciggu punktéw jako przediuzenie
analogicznego pojecia z przestrzeni R”, wykorzystujac do tego ce-
lu twierdzenie § 67.

Niech

X = (giga.oggn)' 11'1 = (611'...’¢1ﬂ)’ X2 = (521’.-.'€2ﬂ)’... &’Rg

{1!-“9 «',*,,f €11!0‘°! 515" lei-*'i 4'.2”!“° € ﬂa

Granice ciggu punktéw w przestrzeni ﬂ; okreslamy nastepujaco:

¥ = . lim x, < |
k=co Je{1y...yn}

gj = lim e*j

k—=oco
Nalezy zauwazyé, Ze dopuszcza sie tu przypadki, gdy

lim &,. = = o0 albo lim &y = o

k —=oo
~Zamiast

x = 1lim x,

k —=oo
piszemy réwniez
W szczegdélnosci, gdy ciag (xk) jest niemalejacy, tzn,
XI ‘ X2 é L

piszemy
Y AP

a gdy jest nierosnacy, tzn.

Xy > X5 > un
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piszemy
J o e

Z definicji granicy ciggu punktéw w przestrzeni ﬂg wynika, ze
kazdy monotoniczny ciag (x*) jest zbiezny.

§ 72. Granica lewostronna i gramnica prawostronna funkcji rze-

czywistej okreslonej w przestrzeni R

Niech bedzie dana funkcja rzeczywista F o dziedzinie 7 c Rg.
Jezeli istnieje taki punkt x € R7 1 taka liczba g € R, ze

A 1im Flx,) = g
X3 Xiyen€Z K00
1 AX

to liczbe ¢ (skoriczona lub nieskoriczona) bedziemy nazywaé grani-
cg lewostronng funkcji F W punkcie x.

Analogicznie okreslamy granice prawostronng funkcji A w_punk-
cie x,

Ze wzgledu na wygode zapisu bedziemy oznaczaé ‘granice lewo-
stronng funkecji A w punkcie x symbolem

F(x=)
a granice prawostronng funkcji £ w punkcie x symbolem

F (x+)

§ 73, Granica funkcji rzeczywistej okreslonej w przestrzeni ﬂ;

Liczbe rzeczywists skoriczong lub nieskoriczong g bedziemy nazy-
waé granicg funkcji rzeczywistej £ w punkcie x* wtedy i tylko
wtedy, gdy F jest funkcja rzeczywistg o dziedzinie Z c ng, istnie-
Ja granice lewostronna F(x*=) i prawostronna F(x*+), a ponadto

g = F(x'-) = 2D
Bedziemy wtedy pisaé

g = lim_ F(x)
P
albo

Flx) —= g
X —=x"
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