
DJ Aa\jAk *=>A c(AAu ...vAnvOuOv...) ===> 
taił ( ̂  •5/ 

(Ti) ̂  w < / * e ^ ) . + • • • ( o ) + 
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*=1 
oo oo 

Dj Wynika z ( p 3 ) f ponieważ t j ^ c : ( J ^ 

Ac-1 

p] Wynika z ( z 3 ) , ponieważ U c U ̂ . 

( z 6 ) A pgiAuB) < (U\j(>b + // f(3) 

Dj Szczególny pr z y p a d e k ( z 5 ) . 
( z 7 ) w MM&AipMyfrifcA) 

D| A z » (Zn/f)u ( z - /|) 

skąd otrzymujemy własność ( z 7 ) na mocy ( z 6 ) . 

§ 111. T w i e r d z e n i e C a r a t h e o d o r y * e g o 

Zj fje J e s t miarą zewnętrzną Carathóodory'ego w p r z e s t r z e n i X 

(14) *2SL [A : AcX A ̂  ^ U ) = ̂ (7n>») + ̂ ( z - ^ ) ] 

Tj I . K l a s a podzbiorów p r z e s t r z e n i X J e s t 6-ciałem. 
I I . M i a r a z e w n ę t r z n a ^ C a r a t h e o d o r y * e g o , r o z p a t r y w a n a t y l k o na 

«5, J e s t miarą, t z n . f u n k c j a // określona na eJ następująco: 

( w ) ^ A Mfje(A) 

j e s t miarą. 
I I I . Każdy zbiór m i a r y zewnętrznej Carathóodory'ego z e r o należy 

do S i ma miarę z e r o , t z n . 

l ^ i f e ^ * O =>»e«5A//U) = O 
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Dj Dowód p o d z i e l i m y na 6 części T l t . . . , T 6 , stanowiących dowody 
6 k o l e j n y c h twierdzeń, składających się na całe t w i e r d z e n i e Ca
rathóodory' ego. 

T l | K l a s a <5 j e s t ciałem zbiorów. 

pj K l a s a ef n i e j e s t p u s t a , ponieważ Xe 6. Sprawdzamy t o z łatwo
ścią biorąc pod uwagę, Ze Zr\X = Z i Z - X m 0, Tym samym k l a s a 
c5 spełnia warunek (xl) d l a ciała zbiorów. 

A e S = > z C x m H*$-*&^ + ^e^z ~ A) =jue{z-Ac) +^e{Zr\Ac)=^ 

™ > A " > f e ( ^ ) m Me(Zr\Ac) + /Je{Z -Ac)=>Ace& 

Zatem k l a s a e? spełnia również warunek (%2). 
Jeżeli A,BeS, t o 

( l ) Aue{Z) = ^te(Zr\A) + ^le(Z - A) 

( i i ) A pe{z) = pętiM) ^UgiZ-B) 

Wstawiając w ( i i ) z a m i a s t Z n a j p i e r w Zr\A, a potem Z-A, o t r z y m u 
jemy 

( i i i ) £x/"e^ZnA) = /ue{z^Ar\B) + figiŻ^A - B ) = Ate(Zr\A(\B) +tt/e{ZnAnBc) 

( i v ) A ^ ( Z - /I ) = ^ ( ( Z - / )ny?) + /Je((Z - /I ) -«*)-

= fle{Zr\Acr\B) + /te(Z- (AuB)) 

Podstawiając ( i i i ) i ( i v ) do ( i ) otrzymujemy 

( v ) ^ / ^ 7 f e ( Z a 4 n 3 ) + p§ (Zr\Ar\B°) + fie (ZnAcr\B) + pe(z - (AuB)) 

A l e 

Zr\Ar\BvZr\Ar\Bc uZr\Acr\B =Zr\AuZr\A C^B=Zr\(AuB) 

skąd na mocy ( z 5 ) 

( v i ) pe(Zr\AnB) + fle{ZryAr\Bc) + /ue( ZnAcnB) > <Ue{Zr\(AuB)) 

Z ( v ) i ( v i ) w y n i k a , że 

A j /Ue(Z)> tUe^Zr\{AuB)j + /Ue(Z- {AuB)) 

Na mocy ( z 7 ) mamy stąd o s t a t e c z n i e 

A, B €d==>A//p(Z) - jie<Zr\(AvM + jue(Z- (AvB))=> 

=> AuBg ó 



103 
K l a s a S spełnia w t e n sposób w a r u n k i ( a c i ) , (*2) i ( x 3 ) i J e s t 

ciałem zbiorów. 

^ Ł * \ ;* & \z nS Ak) ~E MZnAk) ZaX At,...,AntS A=1 k-\ 

Dj S t o s u j e m y indukcję. D l a n • i wzór p r z e d s t a w i a tożsamość. Za
łóżmy t e r a z , że wzór j e s t prawdziwy d l a n r*m~l, t z n . 

/ tn-\ N m-1 
( v i i ) A A 

A A ^ u ^ Ę f f r g M * * * ) 
Mamy wtedy 

AmeS =>.A^ fie(z) = tie<<Zr\AM) + pe{Z - AN) 

m 
Podstawiając t u w m i e j s c e Z zbiór Zn EAk otrzymujemy 

k=1 
m A » ^ ^ K z n l ^ ) -

m m s 

=^(Zn(g AĄnAm)*MeCZnL V < V ) = 

= // e(Zn/lM )+Z7 e(zn E / I J == ^ ( Z n A m ) + 
\ A;=1 7 (VH) 

m-1 m 
+ £ MZhAff- E MZnAk) 

Z prawdziwości wzoru d l a /z =m-l w y n i k a zatem j e g o p r a w d z i 
wość d l a n m m. 

OO oo 

Uwzględniliśmy t u f a k t , że ciąg l i c z b o w y ^ E^e^^k*) J a k 0 

n o t o n i c z n y ma granicę. 
Z d r u g i e j s t r o n y na mocy ( z 4 ) 

mo— 

i w t e n sposób otrzymujemy tezę T3. 
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T4l K l a s a <5 j e s t & -ciałem. 

Dj Wykazaliśmy już, że k l a s a S j e s t ciałem zbiorów. Tym samym 
k l a s a 6 spełnia w a r u n k i (ói) i (62) d l a 0-ciał. P o z o s t a j e zatem 
wykazać, że spełnia (6 3) c z y l i 

A l e 
O O OO 

k i-i D
k 

Ar-1 

g d z i e 

y-1 ' 

i na mocy t e g o , że k l a s a S j e s t ciałem zbiorów 

fi-| , fig, . . . ć 0 

W y s t a r c z y zatem wykazać, że 

{BA , Bz,... 6 SHj£diBjnBk-0)=>E Bk6 

Otóż na mocy d e f i n i c j i k l a s y tf i f a k t u , że k l a s a t a j e s t c i a 
łem zbiorów mamy 

n % t * * * * * A 4 M Z ) = M e (Zn 5 **) +ME(Z~ £'*) Ś 

JER £ ^ (Z" «*) (Z- £ £ ^ e (Zn Bfrpgiz- E Bk) => 

A y ^ (Z) > £ / / , (Zn Bk)Ve (Z - £ fl£ 

Wykorzystaliśmy t u f a k t , że ciąg l i c z b o w y ( E Pe^Zn Bk)) j a k o 
m o n o t o n i c z n y ma zawsze granicę. 

Na mocy (T3; mamy d a l e j 

A 
Z<=K 

A zCx ^ ( Z ) - ^ ( z n £ fi*) ̂ , (Z-E B ^ E Bk** 
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T5| F u n k c j a /u określona na 6 - c i e l e 6 wzorem 

J\ pU) ML frtA) 

j e s t miarą. 

D] (U j e s t funkcją rzeczywistą z b i o r u o d z i e d z i n i e S będącej 
6 -ciałem podzbiorów p r z e s t r z e n i X i tym samym spełnia warunek 

d l a m i a r y . 
Na mocy (<T2) f u n k c j a /V spełnia warunek 

//(o) = O 

i tym samym warunek (̂ 12) d l a m i a r y . Następnie na mocy (z2) j e s t 
spełniony równieZ warunek (^3). 

Z t w i e r d z e n i a T3 zastosowanego do p r z y p a d k u Z = X o t r z y m u 
jemy 

A-1 ' M 

c z y l i warunek (/14), ponieważ 

* n I X = L A k i AxnAk = Ak 

F u n k c j a // spełnia zatem w s z y s t k i e w a r u n k i (/Ai), (/i2), QJ3), (^4) 
i j e s t miarą. 

T6| £x = o =^ AeóA/U (A) = o^ 

W A ^ X ^ Z ^ ^ 2 e X ^ W > ^ ^ Z n ^ ^ 

^ G ; z c x ^ ^ ) = 0 ^ ^ ( Z M ) < 0 ( ^ ^ ( Z n 4 ) = 0 ) 

A n a l o g i c z n i e 

Z powyższych dwu zależności w y n i k a , że 
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= >A(^ ( / ł ,"° = S > 4 6 , 5)(T? £x^e(A) = 0=>Ae6Ap(A)=0 

Tym samym dowód całego t w i e r d z e n i a C a r a t h e o d o r y * e g o został zakoń
czony. 

§ 112. T w i e r d z e n i e o r o z s z e r z a n i u f u n k c j i p r z e l i c z a l n i e addy-
tywnej do m i a r y 

Zj A j e s t p r z e l i c z a l n i e addytywna, nieujemną funkcją z b i o r u o d z i e 
d z i n i e K będącej ciałem podzbiorów pewnej u s t a l o n e j p r z e s t r z e 
n i X . 

Tj I . I s t n i e j e dokładnie Jedna m i a r a // o d z i e d z i n i e S* będącej n a j 
m n i e j s z y m eS-ciałem zawierającym ciało K t a k a , że 

(16) A fl(A) = A(/Q 
AeK 

II* JA«.(a j e s t m i a r y u półskończonej 4=$> 
AeS* 

oo 

AifAz,...eK M k k v *' 

Dj Dowód p o d z i e l i m y na 6 części T i , . . . , T 6 , stanowiących dowody 6 
k o l e j n y c h twierdzeń, składających się na całe t w i e r d z e n i e o r o z 
s z e r z a n i u do m i a r y . 

T l | F u n k c j a jue określona w p r z e s t r z e n i X wzorem 

< 1 7 ) & « m - B p i _ ( K L « B k ) 

UBk=A 
fc-1 

j e s t miarą zewnętrzną C a r a t h e o d o r y ' e g o . 

Dj jue j e s t funkcją rzeczywistą, d l a której dziedziną j e s t k l a s a 
w s z y s t k i c h podzbiorów p r z e s t r z e n i X , i tym samym spełnia waru
nek ( f i ) d l a m i a r y zewnętrznej Carathóodory'ego. Na mocy ( l 7 ) ma
my d a l e j 

( 1 ) M O ) ' B J l . . t K L M B k ) < Z m - ^ 

Ponieważ A j e s t z założenia funkcją nieujemną, więc na mocy ( l 7 ) 

( i i ) A^xMA)> 0 
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Z nierówności ( i ) i ( i i ) w y n i k a , że 

(18) (Ueio) = O 

i tym samym f u n k c j a ( i 7 ) spełnia warunek (f 2) d l a m i a r y zewnętrz
n e j C a r a t h e o d o r y * e g o . 

N i e c h t e r a z LA będzie z b i o r e m l i c z b o w y m określonym wzorem 

( i i i ) B
v
 e K * = E w } 

Na mocy ( i 7 ) j e s t 

( i v ) A ue\A) = i n f L. 
AaX * 

a na mocy t w i e r d z e n i a § 37 

A A. V xQ<r 
A*X re# x0eLA

 0 

r>.(k(A) 
c z y l i na mocy ( i i i ) 

( v ) . A A V Ei(3kl<r 

A*X rtX BĄ,B,,...tK H 
N i e c h t e r a z A będzie dowolnym p o d z b i o r e m p r z e s t r z e n i X, a A.,A9t... 
t a k i m i p o d z b i o r a m i t e j p r z e s t r z e n i , że 

( v i ) Ac U Ak 

Na mocy ( v ) 

( V 1 1 ) Ł 4 B k A Z ^ K ^n)<Me(Akyf-k 

£>0 — 

a ponadto 
oo oo 

AcV \jBkn 

A=1 /7=1 
Moc k l a s y w s z y s t k i c h zbiorów Bkn n i e przewyższa mocy z b i o r u 

w s z y s t k i c h p a r l i c z b n a t u r a l n y c h (ktn) c z y l i n i e przewyższa mocy 
p r o d u k t u kartezjańskiego 71*71. Zatem n a p o d s t a w i e t w i e r d z e n i a §13 
k l a s a w s z y s t k i c h zbiorów Bkn j e s t co najwyżej p r z e l i c z a l n a , c z y 
l i można t e z b i o r y ustawić w ciąg (B*, B^,...) t a k i , że 
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a ponadto 

4 «£» *?-**» o raz 

u U V U Ą * 

Stąd na mocy ( i i i ) 

oo oo 
J2HBf)€tA czyli £ E H B k n ) e L A 

Wykorzystując t e r a z ( l v ) a następnie ( v i i ) mamy 

A M*)< E E HBKN)< E Me(Ak) + t 

skąd uwzględniając ( v i ) 

A c & A k ^ > M A ) < E M A k ) 

F u n k c j a ( l 7 ) spełnia zatem w s z y s t k i e w a r u n k i (£l), (£2), ( f 3) 
1 j e s t miarą zewnętrzną Carathóodory'ego. 

T2| K l a s a zbiorów ( l 4 ) z miarą zewnętrzną C a r a t h e o d o r y * e g o ( i 7 ) z a 
w i e r a dane ciało zbiorów K. 

Dj Mamy 
A A A " ( U Ą p Z n U B*)? 

AtK Z*X BvBif...eK \k* I V AM V 

3(Zn/ł) = » U (Ar\Bk)o(Zr\A)) 

kA > 

/>K A (fi ̂  ^ f i ^ ^ ^ f i , ^ - ^ ) 
1 na mocy ( l i i ) 

£A(/\n5^e/: Z M, £\(B k-A) e LZ.A 

Z powyższych związków w y n i k a na mocy ( i v ) 

A A p/(A"**)>Mz«A)A 

o o U fl*=z 
A.1 
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U Bk=Z 

- £ MA nBk) + £ MBk-Ą)>fte(?nA)+#e (z-A) . 

U 3*=* A=1 * 

T3| M i a r a generowana wzorem ( l 5 ) p r z e z miarę zewnętrzną C a r a -
t h e o d o r y ' e g o ( l 7 ) na ( 3 - c i e l a S określonym wzorem ( l 4 ) j e s t r o z 
s z e r z e n i e m f u n k c j i p r z e l i c z a l n i e addytywnej A danej na c i e l e z b i o 
rów K na n a j m n i e j s z e <5-ciało «5* zawierające K , t o z n a c z y i s t n i e 
j e m i a r a Ji o d z i e d z i n i e S* dana wzorem 

(19) 0 0 ~ & i A ) 

o r a z j e s t spełniony warunek ( 1 6 ) . 

Dj K l a s a S z d e f i n i o w a n a wzorem ( l 4 ) j e s t S-ciałem na mocy t w i e r 
d z e n i a Carathóodory'ego a na mocy T2 z a w i e r a ciało zbiorów K, Sko
r o 0-ciało *5* J e s t z d e f i n i c j i n a j m n i e j s z y m 6-ciałem z a w i e r a 
jącym K, zatem 

ef*CeS 

Wzór ( l 5 ) określa miarę na d - c i e l e S . M i a r a t a o g r a n i c z o n a do 
tf-clała «S* n i e p r z e s t a j e byó miarą, ponieważ wtedy warunek ( ^ i i ) 
j e s t spełniony, warunek (u2) na mocy ( i 8 ) n a d a l utrzymany,warunek 
(^13) również spełniony, a warunek Qi4) p o z o s t a j e prawdziwy po 
o g r a n i c z e n i u go do tf-ciałatf*. Wynika stąd, że wzór ( i 9 ) i s t o t 
n i e określa miarę na 0-ciele QS*. P o z o s t a j e wykazać, że j e s t speł
n i o n y warunek ( i 6 ) . Otóż mamy 

AtK (A^AUOUOU . . . ^ > / ^ ? 0 O < A ( / O + ^ ( 0 ) + A ( o ) + . . . ) 

skąd 
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( v i i i ) A\ue(A)^X(A) 

Z d r u g i e j s t r o n y 

A ( A c 11 A. = T IR. -
AeK 

k-1 

MA)= £ xUn(Bk- U fl/>)< E \(Bk- t| */)<£Xt4) 

a stąd 

U Bk*A 

i na mocy ( v i i i ) 

MK Pe^A) - A U ) 

skąd na mocy ( i 9 ) warunek ( i 6 ) . 

T4| ^ ^ „ ^ j e s t m i a r y jd półskończonej <=> 

Dj Wykażemy n a j p i e r w , że lewa s t r o n a powyższej równoważności im
p l i k u j e prawą. Mamy 

A e d * ( ^ j 6 S t m i a r y M Półskończonej (g=^> 

Otrzymujemy stąd na mocy ( l 7 ) c z y l i ( i i i ) i ( i v ) 
O O 

i , biorąc pod uwagę, że f u n k c j a A. J e s t n i e u j e m n a , 



l i i 
Zatem 

A^e6*(A ^ e s t m l a * * y pół skończonej => 

• „ V AC[J U B K N A A A(Bkn)<ao) 

k=A,Z,... 
A l e w dowodzie T l wykazaliśmy, że k l a s a w s z y s t k i c h zbiorów 

Bkn J e s t co najwyżej p r z e l i c z a l n a 1 wobec te g o można w s z y s t k i e t e 
z b i o r y ustawić w ciąg (A±TA^,...) t a k i , że 

Otrzymaliśmy w t e n sposób, że 

I A . {A j e s t m i a r y u półskończonej 
Aeó* 1 

Wykażemy t e r a z , że prawa s t r o n a dowodzonej równoważności im
p l i k u j e lewą. Mamy 

oo 

A^MAnAJ < 0 0 . r 2 2 * A j e s t m i a r y / / półskończone j \ 
k (8 108) / 

T5J Załóżmy, że istnieją dwie m i a r y JU i //* o wspólnej d z i e d z i n i e 
«5* spełniające w a r u n k i : 

( i x ) A ^ U ) =JJ*(A) = A U ) 

N i e c h B będzie dowolnym podzbiorem p r z e s t r z e n i X spełniającym 
w a r u n k i 

( x ) Bl* i //(/?) = //*(/?)<« 

K l a s a podzbiorów p r z e s t r z e n i A określona wzorem 

( x i ) MB Ml{A: Ac\Beó*A /j(Ar\B)=/u*(AnB)} 

j e s t pseudo- 6-ciałem zawierającym 0-ciało eJ*. 
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Dj Ponieważ 

AeK=>AnBeK ==*>ArWeó*A /u{Artf)-fj*(Ar\B) r=>AeMg 

więc 

( x i i ) A KC#R 

BE K 

Ponieważ Oe/C => Oe^fg , więc k l a s a &t3 spełnia warunek ( t i ) d l a 
pseudo- 6-ciała. Mamy d a l e j 

A*MB J x ^ A n B e < S * A łi{AnB)-(U*{Ar\B)=ź 

=> B-AnB=Acr,Bl6*/\ p{Acr&)-(J. ( 8 - > l n ^ = 

(X) (X) 
K l a s a ć̂ g spełnia zatem również warunek ( t 2 ) d l a pseudo-fi -

-ciał. Mamy w r e s z c i e 

{ A ± C A 2 C • • • > A ^ 1 . ^ 2 ' * * - £ ^ ) = > 

= MM J C A J c • • • ) A * { # ( ^ n f l e t f «A /u(AknB)=/U*(AknB^=> 

=*^A±r.B) C (A2nB) c ...JA LJ {AknB)eó*A A,u(AknB) = 

-/.«(4*n*)=^y nfi= U (AknB)U* A Ą[D A ^ -

K l a s a ćMB spełnia w t e n sposób w s z y s t k i e w a r u n k i ( t l ) , ( t 2 ) , 
( t 3 ) i j e s t pseudo- 6-ciałem. 

Z d e f i n i c j i 6* j e s t n a j m n i e j s z y m 6-ciałem zawierającym c i a 
ło K . Na mocy t w i e r d z e n i a § 33 S* J e s t zarazem n a j m n i e j s z y m pseu
do- & -ciałem zawierającym ciało K . Wynika stąd, że 
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a następnie na mocy ( x i ) i ( x ) 

( x i i i ) 5A A ^ ^ B ) ^ ( A n B ) 

T6| M i a r a fi o d z i e d z i n i e 6* dana wzorem ( i 9 ) j e s t jedyną miarą na 
ó spełniającą warunek ( 1 6 ) . Innymi słowy, jeżeli istnieją dwie 
m i a r y p i (J* o d z i e d z i n i e *5* spełniające warunek ( i x ) , t o 

Dj d l a każdego Aeó* rozróżniamy dwa p r z y p a d k i : 

a l b o 

U AkoĄ 
k-1 

W pier w s z y m p r z y p a d k u zauważmy, że 

( x i v ) A=An \J^Ak = An £ [Ak - j_J Aj)- £ (A n - ̂  4y 

g d z i e 

tj Aj e K A Z. (Ak-p,Aj) <A.(Ak)<-

Wobec tego na mocy ( x i i i ) 

t\ ^(Ak-^A^ĄAn{Ak-UĄ 

i na mocy ( x i v ) 

//GO = p*(A) 

W drugim p r z y p a d k u 

U /A, =/l 

wobec czego na mocy (T4) zbiór A n i e j e s t m i a r y ju półskończonej 
o r a z n i e j e s t m i a r y /J* pół skończonej i na mocy d e f i n i c j i z b i o r u 
m i a r y pół skończonej 
8 — Wykłady z probabilistyki 



A = U Ak 

M K 

^ĄA)>M{Ar)^A{i*{A)>ii*{As)^^ĄA)-(i*{A)-^ 

W t e n sposób dowód całego t w i e r d z e n i a § 112 został zakończony. 

§ 113. D y s t r y b u a n t a m i a r y w p r z e s t r z e n i e u k l i d e s o w e j 

N i e c h X> będzie miarą unormowaną o d z i e d z i n i e <$ będącej n a j 
m n i e j s z y m 6-ciałem zawierającym ciało Q w s z y s t k i c h f i g u r e l e 
m e n t a r n y c h l e w o s t r o n n i e domkniętych w p r z e s t r z e n i e u k l i d e s o w e j 
c z y l i ciałem zbiorów b o r e l o w s k i c h w t e j p r z e s t r z e n i ( p a t r z § 93 
i § 9 4 ) . 

D y s t r y b u a n t a m i a r y i> nazywamy funkcję rzeczywistą f , d l a któ
r e j dziedziną j e s t cała przestrzeń ??o i która j e s t określona wzo
rem 

x e 7i0 

§ 114. T w i e r d z e n i e 

D y s t r y b u a n t a m i a r y w p r z e s t r z e n i 5t£ j e s t d y s t r y b u a n t a /7-wy-
miarową. 

Dj N i e c h J będzie miarą unormowaną określoną w § 113, a f u n k c j a 
r z e c z y w i s t a F n i e c h będzie d y s t r y b u a n t a t e j m i a r y . 

Ponieważ F J e s t z d e f i n i c j i funkcją rzeczywistą, d l a której 
dziedziną j e s t cała przestrzeń , więc j e s t spełniony waru
nek ( F i ) d l a d y s t r y b u a n t y . 

P r z y j m i j m y t e r a z o z n a c z e n i a z § 93 i n i e c h 

F r ( x l t . . . , * n ) — Ą B b l f . . . , b r
 {a± ar> *ńi V ] 

W szczególności na mocy ( l 2 ) 

F0UV „ . , / „ ) - j [ < - o o , x)] = F(xi..,,xn) 

(*) 
Fn(x1 xn) = ii [<6T; 6 ) ] 

Na mocy ( i 3 ) J e s t d l a r = l , . . . , / 7 



) = Albr)r
 F r - l i a V " a r > * r + \ V 

skąd na mocy (*) 

(**) flA„^[<a;6)] = </-(a) 

Ponieważ m i a r a J e s t funkcją nieujemną, w y n i k a stąd, że f u n k c j a F 
j e s t /7-wymiarowo niemalejącą, c z y l i spełnia warunek (F2) d l a dys-
t r y b u a n t y . 

N i e c h t e r a z fcf ^ . . . . t S " będzie dowolnym ciągiem spełniają
cym warunek 

g d z i e X j e s t dowolnym punktem p r z e s t r z e n i . N i e c h 

Mamy 

= <-°°; / l d ^ < - o o ; x ) 

o r a z 

wobec czego na mocy własności (n8) m i a r y unormowanej 

l i m ł { A K ) = J(A) 
k—~°° * 

c z y l i 
l i m F{£.) = FU) 

* —«• * 

co ze względu na dowolność ciągu e*^, Ą 2 , , . . o z n a c z a lewostronną 
ciągłość f u n k c j i F, c z y l i spełnienie p r z e z nią warunku (F3) d l a 
d y s t r y b u a n t y . 

N i e c h t e r a z £ 2,... będzie dowolnym ciągiem l i c z b r z e c z y 
w i s t y c h spełniającym warunek 

Q±> Q2> l i m qk = -oo 

i n i e c h d l a d o w o l n i e u s t a l o n e g o j e {i,.../?} i k = 1,2,. 
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Mamy 

o r a z 
oo 

wobec czego na mocy własności (n9) m i a r y unormowanej 

l i m o(Bk) = 0 

c z y l i 

l i m o [ < - ~ J ? * . * y + 1 % > ] -

• ^ i ™ •••»' i ry-i» ?*• x j + v - > x n ^ • 0 

a ze względu na dowolność ciągu /?2»'»* 

^ l i r n ^ / r ( x 1 , = A " ( j f 1 . . . . , x / . _ 1 , - c o , A y + 1 , . . . , x / J ) = 0 

ponieważ z d e f i n i c j i 

^ (A1 J » • • • » xj_ j ł -^y + j | • • • , X ̂ ) = 

- > » [ < - O P | ( X j X y _ 1 , - o o , X . + 1 , . . . , X / ? ) ) ] = 0 

gdyż przedział 

< - o o } ( x i r . . . . , X . 4 , - o o , A"y + 1 , . . . , X / J ) ) 

j e s t z b i o r e m pustym. F u n k c j a F spełnia zatem warunek (F4) d l a 
d y s t r y b u a n t y . 

Na k o n i e c z d e f i n i c j i f u n k c j i F w y n i k a , że 

F(~o) - V [ < - o o | o o ) J = J (K") = i 

c z y l i j e s t spełniony o s t a t n i warunek ( F 5 ) d l a d y s t r y b u a n t y . 
Tym samym t w i e r d z e n i e zostało udowodnione. 

§ 115. T w i e r d z e n i e 

Każda m i a r a unormowana, d l a której dziedziną j e s t ciało z b i o 
rów b o r e l o w s k l c h w p r z e s t r z e n i e u k l i d e s o w e j W, określa j e d n o 
z n a c z n i e dystrybuantę /?-wymiarową, będącą dystrybuantą t e j m i a r y . 
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