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e oo n( o8 =1(" By+...%B ):lim?t Byb..4B,) =
= ByBayeeX (g i) kL.{( : gl 5
E BkEg(
k=1

n oo

= lim 3 A(B)= )2 A(B)=
k=1 k=1

=> A jest przeliczalnie addytywna nalX.

§ 102, Wiasnosci przeliczalnie addytywnej funkecji zbioru

Funkcja przeliczalnie addytywna A o dziedzinieﬂ’bgdqcej cia-
tem podzbiordéw ustalonej przestrzeni X ma nastepujace wlasnosdci:

(p1)A(0) =0

D Vo al<e =204 =2(A+0+ 0+ ..0) =
AeXx
SORUAD i ARD) SAND) % = to = o)

(p2) A jest przeliczalnie addytywna na ciele X=>A jest addytywna
nak,

Dl Na mocy (51) i (¥2) funkcja przeliczalnie addytywna A spel-
nia warunki (®1) i (¢2). Ponadto na moey (p1) jest

Q?)(A+B}= A(A+B+040+...) = A(A) + 2(B) + 2(0) + 2(0) +puu=

c A A8

a zatem funkcja A spelnia réwniez warunek (43) 1 jest ad-
dytywna na .7(.

(p3) A".QANE“A(Ai *eee +Ag) =240 + wes +2(4p)

D| Wwynika z (p2) 1 (a2),

’
(psa) A’},ﬁaﬂu) a AR (B) o B
D] wynika z (p2) i (a3).

(p5) A jest skoriczona <> |A(X)Ke=
D| Wwynika z (p2) 1 (ad),

(p6) A jest niemalejgca < Aje\Jr A(A) > o,

Dl wynika z (p2) i (a5),



(p7) M__A{\cmm AM(Ua)= 1im A (4D

U Acex
o K

Dl Z twierdzenia § 101,

oo

(B8 “*IN MRTIAD = klim?L(Ak)

A{>A, €N k=1
A
e
|A(A1JI“"'

B aagl< == a0-2([ aea-Na0)=2(Dageaa- 49 =

= )I.(A,D, A= A(A4)-2 (A1_kQAk)-;L(A1)—A (‘H (At‘Ak))(;;)

7y M40 {2 )

Aleé

kd{\;’mll(tqf)l'ﬂmﬂ(ﬂ-(ﬁoﬁh(Ak'l-(A1-AkJ]=A(Ak)‘_A{A.'_Ak) =

= A(Ar-Ak) = A(AD-A(A0)
wige
,\,(ﬂ,qk)- al4y) - klj‘: (A(Ai) - A,(Ak)) = k1*1: a(A)

(p9) A  1im ala) =0
AgoAg ek K=o

ﬁAk-ﬂ
k=1
IA(A Q<=
p| Wynika z (p8) i (p1).

(p10) A A(B=4) = 2(B=4nB) = 2(8) = A(An3)
A BeX
A (B}

D] Wynika z (p2) 1 (a6).

(pt A 2(4nB) = 2(8) = 2(8=4) = A(8) = A(B=4nB)
A,BeX
[A(B)<e=

D Wynika z (p2) i (a7),

87
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§ 103. Dystrybuanta

Dystrybuantg n -wymiarowg albo po prostu dystrybuantg nazywamy
kazdg funkcje F spelniajacg nastepujace warunki:

(F1) F jest funkcjg rzeczywistg, dla ktérej dziedzing Jjest cala
przestrzen '.Rg i

(F2) F jest n-wymiarowo niemalejaca,

(F3) F jest lewostronnie ciggta,

(re) N A * AN
J‘6{1 ey n} X{ ’".’xﬁexg XJ_. _E., F 1 ’ ’ Xﬂ

=F(x1,.a.,XJ,-_1, - 0o, XJ-+1'OOI|XR) =0’
(rs) F("‘“J= 1
Dystrybuanta ma nastepujgce wtasnodci:
(21) S/N Sin g SRS
1 xe®D Ay Fl=oo)=F(x)

D| Wynika z twierdzenia § 78 i wtasnosci (F4),poniewaz w su-
mie (A4) tylko jeden sktadnik nie zawiera wspéirzednej -oo,

£2) N , X<y = F(X)<F(y)

X,ue Ry

D Niech § bedzie funkcjg addytywng przedzialu lewostronnie
domkni¢tego, dang zgodnie z twierdzeniem ¥ 97 wzorem

def
ey $Cy g

Ze wzgledu na warunek x <y obowigzujacy dla przedzialu <x;y)
mamy na mocy (F2)

(%) x’ngﬁ(<X;y))>0

Niech ¥ bedzie funkcja addytywna figury elementarnej lewo-
stronnie domknietej uvtrzymang zgodnie z twierdzeniem § 99
przecz-przedtuzenie funkcji @ i spelniajacej zatem warunek

g, 78 L
(%) Ae.?;wu“ =0 (4)

cdzie Qoznacza klase wszystkich przedzialéw lewostronnie do-
mknigtych, Z uwagi na wzér (ii) z § 99 okreslajacy funkcje ¥
mamy na mocy (%)

A/G\Q ¥(A) > 0



(£3)

(£4)
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gdzie @ Jjest clalem figur elementarnych lewostronnie do-
mknietych, Wobec tego na mocy wiasnosci (as5) addytywnych funk-
cji zbioru funkcja ¥ jest niemalej;gca i wobec tego, ze

x<y => (=3 x ) (=005 y)

otrzymujemy
x@y:;r(@m; X ‘J) < W((-m; y ))

skad na mocy (%x)

x.gg:bﬁ((—m;x )>-'§ @((-m;y )>

x<y = AF F (=) <a] F(=oe)

czyli

a stad na mocy (f1) ostatecznie wktasnodé (£2),

I\ ~aelE x)&
Dl Wynika z wtasnosci (F5), (£2) oraz z faktu, Zze na mocy
(F4) jest F(-oe) = O.
A\ * def
jgﬁ,_“,ﬂ}p (Xi,...,xj_i. Xj+1,...,Xn) S
def FUXppeeasX 0o X 41 veeyXy) jest dystrybuanta (7-1)-wy-
miarowg.,

QJ F* jest tunkcJ% rzeczywista, dla ktérej dziedzing jest ca-
ta przestrzen !R:_ i speinia tym samym warunek (Fi),

Mamy dalej dla (x ,...,X; q, Kietroees X,V & (Yyeey Yiogy Yingyeeey )
n"f F*(X - .

ey Xiqy X sy Xp )=
(9’1)11-"s(’s’j—1)j~1:(9j+1)j+1:---r(l,'n)n i L )

= n-1

F(Xq goenyXi-t q00,X st =
{91)11-°'1(yj—1)f-1'(gjd}j+1 12 (Yndn ( i v ) )

(F4)

n4

= F(x asa X‘, oo X ey X -
(F4) {91)“'"’(UJ"1)1“1’[yj'i)jﬂ'""(yan[ 17-s29Aj-19 003 Xjslgeeer n)

—F(X“-..gXJ‘ i!'m!xjﬂi"'!xﬂ)] =

n-1 1
= A oo FRgpreespts= 201K 1t sy X )
(Y490 (41) s (Yjur) oo (Y. 0 Xty =21X joq 529 Xp )



20

n

FilXisoessXt —oo X esng X 20
(Y4)49++=3(Yj4)j4 5(==)j (Y j+4) iy 324 (X45--+2Xj49- 90 Xjig 9 ==+ Xn)

na mocy (F2), Wynika stad, %e funkcja F* jest (n-1)-wymiaro-
wo niemalejaca, czyli speinia warunek (F2), Z 1lewostronnmej

cigglodci funkcji F wynika bezposdrednio lewostronna cigglodé
funkcji F*, czyli spelnienie przez nig warunku (F3), Spelnie-
nie warunkéw (F4) i (F5) wynika z definicji funkeji FX. Za-

tem funkcja F* istotnie jest dystrybuantg (n-1)-wymiarowa,

(#5) Jeé1i w dystrybuancie F(Xi,...,xﬂ) na £ sposréd zmiennych
Xqvoeesdp (k<n) podstawié eo, to otrzymana w ten sposéb funk-
cjan-=k zmiennych jest dystrybuantg (n-k)-wymiarowq.

D| Wynika z k-~krotnego zastosowania wiasnosci (24),

§ 104, Twierdzenie

gj Funkcja F Jjest dystrybuants 7-wymiarowg,
§ jest funkcja addytywny przedziaku lewostronnie domknietego,
okreslong zgodrie z tuierdzeniem § 27 wzorem

(1) xiiwn $(Cxs0) EagF

¥ jest furieja addytywng figury elementarnej lewostronnie do-
mknietej o dziedzinie ¢ bgdacej cialem wszystkich figur elementar-
nych lewostrunnie domknigtych, otrzymana przez przediuzenie funk-
cji §, tzn, spelniajgcg warunek

\. -
(i1) AZ‘/:«?, ¥(A)=(4)

gdzie £, jest klasg wszystkich przedzialéw lewostronnie domknig=
tych, i zgodnie z twierdzeniem § 97 dla

m
44: Z Aj’ 86210 A1|000’Am52!
j=1

okreslong wzorem

(111) ¥(A) = 5 6(4))
J=1

T/ ¢ Jest przeliczalnie addytywns funkcjg zbioru,
D| Dowéd przeprowadzimy w 3 czedeiach: T1, T2, T3,
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Ti| Jezeli AO,AI,...Efz oraz

(:I.V) 140 < k]:J[ Ak

to =

(v) ¥ (Ag) < Y ¥(Ap)
k=1

D| Ze wzgledu na warunek, Zze ’40"41""6‘?1’ nierswrosé (v) jest roéw=
nowazna

(\'1) @(Ao)sz @.(Ak)
k=1
Niech
- ) n

ke{g,\‘l,...}'qk: (ak' by 7y gdzie ak’bkeﬂa
Z lewostronnej cigglosci funkcji F wynika na mocy (i), A

A N\ lim §(<x,;0))= !
5EEY YERD  XyAgpXyyen €RE yooo B(<Kxyiy))=d(<x5 y))

Xv/_t

Wobec tego

(vid8) NNV Qs b )(ay30,) A
EER KER apeRy k3 b ) <( e 3 b
E>0 ﬂk"ﬂk

A0<B(<ay 5 bx) -8 (<45 b)) <%

(W dowodzie wiasnosci (£2) w § 103 wykazalismy, %e funkcja ¥ .
a wigc 1 funkcja § sa niemalejgce i nieujemne).

Gdy punkty a, 2 bo majg chociazby jedng ze wspéirzednych
réwna, wtedy na mocy (i) Q(Ao) =0 i nieréwnosé (vi) jest spek-
niona, Zalézmy wiec, zZe

(11) ao‘cbu
Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy a8, eR" eczyli

(x) — eo<a, < py<eo
Mamy wtedy

i A\ V : :
(xi) R BueR” <ay;py>cay;by) A

£>ﬁ ﬂg‘ﬁﬂ“bﬂ
A0<F(<ag;b0))-8(<ag; fo))< ¥
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i na mocy (iv), (viii), (xi)

<aniﬂo>CkL_1ll (x5 by)

Z twierdzenia § 91 wynika, Ze numeracje zbiordéw AgrAgreee mozna
tak dobraé, aby

m\e/n <8932 < kL=J1 (%3 D)

skad
m

Lagy; By) c:kl;l Cay; by)

a nastepnie, biorac pod uwage, %e funkcja ¥ jest niemalejgcg funk-—
cjg addytywng zbioru, a zbiér

m m k=1
kH <ay 5 by) 121‘ (<ay56¢) g <aj; by))

Jest figura elementarng lewostronnie domknieta, na réwni ze zbio-
rami
k-1
(akﬂk%ﬂ%(q;@L ket yoccsimy
J-
otrzymujemy
m

m k=1
¥ (<ay3 B0t (U< b)=¥ (3 (K ibx)‘j9<“j;bjm=
k=1

m k< m
=) ¥(Cay; bk)—jg<ajibj))‘*z1‘ Y(<ay i 6x)
k=1 =

Wynika stad, ze

m oa
¥ (Ka, ;ﬁa))ekZ‘@ (a5 bk))‘g d(<ay; b))
=] -
i na mocy (viii), (xi)

gé\[]’? ﬂ((ﬂﬁbo))-'-?-(kgjf(ak;bk»*_kgé_%ﬁ
czyli

- §(A }‘f‘ F(A)+E

EER 0 = k

>0
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Ze wzgledu na dowolnogé liczby & otrzymujemy stad nieréwnosé
(vi).

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy warunek (x) nie jest spelnio-
ny. Na mocy (i) oraz wtasno$eci (F4) dystrybuanty F

7AN V N agy=ag | A
eegt @y=(dyqyes Agp) € RE by Ry @g=(Cgyyeens Apn)eR™ | ageR oL =t
£>

Qg yeeny A< Xo> @y Le{t gy}
AlD<gd (( (P bo)) - ((d'oi bo))"%
natomiast z (vii) wynika, Ze

VAN N\ V U‘Q’((GG;bu))—ﬁf(au;ﬁu))(.-i-
EeR  ag,be Ry BoER"
€20 by=(boyy---sb0n) Po<bo
byg yeeey bop> ===
(Przypadek, gdy jedna z liczb a01’°”’a0n bytaby réwna oo,nie wcho-
dzi w rachube, gdyz wtedy nie bylaby speiniona nieréwnoéé (ix),Ana-
logicznie musi byé b01....,b0n > =oo), Wobec powyzszego mamy

133 ao,g.,\e‘ﬁé' ﬂu,ﬁ\{f"?n 0<8 (<ag ;3 bo))- (atgi Bo)) <€

>0
Na podstawie przypadku juz udowodnionego mamy zatem
N 8(<ay5bp))-€<d({ty; fp))< ) B (Ap)
ceR ¥ k=1
&>0
skad na mocy dowolnosci liczby ¢ nierdéwnosé (vi) w przypadku ogél-
nym, co koriczy dowdéd Ti.

T2| Funkcja ¥ Jjest w klasie £; przeliczalnie addytywna, tzn. Jje-
zeli

A = Z‘ Ak| A’AigAagcooefl
k=1
to

(x11) ¥(A) = 3 ¥4
k=1

D 2z faktu, Ze funkcja ¥ jest niemalejgca funkcja zbioru, wynika,
Ze m
A w(g Ak)r.!*fA)

s k=1
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czyli na mocy addytywnosci funkcji ¥

e ;‘? ¥(A<P(A)

Ze wzgledu na dowolnos$é liczby m mamy po przejsciu do granicy
(xiii) 3 ¥ (Ak)<¥(A)
k=1
Z dowodu czeféci T1 wynika na mocy (v), ze
(xiv) ¥(A)< ) ¥(4k)
k=1
Z nieréwnodci (xiii) i (xiv) wynika réwnogé (xii).

T3] ¥ jest przeliczalnie addytywns funkcjg zbioru.
D| Niech

A= EAk, gd~ie A,Ai,Az,...éa
=1

Na moey wiasnodci (qs) cicta ¢ mamy

m
A= ) B
Jj=1
My
Ak- E ‘Bkr ’ k = 1’2|¢.o
r=1
gdzie
(/\BJEB()A(A Bkr5f1>
J &r
Wobec tego
A Bi=gna=B;n( 524, )= 3 A nB;=
feltymym}y 2 A J g k E Rt

'Eﬁ (ff Bkr)nﬂj=iffakrnaf

k=1 r=1 k=1 r=1
oraz M

Mg m m
@ A Ak—AknA=( gs,‘,,)n ()j aj) =3 5 By 0B
€

r=1 j-1 Jl-1 r=1
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Poniewaz B; oraz DBy, n B; sa przedziatami lewostronnie domknigtymi,
a przcdziatéw By, N B; w sumie

oo M

2 2 BirnB;

k=4 r=1

Jest przeliczalnie wiele, gdyZ mozemy je ustawié w cigg wypisujac
najpierw m, przedzialéw dla k = 1, potem m,, przedzialéw dla
k =2 1itd., wigec na podstawie dowodu czeéci T2 mamy

o= Mk

/\wa,) =Y X ¥(Bk-nBj))

k=1 r=1{

skgd na mocy addytywnoseci funkecji ¥
oo My
¥(A) —2 ¥(8)= 3 5 X ¥(BnB)

Jj=1 k=1 r=1

Poniewaz na wocy tego, Ze funkcja ¥ jest nieujemna, mamy

o My
NV O0< T X U(Ben) -5 5 w(BenB)< L
F_E?? 15{1 ymp s;ell k=1 r=1 k=1 r=1

>0

wiec dla dowolnej liczby 5 spelniajacej warunek 5 > max (51,...5,,,)
Jest

e 0<¥(4)- T 5 Zw(gkrnﬂ)‘:ﬁ

5}0 J=1 k=1 r=1
czyli
§ m
D os¥m-3 5 5 ¥(BenE)<e
550 k=1 J=1 r=1

Ze wzgledu na dowolnosé liczby 5 otrzymujemy po przejsciu do
granicy

o m Mg

/\ Osp(a)= 2, )5 3 ¥ (B, "Bj)<e

k=4 j=1 r=1
£>0

a ze wzgledu na dowolnosé liczby ¢

oo m Mi

vi)=3 3 X ¥(B, "B}

k=1 j=1 r=1
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Ale z addytywnos$ci funkcji ¥ 1 wzoru (xv) wynika, Ze

m Mk

V(A=) ) V(B nB)
j-'l r=1

Wobec tego

wiA) = 3 w(a,)
k=1

co oznacza spelnienie przez funkcje ¥ warunku (r3) dla przeli-
czalnie addytywnej funkcji zbioru., Poniewaz na mocy addytywnosci
tej funkcji warunki (1) i (¥2) byly speinione, funkcja ¥ jest
przeliczalnie addytywna, W ten sposéb zostal zakoriczony  dowédd
twierdzenia § 104,

§ 105, Miara

Miarg nazywamy kazdg nieujemng przeliczalnie addytywng funk-
cje zbioru X o dziedzinie & bedacej G -cialem podzbioréw usta-
lonej przestrzeni X, Innymi sltowy, miarg w pewnej ustalonej prze-
strzeni X nazywamy kazdg funkcje & spelniajacg nastgpujace wa-
runki:

(pi) H jest funkcjg rzeczywista zbioru o dziedzinie & bedacej s~
~ciatem podzbioréw przestrzeni X

(u2) A\e/a |t (Ao
ws) [\ u(a) > o0

(ua) AMU g, H(Z Ak) =20 u(Ap)

k=1

kﬂ!

A oto wlasnosci miary:

(m1) #(0) =0
D| Wynika z (p1),

(w2) , A, # (g,: Ak) ,:‘: u(A)
D] Wynika z (p3),

(ma) A (AcB=u(A)<u(B)
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D| Wynika z (43) 1 (ps),

D| Wynika z (p5) 1 (u43),

(m5) A1,Az/,\ ea‘“(x.a ) E‘“(Ak)

21#(0:) (E(Ak UAJ))

k-1

= Lulm-YUay) s, 2 H(A

k=1
A | s
(ne) AfyeAped # (kt."’; A"') ‘kg H(Ax)
D| Analogiczny jak dila (m5).
) = l
= A1CA2/L\: €8 ( 4 A) o A8

D| Wynika z (p7).

(m8) ( A ): i A
A,:A/z\:....eaﬂ krj1 Ae) = (L 4040
H(A) <o
D/ Wynika z (p8),

(m9) A,{%é p(B=A)=4(B~AnB)=u(B)-u(AnB)
ﬂ <oo

D] wynika z (p10),

(:uo)A/\ H(AnB)=u(B)-p(B-A)=u(B)-u(B-AnB)
#(8)«-:-
D| Wynika z (p11).

§ 106, Miara unormowana

Miare U4 okredélong w przestrzeni X nazywamy unormowang wtedy
i tylko wtedy, gdy alx) = 1, Innymi stowy, miarag unormowang w prze-
Strzeni X nazywamy kazdg funkcje v speiniajgcs nastepujace wa-
runki:
7 — Wyklady z probabilistyki
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(v1) v jest funkcjg rzeczywistag zbioru o dziedzinie ] bedgcej
6 -—ciatem podzbioréw przestrzeni X

(v2) A{; v(A) > o

(v3) v(x) =1

A v (A
(v4)A1’A’ (Z‘ ) g (A)
A oto wiasnoéci miary unormowanej:

(n1) v(o) =0
D| Wynika z (mi).

(n2) AcB =~v(A)<v(BJ)

ea |
A,Bed
jﬂ Wynika z (m3),

(n3) A\ o0 <v(A) <1
Aed

A AcKX.

D| wynika z (v2), (n2) 1 (¥3), poniewaz ek

G
(nd) A/e\es"(‘“ Y e D
Dl A+ AC =x =>p(A) + »(4°) = 1
(v3)
n

(ns) . ,An (}:‘A) =3 V(A

k=1
D| Wynika z (m2),

n
(n8) , N, v (U Ak)<£ Y (Ax)

k=1

D| Wynika z (mé),

I(n'f) A1,Az,/\ o ( U 4 ) <X v(Ap)
D| Wynika z (m5).

et A,:Az/c\ Y ( 5 A)_kgﬂ >(4¢)

D] Wynika z (m7).
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(n9) A1:'Az/:’\ o (F'I Ak) = lim v(A)

D| Wynika z (m8),
(,muo)m{}\&s v(B=4A) = v(B=4nB) = »(B) = v(aAnB)

D| Wynika z (n3) i (m9),
(n11) A/\ W ANB) =p(B) = »(B =4AnB) =p(B) = p(B=4)

Bed
D| Wynika z (ni0),

(n12) A y(4uB) = v(4) + v(B) = »p(4nB)
A,Bed

D| wynika z (n5) i (n10), poniewaz AuB=A + (A -A4).

§ 107. Miara skoriczona i miara pélskorczona

Miare 4 nazywamy skorczona, jesli zamiast (42) spetnia waru-
nek mocniejszy:

Aed ﬁ(A)ém

Wprowadzamy jeszcze nastepujace pojeciag
Aed  jest zbiorem miary u péiskoriczonej &85 det
& Ay, A ,V e.ﬁ(Azkl‘=J1 Ak"\/}‘u('q")‘m)
Miara u jest pélskoiiczona ggb X Jest miary x4 pélskoriczonej.
Jak wynika z powyzszych definicji, miara skorczona jest mia-
ra péiskoriczong, ale miara pélskoriczona moZe nie byé miara skor-

czong., Miara unormowana jest na mocy (n3) miarg skoriczong,a zatem
réwniez miarg péilskorczona.

§ 108, Twierdzenie

A Vv
Miara 4 jest péiskornczona ﬁﬂ&f‘&uﬁ;,...ea‘( pet ,4k A/\,u(,qk){_a -

A/e\é A jest zbiorem miary u pélskoriczonej,

D| Miara u jest pétskoriczona=>X jest miaryu pétskoriczonej =

=g'\cg,c'z\,/.. é@(X- y C’“AA‘U(K")(“):‘

= A V =gl = [i]
Aes AnC,,AnC‘z,...EJGq i "’”,Lq' S k[_%(A“Ck)AQ#(A”Ck}Sﬂ(&)<.x)==»

2:4/5\6 A jest zbiorem miary & pétskoriczonej.
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Z drugiej strony
A{} A jest zbiorem miary u péiskorczonej=>X Jest miary 4 péi-

skoriczone] (?_Eg miara 4 jest péiskoriczona,

§ 109, Przestrzer z miarg

Przestrzenig z miara bedziemy nazywaé tréjke elementdw (A’,é,‘u),
gdzie U jest miarg o dziedzinie J bedacej G-ciakem podzbioréw
przestrzeni X,

W szczegélnodci, gdy miara 4 jest unormowana,bedziemy méwili
0 przestrzenl z miarg unormowang.

W przestrzeni z miarg (X, 6,31) bedziemy wyrdzniaé zbiory mie-
rzalne, okreslone nastepujaco:

zbiér A jest mierzalny u g Aed

§ 110, Miara zewnetrzna Carathéodory’ego

Miara zewnetrzng Carathéodory’ ego w pewnej ustalonej przestrze-
ni X nazywamy kazda funkcje¢ X, spelniajpcag nastepujgce warunki:

(51) up jest funkcjg rzeczywista, dla ktérej dziedzing jest klasa
wszystkich podzbiordéw przestrzeni X

(52) up (0) =0

(63) A,A,,fq\z,...cx (A < U A= (A)‘kg #e(Ak))

A oto wiasnodci miary zewnetrznej Carathéodory’ego:

(z1) A,{s\:x (A:dee(A)s,ug(B))@,ue jest funkcjs monotoniczna

zbioru,

QIA:B=>Ac(Bu0u0u,,,)G—Ts‘~; Ue(A) < ue(B) + up(0) + pf0) + ...

+ ses {,:T_"z":) ‘Ue(A)‘ Fe(ﬂ)
(22) A p(4) >0

o A (OCA T Hel0)<te(4) g—‘;)'ﬂe{A);O)

n n
i3 A!Ah--{\;An‘:X(Acky! Ak_b{uE(A) -~ E#e(Ak))



101
D Ac;g A =A< (A4u...UAu0u0v...) ﬁ
E;—s_;(ue(A)‘(ue(A.'),i‘--.+ﬂg(An)+(ue(GJ+

+Up(0)+... (sz)ﬂe("‘)ég Ha (Ag)

(z4) A"A::\.”qx#e(t ) Zﬂe(*“k)

D| Wynika z (53), poniewaz UA,;C UA,C
Gk, A ,ue(U A)sz He (A

D| Wynika z (z3), poniewaz UA,{‘:H Ay

(z8) A}{'\qﬂe(,«iuﬁ)s U (A) + up(B)

QJ Szczegélny przypadek (z5),

(z7) A,/Z\CX HUe(Z) < Ue(2nA)+Up(Z-A)

A - -
QJA",H z=(ZnMdu(z = 2)

skad otrzymujemy wtasnoséé (27) na mocy (z6),

§ 111, Twierdzenie Carathéodory’ ego

&I Mp Jest miarg zewnetrzng Carathéodory’ego w przestrzeni X

(1) 2 {g:sexn D\ p(2) = 4y (z0a) + (7 - )}

_‘Ij I. Klasa J podzbioréw przestrzeni X jest @& -—ciatem.
II. Miara zewnetrzna W, Carathéodory’ ego, rozpatrywana tylko na
J, jest miarg, tzn, funkcja 4 okreslona na o nastepujgco:

(15) D lA) 24,00

Jest miarg,

ITI. Kazdy zbidér miary zewnetrznej Carathéodory’ego zero nalezy
do § i ma miare zero, tzn,

,4/.=\x(f"9 (A) = 0=>Ae8A u(A) = 0)
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