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D Ac;g A =A< (A4u...UAu0u0v...) ﬁ
E;—s_;(ue(A)‘(ue(A.'),i‘--.+ﬂg(An)+(ue(GJ+

+Up(0)+... (sz)ﬂe("‘)ég Ha (Ag)

(z4) A"A::\.”qx#e(t ) Zﬂe(*“k)

D| Wynika z (53), poniewaz UA,;C UA,C
Gk, A ,ue(U A)sz He (A

D| Wynika z (z3), poniewaz UA,{‘:H Ay

(z8) A}{'\qﬂe(,«iuﬁ)s U (A) + up(B)

QJ Szczegélny przypadek (z5),

(z7) A,/Z\CX HUe(Z) < Ue(2nA)+Up(Z-A)

A - -
QJA",H z=(ZnMdu(z = 2)

skad otrzymujemy wtasnoséé (27) na mocy (z6),

§ 111, Twierdzenie Carathéodory’ ego

&I Mp Jest miarg zewnetrzng Carathéodory’ego w przestrzeni X

(1) 2 {g:sexn D\ p(2) = 4y (z0a) + (7 - )}

_‘Ij I. Klasa J podzbioréw przestrzeni X jest @& -—ciatem.
II. Miara zewnetrzna W, Carathéodory’ ego, rozpatrywana tylko na
J, jest miarg, tzn, funkcja 4 okreslona na o nastepujgco:

(15) D lA) 24,00

Jest miarg,

ITI. Kazdy zbidér miary zewnetrznej Carathéodory’ego zero nalezy
do § i ma miare zero, tzn,

,4/.=\x(f"9 (A) = 0=>Ae8A u(A) = 0)
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D| Dowéd podzielimy na 6 czgeéci Ti,...,T68, stanowigcych dowody
6 kolejnych twierdzen, skladajgcych sie na cate twierdzenie Ca-
rathéodory’ ego.

Ti] Klasa & jest cialem zbioréw,

D| Klasa ¢ nie jest pusta, poniewaz Xeé., Sprawdzamy to z tatwo-
dcig biorgc pod uwage, 2e INX =2 1 Z - X =0, Tym samym klasa
d spelnia warunek (x1) dla ciata zbioréw.,

Aes=>/\ Up(Z) = g (20A) + po(Z = A) = pg(Z=4°) +p(20A0=
s Jox 1e(Z) = 1o (ZnAC) & pp(Z = AC) =A% 8

Zatem kldsa ¢ spelnia réwniez warunek (22),
Jezeli A,Bed, to

(1) zQx He(Z) = up(20A) + up(Z = 4)
(11) I #e(Z) = up(2nB) + po(Z - B)

Wstawiajac w (ii) zamiast Z najpierwZn4, a potem Z-4, otrzymu-
Jemy

(111) /\ oy He(ZnA) = we(2nAnB) + pg( 204 = B) = ue(Z0ANB) + 4, Zn AnBO)

(1v) z/\xm,(z A) = pp ((2 =A)nB) + up((2=4) =B)=

= 4o (ZnANB) + po(Z = (4uB))
Podstawiajac (1ii) 1 (iv) do (i) otrzymujemy
("ng U@) =120 ANB) + 1y (Z0ANE) + ptp (20ANB) + up (Z = (4UB))
Ale
ZnANBUZNANBS u ZnA‘nB =ZnAu ZNA“NB=ZN(AuB)
skgd na mocy (z5)

(vi) e (ZnAnB) + u,(ZnAnB) + pe(2ZnAnB) > U(Zn(AuB))
z (v) 1 (vi) wynika, ze

A /ze(Z):u/.fe(zn(Aus)) e S0
Na mocy (z7) mamy stad ostatecznie

A’BEd:Z{::\X /JQ(Z) =,ue(Zn(Au8)) -l-(ug(-z— (AUB))=>

=> AuBed
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Klasa & speinia w ten sposéb warunki (ac1), (22) 1 (%3) 1 jest
ciatem zbiordéw,

2| A A\ He (Z n ) Ak) -3 Mo (Z0Ay)
k=1 k=1

ZeX Ayyeee,Aped

D| Stosujemy indukcje. Dla 7 = 1 wzér przedstawia tozsamodé., Za=-
Y62my teraz, %e wzér jest prawdziwy dla n =m-1, tzn,

m m-
(vii) A A 7Zn A) = A
¥ ek ) Ay Andicbog A-=E1 kgf‘@(z“ k)

Mamy wtedy

Ap€é :>z/éx £e(Z) = pe(ZnAp) + pe(Z = Ap)

Podstawiajgc tu w miejsce Z 2zbiér 2Zn EAk otrzymujemy
k=1
A A\ A
ZCX A,'}"'}Am 6 ‘ue znz

=#e(znc(é Ak)“Am>+ﬂe<Zn kg A=A )
m-1

= o (Z0Am)+ e (Zn I 4 = te(ZnAn)+

m-1

+ E Ue(ZnAy)= E H(Z0A)

Z prawdziwoéc:l wzoru dla 7 =m-1 wynika zatem jego prawdzi-
wosé dla n =m.

A z
A o aD ot (00 5 A= F ytzony
D
ke EA* k=21 e =>4 n/e\?z@n EA“ (zn k) (D
= A - 'y T
(z1) Z<x n/e\ﬂye (Z n&AQB (e ( nk§ Ak) (12) ,E ue (2045 )=>
B z{:\X He (zngA;k); g Pe(ZnAk)
n
Ursglednilidmy tu fakt, Se cing liczbowy ( Eﬂe(ZnA‘)) jako mo-
k=1

notoniczny ma granice.
Z drugiej strony na mocy (z4)

e (o0 A Ero)e ot

i w ten sposéb otrzymujemy teze T3,
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T4| Klasa & jest ¢ -cialem,

D| Wykazalidmy juz, ze klasa § jest cialem zbioréw, Tym samym
klasa & spelnia warunki (¢1) 1 (¢2) dla & -cial, Pozostaje zatem
wykazaé, %e speinia (63) czyli

Ajrhgreestd= UAes

Ale

gdzie
/e )
B = = ;
k k 7= A_;

i na mocy tego, %e klasa J jest ciatem zbiordéw

B'1| Ba’.loeé

Wystarczy zatem wykazaé, Ze
(84 ’ Bz, e EPS)A(J kiﬂﬁfnﬂkao):;z BkEJ
J*k
0t6%z na mocy definicji klasy d 1 faktu, ze klasa ta jest cla-

em zbiordéw mamy

HE?Z Zﬂk£6 ¢ZC\X nef ﬂg(Z)—(ﬂe (Zﬂ E‘Bk) +¢u9( Z Bk (TZ)
k=1

n n oo
= ZnB Z==yeeh ZnB = By =
(TZ)§P’( n k)"‘ﬂe( kg 9>k§¢“e( n k}“.ue( ,:‘.21 k)
= #e@> T te(20Be(2- & B)
Wykorzystalidmy tu fakt, Ze cigg liczbowy (E#Q(Znﬂk)) jako

monotoniczny ma zawsze granice.
Na mocy (13) mamy dalej

z/éx te(Z)> Ue <Z"' ggk)*#e (Z‘ k-E1 ) =1

A ﬂe(Z)aﬂe(an§ 39 e (Z_k%‘ ﬂk)=> > Byed

k=1
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T5| Funkcja y okreslona na G-ciele & wzorem

DN ) 2y, (4)

jest miarg.

D| 4 jest funkcja rzeczywista zbioru o dziedzinie & bedacej
G -=cialtem podzbioréw przestrzeni X i tym samym speinia warunek
(41) dla miary.

Na mocy (¥2) funkcja x4 spelnia warunek

u (o) =

1 tym samym warunek (pz) dla miary, Nastepnie na mocy (z2) Jjest
speiniony réwniez warunek (u3),

Z twierdzenia T3 zastosowanego do przypadku Z = X otrzymu-
Jemy

A.,,Az, €8 f“e<"'“2“) "E#e (xnAx)
czyli warunek (p4), poniewaz

XnZAk- EAk 1 NXNA=A
=

Funkcja u speinia zatem wszystkie warunki (p1), (u2), (u3), (u4)
1 jest miarsg.

16| A{:\X ((ue(A) = 0=§'AEC§/\(U(A) = 0)

D A,fz\q ASZOAT=R N\ He(A)> te(ZnA)=>

—>(, /oy He(A)=0=>pe(Z0A)< 0= pe(20A)=0)

Analogicznie
A A "
Ayzex LAY alzex Hel?)> te(Z-A)
Z powyzszych dwu zaleznosSci wynika, ze

O (hehiimnd e sy el A0 B

=N e (2)=pe(Z0 A)+ to(2-A))=>
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=:>AQX(#9 (A)=0=A eeS) T A/c\x(gzg(A)=0=>AEcS/\p(A)=0>

Tym samym dowéd calego twierdzenia Carathéodory’ego zostal zakori-
czony,

§ 112, Twierdzenie o rozszerzaniu funkcji przeliczalnie addy-
tywnej do miary

2| A jest przeliczalnie addytywng, nieujemng funkcjg zbioru o dzie-
dzinie K bedacej cialem podzbioréw pewnej ustalonej przestrze—
nilX.

T| I. Istnieje dokiadnie jedna miara X o dziedzinie 5% bedacej naj-
mniejszym G-cialem zawierajacym ciato KA taka, ze

(18) I\ u(A) = a(A)
AEK

II. A{}*(A Jest miary 4 péiskoriczonej &

S Aw“z}{..ek’ A< kg Ak A fk\ A(A)<=>)

D| Dowéd podzielimy na 6 czesci T1,...,T6, stanowigcych dowody 6
kolejnych twierdzeri, skladajacych sie¢ na cale twierdzenie o roze
szerzaniu do miary,

Ti| Funkcja W, okreélona w przestrzeni X wzorem

(17) A\ A)=inf A By)
Acxy"( ) By1Byyome Eg‘ (
U Bx=A
k=1

jest miarg zewnetrzng Carathéodory’ ego.

D| 4p jest funkcja rzeczywists, dla ktérej dziedzina jest klasa
wszystkich podzbioréw przestrzeni X , 1 tym samym speinia waru-
nek (¥1) dla miary zewnetrznej Carathéodory’ego. Na mocy (17) ma-
my dalej ;

(1) pe0) =5, 8 T A (B < é A(0)=0

Poniewaz A jest z zalozenia funkcja nieujemng, wiec na mocy (17)

(11) A{:\:’( pe(A) > o
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Z nieréwnodci (1) 1 (1i) wynika, ze

i tym samym funkcja (17) spelnia warunek (52) dla miary zewnetrz-
nej Carathéodory’ego.
Niech teraz L, bedzie zbiorem liczbowym okreslonym wzorem

(111) L2t iy Vi A EA(Bk)}

B, =-A
on
Na mocy (17) Jjest

(1v) I\ #e(A) = 1nt L,

a na mocy twierdzenia § 37

A LA Ve SSr
AcX reR  xpel, 9

r>Ug (A)
czyli na mocy (i11)
. /\ /\ Al(B)<r
(T) A< X re® 31,52,a--61’( kz; (k)
f)ﬂe{A} U 8 34

k=
Niech teraz A bedzie dowolnym podzbiorem przestrzeni X, a .41,,42,...
takimi podzbiorami tej przestrzeni, zZe

(vi) Ac U 4,
k=1

Na mocy (v)

N A V 5 ¢
(vi1) KGR BBk n;‘ A (Bkn)< He(AK)* 57

> oa
ny{ﬁknl‘lk
a ponadto
(= B
¢ kL‘Il ryi ke

Moc klasy wszystkich zbioréw 54, nie przewyzsza mocy 3zbioru
wszystkich par liczb naturalnych (k,n) czyli nie przewyzsza mocy
produktu kartezjarskiego 7 X% . Zatem na podstawie twierdzenia §13
klasa wszystkich zbioréw B, jest co najwyie] przeliczalna, czy-
11 mozna te zbiory ustawié w ciag (B:, B;,...) taki, ze
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*
LN N Bf =5, oraz kf:k” z:{,z By=B)

le? k,nel?
a ponadto
k‘g :1 Bin -;U: B
Stad na mocy (111)
ﬁ ABeL, cayli é fga(sk,,)uA
g -4 n=

Wykorzystujge teraz (iv) a nastepnie (vii) mamy

D HeM)< B D ABn) < L He(Ar)+e
£>0 k=1 n=1 k=A

'skad uwzgledniajgc (vi)

Ac U A => Ue(A)< I te(A)
k=1

Funkcja (17) speknia zatem wszystkie warunki (51), (F2), (¥ 3)
i jest miarg zewnetrzng Carathdodory’ ego,

T2| Klasa zbioréw (14) z miara zewnetrzng Carathéodory’ego (17) za-
wiera dane ciato zbiorédwk .,

D| Mamy

A o o0

Aek zfc\x B,,af,\...ex (kl'-'fll K- =’Q”;H B")D
>(ZnA) ==~p1 (AnBy) >(Z0A))

A (" 3 e e PYeseis e
A/E\K Z=X 31,3;{,\...5,« kL'J1 8kDZ :kl;J" Bk ADZ-A =>H1 (Bk A}DZ A

1 na mocy (111)

k=1 k=1

Z powyiszych zwigzkéw wynika na mocy (iv)

Aek z{=\x 3,,32,/.\..ex k§ A(AnBy) > pp(ZnA)A
2 e
AN YO A(BA)> Ue(Z-A) =
k=1
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A L “a( By+(By- ).,
= A{‘:\K Z6X ByyByy...ck g"-(ﬁk) 3.__1,' AnB+(Bg-A)
UB*DZ
oo k';'_
=k21 A(A an) + kz“‘ l(gk_A)}#p(ZnA) +ye(z_A ) =

. f oo % =
. Ai\!{ z/c\x B,,atzn,...e.«r Ea(‘skaE(znA)*ﬂe(Z A) (7)

k=1
o 242
Ti‘__.n"A’:\x z{:\x r”é’(z)’#e(ZM)q-ye(z_A) =(z=n
emtp AW AT (¢4 =Up(ZNA) +Up (Z-A) =>

(z7) Aek zZex

==~A/E\K Ae d =>kcd

T3] Miara M generowana wzorem (15) przez miar¢ zewnetrzng Cara-
théodory’ego (17) na G-ciele § okreslonym wzorem (14) jest roz-
szerzeniem funkcji przeliczalnie addytywnej A danej na ciele zbio-

réw K na najmniejsze G-ciato &* zawierajgce KX ,to znaczy istnie-

Je miara Z o dziedzinie " dana wzorem

(19) : Ag“u(A) = Up (A)

Oraz jest spelniony warunek (18).

D| Klasa & zdefiniowana wzorem (14) Jest OG-cialem na mocy twier-
dzenia Carathéodory’ego a na mocy T2 zawiera cialo zbioréw K. Sko-
ro 6-ciato §* jest z definicji najmniejszym G-cialtem zawiera-
Jacym K, zatem

Jce

Wzér (15) okresla miare na G-ciele § . Miara ta ograniczona do
G-ciata 6* nie przestaje byé miara, poniewaz wtedy warunek (n1)
Jest spetniony, warunek (u2) na mocy (18) nadal utrzymany,warunek
(ps) réwniez spelniony, a warunek QM) pPozostaje prawdziwy po
ograniczeniu go do G-ciata&”, Wynika stad, ze wzér (19) istot-
nie okresla miare na @-ciele ¥, Pozostaje wykazaé, ze jest spel-
niony warunek (16), 0téz mamy

B (Acavovou ... =2 e (D<AU) +2(0) +2(0) + ...)

skad
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(vi11) I\ e (A< A(A)

Z drugiej strony

A/e\x 81,8{,\...5 ( ‘ki:( H )=»
= A= E('ln(ﬂ,; UBJ)
k=1

—=A(4)= Z:A(Anfﬂk u )g L A(B- U aj)gzz,wk))

k=1

a stgd

Aje\K a,,__af,\...ex ""AJQE A(By) oA (A< te (A)

A
k?1 Bk

i na mocy (viii)
AW RCIREYCY

skgd na mocy (19) warunek (13).
/\ 7
T4 A A jest miary u pélskonczonej <>

> V A Ckl‘_!' Ak A /x\ B.(Ak)-:m)

A‘l!“?’

Iﬂ Wykazemy najpierw, Zze lewa strona powyzszej réwnowaznosci ime
plikuje prawg. Mamy

AN 4 =
A A jest miary u pdtskonczonej(ﬁwa)

(;_1_5:) c1,c>{...e.5* A ',‘l;J1 ck/‘/k\ﬂ(ck)'#e(fk)““)

Otrzymujemy stad na mocy (17) czyli (i11) i (iv)

oo

k Bk‘erk}/,'"eK Ckan-Jl BkﬂA n=i ?‘(Bknkw

i, biorgac pod uwage, Ze funkcja A jest nieujemna,

0 A
k By, Bk\z{ ex S CH Ba kA (Bhm)co
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Zatem
AQ;*(A Jest miary pélskoriczonej =—>

= C°° o A
Bkisﬂk\z/:---ék A kL-Ji nL-J1 Bin A kyn A (Bkn)< m)

A, 2yee

Ale w dowodzie T1 wykazalidmy, %e klasa wszystkich zbioréw
B;m jest co najwyzej przeliczalna i wobec tego mozna wszystkie te
zbiory ustawié w ciag (A ,4y,...) taki, ze

MY 8= U4 @ ArA)<e

Otrzymalismy w ten sposéb, Ze

A{\éﬁ A jest miary U pékskoriczonej —>
=3 V U A(A) <o
A“Az,...eKACkL.J‘I A"‘A{k\ (Ax) )

Wykazemy teraz, Ze prawa strona dowodzonej réwnowaznogei im-
plikuje lewg. Mamy

/\ V U] —
Aed* (41::42,-..5}\’ ACKQ A A /l} 2("e‘"‘)<m(1t§)

V it ",
T aar ek A= B Ana) A [ u(AnAg<u(Ay)

-= [~ -] V == (]
Ald = =\'.An,ﬂq,,clnAz,...e:zS""'4 kl:l (Andy) A

A < o0 =—> 4
Ak ,U(AnAk) (8 108) A jest miary u pdlskonczonej).

T5| Zalézmy, Ze istnieja dwie miary X i X4* o wspélnej dziedzinie
d* spetniajace warunki:

(1x) Aﬁ}r u(A) =px4) = A(4)

Niech A bedzie dowolnym podzbiorem przestrzeni X speiniajacym
warunki

(x) Bk o L (B) = u*(B)<e
Klasa podzbiordw przestrzeni X okreslona wzorem

(xi) ‘ M, &{A: AnBes* A u(AnB)=u*(AnB)}

jest pseudo- G-ciatem zawierajacym 6-ciato &%,
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D| Poniewaz
AeK=&AnBeKE'T—5An866'A H(ANB)=u*(ANB) ==Aed,

wigce

A
(x11) Bek KCH,
M(B)=u*(B)< o=

Poniewaz O0ek => 0cMy, wiec klasa ¥z speinia warunek (t1) ala
pseudo-~ G-clata, Mamy dale]j

Aedy ﬁAnﬂed*n L(ANB)=u*(AnB) =>

=> B-AnB=ANBeS*A ;J(A‘nﬂ)—p[ —AnB)( 0

(mg),u(ﬁ) H(ANB)=u*(B)-u* (Anﬂ)( =5 & (3 AnB) =u* (AnB) A e M,
x) (x)

Klasa g speinia zatem réwniez warunek (vr2) dla pseudo-g -
~ciat, Mamy wreszcie

(Aic Azc °'.)A(A1'A2' oc.ewa)='
=>( ACAC ees )Ak{}z (AknBeé'/\ #(Akﬂﬁ)=#*(4kﬂ3»=b
=>((A1nﬂ)c (Azﬂﬂ) c )A kl:{ (ANB) e S*A /k\,u(A,,nB)-
-P*(AknB)#C(L_‘-I\] Ak) NnB= kg“i (Akr'\B)Eé* A y((kL;"‘ Ak)ﬂﬂ)z
=10 () 2,y N (Ae08)= i (A8

B (U(Aknﬂ)-cu ((U A)nB)( > U A e

Klasa M, speinia w ten sposéb wszystkie warunki (r1), (¢2),
(£3) 1 jest pseudo- 8 -ciatem,

Z definicji 6* jest najmniejszym G-cialem nawierajacym cia-
to K. Na mocy twierdzenia § 33 8% jest zarazem najmniejszym pseu-
do- @ ~cialem zawierajgcym ciato K . Wynika stqd, Ze

S CoMy
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a nastepnie na mocy (xi) 1 (x)

(xi11) D D #(A0B)=p* (ans)
H(B)=p(B)<e

T6| Miara 4 o dziedzinie &” dana wzorem (19) jest jedyna miarg na
&* spetniajaca warunek (16). Innymi stowy, jezeli istnieja dwie
miary # i u4* o dziedzinie oS ¥ speiniajace warunek (1x), to

D =)

D| dla kazdego Aes* rozrézniamy dwa przypadki:

A1,A?\,/... ek AS ;‘L,J-] Ag A {k\ A(Ag) <o

albo

N V. A(Ag)= =
A1zAgs-€K gell )
o A

W pierwszym przypadku zauwazmy, zZe
oo o k-1 oo k-1
(xiv) A=An U A=An 3 (A~ Y Aj>=£;(m @k- N AJ,-))

gdzie
k-

1 k-1
/;\Ak—jl;% AjeK AR @k_,-gi Ab <A (Ax)<e=

Wobec tego na mocy (xiii)

N\ #(An(Ak- g AJ-)=#*(An(Ak-JQ x@

i na mocy (xiv)

/4‘(.4) = ‘ll*(A)

W drugim przypadku
AN AR R A 3
A A s SR ,;sz H(Ag)=u7(Ag)=2A(Ag) = o=
éﬂAk:A

wobec czego na mocy (T4) 2zbiér A nie jest miary 4 péiskorczonej
oraz nie jest miary u* pélskoriczonej i na mocy definicji zbioru
miary péiskonczonej

8 — Wyklady = probabilistyki
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A1,43{}_-.£é’ (r\e./?l #(Ar)= "") A(.S:gl ‘U*(As) = m) ==
A=
e #(A)>#(Af)=m A ﬂ*(A)}F*(AS)-—Joo ##(AJ_#*(A)_W

W ten sposéb dowdéd catego twierdzenia § 112 zostat zakoriczony.

§ 113, Dystrybuanta miary w przestrzeni euklidesowe]

Niech Y bedzie miarg unormowang o dziedzinie ¢ bedacej naj-
mniejszym G-cialem zawierajacym ciato ¢ wszystkich figur ele-
mentarnych lewostronnie domknietych w przestrzeni euklidesowe}j ??R,
czyll ciatem zbioréw borelowskich w tej przestrzeni (patrz § 93
1§ 94),

Dystrybuantg miary Y nazywamy funkcje rzeczywistg F,dla kté-
rej dziedzing jest cata przestrzehd XK; 1 ktéra jest okreélona wzo-

rem

Fo ¥ ) [<-o0; 0]

n
xe R,

§ 114, Twierdzenie

Dystrybuanta miary w przestrzeni ‘R: jest dystrybuantg n-wy-
miarowsg,

D| Niech v bedzie miarg unormowang okreslong w § 113, a funkcja
rzeczywista £ niech bedzie dystrybuantg tej miary.

Poniewaz / jest z definicji funkcjg rzeczywists, dla ktérej
dziedzing jest cala przestrzen ﬂ:, wigec jest speiniony waru-
nek (F1) dla dystrybuanty.

Przyjmijmy teraz oznaczenia z § 93 i niech

def r
Fr(xigooo,XnJ SR 9[861'.-.’6” (&“1,...,0',,, Xr+1,...,/\'n)]

W szczegélnodci na mocy (12)
Fo(xi,...,xn) -i’[(-“; X)] = F(Xi...,xn)

(%)
f:’(xignoo|xn) =y [(a; b)]

Na mocy (13) jest dla 7 = 1,...,n
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1
Fa:"(’ri'.'.'xn) . A(br)r Fr_i(al’o.l|ar| A’r+1..--.Xn)

skad na mocy (*)

(%) v [€a;0)] = 4; Fla)

AR
a,beR,

Poniewaz miara jest funkcjg nieujemns, wynika stgd, Ze funkcja F
jest n-wymiarowo niemalejgca, czyli spetnia warunek (F2) dla dys-
trybuanty.

Niech teraz &, 32,...65R" bedzie dowolnym ciggiem speiniajg-—
cym warunek

& / x

gdzie x jest dowolnym punktem przestrzeni ﬂ; . Niech

A% (005 £), Al x)

Mamy
AjCAy C e

orasz

wobec czego na mocy wiasnosci (n8) miary unormowanej
1im v(4,) = v(4)
k—=co

czyli
Jim F(&) = Fx)

co ze wzgledu na dowolnos$é ciagu {1, gz,... oznacza lewostronng
cigglosé funkeji F, czyli spelnienie przez nig warunku (F3) dla
dystrybuanty.

Niech teraz p,, p,... bedzie dowolnym ciggiem liczb rzeczy-
wistych spelniajgacym warunek

?1 > "72> sewy ,kl—,i:-n:u ?& = =00
i niech dla dowolnie ustalonego j € {i,...n} 1 ¥ = 1,2,..,

'Bk gé" <-M; (X".’.-..X'_i’ -?k’ 1!"'lxn))

b s
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51 3813

oraz

I:!Bkso

wobec czego na mocy witasnosci (n9) miary unormowanej
Lim v(8,) =0
czyli

}1?0 l‘[<-m; (Xl,..-,xj-_i, )?k. XJ-+1,...,XD)] =

= Un FXeeas X _ga Ry Xjqreeery) =0

a ze wzgledu na dowolnodéé ciggu Pys RQgrees

X-Einw F(Xl'...’xf?) = F(Xi,...,Xj_i,-—oo,xj-*_i,...,Xn) = 0
P

poniewaz z definicji

F(Xl’aoopx'

11 =% XjpgresesXy) =

‘9[<-m; (Xigito’ X‘-

J 1? - 00, Xj-{-i’...'xﬂ))] =0

gdyz przedzial

<-°ﬂ‘ (Xi'...'xj.wi’ -00 XJ'+1’oa.’Xn))

jest zbiorem pustym, Funkcja /F spelnia zatem warunek (F4) dala
dystrybuanty.
Na koniec z definicji funkcji F wynika, ze

Floo) = 9[(-9-0; m)] =9(‘R”) = &

czyli jest spelniony ostatni warunek (F5) dla dystrybuanty.
Tym samym twierdzenie zostalo udowodnione.

§ 115, Twierdzenie

Kazda miara unormowana, dla ktdérej dziedzing jest cialo zbio-
réw borelowskich w przestrzeni euklidesowej R”, okresla jedno-
znacznie dystrybuante n-wymiarowg, bedgca dystrybuanta tej miary.
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