
I I I . PRAWDOPODOBIEŃSTWO 

§ 123. Przestrzeń p r o b a b i l i s t y c z n a 

T e o r i a prawdopodobieństwa ma swoją odrębną terminologię,wywo­
dzącą się i dostosowaną do i n t u i c j i związanych z obserwacją i ana­
lizą z j a w i s k przypadkowych. N i e m n i e j j e d n a k o p i e r a się na ogólnej 
t e o r i i m i a r y . 

Z a g a d n i e n i a p r o b a b i l i s t y c z n e z reguły r o z p a t r u j e m y w pewnej 
u s t a l o n e j p r z e s t r z e n i p r o b a b i l i s t y c z n e j . Przestrzenią p r o b a b i l i ­
styczną nazywamy dowolną przestrzeń z miarą unormowaną,czyli trój­
kę (X, S , P\ g d z i e P j e s t miarą unormowaną o d z i e d z i n i e S będą­
c e j <r-ciałem podzbiorów p r z e s t r z e n i X . Przestrzeń X nazywamy t u ­
t a j przestrzenią zdarzeń e l e m e n t a r n y c h , a j e j el e m e n t y z d a r z e n i a ­
mi e l e m e n t a r n y m i , o"-ciało j" nazywamy ciałem zdarzeń, a j e g o e l e ­
menty z d a r z e n i a m i . Każde z d a r z e n i e j e s t zatem podzbiorem p r z e ­
s t r z e n i zdarzeń e l e m e n t a r n y c h i składa się ze zdarzeń e l e m e n t a r ­
n y c h . Cała przestrzeń zdarzeń e l e m e n t a r n y c h należy do <y -ciała S , 
a zatem j e s t z d a r z e n i e m . Z d a r z e n i e t o będziemy n a z y w a l i z d a r z e ­
niem pewnym. Zbiór p u s t y też należy do o^-ciała S i j e s t z d a r z e ­
niem. Z d a r z e n i e t o będziemy nazywać z d a r z e n i e m niemożliwym. M i a ­
rę unormowaną P traktowaną Jako funkcję z b i o r u nazywamy rozkła-
dem prawdopodobieństwa w danej p r z e s t r z e n i p r o b a b i l i s t y c z n e j , a war­
tości t e j f u n k c j i , t z n . m i a r y k o n k r e t n y c h zbiorów, nazywamy praw-
dopodobieństwami. 

Z powyższych określeń w y n i k a , że ciało zdarzeń S j e s t klasą 
w s z y s t k i c h podzbiorów p r z e s t r z e n i X , d l a których j e s t określone 
prawdopodobieństwo. Wynika t o stąd, że er-ciało S j e s t - z g o d n i e 
z § 109 - klasą w s z y s t k i c h zbiorów m i e r z a l n y c h / ' . 

Ze względu na interpretację p r z e s t r z e n i X j a k o z d a r z e n i a pew­
nego, możemy traktować dopełnienie A c dowolnego z d a r z e n i a A j a k o 
negację z d a r z e n i a A , t z n . j a k o z d a r z e n i e polegające na tym,że n i e 
z a c h o d z i z d a r z e n i e A . Ze względu na t e n negatywny c h a r a k t e r z d a ­
r z e n i a AC wprowadzimy o z n a c z e n i e 

(30) A' ŚSS, Ac 

9 _ Wykłady z probabilistyki 



130 

1 będziemy nazywać A* z d a r z e n i e m przeciwnym dc z d a r z e n i a A . Wobec 
teg o na mocy § 20 otrzymujemy wzory d l a dowolnych A, BES 

A + >i' = A' X - A' - A 

^ 3 l ) (.4')' - A A <z B B' (= A' 

A - 8 = A 0 B' 

a w z o r y dc Morgana z § 21 przyjmują postać 

(32) ( U A )' = 0 A' f H 4 V = IJ A' 

(33) (u Ay - n A; fn A V = u ;̂ 
( 3 4 ; fu AY - ń A' fn AY = 0 A; 

( 3 5 ) (U *Y = ń A; (fi AY = U Al 

(36) (A u sy = A'n B' (Ansy = A\JS' 

7, tym, że należy pamiętać, że we w z o r a c h t y c h A , A t B n i e ozna­
czają dowolnych podzbiorów p r z e s t r z e n i X , l e c z z d a r z e n i a , t z n . e l e ­
menty ciała z d a r z e n i . 

1-124. Własności prawdopodobieństwa 

Biorąc pod uwagę, że rozkład prawdopodobieństwo j e s t miarą 
unormowana, otrzymujemy na mocy ( V i ) , . . • , ( * * ) , ( n i ) , . . . , ( n l 2 ) 
z § 106 nast-jp-j jące własności prawdopodobieństwa P d l a dowol~ 
nych A , B , A^ , A-T••* c S i 

(ar) prawdopodobieństwo J e s t liczbą rzeczywistą 

(38) O * /° (A) & 1 

(39) P(X) = t 

Uo) /»(0) m O 

(41) P(.4') = i - P(A) 

(42) A C 8=$P(A) ź .0(5) 
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( 4 3 ) P(Z\) ' 
/ k-1 

( 4 4 ) PIIA.) = £P(A.) 

(45) P(U A) i ip(A) 
\ k = t *l *-.\ k 

(46) P[ U A\ i £P(A.) 

( 4 7 ) A* c A9 c ... => p(Q A.) = l i m P(A.) 

1 <J ^ = 1 * / 00 * 

( 4 8 ) A4 D A« 3 ... = * p f PI AJ = l i m P ( / V ) 

( 4 9 ) P(5 - A) = /'(fi) - P(AnB) 
(50) P(/ln£) = P(B) - P(B - A) 

( 5 1 ) P ( / l u 5 ) = P(A) + P ( f i ) _ P ( ^ n f i ) 

§ 125. Z d a r z e n i a p r a w i e pewne i z d a r z e n i a p r a w i e niemożliwe 

Wprowadzamy dwa następujące określenia 

A j e s t z d a r z e n i e m p r a w i e pewnym <i=4 P(A) = 1 

.4 j e s t z d a r z e n i e m p r a w i e niemożliwym <=3 P(A) = 0 . 

J a k stąd w y n i k a , z d a r z e n i e pewne j e s t z d a r z e n i e m p r a w i e pewnym, 
a l e z d a r z e n i e p r a w i e pewne może n i e być z d a r z e n i e m pewnym. Podob­
n i e , z d a r z e n i e niemożliwe j e s t z d a r z e n i e m p r a w i e niemożliwym, a l e 
z d a r z e n i e p r a w i e niemożliwe n i e musi być z d a r z e n i e m niemożliwym. 

§ 126. Pełny układ zdarzeń 

Mówimy, że z d a r z a n i a A^,,,.,A tworzą pełny układ zdarzeń, 
Pdy 

(*) ZA - * 
k- .. k 
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Innymi słowy, z d a r z e n i a A ^ , , , , t A n tworzą pełny układ zdarzeń,gdy 
się nawzajem wykluczają i łącznie wyczerpują w s z y s t k i e możliwości. 
Ze w z o i u (*) w y n i k a na mocy (43) i ( 3 9 ) , że 

n 

(52) Z P(A. ) m 1 
A-1 K 

A n a l o g i c z n i e , mówimy, że z d a r z e n i a >L. /)2,... tworzą pełny układ 
zdarzeń, gdy 

HA. = X 
k--s k 

Mamy wtedy na mocy ( 4 4 ) i (39) 
ma 

(53) 2LP(A. ) = 1 
A=l 

I 

§ 127. T w i e r d z e n i e 

.ZJ A . , f t A n tworzą pełny układ zdarzeń 

P'At) = . . . = P(An) 

A m A^ + . . . + AK , k±t . . . , km € j 1 n\ 

Tj P(A) = H2-

D) Na mocy (52) 

ŹPU) = 1 
A--\ * 

skąd na mocy założenia o równości prawdopodobieństw 

A nP(Ak ) » 1 => A P{A) = i-

Otrzymujemy stąd na mocy (43) 

/>U) = /,( H ) + . . . 4 P { A k ) - i • . . . + 1 = f 
/77 rozy 

§ 128. Przestrzeń p r o b a b i l i s t y c z n a skończona 

N i e c h 

A 
j*k 

e. j ek 
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i niech S będzie klasą wszystkich podzbiorów X . Klasa S zawiera 
2" różnych podzbiorów, ponieważ należy do n i e j 

1 c żyli (o) podzbiór pusty 

n c z y l i 
n(n-l) c z y l i 

i ( ? ) 

(2) 
podzbiorów i-clementowych 

podzbiorów 2-elementowych 

1 c z y l i (n) podzbiór /7-elementowy 

Wszystkich podzbiorów należących do S j e s t 

(2) • (?) * - * S) •<*•••! J -2 

Niech A^, ...,A2n oznaczają wszystkie podzbiory X p c z y l i wszy­
stkie zbiory należące do k l a s y k . Klasa S j e s t tr-ciałem, gdyż 
spełnia wszystkie warunki (<Jl), (s2)f ((53). Możemy napisać 

( 5 4 ) 

1 wobec tego 

(55) 
n 

r A . A - A. n X - £ (A n {Ą} ) 

{i,...,2"} * * y-i v A w; y. 

Niech teraz będą dane l i c z b y r z e c z y w i s t e j , p spełniające 
warunki 

( 5 6 ) 
Pn * °« 

V 

/•i v 

Wprowadzamy funkcję rzeczywistą P określoną na <? - c i e l e S wzorem 

(57) r A r P(A. 
k t { I,..., 2"} 

gdzi e 

% = 

1 gdy /4A n . A| #0 c z y l i <?. € ^ 

= 0 c z y l i e. l A, 
j k 

o g.jy Ai n e. 

Wykażemy, że funkcja P j e s t miarą unormowaną. Istotnie, je s t ona 
funkcją rzeczywistą zbioru o dziedzinie S będącej (T-ciałem prze-
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s t r z e n i X , a więc -spełnia warunek ( v 1 ) dla miary unormowanej. Na 
mocy (57) i (56) j e s t nieujemna, a więc spełnia warunek (v 2 ) . Na­
stępnie na mocy ( 5 4 ) , (57? i (56/ 

n 

PU) .-- X1 p. = 1 

c z y l i j e s t spełniony warunek (v3). Niech teraz A , A be-
H <2 

dzie dowolnym ciągiem zbiorów należących do S i rczłącznych,tzn. 

A A, n A, = 0 

Wobec tego tylko skończona l i c z b a wyrazów ciągu A , A może byu 
zbiorami niepustymi i 

(58) A r . V A A. - o 

Wobec tego 

Funkcja P spełnia zatem warunek (v4) i j e s t miarą unormowaną. 
Wobec tego trójkę IX, S , P ) możemy przyjąć jako przestrzeń proba­
bilistyczną. Będziemy ją nazywać przestrzenią probabi l i s tyczwą 
skończoną. 

Zauważmy jeszcze, że wobec d e f i n i c j i ( 5 7 ) wystarczy dla okre­
ślenia rozkładu prawdopodobieństwa w przestrzeni skończonej okre­
ślić l i c z b y p*i ••»t.P„ z warunku 

(59) pk = PljiĄ} } * ą 1 . . . . . / 7 
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§ 129. T w i e r d z e n i e 

Z] (X, S, P) j e s t skończoną przestrzenią probabilistyczną 

Pf{e^ - ... - P({en) ) J ^ 

A . \ e e \, , A . e * * 
l 'i '/nl j,A ełi,...„ m) '* 

J t * 

TJ p(/0 = f 
Dj Z założenia w y n i k a , że z d a r z e n i e { e

n j tworzą pełny 
układ zdarzeń, a ponadto, że 

/4 r= 

Wobec te g o t e z a w y n i k a z t w i e r d z e n i a § 127. 

§ 130. Przykłady 

I . Znaleźć prawdopodobieństwo, że rzucając j e d e n r a z kostką 
do g r y otrzymamy m n i e j niż 5 o c z e k . 

Rozwiązanie: 
Przyjmujemy j a k o z d a r z e n i e pewne, że z r z u t u kostką d o s t a l i ­

śmy jckąś liczbę oczek, t z n . dostaliśmy -jodna z l i c z b l,...,8.Mo-
żemy zatem przyjąć j a k o przestrzeń zdarzeń e l e m e n t a r n y c h 

X = { 1 6} 

Jako ciało zdarzeń S przyjmujemy klasę w s z y s t k i c h podzbiorów p r z e ­
s t r z e n i X. Zakładając, że k o s t k a do g r y j e s t r e g u l a r n y m sześcianem, 
możemy przyjąć, że prawdopodobieństwa 

P(\l)) = . . . = P({6}) 

I n t e r e s u j e nas z d a r z e n i e , które możemy zapisać w p o s t a c i 

A = { i , 2, 3, 4} 

Na mocy t w i e r d z e n i a § i 2 9 otrzymujemy 
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I I . Znaleźć prawdopodobieństwo, że rzucając t r z y r a z y kostką 
do g r y wyrzucimy łącznie dokładnie 16 o c z e k . 

Rozwiązanie: 
Przyjmujemy j a k o z d a r z e n i e pewne, że z rzutów kostką d o s t a l i ­

śmy jakąś trójkę l i c z b , z których każda j e s t jedną z l i c z b i , . . . , 6. 
Możemy zatem przyjąć j a k o przestrzeń zdarzeń e l e m e n t a r n y c h zbiór 
trójek uporządkowanych, c z y l i zbiór ciągów trój elementowych, 

X = | ( i , i , i ) , ( l , l , 2 ) , . . . , ( 6 , 6 , 6 ) ) 
3 

Zbiór X z a w i e r a 6 = 216 różnych trójek uporządkowanych. Możemy 
d l a w s z y s t k i c h trójek założyć równe prawdopodobieństwa. I n t e r e s u ­
j e nas z d a r z e n i e , które możemy zapisać w p o s t a c i 

A = | ( 4 , 6 , 6 ) , ( 5 , 5 , 6 ) , ( 5 , 6 , 5 ) , (6,4,6) ( 6 , 5 , 5 ) , (6,6,4)J 

Na mocy t w i e r d z e n i a § 129 

P{A) = 

I I I . Zając skrył się w l e s i e o kształcie prostokąta długości 
600 m i szerokości 400 m. J a k i e j e s t prawdopodobieństwo, że zając 
z n a j d u j e się na t e r e n i e będącym własnością leśniczego, jeżeli w i a ­
domo, że leśniczy ma działkę prostokątną o długości 160 m i s z e ­
rokości 50 m i że t y l k o połowa t e j działki leży w g r a n i c a c h wspom­
nia n e g o l a s u ? 

Rozwiązanie: 
P r z y j m i j m y założenie, że prostokąt l a s u leży w p r z e s t r z e n i 

e u k l i d e s o w e j dwuwymiarowej 3? 2, t z n . na płaszczyźnie e u k l i d e s o w e j . 
P r z y j m i j m y , że na t e j płaszczyźnie j e s t określona m i a r a Lebesgue'a. 
Prostokąt l a s u j e s t na t e j płaszczyźnie przedziałem og r a n i c z o n y m 
i Jego m i a r a Lebesgue'a na mocy t w i e r d z e n i a § 120 pokrywa się z po­
lem tego prostokąta. Oznaczając symbolem 3 prostokąt l a s u , a sym­
bolem <u miarę Lebesgue* a otrzymujemy 

6)(ć?) = 600 • 400 = 2,4 • i O 5 

P r z y j m i e m y j a k o przestrzeń zdarzeń e l e m e n t a r n y c h X płaszczyznę 
euklidesową 5? 2, j a k o ciało zdarzeń S ciało zbiorów b o r e l o w ­
s k i c h na płaszczyźnie !K2, c z y l i w p r z e s t r z e n i X,a j a k o prawdopo-
dobieństwo P miarę względem z b i o r u B , t z n . na mocy d e f i n i c j i po­
danej w § 122 
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A t S 
A PU) -

aJA n 8) 

N i e c h A o z n a c z a działkę prostokątną należącą do leśniczego.Z wa­
runków z a d a n i a w y n i k a , że 

§ 131. P a r a d o k s y rachunku prawdopodobieństwa 

Zanim powstała t e o r i a prawdopodobieństwa j a k o dział matematy­
k i współczesnej, pojmowano prawdopodobieństwo najczęściej j a k o 
s t o s u n e k l i c z b y przypadków nas interesujących do ogólnej l i c z b y 
możliwych przypadków. Tego r o d z a j u podejście prowadziło do l i c z ­
n y ch paradoksów, których przykład poznamy w następnym p a r a g r a f i e . 
Współczesne t r a k t o w a n i e prawdopodobieństwa j a k o m i a r y zdarzeń wy­
świetla naturę w s z y s t k i c h t y c h paradoksów. N a t o m i a s t t w i e r d z e n i e 
§ 127 p r e c y z u j e Avarunki d o s t a t e c z n e na t o , by prawdopodobieństwo 
można było liczyć j a k o s t o s u n e k l i c z b y przypadków nas interesują­
cych do ogólnej l i c z b y możliwych przypadków. 

§ 132. Przykład p a r a d o k s u 

2 
Danych j e s t 100 kwadratów o p o l a c h i , . . . , 1 0 0 cm . J a k i e j e s t 

prawdopodobieństwo wyciągnięcia spośród t y c h kwadratów w sposób 
2 

losowy k w a d r a t u o p o l u n i e większym niż 25 cm ? 
Rozwiązanie: 
Aby zilustrować naturę powstawania paradoksów, rozwiążemy n a j ­

p i e r w nasze z a d a n i e w sposób naiwny i t o na c z t e r y różne sposoby, 
oznaczając szukane prawdopodobieństwo symbolem p . 

I . Ponieważ mamy 25 kwadratów d l a nas pomyślnych na 100 możli­
wych, zatem 

Wobec tego szukane prawdopodobieństwo otrzymujemy ze wzoru 

25 
P ~ 100 = 0,250 

I I . Ponieważ k w a d r a t y nas interesujące mają b o k i o długościach 
do 5 cm, a w s z y s t k i e k w a d r a t y b o k i o długościach do 10 cm, zatem 
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P " i i " " ° » 5 0 0 

I I I . Suma długości boków w s z y s t k i c h 100 kwadratów J e s t równa 

fi + y2 + ... +/100 * 671,463 

Suma d i ugości boków kwadratów nas interesujących j e s t równa 

l / T + y i f + ... + V25 9 85,634 

Wobec te g o 

^ * 571,463 * U » 1 < J S 

IV. Suma pól w s z y s t k i c h 100 kwadratów j e s t równa 

1 + 2 + ... + 100 = 5050 

Suma pól kwadratów nas interesujących J e s t równa 

1 + 2 + ... + 25 = 325 

Wobec tego 
325 „ 

O = te 0,064 
' 5050 ' 

Par a d o k s p o l e g a na tym, że d l a jednego i te g o samego z a d a n i a 
otrzymaliśmy c z t e r y w y n i k i , b a r d z o różniące się między sobą. Wy­
jaśnimy t e n p a r a d o k s na g r u n c i e przyjętej t e o r i i . 

P r z y j m i j m y , za przestrzeń zdarzeń e l e m e n t a r n y c h zbiór 

* = \ e± ei.O0 \ 

g d z i e ek (A = i , ...,100; o z n a c z a wyciągnięcie k w a d r a t u o p o l u k cm". 
N i e c h k l a s a w s z y s t k i c h podzbiorów p r z e s t r z e n i X będzie ciałem zda­
rzeń S Ustalając prawdopodobieństwa 

(*) P("{ei} • d l a k = 1,...,100 

otrzymujemy przestrzeń probabilistyczną skończoną (X, S, P ). 
Vi każdym z wym i e n i o n y c h c z t e r e c h sposobów rozwiązania z a d a n i a i n a ­
c z e j ustalaliśmy prawdopodobieństwa (•*). W s p o s o b i e I przyjęliśmy 
założenie, ze w s z y s t k i e pra\.dopodobi aństwa (*) są równe, c z y l i 

( i ) P( {<•) ) - jQg d l a k = l,...,i«0 



139 

+ . .« + 

W sposobie ''rugim przyjęliśmy, że 

' < k <*}> - ><h} 

. , ( { , , } ) ( { , } ) -

c z y l i tym samym przyjęliśmy 

( l i ) P({E

K}) = ^* 1</*~1- d l a A =1,...,100 

W sposobie trzecim przyjęliśmy, że 

c z y l i przyjęliśmy 

( l i i ) £ (Ko- _ 

yr + Y2 + ... + y* 
y r + V2 + ... + Vioo 

•yiOO 671,463 

Wreszcie w sposobie czwartym przyjęliśmy, że 

^ 4 ) ) • S i o o • 1 ^ * A 

c z y l i przyjęliśmy 

( 1 V ) ^ ( k ] ) = 50%0 

Paradoks powstał dlatego, że do jednego i tego samego zdarze­
nia przykładaliśmy różne miary. Skoro tekst zadania to umożliwiał, 
oznacza to, że zadanie nie było jednoznacznie postawione. Aby na­
dać mu jednoznaczny sens, można na przykład określić, w j a k i to 
sposób losowy będziemy kwadraty wybierać. Do każdego z opisanych 
czterech rposobów rozwiązania można zaproponować taki sposób loso­
wego wybierania kwadratu, oby ten właśi.ie sposób rozwiązania był 
właściwy. 

Załóżmy na przykład, że wszystkie kwadraty w r.iaznanym nam po­
rządku zostały rogami nanizane na pręt i widoczne są tyiko same 
górno rogi wszystkich kwadratów (rys. 3). Wybieramy kwadrat wska­
zując którykolwiek z występujących rogów. Trzy takim schemacie wy­
bier a n i a właściwym sposobem rozwiązania zadania jest sposób pierw-
3zy. 

Załóżmy teraz, że kwadraty zostały ułożone tak jak na rys. 4 , 
ale wybierający o tym nie wie, natomiast ma wybrać dowolny punkt 
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10 
N 

Rys. 3 

na o d c i n k u MN o długości 10 cm, t z n , o d c i n k a o długości równej dłu­
gości boku największego z kwadratów. Po w y b r a n i u p u n k t u z o s t a j e 
wyciągnięty t e n k w a d r a t , którego wierzchołek J e s t najbliższy wy­

branemu p u n k t o w i z pr a w e j j e g o s t r o n y . P r z y 
t a k i m schemacie w y b i e r a n i a właściwym sp o s o ­
bem rozwiązania z a d a n i a j e s t sposób d r u g i . 

Z k o l e i załóżmy, że k w a d r a t y zostały 
za w i e s z o n e obok s i e b i e , j a k na r y s . 5. 

Wybierający n i e zna kolejności z a w i e ­
s z e n i a kwadratów i w y b i e r a j a k i k o l w i e k 
punkt o d c i n k a MN obejmującego w s z y s t k i e kwa-

Rys. 4 d r a t y , t z n . o d c i n k a o długości w cm równej 

y T + y£ + ... + y 100 * 671,463 

M N 

Rys. 5 

Punkt wybrany w s k a z u j e kwadrat podlegający wyciągnięciu. P r z y t a ­
ki m schemacie w y b i e r a n i a właściwym sposobem rozwiązania z a d a n i a 
j e s t t r z e c i sposób. 

Na k o n i e c załóżmy, że k w a d r a t y są porozkładane na płaszczyźnie 
w n i e z n a n e j d l a wybierającego k o n f i g u r a c j i ( r y s . 6 ) , a więc są np. 
p r z e d nim zasłonięte. Wybierający w y b i e r a punkt na płaszczyźnie. 
Jeśli punkt t e n wypada poza k w a d r a t a m i , wybór z o s t a j e p o w t a r z a n y 
aż do c z a s u , gdy wybrany punkt w s k a z u j e k o n k r e t n y k w a d r a t . P r z y 
t a k i m schemacie w y b i e r a n i a właściwym sposobem rozwiązania z a d a n i a 
j e s t sposób c z w a r t y . 
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Rys. 6 

§ 133. Prawdopodobieństwo j a k o m i a r a zależna od n a s z e j i n f o r ­
m a c j i o z d a r z e n i u 

Do probówki wsypano 10 k u l o średnicach n i e w i e l e m n i e j s z y c h 
od średnicy probówki. Między t y m i k u l a m i j e s t j e d n a k u l a biała i 
9 c z a r n y c h . O b l i c z y m y prawdopodobieństwo P, że biorąc pierwszą k u ­
lę z probówki n a t r a f i m y na kulę białą, w t r z e c h następujących p r z y ­
padkach: 

I . N i e mamy żadnej i n f o r m a c j i o kolejności k u l w probówce, 
I I . Udało się nam podejrzeć, że na d n i e probówki są t r z y k u ­

l e c z a r n e . 
I I I . Udało się nam podejrzeć, że na w i e r z c h u w s z y s t k i c h k u l 

j e s t k u l a biała. 
W p r z y p a d k u I w s z y s t k i e k u l e są d l a nas równoprawdopodobne i 

wobec te g o o b l i c z a m y , że 

W p r z y p a d k u I I t r z y k u l e c z a r n e zostały wyeliminowane z n a s z e ­
go r a c h u n k u , a każda z pozostałych 7 k u l j e s t d l a nas równoprawdo­
podobne. Wobec tego 
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W n r z y p a d k u I I I przestrzeń zdarzę., e l e m e n t a r n y c h r e d u k u j e się 
do jeduego t y l k o z d a r z e n i a , a m i a n o w i c i e wyciągnięcia k u l i białej. 
Ciało zdarzeń składa się t y l k o z dwóch zdarzeń: z d a r z e n i a pewnego 
i z b i o r u p u s t e g o , c z y l i z d a r z e n i a niemożliwego. Wyciągnięcie k u l i 
białej j e s t z d a r z e n i e m pewnym i 

P = i 

We w s z y s t k i c h t r z e c h przypaoicach interesowało nas t o samo z d a ­
r z e n i e , a l e przykładaliśmy do n i e g o różne m i a r y . Jak w i d z i m y , m i a ­
r a była t u zależna od s t a r u n a s z e j i n f o r m a c j i . N i e powinno nas z a ­
tem dziwić, że np, w różnych ośrodkach naukowych o t r z y m u j e się róż­
ne prawdopodobieństwa d l a jednego i tego samego z j a w i s k a , jeżeli 
s t a n i n f o r m a c j i o tym z j a w i s k u j e s t w różnych ośrodkach różny. 

§ 134. Różnorodność m o d e l i p r o b a b i l i s t y c z n y c h 

Obserwując z d a r z e n i a zachodzące w otaczającym nas świecie s t a ­
ramy się wytłumaczyć niektóre z n i c h drogą zbudowania o d p o w i e d n i e ­
go modelu p r o b a b i l i s t y c z n e g o , a więc np. drogą s k o n s t r u o w a n i a p r z e ­
s t r z e n i p r o b a b i l i s t y c z n e j , widzieliśmy j e d n a k , że k o n s t r u k c j a t a ­
k i e j p r z e s t r z e n i zależy c d w i e l u czynników, np. od znajomości me­
chanizmu zachodzących z j a w i s k , od s t a n u n a s z e j i n f o r m a c j i i t p . Po­
nadto z reguły mamy możność wyboru między różnymi modelami i t o 
w sposób s u b i e k t y w n y . Na przykład w p a r a g r a f i e p oprzednim w p r z y ­
padku I I I , gdy wyciągrięcie k u l i białej było pewne, przyjęliśmy 
JedDOeleraentową przestrzeń zdarzeń e l e m e n t a r n y c h . A l e równie do­
b r z e można było przyjąć przestrzeń zdarzeń e l e m e n t a r n y c h złożoną 
z dziesięciu zdarzeń e l e m e n t a r n y c h : 

g d z i e ek(k = 1,...,10) o z n r c z a * oby wyciągnięcie A; - t e j - licząc 
od gćry - k u l i , a eĄ oznaczałoby wyciągnięcie k u l i białej, a nn-
Stępnia przyjąć prawdopodobieństwa 

P({et\) - i, * ( { * a ) > • ••• -p({e±o\) * 0 

Można było również postąpić i n a c z e j : przyjąć dwuelementową 
przestrzeń zdarzeń e l e m e n + a r ^ y c h 

X = {b. c] 



143 

g d z i e b o z n a c z a wyciągnięcie k u l i białej, a c k u l i c z a r n e j , a na­
stępnie prawdopodobieństwa 

P{{6}) = i , P([c)) = O 

W z a g a d n i e n i a c h b a r d z i e j złożonych l i c z b a możliwych do p r z y ­
jęcia m o d e l i bywa n i e r a z b a r d z o duża. N i e w s z y s t k i e modele są 
z pun k t u w i d z e n i a c e l u równoważne. W i e l o k r o t n i e przydatność mode­
l u można sprawdzić J e d y n i e drogą k o n f r o n t a c j i ?, rzeczywistością. 

Dopasowywanie m o d e l i do rzeczywistości, n i e należy ao matematy­
k i . Matematyczna t e o r i a prawdopodobieństwa g w a r a n t u j e j e d y n i e we­
wnętrzną poprawność m o d e l i p r o b a b i l i s t y c z n y c h . Ze sprawą dopaso­
wywania m o d e l i do rzeczywistości stykamy się j e d y n i e w przykła­
dach zastosowań t e o r i i prawdopodobieństwa do k o n k r e t n y c h zagad­
nień. 

§ 135. Przestrzeń p r o b a b i l i s t y c z n a p r z e l i c z a l n a 

N i e c h 

x - \e±te2,...}t ĄK *j* ek 

i n i e c h 6" będzie klasą w s z y s t k i c h podzbiorów p r z e s t r z e n i X . K l a ­
s a S j e s t n i e p r z e l i c z a l n a . Gdyby bowiem była co najwyżej p r z e l i ­
c z a l n a , t o tym b a r d z i e j bałaby co najwyżej p r z e l i c z a l n a k l a s a wszy­
s t k i c h nieskończonych podzbiorów p r z e s t r z e n i X , c z y l i b>łaby co 
najwyżej p r z e l i c z a l n a k l a s a w s z y s t k i c h nieskończonych podcią­
gów ciągu (fi , ̂  , . . . ) . A l e wtedy w s z y s t k i e t a k i e podciągi dałyby 
się uctawić w ciąg 

( i ) 
?'2,2 " ' O 

g d z i e 

A /. , . >̂ L. , 
j,k e Jl Jt*.* i J,k 

Rozpatrzmy ciąg 

( i i ) (e^, • '2,3) » ^1,2 + '2,3 + h,0 •••) 
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