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I. ZBIORY I FUNKCJE

§ 1, Symbolika logiczna

Konstrukcje definicji jak réwniez konstrukcje dowodéw twier-
dzeri stajg sie bardziej przejrzyste i zrozumiate, jesli positugu-
jemy sie¢ konsekwentnie symbolikg uzywana w logice. W niniejsze]
pracy bedziemy te¢ symbolike szeroko stosowaé. Zakladajgc, Ze nie
wszyscy czytelnicy sg z nig zaznajomieni, zaczniemy od sformulowa-
nia jej zasad. W miare czytania tekstu czytelnik bedzie w stanie
nabieraé w niej coraz wiekszej swobody, co utatwi w duzym stopniu
zrozumienie péZniejszych twierdzerd 1 ich dowoddw.

Zdania bedziemy czesto oznaczali symbolami literowymi, np.
a, A, Y. Dla wyrazistoéci zapisu bedzie wolno ujmowaé zdania w na-
wiasy zwykle lub kwadratowe,

Negacje zdania g, czyli zdanie "nieprawda, Ze a" bedziemy réw-
niez pisaé a’.

Implikacjg nazywamy zdanie, "jezeli a, to 4", ktére zapisuje~
my réwniez w postaci a = 4. Nalezy tu zapamig¢taé, 2ze implikacja
a=>0b jest zdaniem prawdziwym nie tylko wtedy, gdy ¢ i §/ sg praw=-
dziwe, ale réwniez zawsze, gdy a jest falszywe, czego na ogék
nie uwzglednia sie w mowie potocznej. A zatem implikacja a = b
jest zdaniem falszywym wtedy i tylko wtedy, gdy @ jest prawdziwe,
a b fatszywe, natomiast we wszystkich pozostalych przypadkach jest
zdaniem prawdziwym,

Przyklad:

Implikacja
sLiczba @ jest mniejsza od 3 = liczba g Jjest mniejsza
od 5"
czyli zdanie
ndezeli liczba a jest mniejsza od 3, to 1liczba a jest
mniejsza od 5"
jest zdaniem prawdziwym bez wzgledu na to, czy zdanie "licz-
ba g jest mniejsza od 3" jest prawdziwe czy falszywe,



Uwaga: Implikacje pcdang w powyZszym przykladzie bedziemy réw-
niez pisaé krécej

a<3=>a<sb

Zdania ¢ 1 b nazywamy réwnowaznymi, gdy implikacje a => ) i
b= a sg obie prawdziwe, Piszemy wtedy

a <> b
Zauwazmy na przyktad, ze

(@) = «a
(a => 08 > (0'=>2a’)

Zdanie "z albo b", ktére traktujemy jako identyczne ze zda-
niem "g lub 6", zapisujemy w postaci

a v b

i nazywamy alternatywsg.
Zdanie "z 1 6", ktére traktujemy jako identyczne ze zdaniem
"z oraz bH" zapisujemy w postaci

a A b

i nazywamy koniunkcjg.
Przyklady:

Ir « 1) v r =« 3)e=(x2 =4 x + 3 = 0)
r >2) A (x <8)e=>(2< x <5)

Zauwazmy, Ze

(@v6)<> (a’>A b)
(@and)) <> (a’v &)
Aby unikngé pisania zbyt wielu nawiaséw, przyjmuje sie, zZe
zdan bedgcych wyrazeniami matematycznymi mozna w nawiasy nie ujmo-

waé, Ze znak A lgczy zdania silniej niz znak v, @ znak v silniej
niz znaki = i<, Na przyklad, zamiast

(@A bd) v cad)
mozna pisaé

anb v ¢cnad,



zamiast
((xqi) A (x>1))11>(,r = 1)
mozna pisaé

P W G- I —— 3 3 | itp.

Natomiast w zapisie

a A (bve)
nawiaséw nie mozna opuscié, gdyz

anbve <> (@aabd)ve
Zapis
2,V @y V ees V 4,

oznacza zdanie, Ze co najmniej jedno ze zdan 84y 0yyeeey @ Jest
prawdziwe, Natomiast zapis

@A ByAee oA a,

oznacza zdanie, %Ze wszystkie zdania Q1485902440 88 prawdziwe., Za-
pis

a=>b=>c<>d=>¢
oznacza to samo, cO

@a=>0)A(b0=>c)A(c<>d)A(d=¢e)
Zgodnie z powyzszg umowg, Jjezeli prawdziwe jest zdanie
ay > 0p=> ... = @,
to prawdziwe jest réwniez zdanie
ay = a,
Jezeli prawdziwe jest zdanie
UG > Ay > 200 <> 4,
to prawdziwe jest réwniez zdanie

01¢> a,



(]

Powyzsze implikacje mozna zapisaé kréce]

(a1=> 0y => .0, =a,) = (a1=> an)

(e, 2, .0o = a,) = (¢, <= q)

2

Bywajg napisy zawierajgce zmienne, na ktére podstawia sie¢ na-
zwy przedmiotéw z okreslonego zbioru, Dopiero po takim podstawie-
niu zapis staje sie zdaniem prawdziwym lub falszywym, Tego rodzaju
zapisy nazywamy funkcjami zdaniowymi lub warunkami, oznaczamy ana-
logicznie jak funkcje liczbowe jednej lub wiecej zmiennych i Igczy-
my znakami logicznymi ’, v, A,=,< wedlug tych samych regui co
zdania.Na przyklad symbol «(Xx) moze oznaczaé funkcje zdaniowa,kté-
ra po podstawieniu na x nazwy przedmiotu staje si¢ zdaniem, symbol
a(x)A p(x) oznacza, ze maja byé spelnione oba warunki o(x) i B(x)
itp. Napis

X +y >3

w ktérym.x i y nie sg nazwamil konkretnych lieczb, lecz zmiennych,
przedstawia réwniez funkcje zdaniowg czyli warunek.

Méwimy, %Ze przedmiot & spelnia warunek a(x), gdy zdanie af(a)
jest prawdziwe. Zbidér tych przedmiotéw, ktére spelniajg warunek
alx) oznaczamy symbolem

{x : « )}

Analogicznie méwimy, Ze uklad przedmiotéw &,,...,4, spelnia waru-
nek ac(xi,...,xn), gdy zdanie ac(al,...,a,,) jest prawdziwe. Zbiér
tych ukladéw, ktére spelniaja warunek w(xi,...,xn) oznaczamy symbo
lem

{(Jri,...,xn) : “(’1'“"‘9)}

Zauwazmy, %e oznaczajac symbolem x uklad przedmiotdw Xiseeey X,
moZzemy zbiér uktadéw, ktére speiniajg warunek “(Xi""'Ab)' réw=
niez oznaczaé symbolem

{,r . cx(x)}

Zamiast "istnieje takie x spelniajgce warunek a‘(x), ze F{x)", be-
dziemy pisaé

V f(x)

a(x)



7

Zamiast "dla kazdego x spetniajacego warunek a(x) jest F(x)" be-
dziemy pisaé

a/(}r)f(x)

Znaki \f i /\ nazywamy kwantyfikatorami logicznymi 1lub po prostu
kwantyfikatorami, Zamiast "nie istnieje takie x spelniajgce wa-
runek «(x), ze F(x)" bedziemy pisaé

V?£(x)

a(x)

Zamiast "nie dla kazdego x spelniajacego warunek oc(x) jest Ff(x)v
bedziemy pisaé

N f(x)

e (x)

Z powyzszych definicji wynika, Ze
? ? )
‘M,f(x) = (m\({)f’(x)) PN x/&)(f(x))
] 1 [l
.:/(}} Flx) <> (uﬁ}f‘(x)) = ﬂ\‘/;)(f(x))

Przyjmujemy umowe¢, Ze kwantyfikatory lgczg si¢ 2 nastepujgca po
nich funkcjg zdaniowg stabiej niz znaki logiczne A 1 v, ale moc-
niej niz znaki logiczne = i <>, tzn. na przyklad

( V flx)v a) P— a}{)(f‘(x) Y a)

e(x)
(o= = ([ye)=9

Przyktady:

(1) zdanie "réwnanie xz - 3x¥ + 2 = 0 ma dodatni pierwiastek"
jest réwnowazne zdaniu "istnieje liczba dodatnia x taka, ze xz -
- 3x + 2 = 0", Fakt ten mozemy zapisaé¢ nastepujgco:

(réwnanie x2-3x+ 2= 0 na dodatni pierwiastek) <> Vﬂ x2-31+2 =0
x>

(11) zdanie "dla kazdej dodatniej liczby ¢ istnieje taka ujem-—
na liczba b, ze jej kwadrat jest réwny liczbie ¢" mozna napisaé
w postaci

/\V b2=a

a>0 6<0



(111i) zdanie "dla kazdej pary nieréwnych liczb rzeczywistych
a,b zachodzi nierdéwnodé a2 <bH albo nierdwnosé a>b" moZna napisaé
w postaci

Na<bva>éb
agb

(iv) Zdanie "nie istnieje liczba wymierna dodatmnia,ktérej kwa-
drat bylby réwny 2" mozna napisaé w postaci

’ B)
Pyq Xtumlne(Q) g
albo w postaci
2 2
Psq nat. 3% 2q
albo w postaci
2 2
p,g\mt. P # 2?

Jeéli definiujemy znaczenie zdania (lub funkcji zdaniowej) a
przez podanie réwnowaznego zdania (lub funkcji zdaniowej) b,to pi-

szemy
def
a <<—>p

W takim zapisie zawsze prawa strona réwnowaznosdci okreéla znacze-
nie lewej.

Przyklad:

Definicja logarytmu

def
c:
“’a{}f (c = log, b < a b)

W przykladzie tym przyjelismy umowe, ktdéra bedzie stale obowigzy-
waé, Ze zapis

/\ lub
o () (x)
06,(X) o, (x)

oznacza to samo, co odpowiednio

lub
ay(x) Aa @, (X) () A A, (x)
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Jest w zwyczaju niektére zdania lub warunki numerowaé lub ozna-
czaé specjalnymi symbolami., Bedziemy traktowaé takie symbole czy
numery na réwni z symbolami literowymi oznaczajgacymi =zdania czy
warunki, Na przyklad, jedli a,b,c,d,e, f,g 0znaczaja zdania i dany
Jest zapis

a
(13) &
c

d
(*%) e
f’

to implikacje bae => g bedziemy réwniez pisaé w postaci
(13)a(*%) = ¢

umawiajgec sig¢, Ze numer czy symbol specjalny oznacza to zdanie
czy warunek, ktére sie bezpodrednio po nim zaczyna.

Przyjmujemy umowe, %e numery (1), (2),... 1 symbole literowe
numerowane, np. (a1), (a2),... ezy (y1), (y2)... reprezentuja pew-
ne zdania czy warunki w calej niniejszej pracy, natomiast pozosta-
e symbole, na przyktaa (x), (#%) eczy (1), (11), (i11) majq zna-
czcnie lokalne, to znaczy reprezentujg pewne zdania czy warunki
W granicach Jddnego tylko paragrafu, a w innych paragrafach mogg
byé uzyte w innych znaczeniach,

Na zakoriczenie niniejszego paragrafu zauwaimy, Ze twierdzenia
majg najczesécliej postaé implikacji o = b, gdzie @, & s zdaniami
lub funkcjami zdaniowymi., W takich przypadkach g nazywamy zaloZe-—
niem, 6 tezg. Twierdzenia bedziemy nieraz zapisywaé w postaci

Twierdzenie

Z]la

T| &

Dje
gdzie ¢ Jest zdaniem lub ukladem zdari stanowigcym dowéd twierdze-
nia, a litery Z, T, D sg poczatkowymi literami wyrazéw "ZalozZe-
. nie", "Teza", "Dowéd". Jezeli zatozenie skltada si¢ 2z kilku zdan
lub warunkdéw, tzn,

a%aiz\az/\...t\aa

to albo piszemy je ze znakami A w jednym wierszu

Z] gy ANayN.eaAa,
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albo bez znakdéw A jedno pod drugim

Z| a,
ag

R ese

Analogiczng umowg przyjmujemy dla zapisu tezy.
Zauwazmy, %Ze implikacja a => ) jest réwnowazna kazdemu ze zdan:

b wtedy, gdy a

a tylko wtedy, gdy b

6 jest warunkiem koniecznym na to, zZe a

a Jest warunkiem wystarczajgcym na to, %Ze b
natomiast réwnowaznosé a <0 kazdemu ze zdan:

a wtedy i tylko wtedy, gdy &
g jest warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, Ze 6

Gdy twierdzenie ma postaé réwnowaznosci a <> 4, to dowéd naj-
czescie) albo ma postaé zdania @ <y >y SV eee > (, = b,
albo dzieli sie na dwie czedci:

I. Dowéd twierdzenia, Ze a = b.

II. Dowdd twierdzenia, Ze 6 = 4.

Implikacje postaci zdania "jezeli a, to na mocy & wnioskujemy,
%e c" piszemy réwniez a = ¢, Ustywamy takiej) symboliki gidwnie w do-
wodach twierdzen, b

§ 2, Zbiér i jego elementy

Zbiér elementéw jest w teorii zbiordéw pojeciem podstawowym,
Elementy zbioru nazywamy réwniez punktami.
Zdanle " g jest elementem zbioru A" piszemy réwniez w postaci

aeA
a zdanie "2 nle jest elementem zbioru A" w postaci
agA
Zachodzi réwnowaznosé
afA<>aeA)’
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Réwnoséé elementéw zbioru

a=b| a'bEA

rozumiemy Jjako ich identycznodéé, tzn. symbole ¢ i & oznaczajg ten
sam element zbioru A.

Zdarza si¢ nieraz, Ze elementy pewnego zbioru same sg zblora-
mi, Zbiér zbioréw nazywamy klasg zbioréw.

§ 3. Inkluzja zbioréw

Inkluzjg zbioréw nazywamy relacje miedzy dwoma zbiorami A 1 8,
okreslong nastepujgco:

def
ACB <> (@ €4 =>acB)

B4 Acs

Zbiér A nazywamy tutaj podzbiorem zbioru B, a zbiér F nadzbiorem
zbioru A.

Zdanie ACF jest réwncwazne kazdemu z nastepujacych zdan:

zbiér A zawiera sie w zbiorze 5
zbidr A4 jest zawarty w zbiorze £
zbiér 8 zawiera w sobie zbidr A

Zauwazmy, ze dla dowolnych zbioréw A, £, €
ACA

(AcB)aBCcl)=>ACC

§ 4, Réwnoéé zbioréw

Réwnosé zbioréw okresélamy nastepujgco

4=08 <L co) A

Zauwazmy, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C
A=A
A=B<> B=A
(4=8AB=0)=>4=C¢C
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§ 5. Zbiér pusty

Zdarza sie¢ nieraz, %e zbidér jest zdefiniowany,ale nie istnie-
Je przedmiot, ktéry by spelnial warunki nalezenia do tego zbioru,
Zbiér taki nazywamy zbiorem pustym, Oto przykiad zbioru pustego:

{x : (x jest liczbg rzeczywista) A x> + 1 = 0}

Kazdy zbidr pusty { zawiera sie w kazdym zbiorze A, tzn,
Q CA
Istotnie, powyzsze zdanie jest z definicji réwnowazne zdaniu
aeqd = aceA

ktére, zgodnie z umowg przyjetg dla implikacji -~ jest zawsze praw=-
dziwe, poniewaz zdanie @ €@ jest zawsze fakszywe,

Wszystkie zbiory puste sg sobie réwne, Istotnie, niech beds
dwa zbiory puste Qi i 02. Dla dowolnego zbioru A jest zatem

QicAnﬂch

Migdzy innymi powyzsze implikacje sa speinione, jedli za A podsta-
wié Q1 1lub Qz. Sg wiec spelnione implikacje

@ C QA QCQ

co z definicji oznacza, Ze Qi = 02.

Ze wzgledu na to, ze wszystkie zbiory puste sg sobie réwne,nie
rozréznia sie ich 1 méwi si¢ tylko o jednym zbiorze pustym, ktéry
bedziemy oznaczaé¢ symbolem O,

Dla dowolnego zbioru 4 mamy zatem

0 ' A

Implikacja ta zachodzi w szczegélnodci, gdy A jest klasg zbiordw.

§ 6, Przestrzen

Jezell wszystkie zbiory rozpatrywane w okreslonym zagadnieniu
sg podzbiorami pewnego ustalonego zbioru niepustego A, to X nazy-
wamy przestrzenig.

Nalezy zapamig¢taé, Ze w pojeciu przestrzeni X jest zawsze za-
warte zalozenie, Zze zbidr X nie jest pusty.
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W tej pracy najczesciej spotykanymi przestrzeniami bedsg:
zbiér wszystkich 1liczb naturalnych, kiéry bedziemy ozna-
czaé symbolem N,
zbidér wszystkich liczb calkowitych nieujemnych, ktéry be-
dziemy oznaczaé¢ symbolem N,
zbidér wszystkich liczb catkowitych, ktéry bedziemy ozna-
czaé symbolem S,
zbidér wszystkich liczb wymiernych, ktéry bedziemy ozna-
czaé symbolem 70,
zbidér wszystkich liczb rzeczywistych, ktéry bedziemy ozna-
czaé symbolem R,
zbidér wszystkich liczb zespolonych, ktéry bedziemy ozna-
czaé¢ symbolem J3.
Jesli do zbioru wszystkich lieczb rzeczywistych dolgczyé jesz—
cze dwa elementyco i - co otrzymujemy przestrzen, ktérg bedziemy
oznaczaé symbolem R .

§ 7. Funkcja

Jesli kazdemu elementowi x pewnego zbioru X zostal przypo-
rzadkowany doktadnie jeden element y 2zbioru Y, to takie przypo-
rzadkowanie nazywamy funkcjg odwzorujacg zbidér X w zbidrY i jesli
f jest symbdlem tej funkcji, piszemy y = f(x), Element xeX nazywa—
my argumentem funkeji £, a przyporzgdkowany mu element y € ¥ warto-
§cig funkcji f w punkcie x. Nalezy zwrécié uwage, %2e w symbolu
f(x) symbolem funkcji jest tylko f, natomiast f(x) oznacza war-
toséé funkecji £ w punkcie x, W praktyce czesto odchodzimy jednak

od tej reguly, gdy nie powoduje to zamieszania, i méwimy np.
o funkcjach log x, sin x, 3x2 + 1 itp., pomimo Ze - Sciéle biorgc
- symbole powyzsze oznaczajg wartogci tych funkeji w punkcie Xx.

Funkcje odwzorujacg zbidér ¥ w zbidr V bedziemy réwniez nazy-
waé odwzorowaniem zbioru A w zbidér ¥ albo przeksztalceniem zbio-
ru X w zbidr V.

Zbidér wszystkich argumentéw funkcji / nazywamy dziedzing tej
funkcji, zbidr wszystkich wartosci funkcji 7/ nazywamy przeciwdzie-
dzing tej funkeji.

Jezell zbidr A jest zawarty w dziedzinie funkecji f, bedziemy
méwié, ze funkcja f jest okredlona na zbiorze A.Zatem zwrot "funk-
cja f jest okreslona na zbiorze A" nie musi oznaczaé, ze A jest
dziedzing funkecji f. Umowa ta nie jest $cisSle przestrzegana
w innych ksigzkach i dlatego nalezy o niej specjalnie pamietaé.




14

Jeéli <funkcja Ff odwzorowuje 2zbiér X w zbidr Y a ponadto

,A} VG»y = f(x), to méwimy, ze funkcja / odwzorowuje 2zbiér X na
yer xe

zbidr V.

Jest to jedyny przypadek, w ktérym wyrazenia "w zbiér" i '"na
zbidér" majg odmienne znaczenia.

Jesli funkcja ¥ odwzorowuje zbidér X w zbidér ¥, ACK oraz

8 = {y :y = f(x) A xeA}

to méwimy réwniez, Ze funkcja £ odwzorowuje zbidér A na zbidr B i
pPiszemy

f(4) = 8

Zbiér B nazywamy tu obrazem zbioru A, a zbiér A przeciwobrazem
zbioru B. W szczegdlnogci, jesli X jest zbiorem wszystkich argu-
mentéw funkecji £, a Y zbiorem wszystkich wartodei tej funkeji, pi-
szemy

rlx) = v

W tym przypadku Y Jjest obrazem zbioru X, a zbiér X przeciwobra-
zem zbioru Y, czyli przeciwdziedzina jest obrazem dziedziny,a dzie-
dzina przeciwobrazem przeciwdziedziny funkecji 7.

Jeéli funkcja F odwzorowuje zbidér A na zbiér Y, a ponadto

x“f}” (ry # xg=>rFlxy) # f‘(xz))

to funkcj¢ f nazywamy odwzorowaniem jedno-~jednoznacznym albo funk-
cjg réznowartosciowg albo funkcjg odwracalng., W tym przypadku kaz-
demu elementowi y €)Y jest przyporzgdkowany dokladnie jeden element
xeX, oczyli istnieje funkcja odwzorujgca zbidér VY na X, Funkcje te
oznaczamy symbolem f-i i nazywamy funkcjg odwrotng dla funkeji f.

Odwzorowanie zbioru w klase zbiordw nazywamy rodzing zbioréw,
Gdy rodzina zbioréw jest odwzorowaniem zbioru 7 w klase zbioréw A,
to zbidér A z klasy A przyporzgdkowany elementowi f e/ bedziemy réw-
niez oznaczaé symbolem A,, a rodzine zbioréw symbolem {A,}tﬂ,albo
po prostu {A,}.

§ 8, Ciag

Ciggiem nieskoriczonym albo po prostu ciggiem nazywamy funkcje,
ktérej dziedzing jest przestrzern N albo M ,. Funkcje takg 0zna-
czamy odpowiednio symbolem
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(ai' a'z, ...) albo (ao, 01,02, oo.)

gdzie a, oznacza wartosé funkcji w punkcie » i nazywa si¢ 7 -tym
wyrazem ciggu (7 = 1,2,... albo 7 = 0,1,2,...).

Ciggiem skoriczonym albo ciggiem k=-elementowym nazywamy funk-
cje, ktérej dziedzing jest zbiér liczb naturalnych 1,2,...,k.Cigg
skoriczony oznaczamy symbolem

(ai,...,ak)

gdzie @, réwniez oznacza warto$é funkcji w punkcie 7 i nazywa sig
n-tym wyrazem ciggu (n = 1,..0,k)s

Zaréwno ciag nieskoriczony jak skorczony oznaczamy nieraz krét-
ko (an).

Zbiér wyrazéw cigqgu nieskornczonego lub skoriczonego  bedziemy
oznaczaé odpowiednio symbolami

{ai, a2....} lub {ai,.... ak}

Zwréémy uwage na réznice miedzy ciggiem nieskoriczonym lub skoriczo-
nym a zbiorem jego wyrazéw, Pojecie ciggu nieskoriczonego lub skor-
czonego zawiera w sobie warunek uporzgdkowania jego wyrazéw po=

przez przyporzgdkowanie kazdemu numerowi pn odpowiedniego wyrazu

a,. Pojecie zbioru warazéw takiego warunku uporzgdkowania nie za-

wiera, Na przyklad ciagi (ai,aa) i (az,ai) dla a, # a, sa réime,

natomiast zbiory {al,az} 1 {ay,a,} sa identyczne.Ciagi (0,1,1,0)

1 (0,1) sa rézne, natomiast {0,1,1,0} = {0,1}.

Jeéli wyrazy ciggu nieskoriczonego lub skornczonego sg zblorami,
to cigg ten nazywamy ciggiem zbioréw., Cigg zbioréw jest szczegél-
nym przypadkiem rodziny zbiordw.

Cigg nieskoniczony albo skoriczony zbioréw (An) nazywamy  clg-
giem wstepujgcym zbiordéw, Jjesli n/e}nA”CA"‘" a ciggiem zstepujgcym

zbioréw, jesli /§1453A”+1. Ciag wstepujacy zbioréw (4, ) oznaczamy
ne

symbolem A,CA,C ..., a ciag zstepujacy zbioréw (4,) symbo lem
Aj24,D «.. Skoticzony ciag wstepujacy k zbioréw (An) oznaczamy Sym=—
bolem A, C ...C 4,, a skoficzony ciag zstepujacy k zbioréw (4,) sym-
bolem AyD «esDA. Ciagi nieskoriczone lub skoriczone zbioréw, bedg—
ce ciggami wstepujacymi albo zstepujgcymi zbioréw, nazywamy cigga-
mi monotonicznymi 2zbiordw,
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Ciggiem liczbowym nieskoriczonym lub skoriczonym nazywamy cipg,
ktérego wyrazy sg elementami przestrzeni .'rlo, tzn., 8§ liczbami
rzeczywistymi, ktére bedziemy takze nazywaé liczbami skoriczonymi,
albo elementami co, -oco, ktére bedziemy nazywaé liczbami nieskorn-
czonymi. Przyjmujemy dla liczb nieskoriczonych umowe, Ze wszystkie
nastepujgce nieréwnosci i réwnodci sg prawdziwe dla kazdego ae?R:

-00 < a (Oo, Gtoco=co+q=00, ~cotg=g-o0=-0c0, CO+00 =00, -no-oc-—uo’
a

I:ml=oo,oo-oa-(-m)-(—m)=oo, oo-(—oo)-(—m)-no-—oa, Too =0, 0'(1-09):0,

a>0=>a-c0=0c0 A a-(-c0)=-00, a<0 =>a+0c0=-0c0Aa:(-) =00,

a>0= c0%=00.

Cigg liczbowy ("n) nazywamy rosngcym, gdy oan-:am_i.

Cigg liczbowy (z,) nazywamy malejacym, gdy /\a >0, 40

cigg liczbowy (a,) nazywamy niemalejacym, gdy /\a < 4.

Cigg "liczbowy (un) nazywamy nierosngcym, gdy /\a >0, .4
Cigg rosngcy jest ciggiem niemalejgcym, a cigg malejgcy cige

giem nierosngcym. Ciggl liczbowe nierosngce i ciggi liczbowe nie-
malejgce obejmujemy lgczng nazwg ciggéw liczbowych monotonicznych,

§ 9. Produkt kartezjarski

Produktem kartez,jiﬂskim zbiordéw Xi...., A;,oznaczanyn symbolem

Xix C..xxn

nazywamy zbidér wszystkich ciggéw x = (x;,...,%,), gdzie x, e, dla
k = 1,.0.,7. Analogicznie produktem kartezjanskim ciggu zbioréw
X43Xgs+++ OZnaczanym symbolem

Xix sz sse

nazywamy zbiér wszystkich ciagéw x = ("‘1"2"")- gdzie xex dla
k = 1'2'000

§ 10, Funkcja » zmiennych

Funkecjg » zmiennych nazywamy funkcje¢ o dziedzinie XC(X,x...xX).
Zamiast f[(xi....,x )] piszemy krécej (.ri....,x ) aibo £ (x),

gd21a X = (xijo.o'xn)l
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