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§ 92, Twierdzenie

Kazdy zbiér otwarty 6 w przestrzeni R” jest sumg co najwy-
#ej przeliczalnej ilosci przedzialéw wymiernych otwartych albo
Jest pusty.

D| Wystarczy przeprowadzié dowéd, gdy zbidér otwarty & nie Jest
pusty, Niech (Q;,Q,,+..) bedzie ciggiem wszystkich przedziakéw wy-
miernych otwartych w przestrzeni R” . Niech A, oznacza Srednice
przedzialu §, dla k = 1,2,,.. Zauwazmy, 2e

A\ x€Q, YA lim A, =0

xes‘ a g1 @y (me‘ﬂ.

Poniewaz zbiér 6° jest domkniety, czyli &%= 6°, wigc na mocy wia-
snosci (d8) domknigcia zbioru mamy

A (xf6° = o(x,6°) =2,>0)

skad dla A”m < d, mamy Qnmc 6. Zatem

xreb q(x\)/e‘n X€ Qg A Qo € 6
skad z kolei wynika, Ze

6 = chUa

xel () 2y

czyli

6=U Q)

Xeb

Poniewaz wszystkich przedzialdéw qu jest na mocy twierdzenia
§ 88 co najwyzej przeliczalnie wiele, wiec istnieje taki cigg
(Qri, ar2'-.c), 28

6-Ua,
jo1

7

§ 93, Twierdzenie

Ciato zbioréw borelowskich 8 w przestrzeni R” jest najmniej-
szym G-cialem rozpietym na klasie wszystkich przedzialdéw postaci
{-o0; x), gdzie x = (xl,...,xn) e Ry.
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D] Niech a = (@ 40eeya,), & = (b5,00050,) ¢ R] 1 niech a < 6.
Wprowadzimy nastepujgace przedziaty dla r = 0,1,...,0m:

(11) B; (@, yovenl s X

) =
1|.co'br e Xn

s g
= <(01,...,&‘r, -m'-o-'_mj; (bi'.oo, bf’ Xr"_i,....)(n))

W szczegdlnodci mamy

B°(x
(12)

Xﬂ) = <-Cl°; X),

gr2°°y

n

B
bi,...,b

n

(a a) = <a;b)

1‘000'

Da r = 1,.0.' n Jest

-
(13) 8, (@y0000a, %

1l000|br r+1!0.o,xn) =

=1

)
1...-,0,_1

(aii ...'ar-i’ br,Xr+1,..-,xn

r

r=1

-Bb (01,...,Qr, Xr+1'|¢o,xn)

1' '..’br—i

a stad na mocy wlasnosci (s7) najmniejszego 6-ciaka B

o YO zpietego

na przedziatach {(—eo; X):

A (-o0; x) € B, <= X/é\ﬂgﬁ%x,,...,x,,) eRB, =

L
xeRY

= A By (yy Wy e y2), & By =Disns
A1y 69y Kgyenny X, €R, 61(1’ 222" %n) £

n Sl .
; =>a,b/e\’t: By, 5 (@1re-mr8y) = <a; 0) € By =%

s
:5“{\": (a;6) = H <cy; ), gdzie c e R), a<c,<b, ¢ \a

Stad na mocy twierdzenia § 92 i wlasnoéci (¢3) e¢-ciata kazdy
zbiér otwarty & mnalezy do 30. Poniewaz z definicji B jest naj-
mniejszym G-cialem zawierajgcym wszystkie 2biory otwarte,wi¢c ma-
my B cB,. Ale z drugiej strony przedziaty (=o0; x) = (~o03X) sg
zbiorami otwartymi i stanowia podklase¢ klasy wszystkich zbiordw
otwartych, Wobec tego najmniejsze 6&-ciato rozpiete na wszystkich
przedziatach postaci (-oco; X) musi zawieraé sie w najuniejszym
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6-=clele rozpietym na wszystkich zbiorach otwartych, czyli .‘Bo c B.
Ostatecznie mamy 30 =0 .

§ 94, Zbiory borelowskie w przestrzeni R”

Wykazemy, Ze wszystkle przedzialy w przestrzeni R” sg zbiora=-
mi borelowskimi, Otéz z dowodu twierdzenia § 93 wynika, %Ze wszyst—
kie przedzialy postaci (a;4) 1 {a;b), gdzie a = (ai,...,an), b =
- (bi....,bn)e R: sg zbiorami borelowskimi, W szczegélnoéci sg za-
tem zbiorami borelowskimi przedziaty (-oco; 8), (@jee0), <{a@;oe) oraz
(=o00j c0), Ze wzoréw

(a;0> = ﬁ (a; ¢,)
<a;6) = ) <ajc,)
k=1

gazie ¢, = (g4 ....,c‘,n)e'ﬂg oraz ¢; > &, gdy b;< e, a Crj =0,
gdy b; = oo, dla j=1,eeeyn; kK =1,2,... a ponadto ¢, \ b, wyni-
ka, ze réwniez przedzialy (a;6> i <a;b> sa zbiorami borelowskimi.
W szczegdélnosei sa zatem zbiorami borelowskimi przedzialy (-co,b).
W ten sposéb wykazalismy, Ze istotnie, wszystkie przedziaty w prze-
strzeni R” sg zbiorami borelowskimi,

Figury elementarne jako skoriczone sumy przedzialdéw sa zbiora-
mi borelowskimi, Analogicznie, figury elementarne lewostronnie do-
mkniete sa réwniez zbiorami borelowskimi.

Hiperptaszczyzny w przestrzeni R” sg zbiorami borelowskimi, po-
niewaz granica ciggu punktéw lezgcych na ustalonej hiperplaszczyi-
nie tez lezy na tej hiperplaszczyinie, z czego wynika, e hiperpla-
szczyzna jest zbiorem domknietym, a wiec borelowskim,

Analogicznie wykazujemy, Ze plaszczyzny 1 proste w przestrze-
ni R” sg zbiorami borelowskimi,

Sciany przedzialéw - jako zbiory domkniete — sa zbiorami bora-
lowskimi. Ogélnie, kazdy zbiér lezacy na hiperplaszczyzinie prze-
strzeni R” i domkniety w tej hiperplaszczyznie jest réwniez cdo-
mkniety w przestrzeni R” i jest tym samym zbiorem borelowskim,To
samo dotyczy zbioréw domknietych na plaszczyinie czy na prostej
w przestrzeni R’

A zatem na mocy § 65 zbiorami borelowskimi w przestrzeni R
m. in. sg:
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= zbiory otwarte,

- zbiory domkniete,

- zbidér pusty,

- cala przestrzen R”,

- wnetrze dowolnego zbioru,

= domkniecie dowolnego zbioru,
- zbiory skoriczone,

- zbiory przeliczalne,

- zbiory G5, Fyy Gges Fuss Ogagroves
- przedzialy wszystkich postaci,
- dciany przedziakéw,

- figury elementarne i figury elementarne

mknigte,

- hiperplaszeczyzny, plaszczyzny, proste,

- zbiory domknig¢te na hiperplaszczyznach, plaszczyznach

prostych,

lewostronnie

do-

i
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§ 95, Addytywna funkcja zbioru

Addytywng funkcjg zbioru w pewnej ustalonej przestrzeni X na-
zywamy kazdg funkcje A spelniajgcg nastepujgce warunki:

(1) A jest funkcjg rzeczywistg zbioru o dziedzinie K bedacej cia-
tem podzbioréw przestrzeni X.

(@2) V |A(A)]| <o
AEK

*)
(x3) A,QK 2lAa+B8 ) =2(0) +2(B)

A oto wiasnosci addytywnej funkcji zbioru:
p| V. A <eo=(2(A) =2(4+ 0) =2(A) +2(0)= 2(0) = 0)

(a2) A“m.ﬁ\nexz(,h ¥ wion tAm) =A(A1) + soe +A(A,

D| Wynika z (3) przez indukcje.

(a3 - W alA) w conalB) =t
A,BeK

b Gayby , Y A(4) =00 A A(B) = =00, to réwnosé 2(A+8) =

ABek
=2(4) + 2(B) nie miataby sensu.

(ad) 2 jest skornczong addytywna funkcjg zbioru < |Z(X)L<oo

2] A jest skonczong addytywng funkcjg zbioru <
= A/E\K |}l(A)| < ao=»|ﬂ.(13|'<°°

Z drugiej strony

A X aA+A=20X) =2(A) &2 ac)
Ae K

a zatem
2(4) =o00A |A(X)|<oo=A (A€) = = oo

co jest sprzeczne z (a3),

% przypominamy, Ze symbol A +3 zawiera w sobie zaloZenie, %e Anj = 0.
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2(A) = = oo A [A(X)|<o0 =5 A (A4€) =oo

co jest sprzeczne z (a3), skad

A (X)|<ee ==‘A/£\K |1 (A)] < o= e A jest skorczona funkcja
zbioru,

(a5) A jest niemalejqca<=$A£> A(A) > 0

AN )
D] A Jjest niemalejaca #A{\K(OCA =21(0) < A(A)){::;MEK A(A)>o0

A/e\x A(A) > 0=:4£}K(A CB=>B = A+ (B=A) =A(B) =
=A(A) + A(B=A) =2 (A)) = A jest niemalejaca

(a8) A 2(8=2) =2(B~4nB) = 2(B) = 1(4AnB)
R8s

D B=AnB+ (B—A){ﬁh(B) = A(4nB) + 2(8=4)
cay |2(8)| <eo, wtedy na mocy (a3) |A (AnB)l<es, |21 (B=A)|<eo
i otrzymujemy (aﬁ).
(a7) A’/;\“A(Anﬂ) =2(B) = 2(B=4) =2(8) = 2(B -4nB)
|A(B)|<e=

D] Analogiczny do dowodu (a6),

§ 96, Funkcja addytywna przedzialu lewostronnie domknigtego

Funkcjg addytywna przedzialu lewostronnie domknig¢tego w prze-
strzeni M”" bedziemy nazywaé kazda funkcje ¢ spelniajaca naste-
pujace warunki:

(a1) § jest funkcjag rzeczywista zbioru o dziedzinie P, bvedacej
klasg wszystkich przedzialdéw lewostronnie domknietych w ™7

(a2) V [g(adce

AeZ,

(23) A,B/,}ezt A=Ba+C = $(4) =4(B) + 8(0)

A oto wlasnoséci funkcji addytywnej przedzialu lewostronnie domknie-
tego:
(12) 6(0) =0
= ) - ) =
Dl Ay& IgI(A)Icm{;—;S(gS(A +0) = #(A) + (0 = 6(4) = §(0)=0)
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m m
N A= > A=8(4) = > §(A
k=1

AAqses A €Dy k=1

D| Wzér powyzszy gie wynika bezposrednio z (AS),poniewaz Z Za-

Yozenia, %Ze A = E Ax, nie wynika np, dla m> 2, zZe A1 + Az
k=1
jest przedzialem lewostironnie domknietym, Natomiast w przy-

padku, gdy przedstawienie

(%) A= > A

jest podziatem normainym przedziaku A, mozna t¢ sume¢ uporzgd-
kowaé do postaci (xxx) z § 83, gdzie

1 1 Al,,...,[ e{A1="'s'4m}
11209 8n n
Le{l,..,k}dla j=i,...yn

Wtedy kazda z sum

1 kn
2, Ayt X At
In=1 11

Jjest przadkialem lewostronnie domknigtym, nastepnie kazda
Z sum

1 kn kn1  kn
E AZ1,...,IR""’ o EA£11---rIn
In-4=1 lp™1 g1 Ip#t

Jest przedzialem lewostronnie domknig¢tym itd., az wreszcie
kazda z sum

1 k2

kn k- kz kﬁ
2 2w B Ay a3 3 hs Siebpcs
ly=1 1= In-1 Ly=1 11 Ip=1

Jest przedzialem lewostronnie domknietym., Stosujac rekuren-
cyjnie wzér (A3) otrzymujemy

ky kn
ﬁ(A) = E o E é(AI.,’...'I”)
[1'1 tn"1

czyli = po innym uporzgdkowaniu tej sumy -

() S TV R SO 170
k=1
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(13)

Pozostaje dowiedé te réwnoséé w przypadku ogélnym, gdy przed-—
stawienie (%) moze nie byé podziatem normalnym., Wtedy wyko-
rzystujemy twierdzenie § 84, gdzie na mocy przypadku juz udo-
wodnionego mamy ze wzoréw (1)i(i1)

§(A0) = 3F 8 (B
=

m Mk
6(A) = ' 3 &(By

k=1 =1

skgqd wynika wzdér (%),

Zauwazmy, %e wtasnoéé (12) pozostaje prawdziwa, gdy nie-
ktére z przedzialéw Ai,...,Am bedg zbiorami pustymi, Wynika
to z wtasnodei (11),

Jezeli
N\
(3e) ded, d(A) >0
AN -
£ R (A:B ﬁ(A)>¢(B>)

D W przypadku A>5 istnieje podzial normalny przedziaku A
takl, Ze przedziak B jest jedng z czesci normalnych prze-—

dziaku A, tzn, A = Z Aky Axe2, \/Ak =B, skad ¢(A)= Z‘Q(Ak)
i na moecy (xx%) ﬁ(A) ; F(A,) = é(B) >

§ 97, Twierdzenie

nie

Przyrost funkcji jest funkcjsg addytmq przedzialu lewostron-
domknietego.

D| Niech bedzie dana funkcja rzeczywista

okre

F(X) = F(xi,...,x,,)

glona dla kazdego X = (Xl,...,xn)e ﬂg, gdzie 11,....,\'"& !Ro,

i funkcja rzeczywista przedzialu lewostronnie domknietego okreslo-
na wzorem

(%)

A dot n
By j((x;y)) A F(x)
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gdzie ¢y = {yi,...,yn) emj, gi,...,yne3%. Z definicji wynika,ze
funkcja ¢ spelnia warunek (A1) aia funkcji addytywnej przedzialu
lewostronnie domknietego. Dla x = y przedziat <x;y) jest zbio=

rem pustym i na mocy (%) #(0) = 0, Tym samym funkcja 4§ speknia
warunek (12),

Niech teraz bedg dane dowolne takie przedzialy lewostronnie
domkniete

A=<a; o), B=<b;p), C=<csp)
gdzie
a=(a,000,8n)y, 0= (O y00ey0p)yeaey = (Fih000,fn) € B
QiyooesOnyasey Fyreessdn € Ry,
ze
A=8+C
Wobec tego 1stniejé taka liczba s€ {1,..., n,} ze

(%) Aj= b = cj<oij= B = )j dla | #35, JE {1,...,!2},

oraz
() Qg = by € Py = C5 < 0hg = J
albo

s = Cs < J5 = bs < s = fg

Ze wzgledu na symetrie wystarczy rozpatrzyé tylko przypadek (exr,
Mamy wtedy

F(B) = F(a) =F(a1,...,a,,}
Fe) = FAyy0aayy g9 Css Qg qnevesap)
Wynika stad, Ze

1 \
A[&s)sF(a/ F(aip."as-l’

0‘5,55+1p-.-san) = F(ai’-..,an}

1 s ¥
A(ﬁﬁ)j F(b) = F(ai"..,as"i’ Cs, as+1,...,ﬂ'm’ - F(ﬂl’.._'an;

d LY
4();5)5 F(CJ F(aign--.ﬂs_i,oﬁj,ﬂ5+1,.,.,an; -

- F(ﬁ'j,...,05_1,C5,05+1|---.arf,..

6 — Wyklady = probabilistyki
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W takim razie na mocy twierdzenia § 82 i wzoréw (%x)

n-1

(%4)1 5 « o vy(O¥5-1)5-1 (chsei)set s » fmn)n {“’ )s PRON

n-1

F(Q4g000yTs-4500, veesdp)=
(64)1 <+ 9 (005-1)5-4(0hs41) 541 3 = == 3 (Sn)n (@49 0001 @5-4%59@5415:-+1an)

n-1

(O9)gs + oo 9 (045-1)5-4(¥344) 544 5 20 5 (04p)g Elllin < = Bn) %

n-1
s A(“f)ﬂ coe g (C5-1) -1 (ksed)seq 1022 3 (%n)n F(a, e 98546510504 9 + o2 20n)=
= p= -
A(°‘1)1 yerer(Nsq) 5-4{%s41) 544 9 == 2(%n)n A CTREE T
n-
A(“1)1 3 eee9(0054) 54 (Ov544) 544 3=+ 9 (¥p)n F(01 pores @sqy %5y dsptyeesln) =
-lﬂﬂ‘.‘ F(ﬂ1 vee 05_1,65,651,...,0,?)-
(01)4 5 eee9(Ch5-1) 54 {Hs41) 544 5+ 23 (Sn)n L T *
=An (b,
(W4)ggeeey (Ohs—4)s-4(Csa1) 544 3«29 (Cbn) fﬂs)s i
+An—-1 Fle
(00404 5 2ee 5 (C54) 54 (O 544) 544 9 ++29(p ) ﬂ’s’s ()=
- A0 F(b)+

(B1)4s+eesBsa)s-1(Pss1)ss1 3 -+ 3 (Brln fﬁsb

n-1

+4 F
(F1)1 52005 (Fs-1)s-1(Fse)se4 21 (Fr)n (fs).s i)

czyli na mocy wzoru (42) z § 77 i twierdzenia § 79

AR £ A h n
(%4)43 -1 (%n)p e~ (Bidys+ees(Brn o 4“1)1! '{'fn)nF(C)

to znaczy

8y F(a) = A7 F(b) +47 F(0)
i na mocy (x)
é((a;u)) - ﬁ((b;ﬁ)) S j({c;r))

co mozna réwniez zapisaé w postaci

#(A) =9(8) + 4(C)
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Tym samym funkcja § speklnia takze warunek (13) i jest funkcjg ad-
dytywng przedzialu lewcstronnie domknietego.

§ 9&, Funkcja addytywna figury elementarnej lewostronnie do-
mkniete]

Funkcjg addytywng figury elementarnej lewostronnie domknietej
. W przestrzeni R bedziemy nazywaé kazdg addytywna funkcje zbio-
ru o dziedzinie £ bedgcej cialtem wszystkich figur elementarnych le-
wostronnie domknietych w przestrzeni R’ (patrz § 87).

Z powyzszej definicji wynika, Ze funkcja 1 jest funkcjg ad=-
dytywna figury elementarnej lewostronnie domknietej wtedy i trlko
wtedy, gdy spetnia warunki (v1), (v2), (¥2) z § 95 dia

X=ﬂﬂg K=gl

Funkcja teka ma wtedy wszystkie wktasnosci (at),...,(a7).

§ 99, Twierdzenie

Kazda funkcja addytywna ¢ przedzialu lewosironnie domkniete-
go daje sie w dokladnie jeden sposéb przediuzyé do funkeji addy-
tywnej figury elementarnej lewostronnie domknig¢tej, tzn., istnieje
doktadnie jedna taka funkcja addytywna ¥ figury elementarnej le-
wostronnie domknigtej, zZe

(1) N (Ad): = §.0a)
Aéf;

gdzie ﬁ. oznacza klase wszystkich przedzialdér lewostronnie do-
mknietych,

Dj Niech A bedzie dowolng figura elementarna lewostronaie do-—
mknieta, Na mocy wtasnosci (q6) z § 87 mamy

V A=Zm‘A,f

441,---’)1”,62! )1-1

Na mocy (i) przedtuZenie ¥ funkcji § moze byé okreslone zatem
tylko wzorem

(11) ¥ (A) = Em g (A5)
J=1
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Inaczej funkcji § przedluzyé nie mozna ze wzgledu na Zadang ad-
dytywnodéé funkcji ¥ . Przediuzenie dane wzorem (ii) bedzie mozli-
we, jesli udowodnimy, ze wartosé ¢ (A) nie zalezy od sposobu po-
dziatu figury A na przedzialy lewostronnie domkniete.

Niech bedg dane dwa rozktady figury A na roziaczne przedzia-
ty lewostronnie domkniete

A

"

Ai + see +Am

A By + «ss +3B,

Wykazemy, Ze

m r
2 9(4)= L #5)

0téZz mamy
A g YA
: A'=AnA=A'n( B)= ANB
i e e

o aprtenssn ()

J=t1 =1

Kazdy ze zbioréw A;n 8;, j = {1,...,#2, ii= {1,...,r} Jest przedzia-
lem lewostronnie domknietym, zatem na mocy wiasnogci (12) funkeji
addytywnej przedzialu lewostronnie domknietego jest

il = £ 807

A\ 8,) = 7 AinB
AN A P

skad

=

m

2 #(A) E 2 B(AinB;) = 2 E #(AjnBy) = Zﬁ{ﬂ
Jj=1 J=1 =1 =1 j=q

Wykazaliémy tym samym, Ze wzér (ii) okreéla wartosé funkeji ¥ (A4)

Jednoznacznie, niezaleznie od sposobu rozktadu figury A na prze-

dzialy lewostronnie domkniete, To koriczy dowdéd twierdzenia.
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§ 100, Przeliczalnie addytywna funkcja zbioru

Przeliczalnie addytywng funkcja zbioru w pewnej ustalonej
przestrzeni X nazywamy kazda funkcje A spelniajgca nastepujgce wa-
runki:

(r1) A jest funkcjg rzeczywista zbioru o dziedzinie KX bedacej cia-
Yem podzbioréw przestrzeniX .

(w2) A\E/KIA(A)l*f“

Y R VY

(x3) A (“A x:»a(f‘A)=WAA)
X3 : § k€ k%lk *_.Zq.(k)

Uwaga: Z powyzszej definicji wynika, ze szereg ) A(A) mu-
si byé bezwzglednie zbiezny. Wartosé A Z:JAk - naﬁ;;cy defini-
cji sumy zbioréw - nie zalezy bowiem od ﬁoaejnoéci zbioréw  A,,
A2,..., patomiast suma szeregu liczbowego Z A(Ak - Jjak to sig¢

=
dowodzi w kursie analizy matematycznej - niaa?alezy od kolejnosci
sktadnikéw wtedy i tylko wtedy, gdy szereg Z: A(AL) jest bez-

wzglednie zbieﬁny, tzn.

§ 101, Twierdzenie

Z| A jest addytywng funkcja zbioru o dziedzinie & bedgcej cialem
podzbioréw przestrzeni X

T|] A jest przeliczalnie addytywna naX e

= /\_ m( U 4 e:h:)l.( Ua )— Lim MA,J)

D] Mamy najpierw

o

A jest przeliczalnie addytywna na 3?=H1L£i - ( ) (E:Mliﬁ)

U AgeX
k-1

—EA(Ak UA}-=llrﬂ ):A(Ak UAJ)M

n &1 %

Z drugiej strony
A(UA)=LimA(A) =

Ainzﬁ H (k-“ k) ko= ( k]

UA, e

k=
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e oo n( o8 =1(" By+...%B ):lim?t Byb..4B,) =
= ByBayeeX (g i) kL.{( : gl 5
E BkEg(
k=1

n oo

= lim 3 A(B)= )2 A(B)=
k=1 k=1

=> A jest przeliczalnie addytywna nalX.

§ 102, Wiasnosci przeliczalnie addytywnej funkecji zbioru

Funkcja przeliczalnie addytywna A o dziedzinieﬂ’bgdqcej cia-
tem podzbiordéw ustalonej przestrzeni X ma nastepujace wlasnosdci:

(p1)A(0) =0

D Vo al<e =204 =2(A+0+ 0+ ..0) =
AeXx
SORUAD i ARD) SAND) % = to = o)

(p2) A jest przeliczalnie addytywna na ciele X=>A jest addytywna
nak,

Dl Na mocy (51) i (¥2) funkcja przeliczalnie addytywna A spel-
nia warunki (®1) i (¢2). Ponadto na moey (p1) jest

Q?)(A+B}= A(A+B+040+...) = A(A) + 2(B) + 2(0) + 2(0) +puu=

c A A8

a zatem funkcja A spelnia réwniez warunek (43) 1 jest ad-
dytywna na .7(.

(p3) A".QANE“A(Ai *eee +Ag) =240 + wes +2(4p)

D| Wwynika z (p2) 1 (a2),

’
(psa) A’},ﬁaﬂu) a AR (B) o B
D] wynika z (p2) i (a3).

(p5) A jest skoriczona <> |A(X)Ke=
D| Wwynika z (p2) 1 (ad),

(p6) A jest niemalejgca < Aje\Jr A(A) > o,

Dl wynika z (p2) i (a5),
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