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I . ZBIORY I FUNKCJE 

§ 1. S y m b o l i k a l o g i c z n a 

K o n s t r u k c j e d e f i n i c j i j a k również k o n s t r u k c j e dowodów t w i e r ­
dzeń stają się b a r d z i e j p r z e j r z y s t e i zrozumiałe, jeśli posługu­
jemy się k o n s e k w e n t n i e symboliką używaną w l o g i c e . W n i n i e j s z e j 
p r a c y będziemy tę symbolikę s z e r o k o stosować. Zakładając, że n i e 
w s z y s c y c z y t e l n i c y są z nią z a z n a j o m i e n i , zaczniemy od sformułowa­
n i a j e j z a s a d . W miarę c z y t a n i a t e k s t u c z y t e l n i k będzie w s t a n i e 
nabierać w n i e j c o r a z większej swobody, co ułatwi w dużym s t o p n i u 
z r o z u m i e n i e późniejszych twierdzeń i i c h dowodów. 

Z d a n i a będziemy często o z n a c z a l i symbolami l i t e r o w y m i , np. 
a, A, jf. D l a wyrazistości z a p i s u będzie wolno ujmować z d a n i a w na­
w i a s y zwykłe l u b kwadratowe. 

Negację z d a n i a a, c z y l i z d a n i e " n i e p r a w d a , że a" będziemy rów­
nież pisać a'. 

Implikacją nazywamy z d a n i e , "jeżeli a, t o b", które z a p i s u j e ­
my również w p o s t a c i a Należy t u zapamiętać, że i m p l i k a c j a 
a =4> b j e s t zdaniem prawdziwym n i e t y l k o wtedy, gdy a i b są praw­
dziwe, a l e również zawsze, gdy a j e s t fałszywe, czego na ogół 
n i e uwzględnia się w mowie p o t o c z n e j . A zatem i m p l i k a c j a a => b 
J e s t zdaniem fałszywym wtedy i t y l k o wtedy, gdy a j e s t prawdziwe, 
a b fałszywe, n a t o m i a s t we w s z y s t k i c h pozostałych p r z y p a d k a c h j e s t 
zdaniem prawdziwym. 

Przykład: 

I m p l i k a c j a 
„Liczba a j e s t m n i e j s z a od 3 l i c z b a a j e s t m n i e j s z a 

od 5" 
c z y l i z d a n i e 

„jeżeli l i c z b a a j e s t m n i e j s z a od 3, t o l i c z b a a j e s t 
m n i e j s z a od 5" 

J e s t zdaniem prawdziwym bez względu na t o , c z y z d a n i e " l i c z ­
ba a J e s t m n i e j s z a od 3" j e s t prawdziwe c z y fałszywe. 
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Uwaga: Implikację podaną w powyższym przykładzie będziemy rów­
nież pisać krócej 

a < 3 a < 5 

Z d a n i a a i b nazywamy równoważnymi. gdy i m p l i k a c j e a => b i 
b =>a są o b i e prawdziwe. P i s z e m y wtedy 

a <=> b 

Zauważmy na przykład, że 

WY <=> a 

{a => b) <=> (6'=> a') 

Zda n i e na a l b o b", które t r a k t u j e m y Jako i d e n t y c z n e ze z d a ­
niem "a l u b b", z a p i s u j e m y w p o s t a c i 

a v b 

i nazywamy alternatywą. 
Zd a n i e "a i b", które t r a k t u j e m y J a k o i d e n t y c z n e ze zdaniem 

na o r a z b" z a p i s u j e m y w p o s t a c i 

a A b 

i nazywamy konlunkcją. 
Przykłady: 

[ U - i ) v Cr - 3)]<=>(x 2 - 4 jf + 3 - 0 ) 

[Cr > 2) A < 5)]<=>(2 «£ /T < 5) 

Zauważmy, że 

ia v bV <=> (a> A *') 

(a AbV <=> (a* v * 0 

Aby uniknąć p i s a n i a z b y t w i e l u nawiasów, p r z y j m u j e się, że 
zdań będących wyrażeniami matematycznymi można w na w i a s y n i e ujmo­
wać, że znak A łączy z d a n i a s i l n i e j niż znak V, a znak v s i l n i e j 
niż z n a k i =£• i<=>. Na przykład, z a m i a s t 

(a A b) v (CA d) 

można pisać 
a A b v c A d, 



z a m i a s t 

( U < i ) A (x > i))<=> (x m i ) 

można pisać 

x < 1A / > l * « l i t p . 

N a t o m i a s t w z a p i s i e 
<7 A (fi V C) 

nawiasów n i e można opuścić, gdyż 

a A b v c <=> (c A b) v c 

Z a p i s 

* t v ff2 v ... v an 

o z n a c z a z d a n i e , że co n a j m n i e j jedno ze zdań a^, a2, ..., ap j e s t 
p r awdziwe. N a t o m i a s t z a p i s 

a^A O^A. . .A ap 

o z n a c z a z d a n i e , że w s z y s t k i e z d a n i a , o 21 • ••« ̂  są prawdziwe. Za­
p i s 

a => b => c <=> d =s> e 

o z n a c z a t o samo, co 

(a => 6) A (b => c) A (c <=> d) A (d => e) 

Zgodnie z powyższą umową, jeżeli prawdziwe j e s t z d a n i e 

Ol -=> a 2 => • • • => ff/j 

t o prawdziwe j e s t również z d a n i e 

Jeżeli prawdziwe J e s t z d a n i e 

t o prawdziwe j e s t również z d a n i e 

at <=> a„ 
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Powyższe i m p l i k a c j e można zapisać krócej 

(a1=$> a2 =>...=> an) => (a±=> an) 

U1<=Z> a2<=5> . . . <=> an) (a1<=> an) 

Bywają n a p i s y zawierające zmienne, na które p o d s t a w i a się na­
zwy przedmiotów z określonego z b i o r u . D o p i e r o po t a k i m p o d s t a w i e ­
n i u z a p i s s t a j e się zdaniem prawdziwym l u b fałszywym. Tego r o d z a j u 
z a p i s y nazywamy f u n k c j a m i zdaniowymi l u b warunkami, oznaczamy ana­
l o g i c z n i e j a k f u n k c j e l i c z b o w e j e d n e j l u b więcej zmiennych i łączy---
my znakami l o g i c z n y m i ', v, A , w e d ł u g t y c h samych reguł co 
z d a n i a . N a przykład symbol oc(x) może oznaczać funkcję zdaniową,któ­
r a po p o d s t a w i e n i u na x nazwy p r z e d m i o t u s t a j e się zdaniem, symbol 
cc(x) A p(x) o z n a c z a , że mają być spełnione oba w a r u n k i oc(x) i (&(x) 

i t p . N a p i s 

x + y > 3 

w którym \ x i. y n i e są nazwami k o n k r e t n y c h l i c z b , l e c z zmiennych, 
p r z e d s t a w i a również funkcję zdaniową c z y l i warunek. 

Mówimy, że p r z e d m i o t a spełnia warunek aix\ gdy z d a n i e a ( c ) 
J e s t prawdziwe. Zbiór t y c h przedmiotów, które spełniają warunek 
cc(x) oznaczamy symbolem 

{x : cc (x)} 

A n a l o g i c z n i e mówimy, że układ przedmiotów , ...,ap spełnia waru­
nek a(x ± , ..., x,

fJ), gdy z d a n i e ocia A, ... tan) j e s t prawdziwe. Zbiór 
t y c h układów, które spełniają warunek cc(x ^, .. ,,xn ) oznaczamy symbo­
lem 

• <x(x± 

Zauważmy, że oznaczając symbolem x układ przedmiotów x*,...,xn 

możemy zbiór układów, które spełniają warunek oc(x±, ..., x ), rów­
nież oznaczać symbolem 

: « ( / ) ) 

Zamiast " i s t n i e j e t a k i e x spełniające warunek a(x), że f(x)", bę­
dziemy pisać 

V fU) 



Zamiast " d l a każdego x spełniającego warunek <x(x) j e s t f(x)n bę­
dziemy pisać 

A / U ) 
a{x) 

Z n a k i V i A nazywamy k w a n t y f i k a t o r a m i l o g i c z n y m i l u b po p r o s t u 
k w a n t y f i k a t o r a m i . Z amiast " n i e i s t n i e j e t a k i e x spełniające wa­
runek <x(.x), że f(x)" będziemy pisać 

ct(x) 

Zamiast " n i e d l a każdego x spełniającego warunek oc(x) j e s t 
będziemy pisać 

A V ( J O 
*{X) 

Z powyższych d e f i n i c j i w y n i k a , że 

Przyjmujemy umowę, że k w a n t y f i k a t o r y łączą się z następującą po 
n i c h funkcją zdaniową słabiej niż z n a k i l o g i c z n e A i v , a l e moc­
n i e j niż z n a k i l o g i c z n e => i <=>, t z n . na przykład 

( V f{x) v a) <=> V f c ) v o) 

( . V , ' W = > « ) * * ( [ V ) ' W ] = » « ) 

Przykłady: 

( i ) Z d a n i e "równanie j r 2 - 3JT + 2 = 0 ma d o d a t n i p i e r w i a s t e k " 
o 

J e s t równoważne z d a n i u " i s t n i e j e l i c z b a d o d a t n i a x t a k a , że x -

- 3x + 2 = 0". F a k t t e n możemy zapisać następująco: 
(równanie x -3x+ 2 = 0 na d o d a t n i p i e r w i a s t e k 

x>0 

( i i ) Z d a n i e " d l a każdej d o d a t n i e j l i c z b y a i s t n i e j e t a k a ujem­
na l i c z b a b, że j e j kwadrat j e s t równy l i c z b i e a" można napisać 
w p o s t a c i 

A V b2 = a 
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( i i i ) Z danie " d l a każdej p a r y nierównych l i c z b r z e c z y w i s t y c h 
a,b z a c h o d z i nierówność a < b a l b o nierówność a>bn można napisać 
w p o s t a c i 

A a < b v a > b 
atb 

( i v ) Z d a n i e " n i e i s t n i e j e l i c z b a wymierna dodatnia,której kwa­
d r a t byłby równy 2" można napisać w p o s t a c i 

V ( f ) 2 - 2 
p,q naturalne v 7 

a l b o w p o s t a c i 

a l b o w p o s t a c i 

v v y - 2 « 7 ' 
p,q not. 

P,q nat. 

Jeśli d e f i n i u j e m y z n a c z e n i e z d a n i a ( l u b f u n k c j i z d a n i o w e j ) a 

p r z e z podanie równoważnego z d a n i a ( l u b f u n k c j i z d a n i o w e j ) b,to p i ­
szemy 

def 
a <=> b 

W t a k i m z a p i s i e zawsze prawa s t r o n a równoważności określa z n a c z e ­
n i e l e w e j . 

Przykład: 

D e f i n i c j a l o g a r y t m u 

A c • log„6 <=> a°= b) 
a,6>0 V ° / 

W przykładzie tym przyjęliśmy umowę, która będzie s t a l e obowiązy­
wać, że z a p i s 

A i u b V 

o z n a c z a t o samo, co odpowiednio 

A i u b V 
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J e s t w z w y c z a j u niektóre z d a n i a l u b w a r u n k i numerować l u b o z n a ­
czać s p e c j a l n y m i symbolami. Będziemy traktować t a k i e symbole c z y 
numery na równi z symbolami l i t e r o w y m i oznaczającymi z d a n i a c z y 
w a r u n k i . Na przykład, Jeśli a, b, c, d, e, f, g oznaczają z d a n i a i dany 
J e s t z a p i s 

a 
( i 3 ) * 

c 
d 

(**) e 
f 

t o implikację bAe=$g będziemy również pisać w p o s t a c i 

(I3)A(**0 => g 

umawiając się, że numer c z y symbol s p e c j a l n y o z n a c z a t o z d a n i e 
c z y warunek, które się bezpośrednio po nim z a c z y n a . 

Przyjmujemy umowę, że numery ( i ) , (2),... i symbole l i t e r o w e 
numerowane, np. ( a l ) , (a2),... c z y ( r i ) , (r2)... reprezentują pew­
ne z d a n i a c z y w a r u n k i w całej n i n i e j s z e j p r a c y , n a t o m i a s t p o z o s t a ­
łe symbole, na przykład (*), (**) c z y ( i ) , ( i i ) , ( i i i ) mają z n a ­
c z e n i e l o k a l n e , t o z n a c z y reprezentują pewne z d a n i a c z y w a r u n k i 
w g r a n i c a c h jednego t y l k o p a r a g r a f u , a w i n n y c h p a r a g r a f a c h mogą 
być użyte w I n n y c h z n a c z e n i a c h . 

Na zakończenie n i n i e j s z e g o p a r a g r a f u zauważmy, że t w i e r d z e n i a 
mają najczęściej postać I m p l i k a c j i a => 0, g d z i e a, b są z d a n i a m i 
l u b f u n k c j a m i z d aniowymi. W t a k i c h p r z y p a d k a c h a nazywamy założe­
niem, b tezą. T w i e r d z e n i a będziemy n i e r a z zapisywać w p o s t a c i 

T w i e r d z e n i e 

Z] a 

TJ b 

DJ c 

g d z i e c J e s t zdaniem l u b układem zdań stanowiącym dowód t w i e r d z e ­
n i a , a l i t e r y Z, T, D są początkowymi l i t e r a m i wyrazów "Założe­
n i e " , "Teza", "Dowód". Jeżeli założenie składa się z k i l k u zdań 
l u b warunków, t z n . 

O ffj A A • • • A an 

t o a l b o p i s z e m y j e ze znakami A w jednym w i e r s z u 
Z] fl1Aff2A,,.Afl/J 
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a l b o bez znaków A jedno pod drugim 

Z] a± 

m 
an 

Analogiczną umowę przyjmujemy d l a z a p i s u t e z y . 
Zauważmy, że i m p l i k a c j a a => b J e s t równoważna każdemu ze zdań: 

b wtedy, gdy a 

a t y l k o wtedy, gdy b 
6 j e s t warunkiem k o n i e c z n y m na t o , że a 
a J e s t warunkiem wystarczającym na t o , że b 

n a t o m i a s t równoważność a <=>b każdemu ze zdań: 

a wtedy i t y l k o wtedy, gdy b 

a j e s t warunkiem k o n i e c z n y m i wystarczającym na t o , że b 

Gdy t w i e r d z e n i e ma postać równoważności a <=>b, t o dowód n a j ­
częściej a l b o ma postać z d a n i a a <==><=S> <=> . .. <=> cn <=> b, 

a l b o d z i e l i się na dwie części: 
I . Dowód t w i e r d z e n i a , że a b. 

11. Dowód t w i e r d z e n i a , że b => a. 

I m p l i k a c j e p o s t a c i z d a n i a "Jeżeli a, t o na mocy b wnioskujemy, 
że c" piszemy również a =>c. Używamy t a k i e j s y m b o l i k i głównie w do­
wodach twierdzeń. 

§ 2. Zbiór i Jego elementy 

Zbiór elementów j e s t w t e o r i i zbiorów pojęciem podstawowym. 
Ele m e n t y z b i o r u nazywamy również p u n k t a m i . 

Z d a n i e "a J e s t elementem z b i o r u A" p i s z e m y również w p o s t a c i 

a t A 

a z d a n i e "a n i e j e s t elementem z b i o r u A" w p o s t a c i 

a i A 

Z a c h o d z i równoważność 

ajA<$=> (oe/0' 
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Równość elementów z b i o r u 

a - b, a, b e A 

rozumiemy Jako i c h identyczność, t z n . symbole a l b oznaczają t e n 
sam element z b i o r u A. 

Z d a r z a się n i e r a z , że e l e m e n t y pewnego z b i o r u same są z b i o r a ­
m i . Zbiór zbiorów nazywamy klasą zbiorów. 

§ 3. I n k l u z j a zbiorów 

I n k l u z j a zbiorów nazywamy relację między dwoma z b i o r a m i A 1 B, 

określoną następująco: 

A C B <=> (a € A a e B) 

def 
B D A <=> Ac B 

Zbiór A nazywamy t u t a j p o d z b i o r e m z b i o r u B, a zbiór B n a d z b i o r e m 
z b i o r u A. 

Z d a n i e A CB j e s t równoważne każdemu z następujących zdań: 

zbiór A z a w i e r a się w z b i o r z e B 

zbiór A J e s t z a w a r t y w z b i o r z e B 

zbiór B z a w i e r a w s o b i e zbiór A 

Zauważmy, że d l a dowolnych zbiorów Af 3, C 

A C A 

(A C B) A (B C C) A C C 

§ 4. Równość zbiorów 

Równość zbiorów określamy następująco 

A = B <̂ > ClCfl) A i£CA) 

Zauważmy, że d l a dowolnych zbiorów A, B, C 

A = A 

A - B <=> B = A 

iA = B) A (fi = => A = C 
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§ 5. Zbiór p u s t y 

Z d a r z a się n i e r a z , że zbiór j e s t z d e f i n i o w a n y , a l e n i e i s t n i e ­
j e p r z e d m i o t , który by spełniał w a r u n k i należenia do tego z b i o r u . 
Zbiór t a k i nazywamy z b i o r e m pustym. Oto przykład z b i o r u p u s t e g o : 

: Cr J e s t liczbą rzeczywistą) A X2 + 1 - oj-

Każdy zbiór p u s t y Q z a w i e r a się w każdym z b i o r z e A, t z n . 

Q C A 

I s t o t n i e , powyższe z d a n i e j e s t z d e f i n i c j i równoważne z d a n i u 

a e d => a e A 

które, z g o d n i e z umową przyjętą d l a i m p l i k a c j i - j e s t zawsze praw­
d z i w e , ponieważ z d a n i e a e Q J e s t zawsze fałszywe. 

W s z y s t k i e z b i o r y p u s t e są s o b i e równe. I s t o t n i e , n i e c h będą 
dwa z b i o r y p u s t e Q± 1 Q2» D l a dowolnego z b i o r u A j e s t zatem 

Q±C A A Q2 C A 

Między Innymi powyższe I m p l i k a c j e są spełnione, jeśli z a A p o d s t a ­
wić Q^ l u b Qz» Są więc spełnione I m p l i k a c j e 

Q± C Q2 A Q2 c Q± 

co z d e f i n i c j i o z n a c z a , że Q^ = Q2. 

Ze względu na t o , że w s z y s t k i e z b i o r y p u s t e są s o b i e równe,nie 
rozróżnia się i c h i mówi się t y l k o o jednym z b i o r z e pustym, który 
będziemy oznaczać symbolem 0. 

D l a dowolnego z b i o r u A mamy zatem 

0 c A 

I m p l i k a c j a t a z a c h o d z i w szczególności, gdy A J e s t klasą zbiorów. 

§ 6. Przestrzeń 

Jeżeli w s z y s t k i e z b i o r y r o z p a t r y w a n e w określonym z a g a d n i e n i u 
są p o d z b i o r a m i pewnego u s t a l o n e g o z b i o r u n i e p u s t e g o At t o X nazy­
wamy przestrzenią. 

Należy zapamiętać, że w pojęciu p r z e s t r z e n i X j e s t zawsze z a ­
w a r t e założenie, że zbiór X n i e J e s t p u s t y . 
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W t e j p r a c y najczęściej spotykanymi p r z e s t r z e n i a m i będą: 
zbiór w s z y s t k i c h l i c z b n a t u r a l n y c h , który będziemy o z n a ­

czać symbolem fł, 
zbiór w s z y s t k i c h l i c z b całkowitych n i e u j e m n y c h , który bę­

dziemy oznaczać symbolem 91 0, 
zbiór w s z y s t k i c h l i c z b całkowitych, który będziemy o z n a ­

czać symbolem ST, 
zbiór w s z y s t k i c h l i c z b wymiernych, który będziemy o z n a ­

czać symbolem 233, 
zbiór w s z y s t k i c h l i c z b r z e c z y w i s t y c h , który będziemy o z n a ­

czać symbolem R, 
zbiór w s z y s t k i c h l i c z b z e s p o l o n y c h , który będziemy o z n a ­

czać symbolem 3. 

Jeśli do z b i o r u w s z y s t k i c h l i c z b r z e c z y w i s t y c h dołączyć j e s z ­
c z e dwa elemen t y oo i - oo otrzymujemy przestrzeń, którą będziemy 
oznaczać symbolem K 0 . 

§ 7. F u n k c j a 

Jeśli kaZdemu elementowi x pewnego z b i o r u X został p r z y p o ­
rządkowany dokładnie j e d e n element y z b i o r u K, t o t a k i e p r z y p o ­
rządkowanie nazywamy funkcją odwzorującą zbiór X w zbiórY i jeśli 
f j e s t symbolem t e j f u n k c j i , p i s z e m y y = / ' C r ) . Element xeX nazywa­
my argumentem f u n k c j i f, a przyporządkowany mu element y e Y w a r t o ­
ścią f u n k c j i f w p u n k c i e /. Należy zwrócić uwagę, że w symbolu 
f(x) symbolem f u n k c j i j e s t t y l k o f, n a t o m i a s t f(x) o z n a c z a war­
tość f u n k c j i f w p u n k c i e x, W p r a k t y c e często odchodzimy j e d n a k 
od t e j reguły, gdy n i e powoduje t o z a m i e s z a n i a , i mówimy np. 

o 

o f u n k c j a c h l o g x, s i n x, 3x + 1 i t p . , pomimo że - ściśle biorąc 
- symbole powyższe oznaczają wartości t y c h f u n k c j i w p u n k c i e x . 

Funkcję odwzorującą zbiór X w zbiór Y będziemy również n a z y ­
wać odwzorowaniem z b i o r u X w zbiór Y a l b o przekształceniem z b i o ­
r u X w zbiór y. 

Zbiór w s z y s t k i c h argumentów f u n k c j i f nazywamy dziedziną t e j 
f u n k c j i , zbiór w s z y s t k i c h wartości f u n k c j i f nazywamy p r z e c i w d z i e -
dziną t e j f u n k c j i . 

Jeżeli zbiór A j e s t z a w a r t y w d z i e d z i n i e f u n k c j i f, będziemy 
mówić, że f u n k c j a f j e s t określona na z b i o r z e A.Zatem zwrot " f u n k ­
c j a f j e s t określona na z b i o r z e A" n i e musi oznaczać, że A j e s t 
dziedziną f u n k c j i f. Umowa t a n i e j e s t ściśle p r z e s t r z e g a n a 
w i n n y c h książkach i d l a t e g o należy o n i e j s p e c j a l n i e pamiętać. 
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Jeśli f u n k c j a f odwzorowuje zbiór X w zbiór Y a ponadto 
A V u m f(x), t o mówimy, że f u n k c j a f odwzorowuje zbiór / na 

yiY xtX 

zbiór Y. 
J e s t t o j e d y n y p r z y p a d e k , w którym wyrażenia "w zbiór" i "na 

zbiór" mają odmienne z n a c z e n i a . 
Jeśli f u n k c j a f odwzorowuje zbiór / w zbiór Y, AcX o r a z 

B -m fjf ? jf m f(x) A XtA^ 

t o mówimy również, że f u n k c j a f odwzorowuje zbiór A na zbiór fl i 
pis z e m y 

f (A) =8 

Zbiór B nazywamy t u obrazem z b i o r u A, a zbiór A p r z e c i w o b r a z e m 
z b i o r u B. W szczególności, jeśli X j e s t z b i o r e m w s z y s t k i c h a r g u ­
mentów f u n k c j i a Y z b i o r e m w s z y s t k i c h wartości t e j f u n k c j i , p i ­
szemy 

r Cr) = Y 

W tym p r z y p a d k u Y j e s t obrazem z b i o r u X, a zbiór X p r z e c i w o b r a ­
zem z b i o r u /, c z y l i przeciwdziedżina J e s t obrazem d z i e d z i n y , a d z i e ­
d z i n a p r z e c i w o b r a z e m p r z e c i w d z i e d z i n y f u n k c j i f. 

Jeśli f u n k c j a f odwzorowuje zbiór X na zbiór K, a ponadto 

1' 2 

t o funkcję f nazywamy odwzorowaniem jedno-jednoznacznym a l b o f u n k -
. 

cją różnowartościową a l b o funkcją odwracalną. W tym p r z y p a d k u każ­
demu elementowi y e C J e s t przyporządkowany dokładnie j e d e n element 
xt.X, c z y l i i s t n i e j e f u n k c j a odwzorująca zbiór Y na X, Funkcję tę 
oznaczamy symbolem i nazywamy funkcją odwrotną d l a f u n k c j i f. 

Odwzorowanie z b i o r u w klasę zbiorów nazywamy rodziną zbiorów. 
Gdy r o d z i n a zbiorów j e s t odwzorowaniem z b i o r u T w klasę z b i o r o w o ? , 
t o zbiór - z k l a s y Vi przyporządkowany elementowi teT będziemy rów­
nież oznaczać symbolem At, a rodzinę zbiorów symbolem j / ^ j - ^ a l b o 
po p r o s t u { ^ i } . 

§ 8. Ciąg 

Ciągiem nieskończonym a l b o po p r o s t u ciągiem nazywamy funkcję, 
której dziedziną J e s t przestrzeń 7ł a l b o J l 0 . Funkcję taką o z n a ­
czamy o d p o w i e d n i o symbolem 
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g d z i e o,, o z n a c z a wartość f u n k c j i w p u n k c i e n i nazywa się n -tym 
wyrazem ciągu (n = 1,2,... a l b o /? = 0,1,2,...). 

Ciągiem skończonym a l b o ciągiem Ar-elementowym nazywamy f u n k ­
cję, której dziedziną j e s t zbiór l i c z b n a t u r a l n y c h 1,2,... ,k.Ciąg 
skończony oznaczamy symbolem 

g d z i e ^ również o z n a c z a wartość f u n k c j i w p u n k c i e n i nazywa się 
/7-tym wyrazem ciągu (n = 1,...,A). 

Zarówno ciąg nieskończony j a k skończony oznaczamy n i e r a z krót­
ko ( o n ) . 

Zbiór wyrazów ciągu nieskończonego l u b skończonego będziemy 
oznaczać odpowiednio symbolami 

{ V %'***} l u b [a± cr A j-

Zwróćmy uwagę na różnicę między ciągiem nieskończonym l u b skończo­
nym a z b i o r e m Jego wyrazów. Pojęcie ciągu nieskończonego l u b skoń­
czonego z a w i e r a w s o b i e warunek uporządkowania j e g o wyrazów po­
p r z e z przyporządkowanie każdemu numerowi n odpowiedniego w y r a z u 
an. Pojęcie z b i o r u warazów t a k i e g o warunku uporządkowania n i e z a ­
w i e r a . Na przykład ciągi (a±,az) i (a2,a±) d l a a± i a2 są różne, 
n a t o m i a s t z b i o r y { a ^ t * ^ } 1 {°2' ai} 8 Ą ItoirtyowitkClągl ( o , i , l , o ) 
i ( 0 , i ) są różne, n a t o m i a s t { o , i , l , o } = { 0 , i } . 

Jeśli w y r a z y ciągu nieskończonego l u b skończonego są z b i o r a m i , 
t o ciąg t e n nazywamy ciągiem zbiorów. Ciąg zbiorów J e s t szczegól­
nym p r z y p a d k i e m r o d z i n y zbiorów. 

Ciąg nieskończony a l b o skończony zbiorów (AN) nazywamy cią­
giem wstępującym zbiorów, jeśli A ANCAN^T a ciągiem zstępującym 

n e3l 
zbiorów, jeśli A ANDA .. Ciąg wstępujący zbiorów (A„) oznaczamy 

neto " "+1 " 
symbolem A^CA2C ..., a ciąg zstępujący zbiorów iAn) symbolem 
A^A2 D ... Skończony ciąg wstępujący k zbiorów (.4^) oznaczamy sym­
bolem A±C , . . C A K , a skończony ciąg zstępujący k zbiorów (AN) sym­
bolem A^D...DA^. Ciągi nieskończone l u b skończone zbiorów, będą­
ce ciągami wstępującymi a l b o zstępującymi zbiorów, nazywamy ciąga­
mi monotonicznymi zbiorów. 
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Ciągiem li c z b o w y m nieskończonym l u b skończonym nazywamy ciąg, 
którego wy r a z y są elementami p r z e s t r z e n i H Q , t z n . są l i c z b a m i 
r z e c z y w i s t y m i , które będziemy także nazywać l i c z b a m i skończonymi, 
a l b o elementami oo f - o o , które będziemy nazywać l i c z b a m i nieskoń­
czon y m i . Przyjmujemy d l a l i c z b nieskończonych umowę, że w s z y s t k i e 
następujące nierówności i równości są prawdziwe d l a każdego c r e t t : 

-oo <a<oo, a + o o - o o + a- oo, -oo + a = cr -oo=-oo, 00*00 • 00, - 00 - 00 » - o o j 

|±co| = 00, 00 . 00 = (- oo)-(-oo) =00, 00-(-oo) = (-00) •«» =-00, joo = 0, 0 • (± 00) = 0, 

a > 0 => a • 00 = 00 A a • (- 00) = -00, a < 0 => a • 00 = - 00 A a • l-oo) = 00, 

a > 0 =4» ooa = 00 . 

Ciąg l i c z b o w y (a,,) nazywamy rosnącym, gdy A a

n

< a

n + ^ » 
Ciąg l i c z b o w y (a„) nazywamy malejącym, gdy Ą a

n
> a

n + ± » 

Ciąg l i c z b o w y (a„) nazywamy niemalejącym, gdy Aa f l < ^/j+i* 
Ciąg'liczbowy (o„) nazywamy nlerosnącym, gdy A on> °/7+i* 

Ciąg rosnący j e s t ciągiem niemalejącym, a ciąg malejący cią­
giem nlerosnącym. Ciągi l i c z b o w e nierosnące 1 ciągi l i c z b o w e n i e — 
malejące obejmujemy łączną nazwą ciągów l i c z b o w y c h m o n o t o n i c z n y c h . 

§ 9. P r o d u k t kartezjański 

Produktem kartezjańskim zbiorów ^ r ^ , . . . , X,oznaczanym symbolem 

f( ̂  * . . . * X 

nazywamy zbiór w s z y s t k i c h ciągów x = \X'ą% •••TXnJł g d z i e xk eXk d l a 
k » l , . . . , / 7 . A n a l o g i c z n i e produktem kartezjańskim ciągu zbiorów 
X^iX2*"' o z n a c z a n y m symbolem 

X x X 2 ^ . • • 

nazywamy zbiór w s z y s t k i c h ciągów x = (/1,Ar2» g d z i e x^<^ d l a 
A — 1«2 ̂  * * * 

§ 10. F u n k c j a w zmiennych 

Funkcją g zmiennych nazywamy funkcję o d z i e d z i n i e XC(X1x ... *Xn). 
Z a m i a s t f [ ( , * * • • p i s z e m y krócej ( j r 1 # • ••.,*„) a l b o 
g d z i e jr = (x , x n ) . 
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