III. PRAWDOPODOBIENSTWO

§ 123, Przestrzen probabilistyczna

Teoria prawdopodobierstwa ma swojg odrebng terminologie,wywo-
dzgacg sie 1 dostosowansg do intuicji zwigzanyeh z obserwacjg i ana-
lizg zjawisk przypadkowych, Niemniej jednak opiera sie¢ na ogdlnej
teorii miary.

Zazadnienia probabilistyczne z reguly rozpatrujemy w pewnej
ustalonej przestrzenl probabilistycznej., Przestrzenia probabili-
styczng nazywamy dowolng przestrzen z miara unormowang,czyli tréj-
ke (x,.g, P), gdzie P jest miarg unormowsng o dziedzinie § beda-
cej o-ciatem podzbioréw przestrzeni X ., Przestrzern X nazywamy tu-
taj przestrzenis zdarzen elementarnych, a jej elementy zdarzenia-
mi elementarnymi, G -ciato § nazywamy cialem zdarzer, a jego ele-
menty zdarzeniami. Ka%de zdarzenie jest zatem podzbiorem prze-
strzeni zdarzen elementarnych i sktada sie ze zdarzeri elementar-
nych, Cata przestrzer zdarzen elementarnych nalezy do G -ciata S,
a zatem jest zdarzeniem, Zdarzenie to bedziemy nazywali zdarze-
niem pewnym, Zbidr pusty tez nalezy do G-ciaka J i jest zdarze-
niem, Zdarzenie to bedziemy nazywaé zdarzeniem niemozliwym, Mia-
re unormowang /2 traktowang jako funkcje zbioru nazywamy rozkla-
dem prawdopodobieristwa w danej przestrzeni probabilistycznej,a war-
tosci tej funkcji, tzn. miary konkretnych zbioréw, nazywamy praw-
dopodobi enistwami,

Z powyzszych okresled wynika, %e cialo zdarzern § jest klasg
wszystkich pndzbioréw przestrzeni X , dla ktédrych jest okreslone
prawdopodobienstwo, Wynika to stad, %2e G -cialo § jest - zgodnie
z § 109 - klasg wszystkich zbioréw mierzalnych 7,

Ze wzgledu na interpretacje przestrzeni X jako zdarzenia pew-
nego, moZemy traktowaé dopeinienie A° dowolnego zdarzenia A jako
negacje¢ zdarzenia A, tzn, jako zdarzenie polegajgace na tym,%e nie
zachodzi zdarzenie A. Ze wzgledu na ten negatywny charakter zda-
rzenia A° wprowadzimy oznzczenie

(30) A def 4o

9 — Wyklady z probabilistyki
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i bedziewy nazywad A' zdarzeniem przeciwnym de zdarzenia A, Wobec
tego na mocy § 20 otrzymujemy wzory dla dowolnych A, Z¢S

A+ ;‘i‘ = X X - A’ = A
(31) (420, w4 Ac BeBR'cA
A =8 = Ans

a wzory de Morgana z § Z1 przyjmuja postaé

T ot o AP g e s
{23) (ELU' A ), ‘ fOr ) (iOT * )‘ S rL:Jr A
(34) (‘Ll At)‘ - f:i Al (ﬁm A, )‘ = ‘Qm Al
(35) (zgn AE)1 = :rl'if, (:(l /.f;]1 = fglm A;
(36) (Aug) = A'n 8’ (Ang)y = Aus’

7z tvm, Ze nalezy Damigtad, Ze we wzorach tych A, A 4 82 nie ozna-
czajg dowolnych podzbioréw przestrzeni X , lecz zdarzenia, tzn,ele-
menty cialta zdarzen §.

§ 124, Wrasnosci prawdopodobieristwa

Biorge pod uwage, 2Ze rozklad prawdopodobienstwa jest miarg
unormowana, oirzymujemy na mocy (v1),...,(v4), (n1),..., (ni12)
z ¥ 106 nastypvrjgce wlasnoscl prawdopodobleristwa 7 dla dowol-~
nych A , 6, 41, 42,... € 5

(a7) prawdopedotieristwo jest liczbg rzeczywistg
(38) 0<P(A) <1

(39) P(X) =1

(400 P(0) =0

(41) P(4") = i - P(A)

(42) Ac 8=Pr(4) ¢ 7(B)
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(a3) p(}: Ag) - iP{Ak)
k=1

(44) P

S4) - Sowy

k=1

2. P(A)

A=1

(
(45) P(LHJ A*) ¢

-

(48) P(GA) < ZPMJ

£=1

# =00 k

(48) A, > Aaa...zop(o A) = um 2(4)

(49) P(B=A) = P(B) = P(ANAB)
(50) P(AnB) = P(B) = P(B =A)

(51) PlAUEB) = P(A) + P(B) = P(ANnB)

§ 125. Zdarzenia prawie pewne 1 zdarzenia prawie niemozliwe

Wprowadzamy dwa nastepujgce okreslenia

A Jjest zdarzeniem prawie pewnym & pa) -1

def S
A Jjest zdarzeniem prawie niemozliwym ¢;¢ P(A) = 0,

Jak stgd wynika, zdarzenie pewne jest zdarzeniem ©vprawie pewnym,
ale zdarzenie prawie pewne mecze nie byé zdarzeniem pewnym, Fodob-
nie, zdarzenie nierozliwe jest zdirzeniem pravie niemozliwym, ale
zdarzenie prawie niemczliwe nie musi Dyé zdarzeniem niemozliwym,

§ 126, Pelny uklad zdarzen

Méwimy, Ze zdarzenia »11,...,4‘1{J tworzg pelny uklad zdarzen,

gdy

(*) 3k

kg A
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Innymi slcwy, zdarzenia Ai,...,z% tworza pelny uklad zdarzer,gdy
si¢ nawzajem wykluczajg i lacznie wyczerpujq wszystkie mozliwosdci,
Ze wzoru (%) wynika na mocy (43) 1 (39), ze

(52) 2 P(A) =1
A=1

Analogicznie, méwimy, Ze zdarzenia Ai' Aa,... tworzg peiny ukltad
zdarzen, gdy

Mamy wtedy na mocy (44) 1 (39)

(53) Shpta v =

k=1

§ 127, Twierdzenie

z) Ai"""% tworzgq peiny uklad zdarzen
p(Al) = s8s = p("ﬂ)

A = Aki + see +A*m 9 k]".ao' kmf{i.nov’n}
m
T P(A) = =
D Na mocy (52) 2
2P(A) = 1
A=l A

skad na mocy zalozenia o réwnosci prawdopodobieristw

1
‘/‘\ nﬂ{A‘_‘) =1 = QP(AR) = =

Otrzymujemy stad na mocy (43)

b 1 i m
P(A) = A( A M v +P(Akm, SHEieeanin, Cveth.

1

mrazy

§ 1286, Przestrzeri probabilistyczna skonczona

Niech

X <y ey 18 N € #e
{ 1’ ! ”}' 173 (IR S K
Sk
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i niech § be¢dzie klasa wszysthkich podzbiordw X, Klasa § zawiera
2”7 réznych podzbioréw, poniewaz naleiy do niej

n
1 czyli (0) podzbidér pusty
n) Y
1 czyli (1 podzbioréw i1-clementowych

n
N czyli (2) podzbioréw 2-2liementowych

- - Ll L L] - - - L] Ll . L] - - . - - . - - - -

n
1 eczyli ﬂ?) podzbiér n-elementowy

Wszystkich podzbiordw nalezgcych do § jest
(3) + (f) + see + (;:) = (1 + 1)" = 2-'7

Niech Ai,....Azn oznaczajg wszystkie podzbiory X, czyli wszy-
stkie zbiory nalezgce do klasy §. Klasa § jest ¢ -cialem, gdyz
spetnia wszystkie warunki (61), (52), (63)., Mozemy napisaé

(54) X %
2 (¢}
i wobec tego

(55) N ) A=A N X =2 (A n {e})

R illy o

Niech teraz bedg dane liczby rzeczywiste‘q s+sey p Spetniajace
warunki 2

(56) Pysesss g > 0, > po=1

Wprowadzamy funkcje rzeczywistg P okrecslong na ¢ —ciele § wzorem

) N P(A) = .
ik T Rt
gdzie

[1 gdy.ﬁ n {%} #0 czyli e €A
s
(4] dy A ; = 1 )
gly A n 13} 0 czyli e ¢ A,

Wykazemy, Ze funkcja /2 jest miarg unormowang. Istotnie, jest ona
funkcjg rzeczywistg zbioru o dziedzinie § bhedacej 6 —cialem prze-
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strzeni X, a wiec .spelnia warunek (v1) aia miary unormowanej. Na
mocy (57) i (56) jest nieujemna, a wiec spetnia warunek (v2), Na=-
stepnie na mocy (54), (57) 1 (s6.

n
P(X) = __Z%_=1

czyli jest speiniony warunek (v3). Niech teraz A, A ,... he-
1 2

dzie dowclnym ciggiem zbioréw nalezgcych do § i rcztacznych, tzn.

A5 A TRNen L o
Gehg G &

Wobec tego tylko skoriczona liczba wyrazéw ciagu 4 ,.% moze byc
1 ¢
zbiorami niepustymi i

58 zt,:.,‘,..../}{u,...,z”} ,Ya J-‘,,\, Ar.j =Sy
Wobec tego
= . \ =
n‘.,.fg,...e/{\s,...,zf’} .r\e/'n ,D(ZI A"A) ) p(.&%A‘k} (35)
Ll ). n ‘s-‘
52 (55 @) = 2(55 a0 p) -
n \ =
2 (3[(Ea) o i) @ E[(E e, )al-
e {-, £ dn 5 -
=§ﬁﬁ;;8=§§%,%=§P(A£)E5=MZE;P(AH)

Funkcja 7 spelnia zatem warunek (v4) i jest miarg uncrmowang.
Wobec tego Lréjke (X,.F, P) mozemy przyjaé jako rrzestrzer proba-
bilistyczna, Bedziemy jg nazywaé¢ przestrzenig probabilistyczag
skoriczong.

Zauwazmy jeszcze, ze wobec definicji (a7) wystarczy dla okre-—

$4lenia rozktadu prawdopodobienstwa w przestrzeni skoriczonej okre-=
§lic¢ liczby Pyreses p, 2 warunku

(59) p = P({%} ) dla k% Ly inisg
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§ 129, Twierdzenie

7 (X. S, P) jest skoriczona przestrzenia probabilistyczng

Xs{ei,..., En}’ j,ke{l,...,ﬂ} &j * Ek
J#k
p({Pl}) = see = p({_en} )
A= ee e ’
{e{ i : e‘m) _;‘,K?ré.- ,m}é}j T efk
J #k

1
7 p(A) = L

Dl Z zaltozenia wynika, Ze zdarzenie {91}""' {q& tworza pelny
uktXad zdarzern, a ponadto, ze

A= {6‘1} e +{e{m]

Wobec tego teza wynika z twierdzenia § 127,

§ 130, Przyklady

I. Znalezé prawdopodobieristwo, ze rzucaiac jeden raz kostka
do gry otrzymamy mniej niz 5 oczek.

Rozwigzanie:

Przyjmujemy jako zdarzenie pewne, Ze 2z rzutu kostka dostali-
smy jekaé liczbe oczek, tzn, dostalismy jedna 7z liczb 1,,...,6,Mo~
zemy zatem przyjaé jako przestrzen zdarzen elementarnych

X, 2:{ Lywees8)

Jako cialo zdarzen S przyjmujemy klase wszystkich podzbiordéw prze-
strzeni X. Zakladajgc, %e kostka do gry jest regularnym szescisnem,
moZemy przyjaé, %e prawdopodobie:istwa

P({1}) = ... = P({s}
Interesuje nas zdarzenie, ktdére mozemy zapisaé w postaci
A={1, 2, 3, 4}

Na mocy twierdzenia § 129 otrzymujemy

P(A) =%-§-
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I1I. Znaleié prawdopodobieristwo, Ze rzucajac trzy razy kostkg
do gry wyrzucimy lgcznie dokladnie 16 oczek,

Rozwiazanie:

Przyjmujemy jako zdarzenie pewne, %Ze z rzutdéw kostks dostali-
dmy jakas tréjke liczb, z ktérych kazda jest jedng z liczb 1,..., 6,
Mozemy zatem przyjgé jako przestrzen zdarzen elementarnych zbidr
tréojek uporzgdkowanych, czyli zbidér ciggdéw tréjelementowych.

X ={(1,1,1), C1,25805 0053 (6,6,6)}

Zbiér X zawiera 63 = 216 réznych tréjek uporzadkowanych, MoZemy
dla wszystkich tréjek zalozyé réwne prawdopodobiernstwa, Interesu—
je nas zdarzenie, ktdére mozemy zapisaé¢ w postaci

|
L

A ={(s,6,8), (5,5,8),(5,6,5), (8,4,8) (8,5,5), (6,6,4)}

Na mocy twierdzenia § 129

6 1

I1I. Zajac skryl sie w lesie o ksztalcie prostokgta dtugosci
600 m i szerokosci 400 m, Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze zajac
znajduje sie na terenie bedacym wiasnoécig ledniczego, jezeli wia-
domo, #e lesniczy ma dziatke prostokgtng o dtugosci 160 m i sze-
rokosci 50 m i Zze tylko polowa tej dziakki lezy w granicach wspom—
nianego lasu?

Rozwigzanie:

Przyjmijmy zalozenie, Ze prostokat lasu lezy w przestrzeni
euklidesowe] dwuwymiarowe}] ?F, tzn, na plaszczyinie euklidesowej,.
Przyjmijmy, Ze na tej plaszczyzZnie Jest okreslonamiara Lehesgue’a,
Prostokgt lasu jest na tej plaszczyZnie przedzialem ograniczonym
i jego miara Lebesgue’a na mocy twierdzenia § 120 pokrywa sie z po-
lem tego prostokata. Oznaczajac symbolem A prostokgt lasu,a sym-—
bolem » miare Lebesgue’a otrzymujemy

w(8) = 600 - 400 = 2,4 - 10°

Przyjmiemy jako przestrzern zdarzen elementarnych X ptaszeczyzne
euklidesowa R?, jako cialo zdarzeii § cialo zbioréw borelow-
skich na plaszczyznie Hz, czyli w przestrzeni X,a jako prawdopo-
dobienstwo 2 miare wzglédem zbioru B, tzn, na mocy definicji po-
danej w § 122
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y o040 8)
A/¢\S P(A m(B)

Niech A oznacza dzlalke prostokatng nalezgcg do lesniczego.,Z wa-
runkéw zadania wynika, Ze

w(An 8) =%-160-50 avhpatos

Wobec tego szukane prawdopodobieristwo otrzymujemy ze wzoru

3
4 .10 1
P(A) = =
245403, %9

§ 131, Paradoksy rachunku prawdopodobiernistwa

Zanim powstala teoria prawdopodobieristwa jako dzial matematy-
ki wspélczesnej, pojmowano prawdopodobieristwo najczesciej Jako
stosunek liczby przypadkéw nas interesujgcych do ogdlnej liczby
mozliwych przypadkéw. Tego rodzaju podejécie prowadzilo do licz-
nych paradokséw, ktdérych przyklad poznamy w nastepnym paragrafie,
Wspélczesne traktowanie prawdopodobiernstwa jako miary zdarzen wy-—
swietla nature wszystkich tych paradoksdw, Natomiast twierdzenie
§ 127 precyzuje warunki dostateczne na to, by prawdopodobieristwo
mozna byto liczyé jako stosunek liczby przypadkéw nas interesujg—
cych do ogélnej liczby mozliwych przypadkdw,

§ 132, Przyklad paradoksu

Danych jest 100 kwadratdéw o polach 1,,..,100 cmz. Jakie jest
prawdopodobieristwo wyciggniecia sposréd tych kwadratéw w sposdb
losowy kwadratu o polu nie wig¢kszym niz 25 cm2?

Rozwigzanie:

Aby zilustrowaé nature powstawania paradoksdéw, rozwiazemy naj-
pierw nasze zadanie w sposéb naiwny i to na cztery rézne sposoby,
oznaczajgc szukane prawdopodobieristwo symbolem p .

I, Poniewaz mamy 25 kwadratéw dla nas pomys$lnych na 100 mozli-
wych, zatem

p = o5 = 0,250

I1. Poniewaz kwadraty nas interesujace majg boki o dtugosciach
do 5 em, a wszystkie kwadraty boki o diugosciach do 10 cm, zatem
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p = 15 = 0,500

1II, Suma dlugodci bokéw wszystkich 100 kwadratéw jest réwna
Y1 +¥2 + oo +)/100 ~ 671,463
Suma d}ugosci bokéw kwadratéw nas interesujgcych jest rdéwna
V1 + V2 + .ua + Y25 ~ 85,834

Wobec tego
85,634

p= 571’4—!-6-5 ~ 0,128

IV. Suma pél wszystkich 100 kwadratéw jest rdéwna
1 + 2 4+ oo + 100 = 5050
Suma pél kwadratdéw nas interesujgcych jest rdéwna
1 42 % 00 + 25 = 325

Wobec tego
325
—— =~ 0,064
P so50 =
Paradohs polega na tym, Ze dla jednego i tego samego zadania
otrzymalismy cztery wyniki, bardzo réznigce sie miedzy soba, Wy-
jaénimy ten paradoks na gruncie przyjetej teorii,
Przyjmijmy, za przestrzen zdarzen elementarnych zbidr

X = {81’-o.|81001r

4

gdzie e, (k=1,,..,100) oznacza wyciggni¢cie kwadratu o polu o,
Niech klasa wszystkich podzbiordéw przesirzeni X bedzie cialem zda-
rzen § Ustalajac prawdopodobierstwa

(%) P({q} ) dla 4 = 1,...,100

otrzymujemy przestrzei probabilistvezng skorczonmg (X, §, 2 ),
\w kazdym z wymienionych czterech sposobéw rozwigzania zadania ina-
czei nstalaliémy prawdopodobieristwa (%), W sposobie I przyjclismy
zalozenie, ze wszystkie pravdepodobiezristwa (%) s& réwne, czyli

. ) 1 ;
(1) p{ {Q} ) = 155 dla £ = 1,444,100
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W sposobie “rugim przyjelismy, Ze

P({%,“.,ip = Pqeﬁ +...+{
=P({ei}) + oees o+ P({ek}} = Vi = %

Lok

e

pr—

k
Y100

czyli tym samym przyjelismy

(11) P({ek}) ‘i}oﬂ dla A = 1,..4,100

W sposobie trzecim przyjelismy, zZe

e ah e afe e otfa) T

czyli przyjelismy

3 i Vi
(111) P({ep v V & SRR 2.
X Y1+ Y2 + ... + Y100 671,463

Wreszcie w sposobie czwartym przyj¢lidmy, Ze

P({egrerer gP= Pey)) +eeer 2({e)]) = Tttty = Tiggstt

czyli przyjelismy

(1v) P( {ek]) = 50*50

Paradoks powstal dlacego, Ze do jednego 1 tego samego zdarze-
nia przyktadalismy rézne miary, Skore tekst zadania to umozliwiak,
oznacza to, %e zadanie nie byto jednoznacznie postawione. Aby na=-
daé¢ mu jednoznaczny sens, mozna na przykiad okreslié, w jaki to
sposéb losowy bedziemy kwadraty wybieraé. Do kazdego z opisarnych
czterech sposobéw rozwigzania moZna zapropounowa¢ tuki sposdéb loso-
wege wybleraria kwadratu, aby ten wtaguie sposdéb rozwigzania byl
wlasciwy.

Zatésmy na przyklad, Ze wszysikie kwadraty w nizznanym nam po-
rzadku zostaly rogami nanizane na pret i widoczne 358 tyiko same
gérne rogi wszystki~h kwadratéw (rys., 3), Wybieramy kwadrat wska=
zujgc kidrykolwiek z wystepujacych rogéw,., l'rzy takim schemacie wy-
Lierania wkesciwym sposobem rozwigqzania zadania jest sposdéb pierw-
3ZY.

Zatozmy teraz, Ze kwadraty zostaly utfozone tak jek na rys, 4,
ale wybierajgcy o tym nie wie, natomiast ma wybral dowolny punkt
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Rys. 3

na odcinku MN o dtugodci 10 cm, tzn. odcinka o diugosci réwnej diu~
godci boku najwiekszego z kwadratéw., Po wybraniu punkiu zostaje
wyciggniety ten kwadrat, ktorego wierzcholek jest mnajblizszy wy-
branemu punktowi z prawei jego strony.Przy
takim schemacie wybierania wlasciwym sposo-
bem rozwigzania zadania jest sposdéb drugi.

7 kolei zakozmy, Ze kwadraty zostaly
zawieszone obok siebie, jak na rys. S.

Wybierajacy nie zna kolejnosci zawie-
szenia kwadratéw 1 wybiera jakikolwiek
punkt odcinka MN obejmujacego wszystkie kwa-

0 ]
" v

Rys. 4 draty, tzn. odcinka o dtugosci w cm réwnej
Vi+792+ ... +7100 = 671,463
M N
Rys. 5

Punkt wybrany wskazuje kwadrat podlegajgacy wyciggnieciu, Przy ta-
kim schemacie wyblerania wiasciwym sposobem rozwigzania zadania
jest trzeci sposdh. .

Na koniec zaldézmy, ze kwadraty sg porozkladane na plaszczyzZnie
w nieznanej dla wybierajgcego konfiguracji (rys. ﬁ), a wiec sg np.
przed nim zasloniete. Wybierajgcy wybiera punkt na plaszeczyzinie.
Jeéli punkt ten wypada poza kwadratami, wybdr zostaje powtarzany
az do czasu, gdy wybrany punkt wskazuje konkretny kwadrat, Przy
takim schemacie wybierania wtasciwym sposobem rozwigzania zadania
jest sposdéb czwarty.
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Rys. 6

§ 133, Prawdopodobieristwo jako miara zalezna od naszej infor-
macji o zdarzeniu

Do probéwki wsypano 10 kul o sSrednicach niewiele mnriejszych
od srednicy probéwki, Miedzy tymi kulami jest jedna kula biala i
9 czarnych, Obliczymy prawdopodobienstwo P, #%e biorgc pierwsza ku-
le¢ z probéwki natrafimy na kule biala, w trzech nastepujacych przy-
padkach:
I. Nie mamy Zadnej informacji o kolejnosei kul w probdwce,
II, Udato gi¢ nam podejrzeé, Ze na dnie probowki sg trzy ku-
le czarne,
I1I, Udalo si¢ nam podejrzeé, zZe na wierzchu wszystkich kul
jest kula biaka,
W przypadku I wszystkie kule sa dla nas rdwnoprawdopodobne i
wobec tego obliczamy, zZe
P=15

W przypadku II trzy kule czarne zostaly wyeliminowane z nasze-
go rachunku, a kazda z pozostatych 7 kul jest dla nas réwnoprawdo-
podobna, Wobec tego

D =

=3
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W vrzypadku III przestrzen zdarze.: elementarnych redukuje sie
do jeduego o, lko zdarzenia, a mianowicie wyciggniecia kuli biakej.
Cialo zdarzen sklada sie tylko z dwéch zdarzeri: zdarzenia pewnego
i zbioru pusiego, czyli zdarzenia niemozliwego, Wyciagniecie kuli
biatej jest zdarzeniem pewnym i

P =1

We wszystkich trzech przypavkach interesowalo nas to samo zda-
rzenie, ale przyktadalidémy do niego rézne miary, Jak widzimy, mia-
ra byvia tu zaleina od staru paszej informacji., Nie powinno nas za-
tem Aziwié, %Ze np, W réznych cérodkach naukowych otrzymuje sie réz-—
ne prawdopodobieristwa dla jednegzo 1 tezo samego zjawiska, jezeli
gtan informacji ¢ tym zjawisku jest w rdznych osrodkach rézny.

§ 134, Réznorodnos$é modeli probabilistycznych

Obserwujgc zdarzenia zachodzgce w otaczajecym nas sSwiecie sta-
ramy sie wytiumaczyé niektére z nich drogg zbudowania odpowiednie-
go modelu probabilisiycznego, a wigc np, drogg skonstruowania prze—
strzeri probabilistycznej. Widzieliémy jednak, Ze konstrukcja ta-
kiej przestrzeni zalezy cd wielu czynnikdéw, np, od znajomosci me-
chanizmu zachodzgcych zjawisk, od stanu naszej informacji itp., Po-
nadto z reguly mamy moznoéé wyboru miedzy réznymi modelami i to
w sposdéb subilektywny. Na przykltad w paragrafie poprzecdnim w przy-
packu IIY, gdy wyciagriecie kuli bialej bylo pewne, przyjelismy
Jednoelementows przestrzeri zdarzed elemencarnych, Ale réwnie do-
brze moina byilo przyjaé przestrzen zdarzen elewentarnych zlozona
z dziesigciu zdarzer elementarnych:

A = { €yyevey 6‘10}

gdzie ¢ (k = 1,...,10) ozncczaioby wyciggnieciek -tej - liczae
od géry - kuli, a €y oznaczaloby wyciggnigeie kuli bialej, a na-
stepnis przyja¢ prawdopodobieristwa

P({es]) = 1 P({eg]) = oo =P({e)o]) = 0

Mozna byto rdowniez postgpié inaczej: przyjaé dwuelementowg
przestrzen zdarzen elementar.uych

X = {b, t.‘}
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gdzie 5 oznacza wyciggnigcie kuli bialej, a ¢ kuli czarnej, a na-
stepnie prawdopodobiernstwa

P({b}) =1, P({c}) =0

¥ zagadnieniach bardziej zXozonych liczba mozliwych do przy-
Jjecia modell bywa nieraz bardzo duza. Nie wszystkie modele sa
z punktu widzenia celu rdéwnowazne. Wielokrotnie przydatnoéé mode-
lu mozna sprawdzié jedynie drogg konfrontacji z rzeczywistoscig.

Dopasowywanie modeli do rzeczywistosdci nie nalezy ao matematy-
ki, Matematyczna teoria prawdopodobieristwa gwarantuje jedynie we-
wnetrzng poprawnosé modeli probabilistiycznych, Ze sprawg dopaso-
wywania modeli do rzeczywistodci stykamy si¢ jedynie w przykia-
dach zastosowar teorii prawdopodobieristwa do konkretnych zagad-
nien,

§ 135, Przestrzern probabilistyczna prreliczalna

Niech

X-{ei.ea,.u], J_’*):\ne}t €,

J ¥k
i niech § bgdzie klasg wszystkich podzbiordéw przestrzeni X . Kla-
sa § Jest nieprzeliczalna, Gdyby bowiem bytu co najwyzej przeli-
czalna, to tym bardzie] bjlaby co najwyzej przeliczalna klasa wszy-
stkich nieskoriczonych podzbiordéw przestrzeni X s, czyli bylaby co
najwyze) prreliczalna klasa wszystkich nieskoriczonych podcig-

Zéw ciggu (q 16 ,...). Ale wtedy wszystkie takie podciggil datyby
sie uctawié w ciag ‘

\
(841,1 ’ t="1,2 1e0s)
(1)
(ﬂz” 8 yihan "")
§ R R Gl g s et
gdzie
j,{lﬁt G,k+f 3 zhﬁ

Rozpatrzmy ciag

(11) ( )
5,97 e(ﬁ,: ¥ty gy Sy at I3 * 13,4) )
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