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PRZEDMOWA AUTORA.

»15yle kazdy sumiennie imat sie pracy,
»1 whbdle sit swoich, ile tylko moze najle-
»pi€j uiszczat sie zupeinie z roboty wzie-
tej na siebie, to¢ pewnie blogostawien-
»Stwa mu nic zabraknie, a praca jego nie
»pbjdzie w niwecz.1l Kremer.

W iedzagc z doswiadczenia, jakich trudno$ci doznawac
przychodzi w Scislejszej pracy nad wyzszemi naukami,
jak waznemi sg ufatwienia, jak pozadaném jest dzieto
w ojczyst¢j mowie, nawet obeznanemu z obcemi jezy-
kami, sadze, ze ogtaszajac drukiem ,,Zasady rachunku
rézniczkowego i catkowego*“ przystuze sie tym, ktérzy
nad tg czeScig matematyki pracowacé zamierzyli.

Po wyczerpaniu dziet P. Niemczewskiego, nie mamy
zadnego dzieta polskiego w tym przedmiocie; przeko-
nany za$ o jego potrzebie, utozytem niniejsza ksigzke
gtéwnie podiug dziet P. Cauchy, positkujac sie takze
dzietami P. P. Duhamel, Sturm, Moigno, Laeroix iinnych.



*Tym sposobem nie objawiajgc nic nowego uczo-
nemu Swiatu w dziedzinie nauk Scistych, staratem sie
tylko wyktad przystepnym uczyni¢ dla mniej doswiad-
czonych adeptoéw téj nauki; o ile za$ temu celowi godnie
odpowiedziatem, sad uczonych matematykdéw najlepiej
oceni¢ potrafi.

Warszawa, dnia 31 Czerwca 1858 r.

Homilii Kulinski.



WSTEP.

Zasady teoryi granic.

i jeometrowie, wychodzac z okreslenia ro-
wnosci ilosci jeometrycznych, opartéj na przystawaniu
i pojeciu dodawania i odejmowania tychze ilosci, doszli
tatwo do poréwnania i wymierzenia wielokgtow pta-
skich, rownolegtoscianéw i jakichkolwiek graniastostu-
péw. Lecz gdy chcieli porownywac figury ptaskie ogra-
niczone linjami krzywemi, lub bryly ograniczone po-
wierzchniami krzywemi, takie same sposoby postepo-
wania nie byly wystarczajgce.

Wpadli oni wtedy na pomyst dos$¢ prosty, ale grun-
towny, uwazania zamiast tych samych wielkosci, innych
wielkosci takiego gatunku, jakie umieli juz mierzyc,
a ktoreby roznity sie od pierwszych o iloSci mniejsze
od wszelkich mogacych sie naznaczy¢, a stosunek po-
miedzy ostatniemi dawat im tatwo$¢ sadzenia o stosunku
pomiedzy wielkosciami danemi.

I tak dla znalezienia stosunku pomiedzy powierzch-
niami dwdch jakichkolwiek ko4, Euklides zaczyna do-
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wodzeniem, ze wpisujagc w koto wielokat foremny, i po.
dwajajac nastepnie liczbe bokdéw, to réznica pomiedzy
powierzchnig statg kota, a powierzchnig zmienng wielo-
kata, moze sta¢ sie mniejszg od kazd¢j powierzchni dancj.

Granica zmiennej.

Gdy wielko$¢ zmienna ciaggle przybierajgc rozne
wartosci, przybliza sie do pewncj ilosci statej, tak ze
wartos¢ t¢j statej roznic¢ sie moze od wartosci ostatnicj na
zmienng o ilo$¢ mniejszg od wszelkiéj naznaczoncj, wtedy
méwimy, ze ta ilo$¢ stata jest granica iloSci zmienndj.

Nieskonczenie mata.

Kazda wielko$¢ majaca za granice zero, jest nie-
skonczenie mata. | tak roznica miedzy iloScig zmienna,
a jej granica, jest iloScig nieskonczenie mata, gdyz ona
przybliza sie do zera; np. réznica pomiedzy powierzchnig
kota a powierzchnig wielokata foremnego wen wpisa-
nego, ktorego liczba bokéw nieoznaczenie sie powieksza,
jest nieskonczenie mata.

Witasnosci gtobwne granic.

llosci zmienne réiune, maja granice rowne.

Jezeli dwie ilosci zmienne sg stale sobie rowne i ka-
zda z nich zbliza sie do pewnéj granicy, to te granice
sg koniecznie sobie réwne. To jest widocznem, bowiem
dwie wielkosci zav.’sze rowne przedstawiajg tylko jedne
warto$¢, a zdaje sie niepotrzebng rzecza dowodzi¢, ze
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jedna zmienna nie moze sie odrazu przybliza¢ do dwéch
granic nierdwnych, tojest do dwoch wielko$ci statych
réznych pomiedzy soba.

Granica summy, iloczynu, ilorazu lub poteg jakichkol-
wiek zmiennych.

Granicg summy zmiennych X, VY, Z,........ w, ktorych
liczba jest rikonczong i majacych za odpowiednie gra-
nice ilosci a. b, c,........ I dodatne lub ujemne jest summa
algebraiczna tych granic.

Zmienne X, Y, z,... .W moga by¢ wyrazone odpowie-
dnio przez a-\-aiy c-f-y, — /4Xgdzie a, B A
sg réznicami majacemi kazda za granice zero; bedzie wiec:

....... W7=(a-|-&-j-c+...0O-Ha+ 1 ...

Lecz poniewaz a-|— y-h....X przybliza sie do granicy
zero, bowiem liczba tych ilosci, jak podtug zatozenia, jest
skonczong, a wiec granicg drugi¢j strony rownania,
a térn sam¢ém i pierwszej jest a-j-6-j-c+..... L.

Granica iloczynu.

Granica iloczynu wielu zmiennych jest iloczyn ich
granic. Przyjawszy bowiem tez same co poprzednio
oznaczenia bedzie:

X.Y.Z... wzzi(a-\-oi) (M)-p) . &)X nrabc......1

gdzie w oznacza summe skonczonej liczby wyra-
z6w, majacych kazden za granice zero (jako zawieraja-
cych w sobie przynajmnic¢j jeden zczynnikéw a, p,~....... X)
zkad widzimy, ze druga strona rownania, a tSm samem
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I pierwsza t.j. X.y. Z....... W ma za granice a.b.c........ /,
co nalezato okazac.

Granica ilorazu.

Granice, ilorazu dwoch zmiennych jest iloraz granie
tychze zmiennych, gdy granicg dzielnika nie jest zero.
| tak:

X _a-\-a__ a ba—
y b-\-P b "b(b-(-/?)

Tu widzimy, ze mianownik utamku ostatniego, gdy B
przybliza sie do zera, zbliza sie do granicy b2 licznik
za$ jego w tym samym czasie do granicy zero sie przy-

bliza, a tein samem i caty ten utamek, czyli granicg

X . a
— jest —.

y 0
Granica potegi.

Granica potegi, jakiéj zmiennej réwna sie granicy
tejze zmienn¢j podniesionej do t¢j samcj potegi.
Gdy m jest potega catkowita, to na mocy poprze-

dniej wiasnosci bedzie widocznie xmmiec za granice all.

Lecz gdy m =V ilosci utamkowcj, gdzie p i q sg cat-

N 1
kowite jakiekolwiek, to uwazamy x 1 za potegep zXx «

i n
a wtedy granicg potegi p z y x bedzie granica]/ x pod-
niesiona do potegi p. Nalezy wigc tylko oznaczy¢ gra-

i
nice ]/#. Tutaj uwaza¢ mozna X za iloczyn q czynni-

i
kow J/x\ a ze granica iloczynu czyli granica x réwna
sie iloczynowi granic, wiec na odwrot iloczyn granic

i
czynnikow takich jak ]/x rowna sie granicy x\ ze za$
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ta ostatnia jest 0, wiec wypada ze \/x ma za granice

? . p . v
ya. Ztad granicg, X u jestal .

O ilosciach nieskonczenie matych i nieskonczenie

wielkich*

Mowimy, ze ilos¢ zmienna jest nieskoniczonie mata,
gdy jej warto$¢ liczebna do nieskonczonosci sie zmniej-
sza, tak iz sie do granicy 0 przybliza. Nalezy tujednakze
uwazaé, ze ilos¢ nie bedzie nieskonczenie matg chociaz
sie ciaggle zmniejsza, np. obwo6d wielokata opisanego na
okregu przy powiekszaniu ciggtsm liczby jego bokéw
ciagle sie zmniejsza, jednak sie nie staje nieskoriczenie
matym, gdyz ma za granice okrag. Wyrazy szeregu f,
[, |, f, ciggle sie zmniejszajg, lecz granicg
ich jest 1.

llos§¢ zmienna staje sie nieskonczenie wielkg, gdy
warto$¢jc¢j liczebna nieskonczenie sie powiegksza tak,
iz do granicy od sie przybliza. ROwniez trzeba uwazac,
ze ilo$¢ nie staje sie nieskonczenie wielka, cho¢ ciggle
sie powieksza, jak mamy przyktad na obwodzie wie-
lokagta wpisanego w koto.

Rzad iloSci nieskonczenie matych.

Gdy ilosci nieskonczenie mate w r6znych potegach
do jednego rachunku wprowadzimy jak np. a, a2 a3.....
to te rdzne potegi bedg nieskoriczenie matemi rzedu
Igo, 2go, 3go i t. d.

| tak jezeli a i b sg nieskonczenie mate, tak iz sto-

sunek 'Y bedzieréwniez iloScig nieskoriczenie mata, wte-

dy mowimy, ze b jest' nieskofnczenie matg drugiego
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rzedu np. gdy przypuscimy, ze cieciwa tuku okregu jest
nieskonczenie matg, to wstawa odwrotna tegoz samego
tuku jest nieskoriczenie matg drugiego rzedu, bowiem
stosunek odwrotnej wstawy do cieciwy, jest ten sam co
cieciwy do Srednicy, ze za$ ten ostatni jest iloScig nie-
skofAczenie matg, to nim jest i pierwszy czyli wstawa
odwrotna jest w tym razie iloScig nieskonczenie matg
rzedu drugiego. Powierzchnia nieskonczenie mata
we wszystkich swych wymiarach, jestiloscignieskoncze-
nie matg rzedu drugiego, albowiem ona jest mniejszgjak
kwadrat wystawiony na najwiekszej z linij prostych
w konturze jej poprowadzonych, ktdra to prosta jest juz
z zatozenia iloscig nieskonczenie mata.

Podobniez bryta majaca wymiary nieskofczenie
mate, jest iloScig nieskonczenie matg rzedu trzeciego.

W ogolnosci jezeli przyjmujemy ilo$¢ nieskonczenie
matyg i za zasade ilosci nieskonczenie matych, to ilos¢
nieskofnczenie mata a, bedzie rzedu nte& wtedy, Kkiedy

granica stosunku:
a

ir
staje sie zerem dla wszystkich warto$ci nar mniejszych
od n, a nieskohnczong dla wszystkich warto$ci nar
wiekszych od n.
Podtug wiec tej definicyi wypada, ze jezeli ozna-
czymy przez n liczbe réwng lub bezposrednio wieksza
od r, to stosunek

a
vl

bedzie pierwszym wyrazem postepu jeometrycznego
a a

A, — ) e
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ktory przestaje byc¢ iloScig nieskonczenie matg. Co sie
za$ tyczy stosunku

a

7**
ktory otrzymujemy przypusciwszy r = n, to on moze
mie¢ warto$¢ skonczong, zero lub nieskonczong. Itaknp.

niloi
i%ei, — —, ine'l(i
I[i) L
sg trzy ilosci nieskonczenie mate rzedu n, za$ ilorazy
z nich przez in sg;

e>,  eil(i), ktore maja za granice 1, 0,

1)

Twierdzenie I. Jezeli w ukfadzie jakimkolwiek we-
Zmiemy 2 ilosci nieskonczenie mate réznych rzedow, to gdy
te 2 ilosci przybliza¢ sie beda nieoznaczenie do zera, to
wtedy ilos¢ rzedu wyzszego otrzymywac bedzie ciggle mniej-
sze icartosci liczebne.

D owodzenie. Niechaj w ukladzie, ktérego i jest
zasadg, | iJ, sa dwie iloSci nieskoriczenie mate rze-
déw a i b, nadto niech a>6. Nadawszy na zmienng r
warto$¢ zawartg miedzy a i b to dwa stosunki

Lt

ir’ ir
beda miaty za granice, pierwszy £ drugi 0(*), a tdm sa-
mém iloraz tych stosunkow czyli i bedzie miat za gra-

nice 0:£ = 0. Azatém warto$c¢liczebnalicznika J zmniej-
sza sie bystrz¢j jak mianownika 1.

*) To wynika z definicyi rzedu ilosci nieskonczenie
malej.
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T wierdzenie Il.  Summa ilosci nieskoriczenie matych
rzedéw a, b, c,....... jest nieskonczenie matg rzedu a, gdy
a<’\b < ¢ <

Dowodzenie. Niech i jest zasadg uktadu ilosci nie-
skonczenie matych, 7, J, i t. d. iloci nieskoriczenie mate
dane, rzedéw a, b,...... to summa tych ilosci nieskon-
czenie matych jest:

stosunek t§j nowej ilosci nieskofczenie matej do ir jest:

Wt "= (14"

Poniewaz rzedy ilosci J,....... sg wieksze od rzedow
ilosci 7, to kazdy z ilorazéw-"-,....... na mocy poprze-

dniego twierdzenia ma za granice zero, a powyzsza sum-
ma w nawiasie, za granice miec bedzie, czyli gra-
nicg wyrazenia (a) jest
1
ir
a ze rzedem ilodci /jest a, to toz irzedem ilosci /-{-</,.......
jest a.

T wierdzenie Ill.  Gdy wielomian uszykowany jestpo-
dtug poteg rosnacych ilosci nieskoriczenie maUj np.
=4 e
lub ogdlni¢j

aan -f- ban' -fcot'l' -j-......

to przy bardzo malych wartosciach na a, wielomian ten
ciggle taki sam znak, jak pierwszy wyrazjego a lub aa'l
mie¢ bedzie, gdy n <c«'<Cn".
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D owodzenie. Summa drugiego i innych wyrazéw
Igo szeregu, bedac nieskonczenie matg rzedu pierwszego,
jest mniejszag od a ilosci skonczons$j, w drugim zas$ ra-
zie summa taka wyrazow szeregu jest nieskoiczenie
matg rzedu np.n’, a wiec na mocy twierdzenia lgo, war-
tos¢ tej summy ciggle jest mniejsza od nieskonczenie
matéj rzedu wes® mniejszego od n*

Twierdzenie Y. Gdyw wielomianie uszykowanympo-
diug poteg wzrastajgcych ilosci nieskonczenie maUja t. j.

aa"-fball-)-can* +

spotega drugiego wyrazu jest nieparzysta, to summa wszy-
stkich wyrazow, jest wieksza od pierwszego, gdy bia. maja
jednakowe znaki, a mniejsza, gdy bia. majg znaki prze-
ciwne.

Twierdzenie V. Gdy w wielomianie uszykowanym
podtug poteg wzrastajgcych ilosci nieskonczenie maUj a t.j.

aall-\-b al-(-can“-(-.......

n' jest liczbg parzysta, to summa wszystkich wyrazéw be-
dzie wieksze;, od pierwszego, gdy b ujemne.

Gdy w poprzedniom twierdzeniu damy, ze n=0, to
otrzymamy nastepujgce

Twierdzenie VI. Gdy w uszykowanym podtug poteg
wzrastajacych ilosci nieskonczenie maUj a wielomianie

a-\-ban‘-J-can'-j-......

n' jest parzyste, to pomiedzy wartosciami tego wielomianu,

odpowiadajgcemi nieskonczenie matdj wartosci na a naj-

mniejszg bedzie ta, ktéra odpowiadajgc a=0 bedzie miata
2
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wspotczynnik h dodatny (*), a najwieksza, gdy ten wspot-
czynnik bedzie ujemny (**).

Maximum i Minimum,

ta szczeg6lna warto$¢ wielomianu, wieksza lub mniej-
sza od wszystkich sasiednich wartosci jego, zowie sie
maximum lub minimum.

Twierdzenie VII. W jakimkolwiek uktadzie iloczyn
dwdch ilosci nieskoriczenie matych, ktérych rzedy sg a i b,
jest inng iloscig nieskonczenie matg rzedu a -\-b.

D owodzenie. Niech i jest zasadg uktadu, zas 1 i J
ilosci nieskonczenie mate dane, pierwszarzedu a druga
b, to stosunki

Lt
ir’ is
bedg miaty za granice zero gdy r<a, a granice

nieskoriczong zawsze, gdy r> o0, s>6, ze za$ toz samo
powiedzie¢ mozna o iloczynie

IJ wypa@h w@c, Ze powyz-
szy stosunek bedzie miat za granice zero przy r-J-s <z
a-j-6, za$ nieskonczong dla zatém 1J
jest nieskonczenie matg rzedu a-{-£.

UWAGA. Gdy jeden z czynnikéw sprowadzi sie do
ilosci skonczonej, to widocznie iloczyn bedzie tego rzedu co
drugi czynnik.

(*) Albowiem w tym razie gdy «= 0 opuszczamy wy-
raz dodatni.

**) Gdy wyraz ujemny opuszczamy, warto$¢ wielomianu
sie powieksza.
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W niosek. W jakimkolwiek uktadzie iloczyn ilosci
nieskonczenie matych rzedéw a, b, c,--— jest iloscia
nieskonczenie matg, rzedu a-j-b-f-c-j-.......

Twierdzenie VIII. Gdy ilosci nieskonczenie mdie sa
takie, ze gdy pierwsza przyjeta jest za zasade, to druga
bedzie rzedu a, a gdy druga przyjetg jest za zasade, to
trzecia bedzie rzedu b, to w uktadzie, to ktérym pierwszag
przyjmujemy za zasade, ostatnia bedzie rzedu ab.

D owodzenie. Niech i , I'i / sg trzy iloSci dane tym
sposobem, ze dwa stosunki

ir Is

majg za granice zera, gdy r<”a, s~<ib, a za granice nie
skonczong gdy s> bto widocznem, ze iloczyn

bedzie miat za granice zero dla rs<Zab, a nieskofnczony
dla rs>ab, a tem samem gdy przyjmiemy i za zasade
to J bedzie iloScig nieskonczenie matg rzedu ab.

W niosek I. Stosunek pomiedzy rzedami dwoéchilo$ci
nieskofnczenie matych J il pozostanie ten sam, jaka-
kolwiek bedzie zasada uktadu, ktéry przyjmiemy, i ten
stosunek réwna sie liczbie b, ktéra oznacza rzad I¢j
ilosci, gdy druga przyjeta jest za zasade. A zatem ozna-
czywszy przy rézn6j zasadzie rzedy kilku ilosci nieskon-
czenie matych i zmieniwszy zasade, to liczby oznacza-
jace te roézne rzedy, zmniejszg sie lub zwiekszg w je-
dnym zawsze statym stosunku.

W niosek Il. Gdy w twierdzeniu IV przypuscimy, ze
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ilos¢ J sprowadzi sie do ilosci i, to widocznie «&=1 (#)

b= —. A zatem w uktadzie, ktérego zasadg jest

Oj

a iloS¢ /jest nieskonczenie matg rzedu a, to i bedzie
nieskonczenie matg rzedu — w uktadzie, ktory bedzie

miat za zasade 1.
Powyzsze wnioski dajg:

W niosek Ill. Jezeli dwie iloSci nieskoniczenie mate
sg takie, ze gdy jedna przyjetg jest za zasade, druga
bedzie rzedu pierwszego, to liczba oznaczajgca rzad
ilosci nieskonczenie matej ktorejkolwiek, pozostanie taz
samg w obudwu ukitadach.

Ogo6lne uwagi nad funkcjami.

Gdy iloSci zmienne sg w ten sposOb z sobg pota-
czone, ze gdy warto$¢ jedncj z nich jest dana, mozna
wynalez¢é warto$¢ kazdej z pozostatych, to nazywamy te
r6zne wielkoSci wyrazone przez jedne z nich, ktéra zo-
wie sie zmienng niezalezng, funkcjami t¢j zmiennéj. Gdy
za$ iloSci zmienne w takim sg miedzy sobg zwigzku, ze
gdy wartosci Kkilku z nich sg dane, mozna oznaczy¢
warto$é kazddj z pozostatych, wtedy uwazamy te wiel-
koSci wyrazone za pomocg Kilku zpomiedzy nichiinnych

*) Gdyz ~ ma za granice zero, gdy ab< 1 bowiem

Jlla_b _ ab

a nieskonczong, gdy al>I.
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nazwanych zmiennemi niezaleznemi, jako funkcje tychze
zmiennych.

Funkcje rozwiniete i nierozwiniete.

Gdy funkcje jedn¢j lub Kkilku zmiennych sg bezpo-

$rednio przez te zmienne wyrazone np.
ax, L(x), sin x, x-\-y, i t. d.
to one zowig sie funkcjami rozwinietemi.

Gdy za$ tylko pomiedzy funkcjami i zmiennemi za-
chodza oznaczone stosunki, t.j. wskazane sa réwnania,
ktorym te wielkosci zado$¢ czyni¢ musza, to takie fun-
kcje zowig sie funkcjami nierozwinietemi np.

L(y)=x,y = Ax,
gdzie pierwsza funkcja wyraza sie przez drugg wtedy,
gdy A jest zasadg logarytméw L.
Funkcje oznaczaja sie:
Iw .-
[(*>:> ... ), T 0> ?2(*> y>z>— )

Funkcje 'pojedyncze i ztozone.

Funkcja pojedynczg jedn$j zmiennéj nazywamy te,
ktora jest wypadkiem jednego dziatania ztaz zmienngnp.

a-\-x, a—x, ax, — xa, Ax, L(x)
X

UWAGA. Nie umieszczamy tu pierwiastkdw, gdyz ta-
kowe na potegi utamkowe zamienié¢ sie dajg,.
Do pojedynczych funkcji nalezg jeszcze:
sin X, €COS X, arc sin  arc Ccos X, .......
Funkcja, ktéra sie wywodzi z pomocg kilku dzia-
tan z jedna zmienng, nazywa sie funkcja ztoz.ong np.

Xx5y X 'Aj It d.
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Funkcje funkciji. .

Miedzy temi ostatniemi funkcjami nalezy odréznié
funkcje funkcji, t.j. te, ktore sg wypadkiem kilku na-
stepnych dziatan, z ktorych pierwsze wykonywa sie
ze zmienna, a kazde nastepne z poprzedzajgcego wy-
padku, np. /(sin x), /(cos x).

Funkcje algebraiczne, wyktadnicze, logarytmowe, catko-
wite i utamkowe, Unijne i trygonometryczne.

Funkcje, ktore powstaja z pierwszych dziatan alge-
braicznych jakoto: dodawania, odejmowania, mnozenia
i dzielenia, podnoszenia do poteg i wyciggania pierwia-
stkow zowig sie algebraicznemi.

Gdy za$ funkcja potegi i logarytmy zmiennych przyj-
muje, to zowie sie wyktadnicza, logarytmowa.

Algebraiczne funkcje sg jeszcze wymierne i niewy-
mierne. Pierwsze majg catkowite, drugie utamkowe
wyktadniki.

Funkcjg catkowita nazywa sie wielomian, ktory
tylko catkowite ma potegi np.

a-\-bx-\-cxil-j-......

Potega czyli stopniem takiego wielomianu jest naj-
wyzszy wyktadnik.

Funkcya catkowita lgo stopnia np.

a-\-bx

zowie sie jeszcze linijna.

Funkcje, ktore z dziatan trygonometrji powstaja,
r.owig si¢ jeszcze trygonometnjcznemi. Te rézne nazwy
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funkcji jednéj zmiennej mozna zastosowac i do funkcji
wielu zmiennych, np. funkcjg catkowitg wielu zmien-
nych, bedzie wielomian, zawierajacy tylko catkowite
potegi. Stopniem za$ tego wielomianu bedzie summa
poteg najwieksza w jednym wyrazie.

I tak wielomian:

a-\-bxy czy dxz-\~....
jest stopnia 2go.

Funkcjg utamkowa, jest iloraz z dwoch funkcji cat-
kowitych.

Funkcjami urojonemi nazywajg sie wszystkie wy-
razenia, ktére moga by¢ sprowadzone do ksztattu
tt-j-i/J/— 1, gdzie u i v sg funkcjami rzeczywistemi
zmienndj.

Funkcja ciggta miedzy dwiema granicami zmienncj#,
nazywamy wtedy, gdy powiekszajgc miedzy temi gra-
nicami x o nieskonczenie maty przyrost, i funkcja o nie-
skonczenie maty przyrost sie powiekszy; np. gdy x po-
wiekszamy o0 a, to gdy anieskonczenie mate, wtedy gra-
nicg/(tf-fa) jest/O)

czyli
I(* + «)-1(*)
przybliza sie wraz z a do zera.

Funkcja ciggta w poblizu szczeg6lnej wartosci na
zmienna.

Funkcja jest ciggta w poblizu wartosci szczeg6lnej
na zmienng X, gdy jest ciggtg miedzy dwiema bardzo
blizkiemi siebie warto$ciami, miedzy ktéremi wspom-
niona warto$¢ na x lezy.
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Funkcja "przerwana.

Gdy funkcja w poblizu pewnéj wartosci na zmienng
przestaje byé ciggta, to méwimy ze jest przerwana.

I tak np. gdy mamy funkcje: a-\-x, a—Xx, ax, qua,

Ax, L (x), sin x, cos x, arc sin x, arc cos X, i uwazac
bedziemy kiedy bedg ciagte, to znajdziemy, ze:
a-\- x
a—X
ax sg ciggtemi w granicy od
AX . X= — od do «=;-]-<X)
sin X
CoS X
za$ funkcya
a | 1jest ciggta w granicy x= 0, x = -j-co
X ) 2 jest ciggty w granicy x — —o0; x = 0
md . .
L(x) | sa ciagte miedzy x — 0, x = 00
arc sina; ) pomiedzy granicami x= —1, x=-j-1
arc cos x } sa ciggtemi.

Funkcja ciggta wielu zmiennych.

Funkcja wielu zmiennych np.
f Poz)eee9)
jest ciggta w poblizu wartosci szczegdlnych X,Y,Z,... na
zmienne, jezeli przedstawiwszy sobie przez a, p, 7,....
przyrosty nieskonczenie mate zmiennych, za$ przez
X0 Yy Zy e wartosci rowne lub bardzo blizkie
X, VY, Z, ... to réznica

[(*+«» *+t )—I(*» y»>2,..-.)



staje sie nieskonczenie mata. Lecz aby ta ostatnia miata
miejsce, musi by¢ koniecznie f (X, Yy, z,....... ) ciagta
wzgledem x, wzgledem y, wzgledem z

Wezmy bowiem rdznice

[(*+«» BF—)m—/(*! y>* mm),

[(«+«» 2+ P> )= [(»+ « 1 z,....),

[(*+ ¢yt fts+T-...) —/>+«> y+& 2),
z ktoérych pierwsza staje sie nieskonczenie mata, gdy ajest
nieskonczenie matg, druga nieskonczenie mata, gdy @
nieskonczenie mata, trzecia nieskoriczenie matg, gdy vy
nieskoriczenie matg, a zatém summa tych réznic, czyli

(@ + a,y+ A*+Tr»* =) —/[(*i 26 ... )

jest nieskonczenie matg, gdy a,  ...... sg nieskoncze-
nie mate, czyli granicg

[(«+«> y+ft 2+T»-"0jest/(a?,y,

Gdy w poprzedzajgcem wstawimy, X, 7, ... za
#,V, Z,.... a znowu zamiast #-(-a, y—3p, z-f-?2,,—#, v, z,....
to otrzymamy:

T wierdzenie I. GdyzmienneXx, y, z,.... majgzagra-
nice oznaczone ilosci X, Y, Z,.... igdy f (#, vy, z,....... ) ze
wzgledu na kazdg z tych zmiennych x, y, z,.... jest ciagta
w poblizu wartosci szczegblnych

Xx=X,y—Y,z=2, —
to granicaf (x, y, z,....... ) bedzief (X, F,Z,....)
albowiem w tym razie ilosci x— X,y —Y, z—Z znaczg
tozsamo co 4, P, vy,....... poprzednio.

Twierdzenie Il. Gdy funkcja f (x) ze wzgledu na
zmienng X jest ciggtg miedzygranicamix=xQ x= X, igdy
bjest wartoscig posrednig miedzy f (xQ if (JT) to mozna
bedzie nada¢ na x takg warto$¢ zawartg miedzy x0i X, iz
sorawdzi sie rownanie

X) = h
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D owodzenie. Aby powyzsze twierdzenie dowiesé,
okazmy naprzod to twierdzenie:

Niech bedzie f (#) funkcjg rzeczywistg x, ktora
ze wzgledu na x, ciagta jest miedzy granicami x =x0,
x—X, to gdy/ (x) i/ (X) majg znaki przeciwne, to mo-
zemy wybra¢ na x warto$¢ pomiedzy granicami x0 i X,
czynigca, zado$¢ réwnaniu/ (x) = O.

Niech «0< 1,

X —x0= h,
podzieliwszy to h na m réwnych sobie czesci, zas§ m jest
catkowite, to bedzie szereg

I M, f (5 +A)(* + “)-/(*e+“ )ommm

[(*-4 ), /<X).

Gdy poréwnywaé bedziemy pierwszy wyraz z dru-
gim, drugi z trzecim, trzeci z czwartym i t. d. to dojdzie-
my w koncu do tego, ze dwa wyrazy w tym szeregu
zejdg sie ze znakami przeciwnemi np.

[(*1),/T O
i tak, ze xx < XX, czyli bedzie
Xq <C &\ A?

Xl—xl= —= — (X—x0)
m m
Teraz pomiedzy x { i Xt znowu znajdg sie dwie warto-

sci xt i XI dajagce/ (x2)if (X2) obok siebie lezgce
ze znakami przeciwnemi i bedzie xI<Cx2< X i<zXl i

X2 xt——[Xt xt)= (X x0).
Xt——[Xt xt)= —A(X X0
Postepujgc tak dalej otrzymamy dwa szeregi

1) malejacy X, Xt, X2, X3.......
2) rosngcy x0, x1: x2, x3....... ,
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gdzie wyrazy pierwszego przewyzszajg odpowiednie
wyrazy drugiego o iloczyny:

(T-z,),-L -1

Ztad wynika, ze ogllny wyraz lgo szeregu i 2go przy-
bliza sie do jednéj granicy, ta za$ granicaniechbedzie a;
a ze ilosci dodatne, jakie przedstawiajg funkcje zmien-
nych wzietych z szeregu Igo i ilosci ujemne, jakie przed-
stawiajg funkcje zmiennych wzietych z szeregu 2go przy-
blizajg sie do jednej itej samej granicy, wiec tg granica
musi by¢é 0 czyli przy wartosci x—a,/ (a;)==0.

Gdy wiec teraz zamiast/ (x) wezmiemyf (x) — b,
gdzie b jest iloScig statg, to na mocy powyzszego rozu-
mowania znajdziemy

/ O) —b=0

/m(*) - b
czyli znajdzie sie miedzy granicami £0 i X wartos¢ X,
sprawdzajgca rownanie

f(x) = b

O szeregach zbieznych. SKasaily co do zbieznosci szere-
goéw. Snminaniektérych zbieznych szeregéw.

Og6lne uwagi o szeregach.

Gdy summa N pierwszych wyrazéw Szeregu
Sn=Ugq-j~W - - |- Un—1
przybliza sie przy wzrastajgcej wartosci na n do pewncj
oznaczon¢j granicy np. SO, wtedy szereg ten jest zbie-
znym, a 5 summa wyrazow tego szeregu sie zowie. Gdy
przeciwnie przy ciggle wzrastajgcej wartosci na n sum-
ma Sn do zadnej oznaczonej granicy sie nie przybliza,
wtedy taki szereg zowie sie rozbieznym, i dla takiego
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zadnej summy nie mamy. W obu razach ten wyraz,
ktory znakiem n opatrzony, zowie sie wyrazem ogol-
nym i gdy takowy jako funkcja n jest dany, to szereg
jest juz doktadnie oznaczony.

Jeden znajprostszych szeregow jestpostep ilorazowy:

1, X, X2, X3........ D,

ktérego ogdlnym wyrazem jestxn. Summan pierwszych
wyrazOw tego szeregu jest:

1-\-x-\-xI"A-___4-xn-d= - --memmeee —

~ I —x \—X

Gdy x > 1 szereg jest rozbieznym, gdy x <C 1 szereg
xn

jest zbieznym, utamek -J-_-_--I-,ldo zera sie przybliza, a tSm

sarabm summa n jego wyrazOw bedzie:

Aby szereg
N5 M2 Uty ....
byt zbieznym, to konieczng, jest rzeczg, aby przy ciggle
wzrastajgcej wartosci na n summa
Sn= Wg-J-uj -|-w2-j-u$..... -)-un_1
przyblizata sie do oznaczonej granicy S, zkad takze
wypada, zeby réznice pomiedzy summami
Snj '§i-H, ..
i granicg S, jako t¢z r6znice miedzy niemi samcmi byty
nieskoriczenie mate. A ze réznice te miedzy summami
nastepnemi, a pierwszg sa:
SA1 Sn= Uh
— Sn — Un -f- UnA\
Sn(-3 Sn = Un-)- Ul “F* Unl
zatom konieczng jest rzeczg, aby summy wyrazéw

Un, lh-C U, U,

byly iloSciami nieskonczenie inatemi.
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Zatém i odwrotnie: gdy w szeregu wszystkie te wa-
runki sg wypetnione, to szereg bez watpienia jest zbie-
znym.

Wezmy jako drugi przyktad nastepujacy szereg:

L1111 101
575 %45 L g 45 T

1
Og6lnym wyrazem tego szeregu jest;, ktory ma-

leje gdy n wzrasta.
Ten szereg nie jest zbieznym, gdyz summa wyra-

zO0w, poczawszy od —2—, do on wiacznie t. j.

n-\-i
— -f 1 -f-1
7-j-1 n-(-2 2n—1 2n
jest widocznie wiekszg od
n ——1
‘In 2

Oznaczmy przez Snsumme n pierwszych wyrazéw sze-
regu (2), a jeszcze inacz¢j sie przekonamy, ze szereg
ten nie jest zbieznym.

> 4 (A1) (1414 44
....... (2"—1-j-1  2"1—1-j-2 2m)

gdzie 2"1jest najwyzszg potega 2, ktéra w n sie zawiera.
Ztad takze wynika

I— | + ™

2 2
A wiec gdy m wzrasta, to i Snwzrasta, a ze m wzra-
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sta wraz z n, toznaczy, ze ta summa ciggle wzrasta,
gdy liczba wyrazéw szeregu sie powieksza, a do zadnej
granicy oznaczonej sie nie przybliza, czyli ze szereg jest
rozbieznym.

Wezmy jeszcze szereg:

17 1.2 1.2.3 ... 1.2.3... .« C
Wyrazy szeregu, ktdre po wym nastepuja t. j.

1 1 1
1.2..n5 1.2..n(n-j-1)" 1.2....n(w)-1) W-2)5
bedg odpowiednio mniejsze od wyrazéw postepu ilo-
razowego:
1 1 J 1 1

1.2..n71.2.n n’” 1.2..n 7%a’
A Zze summa tychze ostatnich t. j.
1 1 n 1
1.2.w j J 1-2..n n—1

1.2...(n—1) n—1
ma za granice 0, gdy n wzrasta, to tdm bardziej wspom-
niona summa wyrazow po nastepujacych w szeregu
danym, do tejze granicy zero sie przybliza, a tSm sa-
mem i szereg, ktdrego summe n wyrazéw nazwiemy
przez e, bedzie zbieznym; ta za$ summa przy n=1I
daje:
6=2,7182818

i jak wiadomo, ona za ceche logarytméw Nepera jest

przyjeta.
Gdy szereg
UQH Wj>7"2 »e e
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jest zbieznym, Snsummg n pierwszych wyrazéw, to
bedzie:
S= Sn+ U+ + W+2 +
S ----Sn — Un -f- Un-\-\ -f- 2 -f-
a uczyniwszy

S ----Sn Tn
to s zz1 Sn Tn
Gdy wyrazy szeregu jedne i tez samg zmienng x za-
wierajg; gdy nadto szereg zbiega sie, i gdy kazdy wy-
raz szeregu w poblizu szczegdlnej wartosci na x jest
funkcja ciggta tejze zmiennej, to:
Sn, rntudziez S
sg funkcjami ciggtemi zmienn6j x. Co do pierwszych
dwéch Sn i Tnto jest widoczném, bowiem gdy x o nie-
skonczenie matg ilo$¢ a wzrasta, to i kazdy wyraz jako
funkcja ciggta tego x rowniez o ilo$¢ nieskonczenie
matg wzrasta, a tom samom Sni rn. Ztad za$ wynika,
ze i przyrost funkcji $ rowniez tylko nieskonczenie
maty by¢ musi.
Mamy wiec nastepujgce:
T wierdzenie. GOy wyrazy szeregu

uwi e
sg funkcjami tej samoj zmiennej i ciggtemi w poblizu
szczegblnej wartosci tojze, dla ktordj szereg sie zbiega, to
w ‘poblizu tej szczegdlnij wartosci na zmienng, summa sze-
regu S bedzie rowniez f unkcjg ciggta na x.

I tak w szeregu (1) summa Sn— Ti—jest funkcja
ac
ciagla na x pomiedzy granicami X — — 1, <r=:-f-I,

gdyz tylko w tych granicach na zmienng szereg jest
zbieznym.
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0 szeregach, ktérych wszystkie wyrazy sg doclatne.

Gdy wszystkie wyrazy szeregu

ui> ui>......... 4)
sg dodatne, to mozna za pomocg nastepujacych twier-

dzen poznaé, czy szereg jest zbieznym czy rozbieznym.

Twierdzenie I. Znalaziszy granice lub granice, do
ktérych przybliza sie wyrazenie (un) « gdy n ciggle
wzrasta i oznaczywszy ‘przez k najwieksza z tych granic,
toprzy wartosci na k<C|, szereg (4)bedzie zbieznym, aprzy

1 rozbieznym (*).

Dowodzenie. Gdy &<1, to mozemy obrac¢ liczhe U,
ktéra miedzy 1i Alezy tcik, iz bedzie:

k<U< 1

Gdy n jest wieksze od kazdej nadanej liczby, to naj-
wieksze wartosci na (un)n nie beda sie mogty nieskon-
czenie przybliza¢ do granicy k, gdy nie bedg wprzod
ciggle mniejsze od U. Nastepnie nada¢ mozna na n takg
wartosé, ze przy ni¢j lub wiekszej od niej mamy ciagle

(un)* < U
Un< Un
zkad wynika, ze wyrazy szeregu
N5 5 Jeeeee Un, Un-J-1....

sg stale mniejsze jak odpowiednie im wyrazy postepu

ilorazowego:
LU, U\U~*, ... Un, U%' ...

*) Nielatwojest poznac, czy szeregjest zbieznym, gdy k= 1e
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ze za$ ten postep jest szeregiem zbieznym (gdyz U<Z.1),
to tem bardziej szereg (4) zbieznym by¢ musi.
Gdy znow 1, to liczbe U tak obra¢ mozemy, iz
bedzie
A>U>1
Niech n wieksze bedzie od kazdej nadanej liczby, to

najwigksze wartosci na (u,)ITnie beda si¢ mogty nie-
skonczenie do granicy k przybliza¢, gdy nie stang sie

wprzod ciggle wieksze od U tak, iz przy dos$é wielkiej
wartosci na n bedzie:

(u,i) : > U

Un> U
Wyrazy wiec szeregu
Uj, itj,.... u i, . Un-j_2, ...,
beda wieksze od odpowiednich im wyrazéw postepu
ilorazowego
1, U, U2 U3.... U, , f7'+2 ...

Lecz poniewaz ten ostatni jest rozbieznym (gdyz
1) to tem bardziej nim szereg (4) by¢ musi.

Twierdzenie Il.  Gdy przy wzrastajgc”™ wartosci na n
iloraz
U1
Un

do oznaczonej granicy k sie eprzybliza to szereg (4)jest
zbieznym, jezeli A<1 « rozbieznym skoro k~> 1.

D owodzenie. Wzigwszy dowolng liczbe ¢ mniejszg
od réznicy jaka jest miedzy 1 i Abedzie mozna tatwo
nada¢ na n tak wielkg warto$¢, ze przy niej lub przy
wiekszej od ni¢j stosunek

Un-1-1
un
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bedzio ciggle zawarty miedzy dwiema granicami

k —6 k42
a mianowicie
Ui-11 u
Ui Ui
> uH(k—e), Mi+i< Un[k+ ¢)
dal¢j podobniez
Wil UnA |

M«+2> {k—s) Un+1, Ur2< (H-e) “«+l
a tem bardziej

UAZ2™>Un[k s)? | 's)
itop.

Zkad okazuje sie, ze wyrazy szeregu (4) sg zawarto
miedzy wyrazami odpowiedniemi dwdch postepow ilo-
razowych

U/ii MTi[k s), xin (c—e)2, .......
uni un (&-j-s), Un (/c-j-9)2, .......
ktére bedg zbieznemi, gdy £<1, a rozbieznemi, gdy
1, a zatem i t. d.

Przyktad. Niech bedzie szereg:

1 1 1

5917 12 1237 1.2.n
1

0

1.2.. .n(n-j-D
1
Un

1.2....n

-1, k= — =0«<x1
Lhzrn-f-l 00

co dowodzi, ze powyzszy szereg jest zbieznym.
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Twierdzenie 111. Gdy w szeregu (4) kazdy nastepny
wyraz jest wiekszy od poprzedniego, tn on jest zbieznym
gdy szereg

+ 4 m3, 8w/, 16«,5,........ (5)
zZbiega sie, a rozbieznym, gdy ten szereg sie rozbiega.

Dowodzenie. pajmy na to, ze szereg (4) jest zbie-
znym ijego summa jest S, to bedzie:

w0=moO0, 2u,=2«1, 4«3<2m 24-2m3,
8u7<;2mi-(-2nb-}-2ug-)-2u7, i t. d.
Z dodania tych nieréwnosci wypada:
WO- f 2w1-1-4«3-(-8W74 - ........ <« 0+ 2(mJru-idrur™™)
czyli
2/pf-20) +42<BI—...... C2-S— ...
Zkad wynika, ze szereg (5) jest zbieznym takze

Przypus¢émy znowu, ze szereg (4) jestrozbieznym,
to summa jego bardzo wielkiéj liczby wyrazéw prze-
wyzsza¢ bedzie kazdg obrang warto$¢ liczebna, a gdy

UO—Uo, 2ul> u 1, -j-u2, 4M3> « 34-?i4+ w 5-(-tt0

Bu7>W7"(“My-FW) “F Leg-|-24 i 24— 3&" itd.
zkad
Ug(-2Wj-f-4  -{-8U-J-....> UN-F-Wjr)- A \UYO-+-u 4esee c2zyli

Ug—2zt| - dng-Sm7——......>*S.

Ze za$ S wieksze jest od kazdej obranej liczby, dla

tego i szereg (5) rozbieznym by¢ musi.

Przyktad. Wezmy szereg:

gdzie n dowolna wielko$¢ oznacza.
Szereg (5) w tym razie przyjmie ksztait:

s 4 "4 xf T8 xp’-Blii
1, 2'-«, 4l~n, s1-711,
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Szereg ten jest ilorazowym i zbieznym, gdy ?C>1
a rozbieznym gdy n<1 lub n ~ 1, a wiec przy tych sa-
mych warunkach i dany szereg bedzie zbieznym, lub
rozbieznym, i tak z szeregéw

[N
[N
[N
=
*
>

4211 d-
y L L1t d.
253
i1 1 1 o
T w m 1

pierwszy jest zbieznym, dwa drugie rozbieznemi.

T wierdzenie IV. Niech L oznacza logarylm dowolnego
ukfadu, i przyjmijmy, ze przy wzrastajgcej wartoscina n,
iloraz

L (UH)

1M
przybliza sie do granicy h, to bedzie szereg (4) zbieznym,
gdy A>1 a rozbieznym gdy h<Z1.
Dowodzenie. Dajmy najprzéd, ze/i> 1, to mozna

obrac¢ trzecig ilo$¢ a dowolng, tak izby byto: /C>0C>l,
przy bardzo wielkiej warto$ci na n bedzie wtedy iloraz

n A jemu réwny ~ (un
Ly e

ciggle wiekszy jak a t. j. gdy n pewng granice prze-
wyzsza, to bedzie ciggle:

far

L (n)
L %'A_D alL («), zkad takze —+— na, un<Z—
uni u na

) > a, lub co na jedno wyjdzie
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A zattm wyrazy szeregu (4) bedg mniejsze od odpo-
wiednich wyrazéw szeregu
“2a’ 3% 47 na’ ’
a ze ten jestzbiezny gdyz <> 1, to tym bardziej, nim be-
dzie szereg (4).
Odwrotnie dowodzi sig, ze gdy a<|, to szereg (1)
jest rozbieznym.

O szeregach urojonych.

Jezeli wyrazy szeregu sg ksztattu u-\-vj/—1, to taki
szereg jest zbieznym, gdy summa wyrazéw rzeczywi-
stych ma za granice s, a za$ summa wspotczynnikow
przy ]X—1 przybliza sie do t i mowi sie wtedy, ze gra-
nicg szeregu jests-\-t\/—1. Tak wiec sprowadza sie¢ do
zbieznosci dwéch szeregbw. Mozna jednak jeszcze ina-
czej uwazac; i tak niech bedzie:

u - —1—p(cos 0-j-J/—1sin 0)
a szereg dany przyjmie ksztatt
p0(cos 00+ |/ —Isino0,)—p, (cos Qj-j-I/—Isin Oj)
D ... 4pj (cos Qj 54— —1sin ot) ——...

Lecz jezeli szereg
2) PO+ P 1+ P2+ ... P«d® .
jest zbieznym, przyjawszy wszystkie wyrazy dodatne, to
tein bardziej beda oba nastepne

p0 cos 00, p, cos 0,,..... pd cos o0,,,
Po sin 00, pt sin 0,, ....... p,, Sin o, ,

Mamy wiec nastepujgce prawo :

Szereg urojony jest zbieznym, gdy szereg wartosci
bezwzglednych modutdéw wszystkich jego wyrazow jest zbie-
znym.
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Gdy szereg (2) nie jest zbieznym, to mozliwem jest,
zeby te wyrazy zblizaty sie lub nio zblizaty sie do zera.
Jezeli one sie nie zblizajg do zera, to szeregi (3) nie
moga by¢ oba razem zbiezne, i poniewaz przy jakiej-
kolwiek wartosci na o niemozliwg jest rzecza, gdy p nie
przybliza sie do zera, zeby oba wyrazy cos 0 isin o (*)
przyblizaty sie do zera, to i szereg (1) jest w tym przy-
padku rozbieznym.

Jezeli za$ wyrazy szeregu (2) zmniejszajg sie nieo-
znaczenie, a szereg ten jest rozbieznym, to jednakze
szeregi (3) moga by¢ zbiezne, poniewaz wszystkie ich
wyrazy nie sg z jednakowemi znakami.

O wyrazeniach urojonych.

Rozwigzanie réwnan stopnia drugiego prowadzi nas
czasem do pierwiastkdw kwadratowych z ilosci ujem-
nych. Te rodzaje wyrazefn nie przedstawiajg ani liczb
dodatnych, ani ujemnych, lecz oznacza sie ich szczegél-
ng nazwg ilosci urojonych.

Jezeli mamy np. réwnanie

£2— 2fl#-f-«2-{-&2= 0
to wyprowadza sie z niego dwie wartosci urojone:
Xx—ax\/—b2—atb]/'— 1.

Wyrazenie to i podobne jemu nic samo przez sie nie
znacza, tak jak [/—1, lecz gdy wyrazenia urojone
wzajemnie potgczymy przez dodawanie, odejmowanie,
mnozenie lub t. p., dziatajgc z niemi zawsze tak jakoby
|/ —1 byt iloScig rzeczywistg, ktorej kwadrat—1, to

*) Albowiem gdy sino =0, coso=], gdy coso = 0,
sino=l.
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otrzymamy na wypadki nowe wyrazenia urojone. Dla-
tego uzyteczng bedzie rzeczg oznaczy¢ wypadki, jakie
powstaja z takowego potaczenia ilosci urojonych. Aby-
Smy fatwiej cel ten osiggng¢ mogli, nalezy( uwazac za
rbwne dwa wyrazenia urojone:
A-\-B]/—1,
gdy lrao ilosci rzeczywiste w tych wyrazeniach sg sobie
rowne, to jest A~A\ 2do gdy wspétczynniki ilosci uro-
jonych sg takze sobie réwne, to jest B~B ‘. To przypu-
§ciwszy, bedzie, ze kazde réwnanie urojone jest tylko
wyrazeniem algebraicznym dwéch réwnahn pomiedzy
ilosciami rzeczywistemu
Uwazajmy np. iloczyn dwoéch wyrazen,
cos X-\-\/'—1 sin x i cos y-\-\/—1siny
ktory jest
cos X cosy — sin g siny-{-]/m— 1(siu x cosy -j- siny cos x)
lub
cos04 -y)+ V —1sinO +y)
a otrzymamy rdwnanie algebraiczne
cos [x-\-y)-\~\/—1sin [x-\-y) = cos x cosy—singsin?/-|-
1,/ —1(sinx cosy -j- siny cos X)
gdzie tuki x i y sg rzeczywiste, wyrazone przez ré-
wnania.
cos (XA-y) ~ cosxcosy—sinxsiny
sin (x-\-y) = sina- cos?/-)- siny cos X.

Podobniez mainy réwnanie
(cosx-\-]/—1sinx)(cosy-\-\/r—1sin ?/)(cosz-|-] / —Isin 2)
= cos{x-\-y+z)+ K —1 (n+y+2z),
jako tez i inne temu podobne, gdy liczba czynnikéw

jest jakakolwiek.
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Przypusciwszy za$§ x=y=2Z— ........
otrzymujemy wz6r Moivra

1) (eosE-f'l/—1sinx)m= cos mx-\-\Z— 1sin mx.

Rozwingwszy wiadomym sposobem pierwszg strone
réwnania (1) i przyréwnawszy z sobg ilosci rzeczywiste
jako tez wspotczynniki przy ilosciach urojonych, otrzy-
mamy:

cosmx=cos"" x— mlm--_z---l? cosT— assif .1r-1f-

+ m(m-1)(m=-2)(m -3)co3, - sin% _ A
1.2.3.4

sinmx=m cos7—la sina:— m(mz\l?_)(n;—z yw

X cosT-3asin *x-\-.......
Nalezy takze uwazaé, ze rozwinigcie wyrazenia
(cosx —\/—1sinx)m
rozni sie od rozwiniecia
(cos x-\-\/ — 1sina:)
tylko znakami przy wyrazach zawierajagcych J/—1
w potegach nieparzystych, bedzie wiec
(cosx—]/—1sina:)T = (cos mx—]/— 1sin mx).
Rozumiejgc przez pierwiastek potegi ntd) z wyraze-
nia urojonego inne wyrazenie, ktore podniesione do po-
tegi ntd podtug znanej zasady wyda rzeczone dane wy-
razenie urojone, to widoczng jest rzeczg, ze

cos X dpir—1sin—
n n

jest pierwiastkiem potegi nt6 wyrazenia
cosa:txJ/—1sina;

Mamy wiec

: 1 £ )
(cosa:rhl/—1sina:) » = cos— = 1/—Isin-1—
\% n n
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a gdy oba wyrazenia podniesiemy do potegi p, to otrzy-
mamy
(cosxx\/—Isin«)* —cos~ X — lsin-"-#.
RozciggneliSmy wiec wz6r (1) i do tego przypadku,

gdy m jest dodatng lecz utamkowg liczbg jakgkolwiek.
Okazemy teraz jeszcze prawdziwo$¢ wspomnionego

wzoru przy potedze ujemnéj, gdynp. m~ —n. | tak:
(cosa+J/—Isina;)-* = ------m- —} — . =
(cosx-\-y' —1smx)n
1

cosmr-j-J,/ —Isinw#

Lecz ze iloraz jest wyrazeniem takism, iz pomno-
zony przez dzielnik cos nx-(-]/—1sin nx, wyda dzielng
1, to widocznie ten iloraz by¢ musi

coS (—nx) -j-]/—1sin (—nx),
zatém
(cos#-|-J/—1sina;)— — cos(—nx-\-\/ —Isin(—nx).

Rozwigzmy teraz zadanie odwrotne, ktdre polega
na rozwinieciu cosmx i sinmx za pomocg wstaw i do-
staw tukéw wielokrotnych wzgledem x, gdy m jest li-
czba cala.

Dlatego dajmy

cos X -\-\/—1sin x—u,
cos#—ij/ —1sin#t—u,

zkad
2cosX~u-\-v,
a nastepnie
2mecosmx~um lv . u’l-2

4
....... -+ muvm=* -\-vm.
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Uwazajgc teraz, ze uv~:1, ize uk-)- vk — 2 cos kx,
bedzie
2"fcos7x = 2cos mx-\- 2mcos(m—2)-?,
|12 (m—1)cEg X

Jezeli m jest parzyste, to wyraz ktory sie znajduje
w $rodku rozwiniecia (i4-)-v)"t sprowadzi sie do

----- i tworzy¢ bedzie ostatni wyraz

rozwiniecia 2™ cos ™a;.
Jezeli m jest nieparzyste, to dwa wyrazy Srodkowe
na u iv sg ksztattu

m-f-1 m—1 m—1 wi-|-

u 2 v 2 1u ?2 v ?
wyrazenia, ktore widocznie sprowadzg sie do wiv,
gdyz uv—1. Ostatni wyraz rozwiniecia 2™ cosT# jest

wtedy:

Rozwinmy teraz sinT#, uwazajac ze
2]X—1sin X — ii—v,
zkad
2"1(j/—I1)Asinmx —

— M>— mu"t-lv-\- 1 ?II_ um~2v2— ...
Gdy  jest parzyste to wyrazy w rowndj odlegtosci

od skrajnych bedg z jednakoweini znakami, biorgc wiec
je po dwa, bedzie:
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2"'(—1)2sin mx — 2 cos mMXx — 2m cos (M—2) g

i 2 AT (o (m—4) x —
LeL

Ostatni za$ wyraz bedzie:

Znak -)- odpowiada ~ parzystemu, a znak —,

nieparzystemu. Jezeli mjest nieparzyste, to rozwiniecie
musi mieé ksztatt:
um _vm--—-,n(y»-2 vm2) j_m@1—1) ~
1.2
X (um~4— 4) —

(wstawiajac wszedzie za u v jednosc).

Jezeli wiec zwazymy, ze uk — vk — 2 |/—1 sin kx,
to wzigwszy tylko wspotczynniki J/"—1
m—1

2» (_ 1) 2 simtx—2sin mx—2msin (m—2) X
4 2 MWD e
' 1.2 \% 1

Ostatni wyraz bedzie:

m o(m — 1)

Znak -f- odnosi si¢ do tego przypadku, gdzie-----z---

jest parzyste, a znak — gdy ono jest nieparzyste.
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Uzycie HnJl trygnnninctrjiiinyth tlo wyciggania pier-
wiastkéw z ilosSci rzeczywistych Inb urojonych.

Pierwiastki stopnia m z liczby rzeczywistej dodatncj
lub ujemn¢j = A, sg pierwiastkami réwnania
ymt 4 = 0;
te pierwiastki moga sie sprowadzi¢ do pierwiastkow
z jednosci, przypusciwszy y~ax, gdzie a oznacza pier-
wiastek arytmetyczny potegi nt8 z liczby A, réwnanie
za$ dane sprowadzi sie do nastepnego
Xxmx1=0,
w ktédrem oznaczymy m pierwiastkéw wszystkich mie-
dzy sobg nierownych. Wezmy najprzéd
Xxm— 1=0, xm~\.
Mozemy przedstawi¢ jedno$¢ w ksztatcie:
cosz-j-j/"—1sinz,
z ktorego to wyrazenia, jak nam wiadomo, tatwo wy-
ciggna¢ pierwiastek. Nalezy przypusci¢ z— gdzie
n jest liczbg dowolng dodatng lub ujemng, a bedzie iden-
tycznos¢:
1= cos — 1sin 2wt;
zatétm wyrazenie:

daje pierwiastki mtcs® stopnia z jednosci a ztad warto$¢
na x, przy kazd¢j catkowit¢j wartosci na n jest:

X=C0S--—---- ' ﬂr—fsi'n ........
W tém wyrazeniu nadaje sie na nwartos¢ 0, 1, 2, -—-

dotad, iz mie¢ bedziemy m wartosci dla strony pier-
wszcj.
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Jezeli m jest parzyste, to przypuéciwszy m— 2Kk,
x—Cos— # J:F 1sin 2Y

Nalezy wiec nadawac dla n, wartosci 0, 1, 2....... k.
Dwie skrajne wartosci dadzg *~1, x——1, a wszy-
stkie inne wartosci na x sg urojone, sprzezone.

Gdy mamy
m—2&-|-1,
to nalezy dawaé¢ na n, wartosci 0, 1, 2,k Pierwsza
daje x ~ 1 inne sg wszystkie urojone sprzezone.
Gdy mamy
7[
Xm-j-1~0, Xxm—— I, x ~\/— 1.

Mozna réwniez nada¢ na —1 ksztaht
cos —1sinz,
przypusciwszy 2r=(2%i-)-1)'jr. Bedziemy wiec mieli war-
tos$¢ na x z wzoru

m
gdzie nalezy przyja¢é m warto$ci nastepnych dla n, po-
niewaz wszystkie te odpowiadac¢ bedg réznym wstawom
lub dostawom, inne za$ dadzg tez same wartosci na x.

Wszystkie pierwiastki rdwnania
Xxm_J ]—o

*=cos 7+ 1X +J/-1 sin ,
m

sg dane przez wzo6r
x —cos (2HI 1YTdA=y— sin :
m m

nadajac na n, wartosci dodatne od O dotgd, dopdki nie
ofrzymamy z niego m wartosci dla strony drugiej. Jezeli
vi~ 2k, to wartosci na n beda 0, 1, 2,....... k—1, a war-
tosci na x beda wszystkie urojone sprzezone. Jezeli
m—2/c-j-l, to wartosci na nbedg 0, 1, 2....... k\ ostatnia
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da x——1, wszystkie inne wartosci na x beda sprze-
zone urojone.

Majac wiec wiadome pierwiastki z +1 otrzymamy
tem samem pierwiastek z £ A, mnozac je przez pier-
wiastek arytmetyczny z A.

Szukajmy teraz pierwiastku potegi mt§ z wyrazenia
ksztattu

axb]/—I,
ktore mozemy przedstawié¢ w ksztatcie
p(coszx ]/ —1sinz),
oznaczajac p iz przez dwa réwnania

pcoszzra, psinz—&

zkad p—=xJ/(a2-j-62,cosz——, sinzrr —.
P P
Dla wigksz6j dogodnosci, wezmy tylko warto$¢ do-
datng na p. Oznaczmy przez @ najmniejszy tuk doda-

tny, majacy za dostawe — a za wstawe—<¢ mozna be-

* P
dzie bez zmiany tych Iin?i dodaé go do pewnej liczby
okregéw, a wypadnie
axb\/ —I=p [cos (<p-f-2?i7r)£j/—1sin (cp-j-2?M)[}

widocznie wiec pierwiastek mtd potegi pierwszéj strony
rébwna sie

Nalezy zatem widocznie na n nadaé m warto$ci na-
stepnych, dodatnych lub ujemnych; wszystkie bowiem
inne dadzg tez same wypadki. Nadto te m warto$ci na n



dadza rozne wartosci dla wstaw i dostaw tuku”ji?”,
in

nadajac wiec na n wartosci 0, 1, 2....m—1, to wszy-
stkie pierwiastki szukane, bedg dane przez wzor

y aztby'—Irrp-m { cos y~"~""n7Gdb]/— 1sin ®H~-ATC\
\ m m f

W stawy i dostawy wyrazone za poinocn poteg
urojonych.

Jezeli w rozwinieciu ex zamienimy x na x\/—1
i gdy przedstawimy szereg wypadkowy przez eri/—
to bedzie:

+ 1 A7 4 + W
podobniez gdy za x wstawimy —x ]/—1 bedzie

e- xy -\z-1_ xy _ 1_ JganNny —1
v 1.2 1.2
Ko — 2
"1.2.3.4 W

Tc rownania moga by¢ napisane jak nastepuje :
9v ( eXV~X—cosE£+}/—Isin®,
e—-\/—h— oS X— —]sinx,
zkad wyprowadza sie
eA/l—— —FV—>



Wg wszystkich tych wzorach nie nalezy zapominac,
ze exXV—1 1 e—l/ —lnie majg zadnego znaczenia jako
wyrazenia wykladnicze, a przedstawiajg tylko szeregi,
jakie otrzymujemy, podstawiajac —1i—x\/m1
za X W rozwinieciu ex, postepujac z \/—1 znanym spo-
sobem.

tatwo tu jest okaza¢, ze z temi wyktadniczemi wy-
razeniami urojonemi postepuje sie tak samo, jak gdyby
wyktadniki byty rzeczywiste.

| tak:

zkad

i -i-H-yi (H-y)2 !
AN L2

Identyczno$¢ nie popsuje sie, gdy w miejsce X iy
wezmiemy x\/—1, y\/—1, zkad wynika, ze

e(*+y)V—L— exV—l#eyV—x
lub gdy tylko y na y\/ —1 zamienimy, to wypadnie

e(x+yV-\)=_eex @yv-\

Mozna nadac tak samo jak wyktadnikom rzeczywi-
stym. nazwe logarytméw wyktadnikom urojonym i aby
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mieé logarytm wyrazenia ksztattu azb]/—1, nalezy
uczynié
a. » v - 1= p(cosa?xJ/"—1sinx)=el”™ COSX£V~ 'sin*>,

a ze exXV—l—cosx-\-\/—1sina;,
wiec X ]/ —I=/(cos x-\-"\/—1sinx),

zatem

ad=by—I= ePRPal/l- 1_ eipx(?+2n«)|/-i}

gdzie @jest najmniejszg wartoscig dodatng na a; bedzie

wiec

—1)=-1_Z(a2-[-62) = | X — I(cpx2m:).

Gdy 6= 0, to mamy dla wszystkich wartosci na lo-
garytm a
lad Ny — 1(cpx2wTi).
<Luk pjest rowny O jezeli a jest dodatne, a rowny tc
jezeli a ujemne.
Mamy wiec, rozumiejgc przez la logarytm arytme-
tyczny liczby a
I(-\-a)=laz2mzym-1,
[(—d)—Ilctx(2n-)-N)Tc|/— 1.
Ostatnie wyrazenie nie daje zadn¢j wartosci rzeczy-
wistej, pierwsze daje tylko jedne.
Czynigc a—1, bedzie

I (-j-D=dt2rt~j/—1, [(—1)=£(2"/i-|-))u]/r—1.



dranica potegi gdy Vi ni<‘o/.nstc/i‘iiic wzra-

Niech m jest liczbg catg dodatng, wzrastajgcg do
nieskoriczonos$ci, i uwazajmy wyrazenie

ktore przedstawia sie w ksztatcie nieoznaczonym 1°°,
gdy uczynimy m nieskoiczenie wielkiem. Aby ozna-
czy¢ granice, do ktorej sie to wyrazenie zbliza, skoro
m wzrasta nieoznaczenie, rozwinimy je podiug wzoru
znanego dwumianu

Wszystkie wyrazy drugiej strony sg dodatne, a ich
liczba rowna m-f-1. Lecz mozna to réwnanie przedsta-
wic jeszcze w tym ksztatcie:
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Tu widzimy, ze wyrazenie dane wzrasta wraz z m,
a gdy wi=o00, rdwnanie powyzsze zamienia si¢ na

1.2 “1.2.3 "

A ze granicg szeregu, jaki przedstawia nam druga
strona rdwnania jest e, to e jest zarazem granica wyra-

zem a|l-f---- "
\ W

Wezmy teraz drugi przypadek, w ktérym m jestdo-
datne lecz utamkowe, réwne np. }e, gdzie [xoznacza

m
ilos¢ catkowita, s utamek: to wyrazenie t/l—|—;\}] za-

(1 “J— }—} * Widoczng jest rzeczg, ze
H-e/

gdy mianownik w powyzszem wyrazeniu jate po-
wieksza sie, a wyktadnik zostaje ten sam, lub gdy mia-
nownik zostaje ten sam, a wykitadnik [x-(-e sie pomniej-
sza, to rzeczone wyrazenie w kazdym z tych przypad-
kow sie pomniejsza, i odwrotnie; stowem, ze to wyra-
zenie zawartém jest miedzy dwoma nastepujgcemu

(i+ £ P ifi+ L)

ktore mozna przedstawi¢ w ksztatcie:

(1+|M 1+7) 1/| i _LY +

Gdy wzrasta do nieskonczonos$ci, a ciggle jest cat-
kowite i dodatne, to granicag dla kazdego z czynnikéw
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jest. e, a dla czynnikéw /1 53—\ i /1 — \ jest 1,
\ </ \ H"1/
czyli dowiedzionym zostato, ze cho¢ m jest utamkiem,

(1 -|- —1| jeste.

Rozbierzmy teraz przypadek, w ktérym m jest ilo-

t
$cig ujemna, i w tym celu oznaczmy - - u, bedzie
wiec

Nadto niech bedzie 1-j-am—_ , gdzie @przybliza
*HrP
sie do granicy zero lecz jest dodatne. Z tego réwnania

mamy:

a= , a ztad
- L i 1+p 1
(I+«)“=-—-—--"=(1+7?) P =(1+P)P (1+P).
(1+P)-P

Gdy p przybliza sie do zera, to (1-£5P dogranicy e,
i
za$ (1-f-p) do 1 sie przybliza, a wiec granicg (1-3@)*“

czyli {I A \m» gdy m jest ujemne, bedzie zawsze e.
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RACHUNEK ROZNICZKOWY.

R O zZ D zZ 1A t 1

Stosunki jednoczesnych przyrostkéw funkcji i zmien-
nych. 1l6/uic/kii. Wspodétczynnik rézniczkowy.

Stosunki jednoczesnych ‘przyrostkdw funkcji i zmiennych.

1 Niechaj y bedzie funkcjg jakgkolwiek zmiennej x,
wypetniajaca nastepujace warunki: 1) ze gdy Ajestprzy-
rostkiem zmiennej x, a k jednoczesnym przyrostkiem
funkcji?/, to k przybliza sie do zera, jesli i li do zei’a sie
przybliza; 2) ze przy kazd¢j wartosci na x mozna wzigc¢
druga, rozniaca sie od pierwszej o ilos¢ nieskonczenie
matg; nadto, ze gdy x zmienia sie w jednakowym sto-
sunku pomiedzy wspomnionemi warto$ciami, t. j. ciggle
maleje lub ciggle wzrasta, to y stale w tym samym sto-
sunku sie zmienia, t. j. ciggle wzrasta lub ciggle maleje.

To przypusciwszy, tatwo jest dowiesé, ze przy tych
warunkach dla kazdej warto$ci na x istnieje skonczona
granica dla stosunku przyrostkdw nieskonczenie matych
i jednoczesnych hi /g, t. j. ze moga byé tylko wartosci
wyjatkowe na zmienng x, dla ktérych tenze stosunek
wzrasta lub maleje nieoznaczenie.
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I tak niech bedg x0i X dwie wartosci na zmienng X,
czynigce zado$¢ wspomnionym wyzej warunkom; y0i Y
warto$ciami odpowiedniemi dlay. Podzielmy réznice
X —x0 na n cze$ci rdwnych, ktore oznaczmy przez h
i niechaj kt, k2, k3,....kn bedg odpowiedniemi przyro-
stkami dodatnemi dla y, to bedzie:

X—XxQ@—nh, } —y0=kt—"2Hmmkn

zkad wynika:
Moo 1 1 kn
Y—y0 _ i h~ ... h
X—x0 n

t. j. ze stosunek niezmienny przyrostkow skonczonych
dla x iy, gdy przechodzimy z x0 do X jest srodkiem

arytmetycznym stosunkow: AN przy jakich-

kolwiek warto$ciach na n.

Jezeli teraz n nieoznaczenie powiekszaé bedziemy,
to wyrazy tych stosunkéw do zera przybliza¢ sie beda,
a ze $rodek arytmetyczny wspomnionych stosunkéw be~

Y
dzie ciggle rownym iloSci skonczonej ?:é% to niemo-

zliwg jest rzecza, aby takowe przyblizaty sie do zera,
lub wzrastaty nieoznaczenie. Ten wniosek, odnoszacy
sie do X—x0, mogacy by¢ zastosowanym do wszystkich
czesci tej roznicy, kaze nam twierdzié, ze gdy tylko ta

réznica jest skonczong, ,to wartos¢ i ani przyblizac sie

do zera, ani wzrasta¢ nieoznaczenie nie moze przy ja-
kichkolwiek wartosciach na x, ale owszem okaza¢ mo-
zna, ze tylko przy wyjatkowych na nie wartoSciach sto-

sunek r moze nie mie¢ wartosci skonczonej.
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PrzypusciliSmy w powyzszem dowodzeniu, 2e;— o
X

miato warto$¢ skonczong, gdy teraz ten warunek wy-
petniony nie bedzie, to zobaczymy, ze wszystkie warto-

§ci na i moga przybliza¢ sie do zera, lub wzrastacé
i

nieoznaczenie.

Jezeli wszystkie stosunki przyblizajg sie do zera, to
ich Srodek do zera takze przybliza¢ sie musi, a ponie-
waz on jest staty, wiec musi by¢ zerem, zatém Y—y$—0
czyli Y=y0. A poniewaz toz samo mie¢ bedzie miejsce,
jezeli uwazac bedziemy przestrzen pomiedzy x0 a kazdg
inng wartosciag wybrang pomiedzy x0i X, to wynika
ztad, ze wszystkie wartosci na y odpowiednie warto-
§ciom na x zawartym pomiedzy X0 i X sg rowne yQ
funkcja zatém oznaczona przez y jest iloscig stata, i wi-

dzimy nadto, ze T jest Scisle ciggle rowndm zeru.

Podobnie sie rozumuje, gdy wszystkie stosunki —:(—
t

wzrastajg bez granicy, uwazajac, ze gdy X wzrasta do

nieskonczonosci, to M do nieskonczonos$ci maleje.

2. Powtdrzmy powyzsze twierdzenie na przyktadach.
Dajmy ze:
y= ax,

przyrostkiem zmiennej x niech bedzie h, a funkcjg zprzy-
rostkiem oznaczmy przez y, to wtedy

y ‘= a(x-\-h) — ax-\-ah,

zkad y'=zy-\-ah}
y'—y=ah,

h
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WezZmy teraz:

y—ax\
to przyjgwszy tez same co powyzej oznaczenia, bedzie:
y=a[x-\-h)2
y,—ax1-\-[axh-\-ah't,
y‘—y—2axh-\-ah2
J---H-: 2ax -f-ah......... (@)
albo gdy:
y=ax3

to y*—y=ax 3(-3axz-J-3axh2Jr ah3—ax 3
y ?1 y.-— 3ax*-\-2>ahx-\-ah2....... (2)

3. We wszystkich tych przyktadach widzimy,
przyrostek funkcyi y—y znika wraz z przyrostkiem
zmienn6j h. W przyktadach pierwszych spostrzegamy,
ze gdy przyrostki przyblizajg sie do zera nieoznaczenie,
to stosunek ich przybliza sie do ilosci skoinczonsj i sta-
1) a. W dwoch ostatnich przyktadach stosunek ten
przybliza sie do ilosci skonczonych,

2ax i 3aa’2,
to jest mamy w tym przypadku:

y —V 2 ax .3
it

I ~hy z=dax2........ (4)

W ogd6lInosci, jezeli przyjmiemy:
y—f{x\ to
y ‘=f(x-\-h), czyli funkcja z przyrostkiem
oznacza sie: y‘—A-\-Bh-\-Ch2A-....... (5)
gdzie A, B, C sg funkcjami zmiennéj x. Jezeli w wyra-

ze
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zeniu (4) przyrostek zmiennej znika, wtedy funkcja z przy-
rostkiem zamienia sie na funkcjg dana, t. j.
y=A.

4. Aby jeszcze jasniéj przedstawic to, ze choé przy-
rostki funkcji zmienn¢j nieoznaczenie do zera sie przy-
blizajg, to stosunek jednak miedzy niemi pewnej granicy
dosiega, zastanéwmy sie nad nastepujacym przyktadem:

Niech MA (fig 1) sieczng, a CT styczng jest do da-
n¢j krzywej PCA, nadto niech GD=x za§ CD—y, przy-
rostek x czyli DB=h, a przyrostek y czyli AE=H.

Przyjawszy y za funkcjg x, to stosunek H :h bedzie
stosunkiem przyrostku funkcji do przyrostku zmiennej.
Granica za$ tego stosunku jest CD : FD, albowiem
zmniejszajac h nieoznaczenie i H zmniejszac sie podo-
bniez bedzie, i wtedy gdy te do zera przybliza¢ sie bedg>
kat ACD do kata CFD przybliza¢ sie musi, a trojkat ACE
coraz bardziej blizszym bedzie podobienistwa do trdj-
kata CFD, a tem samem stosunek bokéw AE: CE czyli
I'l:h do stosunku bokéw CD : FD przybliza¢ sie be-
dzie; czyli gdy przyrostki H : h znikajg, to stosunek
miedzy niemi nie znika, lecz staje sie rownym iloSci

skonczonéj Hjy

Okreslenie rézniczki.

5. Biorgc pod uwage wyrazenia (1) i (2) tudziez (3)
i (4) widzimy, ze odpowiednie drugie ich strony nie sg
jednakowe, bowiem pierwsze w wyrazeniach (1) i (2)
oznaczajg stosunki rdznic, t. j. przyrostkéw skonczo-
nych, w rownaniach za$ (3) i (4) przyrostki te czyli ro-
znice sg nieskonczenie mate, rézniczkami zwane.
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Rézniczki zatorn, zmiennych x, y,.... sa to iloSci nie-
skonczenie mate, ktérych stosunek jest rowny stosunkowi
granic przyrostkow nieskonczenie matych jednoczesnych
tychze zmiennych.

Roznica skonczona, albo przyrostki zmiennych x, y,z,...
oznaczaja sie przez /\x, A?/, A z,... a rozniczki przez
dx, dy, dz,--—--

Okreslenie funkcji pochodnych.

6. Gdy y—f(x), Z—F(u),sa funkcjami: pier-
wsza zmienn$j x, druga zmienn$j u, it. d., przyrostkami
za$ odpowiedniemi tych funkcji i zmiennych, czyli rozni-
cami skonczonemi sa:

Ay, Ax, Az, Am,......

to granice stosunkow ;6\& ~//tilj .......
. dy du
dx* dz’

nazywajg sie funkcjami pochodnemi zmiennych x, u,...-
i 0znaczajg sie:
Vi— z2'=F(u).
Mamy wiec:

zkgd dy="f (x)dx....... (6)

Rézniczka zatém funkcji réwna sie rézniczce zmien-
nej, pomnozonej przez funkcjg pochodng, i dlatego tiz
funkcje tepochodng, zowig inaczej wspoOtczynnikiem
réozniczkowym.
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Wspotczynnik rozniczkowy wielkie ma znaczenie
w rachunku; majac go, fatwo mozna znalez¢ rézniczke
funkcji, uzywajac do tego wzoru (6).

7. Gdy funkcja réwna sie saméj zmiennej np. gdy
y=Xx, to wspotczynnik rézniczkowy taki¢j funkcji jest
iloscig, statg a mianowicie réwng jednosci, bowiem

g&' — gran. -é'.;-/- — gran. A# 1
dx \ /\x

8. Funkcje réwne majg rozniczki réwne. W kazdym
razie gdy dwie funkcje, zawierajgce ilekolwiek zmien-
nych, zaleznych od jedndj sa sobie réwne przy wszel-
kich warto$ciach na te zmienne, to jasng jest rzecza, ze
ich przyrostki odpowiednie sg sobie rowne, i ze nastepnie
ich pochodne jako téz irdézniczki wzgledem tych samych
zmiennych sg sobie réwne.

Z powyzszego wiec wynika, ze gdy réwnanie ma
miejsce przy kazdej wartoSci na zmienng niezalezng,
to pochodne lub rézniczki obu jego stron wzgledem tej
zmiennc¢j sg sobie réwne przy jakichkolwiek na nig war-
tosciach.

9. Uwazajmy teraz funkcje u zmiennej X, oznaczong
przez szereg rownan:
u=F(z), z=f(y), y=y(x).
i szukajmy jej pochodnej wzgledem x, czyli granicy sto-

sunku-/—i---, ktérego obadwa wyrazy przyblizajg sie do
zera. Niechaj Aw, Az, Ay i A#, sg jednoczesnemi od-
powiedniemi przyrostkami dla u, z, y i X, to bedziemy
mieli rownanie identyczne

Au _Au Az Ay
\x ~ Az > Ay ' A-c’



a ze granicg iloczynu, jest iloczyn granic, zatom:

gran. 24— — gran. 2~ .gran. —— . gran. —'J

N Tz di ax v RN
zkad:
du=F"(2)f*(y)y“(x).

Widzimy wiec, ie wspotczynnik rézniczkowy funkcji u
wzgledem zmienndj x réwna sie iloczynowi wspotczynni-
kéw rozniczkowych funkcji u wzgledem z, z wzgledemyiy
wzgledem x.

K O Z D Z I A t [

Hoézniczkowanie funkcji algebraicznych, trygonome-
trycznych, logarytmowych i wyktadniczych.

Rézniczkowanie funkcji algebraicznych.

10. Rézniczkowac funkcjg znaczy znalez¢ rozniczke
danej funkcji, dziatanie za$ do tego uzyte nazywa sie
rézniczkowaniem. Niechaj dang funkcjg bedzie:

1. y—a-\-x,
a szukajmy rézniczki i wspotczynnikéw rézniczkowych
t¢j funkciji.

Gdy h jest przyrostkiem x, to y“—f{x-\-h)»

y — v - (g + tt-fft) — (a -j-s)— A - 1

h h h 5
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2. Jezeli y~a—x, to przyjawszy tu i w nastepnych
tez same co powyzej oznaczenia:

y'—y _ [a—#)-A)]—(a—x)__ d—x—h—a-\-x

h h h
= -} = - X
ztad gran. No—— 1,
h dx
zatem dy——adx,d(a—x )~ —dx.
3. y~ax
y'—y __a(#-|-A)—ax__ax-\-ah—ax__ah__n
h h k h
y—v _ dy
ran. —
g y dx
zkad dy—adx, dax~adx.
A
4-» =T
a ax—ax—ah
y—y _x\-li x __  x1\-xh
h h li
~ —ah —a
X th-\~xhi Xt\-xh ’
zatém:
P—v dy a
I T S X2
5 y—xa
y'—(x-\-h)a,
y —y _ (@>ffi)a— xa __
h h

xa -)- axa—{h -j- N — x a~ Zla3— ha — xa
h
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zatem:

£=I=ax- "+ -ffr-1* +

gran.%/i y—d— “oaxa~ ¥

zkad
dy~axa~"dx, dxa—axa—ldx.

Rozniczkowanie funkcji trygonometrycznych.

11. ZnajdZmy najprzéd funkcjg pochodng funkcji
?/:=sina;,....... (6).
A wiec y'— sin(x-\-h)—sino;cosh-f- cosx sin h}
y —Yy— sin x cos /i-}-cos x sin h—sin”zzr
rz sin x (cos h—1)-f- cos x sinh (a),

lecz sinYah—[/-—
ZsinZE h— 1—cosh,
cosh—Irz —2 &nzi-/i,
u

a zassin An:sinZK-LAi zz 2sin-L/i.cos-i-A, co wstawi-
J &
wszy we wzor (a) bedzie:

y'—y——2 sina;.sin2—;‘--j-2 cosa:sin-ZL/4 .cos~ h,
1

z= stnﬂ I'cosxcos—1 IZ— sm x sin h \,
2\ 2/

= 2sin— cos (X
2 V' 12/

. h I(t . h\
2 sin-"\r- . cosltf -f- -5-1

a ztad fc 2 = . /2. \—— i
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przeszediszy do granic, to gdy h do zera, wtedy sinﬂ

do Aé , a cos (&-{-A) do cosx sie przybliza, zatem

i;é h.cos*

%ran.xl_y ——Z— =" =—¢€0SX,
h dx h

zkad dy—cosx.dx.
Podobnie przyjgwszy y— cos#, znajdziemy:
dy ——sinrrcfo....... )

Rézniczkowanie funkcji wyktadniczych.

12. Niechy~ax ....... J8)

to y'zt.ax+ h
y'—y—ax™M—ax— ax(ah— 1),
........ (fl
Oznaczmy ah— 1 —11,....... )
ah= 1+ H.

h— L{\A-H)....... )
Wstawiajgc we wzér (9 wartosci (y) i (3) mie€ be-
dziemy :

albowiem granicg (1-f-H) n jest e, a wiec granicg
L(\-\-H) L czyli-—jj— jest Le, czyli
H 1
gra®“'T (1 + 3 2) T T
Wiadomo za$ z algebry, ze dla otrzymania loga-

rytmu liczby jaki¢j wzgledem now¢j zasady, nalezy lo-
8



garytm t$j liczby przy dawnej zasadzie, pomnozy¢ przez
czynnik staty, ktory jest utamkiem, majagcym za licznik
1, a za mianownik logarytm nowc¢j zasady, wziety w lo-
garytmach dawnej zasady.

Mamy wiec: Le—le. i L,

a
ze za$ le—1, gdyz e jest zasadg logarytmdéw Nepera, to:
Pe—1,
la
ztad — — la.
Le

Wz6r zatem () zamieni sie na
dal— a*ladx.
UWAGA. Gdy a=¢e, to la=le—l,
a za$ dex = ex . dx.

Rézniczkowanie funkcji logarylmowych.

13. Niechaj teraz funkcjg dana do rdzniczkowania
bedzie:

to na zasadzie tej witasnos$ci z algebry, jakiej i do po-
wyzszego rozwigzania uzyliSmy, tatwo znajdziemy zg-
dang rézniczke:
I tak:
y'=L(x+h),

y'—y__L{x-\-h)—L[x)
h h h h

uczynmy — —a, h—ax, to ten wzér zamieni sie na



przeszediszy do granic, widze ze:
—y _dy—d.L(X

yl
ran.
g dx dx

za$ granicg LI+ a) jest L e, bedzie zatem :

d.L(x)_Le
dx X
dL(x)~ Le ¥
UWAGA. Gdy zasada logarytméw bedzie e, to | 1
dec

a wzOr powyzszy zamieni sie na di(x)--

141. Przyktady rézniczkowania funkcji pojedynczych
i ztozonych.

1. y—tang x, tang x=
Cos#

d tang x —d
COS X
sin(#-|-/i)_sinx 1
cos (x-\-h) cosx h’
y“—y __[sin#. cos/i-|-sinA. cos#___sin#\ 1

y—y

h \cos#.cosh—sin#.sinh  cos#/ h’
y'—y _ 1 (cos2#-|-sin2#)sin/i
h h cos2# cos A.— sin#, cos# sinh
1 sin h

h cos2t.cosh—sinxcos#sinh’

przeszediszy do granic
y*-y —dy—_=*_
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2. dIW)z=z~X

di(y*\ = % $ L = * § L

33d% IM=%

4. daxm— adxm,
dxm=m x m~ | dx,
dax"'l~amxm- xdx.

5. dAf =A*XI(A)dBx,
dBx — BxI(B)dx,

zatsm dA»X=ABXI(A)Bx I(B)dx.

6. d e X — eeX ex dx.

7. dex~—"2xexidx.
dsinx
s\nx
d&mx —c,0sx.dx,

8. dlsinx.

dlsinx — - °SXdx—cotx . dx.
sinx

9. d.lcos&@— — tango;.dx.

tuki uwazane jako funkcje linji trygonometrycznych.

15. Uwazajmy teraz tuki jako funkcje wstawy, do-
stawy, stycznej it.p. i wynajdziemy ich rozniczki. 1 tak
niech y — sin  gdzie y jest zmienng, a x funkcjg dana.
Wiadomo ze:

dy — cosxdx,

dx~ -- 7
COS X
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lecz cos X = y Tsind, zatem d#z= dy_
stad — — (1—
dy

Mamy wiec warto$¢ na rézniczke tuku wyrazong
przez jego wstawe i rézniczke tej wstawy.
Podobniez z wzoru y—cos#.
dy—— sin xdx,
(fr—_ dv -. _ dy

sina; V 1—cos2# K Il—y2
WezZmy nareszcie #=:tang #,

dx—dy.cos2#;

lecz wiadomo, ze sec #rr "~
cos®

ztad sec2# ~ --———-—, COS2# = ; -—---- « |
oS4

zatm dx=dy-—-—--" —,
sec*#
a ze sec2t = |-f-tang2t=1-}-22>
t d dy
*-mTTP-
Podobniez znajdziemy z wzoru ?/~sec#,

dx—— itop.
2/W -1

16. Aby otrzymac rozwinigcie tuku przez wstawe
albo przez styczng, uwazajmy ze:

«2/ KI-2/2



Rozwingwszy drugg strone podiug dwumianu Nev-
tona, bedziemy mieli

o 1 3 4

5 -1+ T 1/+T -T 3+

—.
_|
o
w
+

Poniewaz rozwiniecie zawiera tylko potegi parzyste,
to sam tuk wyrazi sie przez szereg, w ktérym potegi
beda nieparzyste, albowiem rdzniczka potegi daje po-
tege o 1 mniejszg (*), bedzie zatém szereg:

Xx=Ay-\-By3+ Cy5\-Dy7-{-......... (fi).

Gdzie w kazdym wyrazie znajduje siey, przypu-
$ciwszy bowiem, ze y~0, to ituk co wiasnie
byé powinno, ze tuk niknie wraz z wstawa. RO6zniczku-
jac wyrazenie (ja), t. j. kazdy wyraz w szczegolnosci
i biorgc summe tych rézniczek bedzie:

dx—Ady-\-ZBy'tdy-]r bCyAly-\-IDy{dy-\-.........
ztad 3 = A+ZBy*-\-bCy*+my«+...... 6).
y
Poréwnywajac dwa réwne szeregi (X) i (v) uwaza-

my, ze wspoétczynniki przy jednakowych potegachy po-
winny by¢ sobie rowne, t. j.:

»— 1 1 n—1 3 1 p—1 3 > 1" jjg

2 v 3 Yy -1 T 2 4 6 ' 7 5

*) A jak pdzniej zobaczymy, r6zniczka summy réwna
sie summie rézniczek.
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ktore to wartosci podstawiwszy we wzér (fx) bedzie:

=y o+ - L .o+ LA e+

2 3 2 "4 5" 2 4 6 7N
,J_ 3 T y®,
2'4°6"'"8 9
Podobniez znajdziemy, ze tuk rozwiniety przez sty-
czng daje szereg:
r—1__ + i 4-
1 3 5 7T+ ...
UWAGA. Gdy #=45°, to tang x=1, t.j. y—1,

zatem tuk 45°=: | — L-f-1 - -1+, _

Lecz ten szereg nie jest bystro malejgcym. Dzielac
zatem tuk x na drobniejsze cze$ci, to styczna kazdej
mniejszg bedzie od 1, a t¢m samém otrzymamy szereg
bystrzej malejacy.

Angielski matematyk Machin znalazt, ze tuk 45° jest
rowny tukowi, ktérego styczna rowna 4 razy wzie-
temu, zmniejszonemu lukiem, ktérego styczna jest
Przekonac sie o tem bardzo tatwo.

Poniewaz gdy tang a—i,

to tang 2a— 2tanga _ 2 .£ _ f 5
1— tan@2a 1725., A+ 122&
2tang2a 2. — i20
tang #a- T ianana 25  |IP - 119
—tang2za  1- 111 144

Skoro wiec tang a>-I, to tuk 4a>45°, wiec uczy-
niwszy Aa~A, tuk 45° a réznice miedzy temi tu-
kami oznaczywszy przez b, bedzie:

[<—Aa—tuk 4b°—A—B.

Styczna za$ tej roznicy

tang (A—B tang * ~ tanS™ = 1 rn e

I-|-tang A.tangB 1+Jif 1LS
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Rozwijam teraz kolejno a i b

239 3(239)3 5(239)5 7(239)7~
1 1,1 1,1
“ _5 3.53'5.55 7.5719.59

rzefto P4 fl 1.1
przeto {5 3.53 5.55 7.57 9.5n

tuk45°=

_ ( _ L - - — L o_

\239 3.2393 5.2395 7.2397
R O zZ D Z I A t LI I B
Itézniczka summy wielu funkcji. R6zniczka iloczynu
wielu funkcji. R6zniczka ilorazu (lwach funkcji. 116-
zniczka funkcji urojonyck. Zastosow ania. Illugowanle
ilosci statych.
Rdzniczka summy wielu funkcji.
17. Niech u, v, w,........ sg funkcjami x, za$

SEzu-\-v-\-w-\-...... @
niech przyrostkami jednoczesnemi funkcji s, w, v, w,----
i zmiennej X sg $'—S, 8, VY. /\X,

L.

Ody granicg stosunku /\” —jest p, to p jest wspot-
X

czynnikiem ro6zniczkowym funkcji w, wyraza bowiem
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granice stosunku przyrostku funkcji do przyrostku zmien-
noj. Jezeli wiec ten wspoOtczynnik pomnozymy przez
dx, to otrzymamy rézniczke funkcji pdx~du (Nr. G).

Podobnie gdy granicg——jest g, to:
qdx—dv jest rézniczka funkcji v, gdy za$ r jest granicg

Ny to rdx—dw jest rozniczkg funkcji w. Przeszediszy
X

wiec do granic, to rébwnanie (2) zamieni sie na

a pomnozywszy obie strony pi-zez dx
ds~pdx-]-qdx-\-rdx-\-.....
ds—du—-dv—Hdw-"-....... 3) .

Rézniczka iloczynu wielu funkcji.

18. Wezmy teraz funkcjg bedacg iloczynem fun-
kcji x, np.:

nadto niech u .v . w....... sg dodatne, to
Is—Ilu-\-lv -\-lw -j-.......
dis = dlu -j-dlv -f-dIw -)-.......
ds_du idv_| dw |
~5 u v w

azes—u.v.Ww.... (0]
ds~vwdu-\-uwdv-\-uvdw-\-.......
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Roézniczka ilorazu dwochfunkcji.

19. Niechy = R

dajmy ze —
ztad: u—wt,
duzzzvdt-\-tdv,
gt du—idv
v

wstawiwszy warto$é za t,
ij _ du----v—dv: vdu—udv
Y, Y Vi
Mozna tu podobnie jak przy rézniczkowaniu ilo-
czynu uzy¢ logarytmoéw, a dojdziemy do tegoz samego
wypadku, i tak:

ly~1lu —lv,
dy du_ dv
y u v’
, idu dv\
dy — y\\U ~Vbl
.. u
azey= ~,
Vv

~u _du__ udv _ vdu—udv
Vv Y, V1l V2

Rézniczka wyrazenia urojonego.

20. Wiadomo, ze wyrazenia urojone, jako wypadKki
rachunku algebraicznego, moga by¢ zawsze sprowa-

dzone do ksztattu:
y=u+v]/—I.
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Jezeli jak w algebrze, ]/"—1 uwazac bedziemy za
ilos¢ statg, to zamieniwszy Z na x-\-/\x, bedzie:
- Y4-Ay=M+Ai*4-(«+Aw)|/—
a poniewaz
y—VA-vy—1,
to otrzymamy:
A?/[=Aw-|-Aw]/—1,

a przeszedtszy do granic
dy du dv.r_j
dx dx ' dx
lub nakoniec
dyz=d(u-\-v—I)—duA-dv\/ —1.

Zatem rézniczka wyrazenia urojonego otrzymuje
sie tak, jak rdézniczka summy, uwazajac ]/—1 jako
ilos¢ stata.

UWAGA. W jakiejkolwiek funkcji, ilosci pierwia-
stkowe wyraza¢ bedziemy przez ilosci z wyktadnikami
utamkowemi. | tak np.:

S r
I/ r —us — v.
Podniostszy obie strony do potegi s, bedzie:
ur — vs,
rozniczkujagc wypada:
rur—du—svs—i dv,
lecz poniewaz:

\Y
ug4 —v, to
— ($-U
Us — V5.



68

zatem rur~1du=su 4 dv,
Y i

F— 1
ztad '-pUs du— dv.

Co dowodzi, ze zasada rézniczkowania poteg utam-
kowych nie r6zni sie zupetnie od zasady rézniczkowa-
nia poteg catkowitych.

Zastosowanie. 21. 1. Niech funkch danq bedZie:

y—a-\-b\/ x— — .
X
Aby zrozniczkowac te funkcjg, wyrazmy ja wksztalcie:
y=a-\-bx'/i—cx 1,
a otrzymamy:

d}~{%bx-'h+cx~*)dx:z ~ -f ,
v 1 n ’ 2V x X*
ztad zas
av— b i ¢c
dx 2|/rc x2
tt i b c , e
lub N —Cx~N3F\-ex~~2 .

Ro6zniczkujagc mamy
dy— (—23bx~"iA-y3cx~"—2ex~ 3)dx,
I 26 .4 cC 2e\ ,
- r — — irz~ ")dx’
3x\ X2 X

zkad nakoniec
dy 2b ,  4c 2e
rjmp 3__ 3_ N
3#]/a;2 3x2] /X



69

.  y—{ci-\-bxn)m;
dajmy ze:
a-\-bxn—u,
to y—um,
wiec dy—mum— du\
lecz du—nbxn—dx,
zatem dy-=.mnb(a-\-bxIl)m~ }xI~'idx.

\VA (a—p==-T|/(c2—222) -

Oznaczmy:

r= = 2 1/"(c2—.t22 =

o

wiec ?/:=1/ (a—z-)-£)3=z(a—z-|~2)'A
dy—Ad(a— —dzA-dl).

Lecz dz—dbx~"Ni——tubx~"*dx~ —t. \ 5
dt=d(c2- x 9™~—23(ci—x2-"'/'d(c2—x2),

= -Vsci-x*r'/-xdx=-J(?=8iy-,>

zatem dy —

—3/ N Y 72 2Ar\~"~| Axdx \
V V ® \2®37  3(c2-.x 2y3)’
czyli

3bdx Axdx
px 3t
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V. Dogodnie jest czasem funkcjg ztozong r6zniczko-
wac¢ na mocy znan¢j nam juz wiasnosci (Nr. 1).
dy _dy du
dx du dx
Niech bedzie:

=[a-\-\/b C
y=1 5
to uczyniwszy,

b— -~ = u, wtedy ?/=:(a-|-j/u)4,

X
ztad
qu ~ Jeexdx _ZCq,x_l
X* X0
du 2cC
WeC dx~P*’
dalej bedzie:
dy—2(a-\-]/u)u~ du,
dy__2(a-|-jAi)3
du 1/u
a zatem .

dy _dy du__ 2(a-f-|/«)3 2c__"~a-j-j~b "2)
dx du dx [/u xJ IV c
Podobnie jak powyzsze, r6zniczkujg sie nastepujace

funkcje:

VI. ?/=(a-j-jATr)3

VII. y—x2Z@'i-\-x2)1/ a2—x2,

VIl y = Va;x’

IX- y—AaJdr x\

X-2/=/0+"2p



XIIl. y— cotx,
XIV. y—sec#,
XY. y ~ arccotu,

YT w=arcsinV 2az—x2,

XYIl. y—arc sin 2#]/ 1—xI,
XVIII. y—arctang|—j,

XIX. ?/=:arctang— ,
V 1—xt

XX. y—arctan -11-'-" .
—uv

XXI. y= —,

X
m

XXIl. y—ex
XXHI. y=esnx,
XXIV. y = e aresiax,
XXV. y=eaxsmbx,

X

XXVI. y=i-~,
X

XXVII. y=ue,
|

XXV, y=«*

XXIX.
1

XXX, y—X X,
XXXI. y—I(tang X>
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XXXII. y—sin(/.T),
XXXII. £/=sinmx cosnx,
XXXIV. y—larccos}/I™r2

YUK, 9 L .COST
13-€0s x

XXXVI. v— Sn i(-~t~acos x)
(14— cos.-r)2

Rozwigzanie przyktadow.

0g, ay= z”™ + V fdIC

790 dy ="+ N = N Ixdy,
Va2-x2
8go "-(3s-2aQ /W *
(a—a))a
9go dy—f'(a-\-x)dx,
I0go dy—2f'(a-\-bx2)bxdx,

ligo dy=—af'(—\"

WX /Xi
\ \ (a+(.y;/5+£2t6x
1200 4.2 S E GV T ade )i
dx
13go dy.
9 y sin2¢
14go o'y— s_mx'(‘jx,
cos “a
15g0 % — _ du
T h 2V
1 2a—2X
m6go 4 = " &
J/1__ 2ax—x2 V 2ax—x2

al
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in j 2
1780 * -jn = y
18go0 rfy- Vdu—erI’l
19go0 dy— dx
~VT~x*

2000 *v— (I— W)(<fa+tftf)+(M+t>) (wft>-Mtt)
(ti3-v)2— (1—mv) 2

_ (2-{-vdc/m-(-(1-)-wIcw__ i dv

To zadanie jeszcze w ten spos6b rozwigza¢ mozna,
uwazajac
arc tang — —= arc tang w-l-arc tang v.
1—uv

21go dy= h = d x ,
X

L

Vi ’
2290 dy= mex xm dx,
23go dy—esin¥cos xdx,

24srO dX—F — gni-csin-r.
K inrr

25g0 dy—(b eos bx-\-a sin bx)eaxdx,
JR— *
O8go dy—Xde € X g AX_ "
dax = a r ladxy de®™ —e** ax ladx,
zatem

j ea axxla.dx—efl dx ax (ax.la I,
*9= = e (- _______

10
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27go Poniewaz y~uv, to biorgc logarytmy obu
stron, bedzie
ly=vlu,
L—v. dlu-\-lu.dv—v — -f- lu.dv,
u
dy=yv— -\-ylu.d
y=yv 0 ylu.av,
zatem
dy = vuv—idu-\-uvludyv.
—-i i
28g0 dy— ——-—-—-— —uviu-~.

29go dy~xx (1-|-Ix)dx.

L — 2

30go dyz.~xx  (1—Ix)dx.

31 dy— ——oom — -
go dy sin X cos X

32go d3= W ix.

33go dy~:cosn~ Ix sin7Ax(mcosX—n sin2?)dx.
3490 dyzr~
VI- -X

Koo 2smx

9 (1-f-cos#)2
36go dy— (2j~"2)C03a:-J;3a.dx.

J(I-|-acosa:)J
22. Pokazmy teraz, jak rachunek rézniczkowy za-
stosowywa sie do wyznaczania krzywych, majgcych

dane wiasnosci.
1) Znalez¢ krzywa taka, zeby j¢j podnormalna NP
(fig. 2) miata dla kazdego punktu statg diugosc a
Gdy wpbtrzedne prostopadte, to:
NP—MP Xtang PMN.
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Lecz MP—tj, tang PMN— tang MTN— gL ™
X

wiec NP—y-{}&-,
potrzeba wiec przypusci¢, ze
dii
vE£E =a>
zkad wypada:
ydy—adx,

lub 2ydy—2adx,
lecz 2ydy—dy\
2adx~d2ax,
wiec dy2=d2ax.
Wiadomo za$ nam juz, ze dwie funkcje, ktére majg
rézniczki réwne, nie moga sie réznic jak tylko iloscia
statg: nazwawszy wiec przez c statg niezalezng, mamy

rownanie
y 2—2ax-\-c,

ktore przedstawia parabole, majgce tenze sam para-
metr 2a, a za 0o$ wspdlng o$ x.

2) Znalez¢ krzywg, ktorejby podnormalna byta po-
tegg dang z odcietcj.

Mie¢ bedziemy wtedy:

X@y VR N
dx 2 m -fl”’

*) Uwazajmy bowiem (fig. 3)

IVVLm=dy,
BW —dx,
MP _ MW
TP RW '

tang MTP=



J m-\-1
3) Znalez¢ krzywag, ktorejby podstyczna PT byita
w stosunku odwrotnym do rzednej
TP— MP X tang TMP,

tang TMP —~ |,
ang dy

zatem
TP:zy%—a.—al = _612
zkad v y y
2y — —a22,
. az2
wiec a“ ——-|-c,
lub
Xy—C3——02m

Zatém krzywa jest hyperbolg rownoramienng, kto-
réj jedng assymptotg jest 0§ x a drugg assymptotg jest
réwnolegta od osiy.

4) Jezeli szukamy krzywej, ktorejby uormalna MN
byta statg, to trzeba przypuscié:

i w _
bowiem MP2-\~ PN2—MN2;
z rOwnania za$ powyzszego wynika:
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zkgd X——]/a2—y2-j-c,
a nakoniec (x—<¢€)2-\-y2—a2
Zatém krzywa szukana jest kotem, ktérego promien
jest a, a srodek na osi Xx.

Rugowanie ilosci statych.

23. Pomiedzy réwnaniem danem iréwnaniem, jakie
otrzymuje sie z niego przez rozniczkowanie, mozna wy-
rugowac ilos¢ statg, zkad otrzymamy nowe réwnanie,
wyrazajagce wiasnos¢ stycznej wspdlnej wszystkim
krzywym, jakie przedstawia roéwnanie dane, gdy na
ilos¢ statg r6zne wartosci nadawane beda.

I tak niechaj bedzie:

y 3=z2ax,
to ztad
ydy~adx\
rugujac wiec a, wypada:
dx
Yay=27%

co znaczy, ze we wszystkich parabolach, majacych
wspadlng o$ i wspdlny wierzchotek, podstyczna jest dwa
razy wieksza od odcietej punktu stycznosci, bez wzgledu
na to, jaki bedzie parametr.
Rownanie

y2—ax-\-a2
ktore przedstawia szereg parabol, majgcych wspolng
o$ i wspdlne ognisko, potozone w poczatku osi wspot-
rzednych, po rézniczkowaniu daje

ydy~adx,

zM a= A,
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po wyrugowaniu wiec a otrzymujemy réwnanie:

lub
ldy\2 , 2xdy__ 0
Ny dx ’
ktére rozwigzane jako trojmienne stopnia drugiego, pro-
wadzi do wypadku
dy__—x-{-\/~x2-\-y2
dx y
lub

XN % -V

Lecz x—FP (fig. 4), yJX=PN, V x 2-\--y2~F M,
bedzie wiec

FP+PN—x-\-y —]/x%(-y2~FM,

dx
to jest:
FN—FM, nastepnie FM—FT.
To jest, ze w kazdej paraboli ognisko jest rowno odda-
lone od punktéw, w ktérych styczna i normalna spoty-
kajg 0$, nadto, ze te odlegtosci sg réwne odlegto-
$ci ogniska od punktu stycznosci.
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R O zZ D Z I A £ 1V .

Okreslenie rézniczek roznych rzeddédw czyli rézniczek
nastepnych. 1'r/ji.tady. 1l6zniczki nastepne zmiennej
zaleznej. Przemiana zmiennej niezaleznej.

Okreslenie rozniczek roznych rzeddw czyli rézniczek
nastepnych.

24. Wspoitczynnik rézniczkowy, bedac nowa funkcjg
X, moze by¢ rézniczkowany, i gdy weZmiemy granice
stosunku przyrostku jego do przyrostku zmienncj, to
otrzymamy jego wiasny wspoétczynnik rézniczkowy,
ktory takze jako funkcja x moze by¢ znowu rdzniczko-
wanym. | tak r6zniczkujac nastepnie otrzymane wspét-
czynniki rézniczkowe, wyprowadzimy z dan¢j funkcji
ciagg granic czyli wspotczynnikéw rézniczkowych, ktére
dzielimy na rzedy podtug liczby rézniczkowali uskute-
cznionych.

Jezeli przypuscimy, ze to

- =«/« it. d. Tak wiec
ctx dx

y jestf unkcjgpochodng, czyli wspotczynnikiem rézniczko-
wym lIgo rzedu wzgledem funkcji dan¢j y, y* bedzie
funkcjg pochodng 1go rzedu dla y*, a drugiego dla?/, yx
bedzie Igo dla y", 2go dlay\ a 3go rzedu dlay i t. p.
25. Szukajmy teraz wartosci na te funkcje pocho-
dne réznych rzedow.
Niech y bedzie funkcjg x, to pochodna Igo rzedu

y<— b i, zkad dy=y “dx,
dx
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290 rzedu y* ~ 39)2 , Zkad dy'—y"dx,

3gorzeduy'" =i"-, zkad dy"—y""dx,
it d.

Ro6zniczkujac powyzsze réwnania jako funkcje x
zmiennej niezaleznej, gdzie tern samem dx bedzie iloScig
statg, otrzymamy rézniczki nastepne drugiego, trzeciego
i td rzedu. 1 tak

ddy~d% ~dx.dy,
lub wstawiwszy wartos¢ za dy’
d —dxy",
zkad takze wyprowadza sie¢ warto$¢ na funkcje pocho-
dna drugiego rzedu

r=~»

dx2
Podobniez
ddy—d3y—dx2dy’,
czyli wstawiwszy wartosé za dy",
d3—dx 3

a nastepnie warto$¢ na funkcje pochodng rzedu 3go
bedzie:
ii»‘—d—"ﬂ .
dx3
Takim samym sposobem wyprowadza sie

d4—dxiyV, d'°y—dxlyv, dey—dx6yw, ....... a nastepnie

Jv—d4y  v—d°y N—dey
\Y dx4’ J dx5’ J das*'"'""

Mamy wiec w ogole
dry ~dxmy(n), y(n—¢It.
dxn
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Przyktady. 26. I. Jezeli mamy znalez¢ funkcje po-
chodne funkcji y= sin .,y — cos x, to zastanéwmy sie
najprzod nad tg witasnoscig, ze chociaz tuk rownacd sie
bedzie xA-a, to rdzniczka jego wstawy, jako téz i do-
stawy zawsze podiug ogoélnej zasady sie znajdzie. Wi-
dzimy bowiem, ze

dsin (x-\-a) = cos (#-|-rt) rf(;r-{-a),
a ze d(x-\-a)—'dx, to
d sin (®-)-a)~ cos (x-\-a)dx,
czyli dsin”-j-**) — sin (a;—fa—4-27)

Pamietajgc wiec na te zasade, tatwo znajdziemy

funkcje pochodne zgdane.

I tak:
t?sinx = sin (x-\- t12i:)dx,
a za$ c?67sina;rzc?2sina;~cos(ic-)-¥zTicXx
= sin(®-f Y27r+
czyli d2sIn arizisin (®-}-2/2tc)dx\
dalej <fd2sin x = d dsin.x=cos (x-\-2.2T:)dx
= sin @227 V2w)dx,
zatem cFsin#=sin (x-\-327c)dx.
Podobniez znajdziemy
d4sin®“ sin(a:-|-4/2ir)cke, i t. d.
czyli w ogolnosci
d"sin x — sinixA- — zi\dx.
\ 2 1
Tak samo znajdziemy:

d"cosx = cos |[#-{- tt] .

UWAGA. -Kazde z wyrazen sin| ® - f -,

cos|x-(-przedstawiac¢ tylko moze cztery wartosci

rézne, ktore rodzg sie peryodycznie i zawsze w tym sa-
li
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mym porzagdku. Gdy bowiem catkowitg liczbe n po-
dzielimy przez 4, to na reszte otrzymamy ] lub 2 lub 3
albo zero. W pierwszym razie

sin~c-J-MJ=sin|:c-|- “j-j — cos &,
w drugim razie «
sin s'n(x“t”)——sinx,

w trzecim razie

w czwartym przypadku

sinfcc-1--71 TIi’\rsin®.
\ 2

Podobniez cos|a:-|-daje cztery tylko wartosci,

— sin X, — CO0S X, Sin X, €OS X.
Il. WeZzmy teraz inng funkcje np. y~ax i szukajmy
dla ni$j rézniczek nastepnych.
Gdy y—ax, to dy—axl(a)dx,

— = y'~axl(a),

dx

dy‘—dax.l(a)~ax(la)2dx,

tyL=y"=ax(la)*it. d.

-y (la)
Podobniez znajdzie sie

y(n)—ax{la)".
Jezeli arze t. j. zasadzie logarytméw Nepera, wtedy

—"NE—y(n)=zex.
dxn

I1l. Niech teraz
yz=x*,
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to dy~axa~ ]dx,
— —axa-|
V ~dx
dy'—a(a—1)xa~-dx\

y"'—jx—a(a~ l)xa2
— N——afa—1)(a—2)xa~3i t. d.
yWw v afa—I)(a—2)xa~3it. d

az w koncu gdy liczba rézniczkowali jest takg, jak po-

tega zmienns$j, to funkcja pochodna tego rzedu bedzie

iloScig stata, a mianowicie:
y(n—a(a—I)(a—2)(a—3)........ 1;

wszystkie za$ nastepne pochodne stang sie tsm samém
zerami.

IV. Gdy y=I(x),
to
i dx
"‘X.

y=44+LL - £
dx X2
2xdx  2dx
X* xa’
1.2
X3
Podobniez znajdziemy
dy _  1-2.3

dx4 x4
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I w ogo6lnosci
dny —(_Dn-i 12m3...(n D
dxn Xn

ztad d(mhj — (— I)n—1 A A «* —}ldx”.

Rézniczki nastepne zmiennej zaleznej.

27. Niechaj y—f(x) i 2beda dwie funkcje, ktdryc

zwigzek wyraza sie przez rownanie z~F(y). RoOzniczku-
jac to rownanie znajdziemy

dz—F*{y)dy....... ),
albowiem rozniczka funkcji rowna sie funkcji pochodnej
pomnozondj przez r6zniczke zmiennej. Dals$j rézniczku-
jac réwnanie (1), przyczem majac uwage na to, zey jest
zmienng zalezng, a wiec jej rozniczka nie jest iloScig
statg, znajdziemy podtug wzoru na rézniczke iloczynu:
dZz=dydF ‘(y)-\-F'(y)d%.
Lecz dF(y)=F"(y)dy,

zatem dZ—F'(y)dy2jr F'(y)d% ....... ),

podobnym sposobem r6zniczkujgc i to réwnanie, wy-
pada:

dZ=d[F"(y)dyq-\-d[F(y)d%]....... (3).

Ze za$ d\F“(y)dy2—dy2dF“W)4-F'(y)ddy2,

gdzie F*(y)=F"(y)dy, ddy2~2dy.d2,

to d[F‘(y)dyZ=F<»iy)dy3\-2F\y)dyd2y.

Uwazam teraz, ze:
d[F.(y)d¥]=dydF(y)-s Fl(y)ddy,
lecz dF'(y)=F‘(y)dy,
a ddy—dhy,
to d{F(y)d"™-F*(y)dy -d¥+F(y)d*y.
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Rownanie zatém (3) zamienia sie na
dh=F":(y)dy*+SF'(y)dy.d¥+F (t,)da .... (4) it d

Rownania (1) (2) (4) przedstawiajg wzory na rézniczki
nastepne funkcyj zmiennych zaleznych.

28. Odwrotnie teraz, gdy znamy rozniczki lub po-
chodne dla x iy uwazanych jako funkcje zmiennej nie-
zaleznej t, to mozna z nich wyprowadzi¢ pochodne dlay,
uwazanéj jako funkcje x.

I tak gdy y=f(x),

dy=f(x)dx,

2tad/ (*)= g .o (5)
j dV— dxd%y —dyd2x

dx-~ dx2
zatéra
& (x) —"(T)—dxd2/—dyd2 .......
dec dxn
czyli

f"(X)—— d~L-
1 (X)~dx 'odx*

podobniez znajdziemy
f"\x)__ dx(dxd3y—dyd3x) —3d2x(dxd2y—dyd2x)
dx5
Wzory (5) i (6) pokazujg, ze 1) pochodne Igo rzedu
ilosci zmiennych, czy takowe sg niezaleznemi, czy zale-
znemi zawsze sg sobie réwne; 2) zeby z funkcji pocho-
dnéj 2go rzedu zmiennéj niezaleznéj x, przyj$¢ do fun-
kcji tegoz rzedu gdy ta zmiennajest zalezng, to nalezy za-
mienie dj; n ac_i_>5_d_2u_?gl_u_c_i_2_g.
dx dxo J
d*y dx(dxdd —dydX)—3d2(dxd—dyd2) .~ "
dxa dxh



Przemiana zmiennej niezaleznej.

29. Powyzszy spos6b podaje nam mozno$¢ wyko-
nywania przemiany zmiennej niezalezn$j (changemenl
de lavariableindependanle) pomiedzy funkcjami ztozonemi
tej samej zmienndj.

Jezeli przyjmiemy y za zmienng niezalezng, to ro-
wnanie

rozwigzane wzgledem x, da warto$¢ ksztattu

*=F(y)-
ZatSm F(y) jest funkcja odwrotng dlaf(x). Nalezy wiec
uczyni¢ y—t, zkad
dy—dt, d3—0, d3—0,
a nastepnie: (*)

, X dy_ 1 1
AMNMi—di~ Tdi\~ W{y)’
\dy)

*) Wiedzac z poprzedzajgcego, ze wspoétczynnik rdzni-
czkowy pokazuje, Ze funkcjay rézniczkowang byta wzgle-
dem x i dzielona nastepnie przez dx, nalezy teraz okazac,

czy gdy rownanie”® = A ma miejsce, to rownanie

i dx
jest prawdziwem. Dlatego uwazam, ze
dv dv dy



z wzoru (6) mamy
d2x

3 R — {%&r:t@ - EY

a ze wzoru (7)
—dxdytBr—3di/ (d'1x)2

—dxdBx | e/Jd2x\2
dudya 1 U*1l -W iyY-mF-iy)
Id x\s ' - **(y)B

W
Oto przyk%aJ przemiany zmiennéj niezaleznej.

30. Niech bedzie:

y=f(x), i
\ dx*i i+ /(*)*r rox
t s ()
dx2
wyrazeniem, w ktoérém rfy i sg rézniczkami y lub

f(x) wzgledem zmienndj niezaleznej x.
1) Jezeli przyjmiemy teraz za zmienng, niezalezna,
zmienng jakagkolwiek i, zwigzang z x iy przez rdwnanie
*=<p(0f y="Kt),

to w wyrazeniu (8) nalezy tylko za podstawi¢ war-

clx
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tose y o, x (jak to wyzej nadmieniliSmy) i be-
0XO0

dzie :
1, dy2\%

deLy—déI(yd{Zx - dxd —dydX
dx3
a ze x=<p(t), y~ip(t%
to dx— d<f(t)........ dy— dxp{t)
d.y(t)—y‘(t)dt........ dip(t)— ip‘()dt,

zatém
h miV,(0YA
u I ?'(02___ = [*(02-4-M(02By
?'(0*
2) Jezeli przyjmiemy za zmienng niezalezng fnnkcje
odwrotng y? to bedzie, przypusciwszy x~F(y)
0,
1+ % %
u Woj — 1w |

a2 F(y)
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ROZDZIAL V.

Stosunki jakie istnieja pomiedzy funkcjami rzeczy-
wistem! jednej zmiennej i icli pochodnemi>

Twierdzenie I. 31. Gdy funkcja y—f(x) jest ciagla
wzgledem x w 'poblizu wartosci szczegélnej x—x0, to gdy
X, poczawszy odx0 warto$¢ swoje powiekszaé bedzie, wtedy
ifunkcja zwiekszac bedzie swa wartosc, jezeli odpowiednia

jej f unkcja pochodna y'— dx mie¢ bedzie warto$¢ skon-

czong dodatng, a przeciwnie, gdy ta ostatnia mie¢ bedzie
wartos¢ skonczong ujemna.

D owodzenie. Niech przyrostkami nieskonczenie ma-
temi bedg A#, Ay, pierwszy zmiennc¢j x, drugi funkcji ¥,

to granicg stosunku bedzie ~ = y'. Ze za$ gdy
I\ x dx

y dodatne, to i dodatne, a gdy y' ujemne, to i Ay
[ \x /\x

ujemne by¢ musi, wiec gdy funkcja pochodna jest doda-
tng, to przyrostek funkcji i przyrostek zmiennej majg
znaki jednakowe; czyli z powigkszaniem si¢ zmienncj,
powieksza sie funkcja i odwrotnie; jezeli za$ funkcja po-
chodna jest ujemna, to przyrostki Ay i A# majg znaki
przeciwne, czyli z powiekszaniem sie zmiennej, funkcja
sie pomniejsza i odwrotnie.

W niosek I. Gdy funkcja y —f{x) jest ciagta miedzy
dwiema granicami zmiennc¢j x, t.j. x=x01i x = X, topo-
wigkszajgc zmienng od pierwsz¢j granicy do drugiéj i fun-
kcja y zwiekszac sie bedzie, gdy pochodna y* jest dodatng;
Ucz gdy ta pochodna jest ujemna, to powiekszajac wartos¢

12
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X, 'przechodzac od jedn¢j granicy do drugidj, funkcjay
zmniejszacC sie bedzie. Ztad okazuje sig, zefunkcja wtedy
tylko zmniejsza sie, a nastepnie wzrasta, kiedy funkcjapo-
chodna z ujemnej przechodzi na dodatna, i odwrotnie;
wtedy tylko wzrasta a nastepnie zmniejsza sie, gdy f unkcja
pochodna z dodatnéj przechodzi na ujemna.

UWAGA. Widoczném jest, ze w tem przejsciu fun-
kcja pochodna staje sie zerem.

wniosek Il. Gdy funkcja y ~ f[x) jest ciggtg w po-
blizu icartosci szczegblnej x—x0, a znika przy téj wartosci
na zmienng, to jezelifunkcjapochodnajest dodatng, wtedy
powigkszajac zmienng, poczgwszy od x—xO0, ifunkcja po-
wieksza¢ sie bedzie, poczawszy od /(.r0), czyli od zera,
a tem sam$m bedzie dodatng ciagle; i odwrotnie, gdy xpo-
mniejszac¢ bedziemy od x—XQ tofunkcja y pomniejsza¢ sie
bedzie, poczgwszy odf(xQ czyli od zera, a tem samem Sta-
wac sie bedzie ciggle ujemna.

Gdy za$ funkcja pochodna y* jest ujemng: to gdy
x>x0, wowczas/(.t)< 0; ajezeli tof(xy>0.

Twierdzenie Il. 32. Gdyf(x) i"F[x) saf unkcjami cia-
gtemi zmiennij x miedzy dwiema granicami tychze zmien-
nych x—x0™ x—X, tudziez gdy tefunkcje znikajg przy
x—x0, a F'(x) nie zmienia znaku pomiedzy powyzszemi
granicami, to jezeli utamek

m

F\x)
jest zawarty pomiedzy granicami A i B, to miedzy temiz
samemi granicami zawierac sie bedzie utamek

1(*)

Aix)!
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D owodzenie. Poniewaz utamek Ib&)i izawiera signo-
F\x 1

miedzy granicami A iB, to znaczy, ze jest wiekszy od A,
czyli

wWri-A>0
a mniejszy od B, czyli
-B<0.
F(x)
Skoro pochodna F*(x) nie zmienia znaku pomiedzy
granicami, miedzy ktoreini f{x) i F(x) sa ciggtemi, to
zawsze jeden z iloczynow

F\x) F () | =" ()—AF(x)— (D),

F{{XP|IT$) Bi=Ff(x)~BFXx)"""(2)
jest dodatny, drugi ujemny. Lecz wyrazenia (1) i (2)
sg widocznie pochodnemi wyrazen
f(x)-AF(x)....(S),
f(x)—BF(x)....(4).-

Ze za$ z tych ostatnich jedna ma funkcje pochodng
dodatng, a druga ujemng, to na mocy twierdzenia I,
wniosku Il, jedna z tych funkcji bedzie ciggle wzrastac,
a druga zmniejszac sie, gdy x od x0 do X powiekszac
sie bedzie. Gdy jednak obie te funkcje sg zerami przy
x—x0, to gdy x wieksze jest od x0 np. gdy xznX, wtedy
wyrazenia te bedg mieé¢ znaki przeciwne, t. j. jezeli
mamy

fm-AAXj>0 czyli

to f{X)-BF(X)<0 -B < 0;
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a zatém utamek zawiera sig miedzy granicami
AX) § mig
AiB.

W niosek 1. Jezeli funkcje pochodne r(cc), F'(x) sg
takze ciggtemi miedzy granicami zmienn¢j x—x0, x—X,
a przechodzac od jedndj granicy do drugioj, utamek Fx)
zawsze zawartym bedzie miedzy granicami A i B, przybie-
rajgc rozne wartosci posrednie, tojak wiadomo i utamek

réwniez miedzx temi aranicami A i B zawierac sie

F(x)

bedzie, a ztad koniecznie by¢ musijedna z wartosci pasre-
dnieli utamku F() nP- odpowiadajgca wartosci 5 na X,
zawart$j miedzy x0i X, réwna wartosciutamku czyli

znajdzie sie

FX) FY£)...... 1"
Dla skrécenia nazwijmy
. X zzXg+-h
%—xQ\-h,
gdzie h jest tegoz samego znaku co h,, tylko od niego
wieksze liczebnie. A wiec roéwnanie (5) bedzie:
f(x04rh) __f(x0-\-h) oV
St*o+Q F'(xQ\-h") h
poniewaz h,<Ji to mozna uczyni¢ h‘—eh, gdzie 0< 1,
czyli wzor (6) zamieni sie na:
/Oo0+ft) _ f\xo-\-Ch)
F(xo<{-fo)  F'(xQ\-dh)
w niosek Il. Jezeli zatozymy, zefunkcje
f(x), f{x), f1x)..... f (m~ X[x\
FXx), F[X), F'{X).... F(n~V(X),



znikaja przy xzz x0 i sg ciagtemi, tak jak ich pochodne
miedzy granicamix=x 0 ix= X, touwazajgc dwiepierwsze
funkcje
1(*),/'0),
F(x), F (x),
mamy na mocy poprzedniego wniosku
f(x 0-\~K) f(x 0-\-h,)

Flxo + h) F ‘(xQ\~h>)
Z uwazania za$

I(*)>1"0)>
F(x), P'(x)-,
mamy .

f (x0+h,) f“(x0+h,,)
*{*o+h,) F\xO0-\-h,y
i t. d.postepujac dojdziemy do
f(n~1) (g0-|-/tm-i;) _ f<n>txO+hn)
F(ru M0+Am.i;) ~"("o+ZIn)’

TFpotaczeniu za$ te rownania daja:

Axot") —
ifao+A) SN R0+ M)
Lecz gdy hnzzeh, gdzie 0<M, to
Axo+/Q , /IMgp+eft) rgl
AC*b+A) JPEA(*0+eA)........

Whniosek Ill. Gdy we wzorze (7) uczynimy x0zz 0
i F(x)—x, to ten wzdr zamieni sie na
f(h)=hf'(eh).... (9),
albowiem f(x0-\-h)—f(h),
F(x0+h)=F (h)—h,
f(xQreh)zzf(eh),
dF(x@\-0h)-\-d(x0-\-Gh)=zdO0h,
P(xo0+9h)zz1.



w niosek V. Jezeli za$ toe wzorze (8) uczynimy x~0,
F(sc)zz:x'1, to ten wz6r wyda:

() EF— f<»\9h):

gdyz A x0-\-h)—f(h),
Ax0+h)=h>*,
f (NK*0+9h) = f<)(uh), m
dnF(x0-\-eh)—dn(eli)nzzl.2.3...n.d(eli),
F(r>(x0-AQli)—\ .2.3... n.

W niosek V. Dajmy teraz, ze yt@) otrzymuje wartos$c
dodatng lub ujemng skonczong przy x~x0 i obie fun-
kcje f(x), f (x) sg ciggtemi miedzy granicami x—x0
i x~X.

Niech bedzie

f(x)—f(x)-f(x ),
F(X)—x—x"
ze za$ f {(x0)—0, wiec f[x)z~f\x).
Nastepnie widzimy, ze
F\x)—\.
Takie wiec wartosci podstawiwszy we wzor (7). mamy

X—x0
lecz X —x0—h,
zatém f_—/lfo) —f (x0-\-eh)......... (10);
]

co znaczy: ze skoro f unkcja f(x) zachowuje warto$¢ skon-
czong dla x —xQ i jest ciggtg tak jak jej ‘pochodna f {x)
pomiedzy wartosciami x=x0, i x=x0-j--h, toznajdzie sie
pomiedzy granicami 0 i 1 warto$¢ 9, ,sprawdzajacg ro-
wnanie

fAxo~\-h)—f(x0)—hf*(x0-f-eh).



w niosek VI Ze wzoru za$ (8), czyniac

I)~(@? xoy,
otrzymamy:
f(X)—\xQ _f(n)(x0-\-eh) *
{X—x0)n 1.2.3...n
czyli:
PE")—f (x0) — f (nKxn-\-9h) "
hn » 1.2.3...n ...
co znaczy, ie .sftorofunkcje

A®)’ tx x),.""f<n~")x,

sprowadzg sie pierwsza do ilosci skonczonej, nastepne do
zera, i bedg ciggtemi, tak jak f(r>(x) pomiedzy x=x0
i X—x0-\-h, to znajduje sie miedzy granicami 0 i 1 ivar-

tos¢ 9, sprawdzajaca réwnanie

[s0,+A)-/i>0)=T n J ~+eK,.

*) Gdyz’Ff»)(a:)=1.2 .3 ... n, bowiem/i oznacza potege

catkowita.
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ROZDZIAL VI.

Oznaczenie wartos$ci jakie przyjmujg funkcje rzeczy

wiste jednej zmiennej, gdy sie przdslawiajg " formie

nieoznaczonej—’\o—; rip , OX —cci5s 0® 00 1+S» j t. d.

Oznaczenie wartoéci utamku /(*) — ©
F(®) 0 .

fl
33. Niechaj 'g(. ) = sjest utamkiem, ktory przy war-
X

tosci x—x0 zmlenia’ sie naQ .
Gdy * do ®0 sie przybliza, wtedy funkcje f(x), F(x)
odpowiednio do /[%), F(xQ sie przyblizaja, a tem sa-

mem wBrto$¢ utamku danego do Jox °y przybliza¢ sie
*\x

bedzie.

Niech X bedzie iloscig bardzo mato réznigca sie od
«0, a £ wartoScig posrednig miedzy xQi X, to kazda
z funkcji/(*),/'(*), F(x) i F(x) bedzie ciggty i zachowa
ten sam znak miedzy szczegdlng wartoscig x —xQi x —X\
zatem mozna bedzie miedzy niemi wybraé takg warto$é
na x np. 8 (Nr. 31), ktéraby data

ax) _ m .

F(X) F(S) ’
ze za$ X ma za granice x0, to tém bardzi¢j 8 do tejze
granicy przyblizac¢ sie bedzie, a tem samém i caty uta-

mek bedzie miat za granice warto$é utamku

f
Pgy

P



odpowiedniego x=x0, czyli utamek ~ ~ staje sie ro-

wnym
I'(*)
£\ xy
wtedy gdy x jest rowne |0.
f(

Oo znaczy, ze gdy wartos$¢ szczegélnar%-’\-przedsta-
wia sie wformie -jL, to ta warto$¢ schodzi sie z wartoscig

odpowiednig utamku —
b\x)

Przyktady™ 34. Oznaczmy warto$¢ nastepujacych
wyrazen przy x—Q
S ex—erx _1—1 0

sin X 0 0
Lecz gdy f(x)=ex—e~X,
F(x)— sin x,
to f(x)—exJr e—x,
F*(x)=cosx;
1a f(x) f4(x) ex-\-e~x 3 = 5
Fx)  F(x)
™ sin2r__ 0
X 0

ze zas f(x)—sin2r,
tof ‘(x)—2sinx cos.r,

F(x)—x,
wiec F (#)=1;

f(x) _fY(x)_ 2sind&cosx 0
lat — —
dlatege -y = ro 1 1’

zatem

sinzt 0 n
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sin X @)
s) -* -= ¥~
poniewaz f(x) r= sin#,
a F(x) —x\
to f‘(x) — cos.r,
F\x) = 2x:
f(x)_ f'(x)__cosx_ 1
F(x) 2x —TT’
zatem
sin.r 1 _ g
A2 0

Oznaczmy teraz warto$¢ nastepnych wyrazen, ktore
stijg sie nieoznaczonemi przy x==i.
4 Ix — 0
1 x—1 o'
f(x)=1Ix, F(xX)—x—1,
/(a:)=-L, F(#)—1,

Jf_ _ /I(fi—/Of) —JL—i.
1 /) I"(#) 1
1 0]
6) :?=T= o"
f(x)=x—1, F(x)—X2—1,
f'(x)=1, F'(x)—2x

x-1 _ Ax) _ /'(*)_ 1_ 1
#2—1 <) F(a?) 2
o—1 0]

6) aJ—1 0’

f{x)—x—1, F(X)—xn—1,
[(*)=1, F(a)r=na™ 1,
1 /0) —/'O)— 1 —J_

<—1 F(x) F(x) nxn- | n
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UWAGA. Widoczném jest, ze powyzsza wiasnosc
dajgca réwnanie

(%) -, 1(*)
F(x) F{x) 5

ma miejsce i w tym razie, gdy stata x0 staje sie nieskon-
czenie wielka; tylko wtedy X i £przedstawiajg dwie ilo-
$ci, ktorych wartos$ci liczebne sg bardzo wielkie , a war-
tos¢ 5wieksza od X.

35. Gdy funkcje f*(x) i F'(x) znikajg takze przy

xzzx0, to warto$¢ szczegdlna stosunku staje sie ré-

wniez nieoznaczong, i jest ksztattu-jj-, a tem samem po-
dtug tego co sie wyzej powiedziato, ta warto$¢ zejdzie
sie z warto$cig utamku J-g J-., ktérego dwa wyrazy
eg funkcjami pochodnemi Igo rzedu funkcji/'(#) i F(X).
Podobnie dalej przypuszczajgc irozumujac docho-
dzimy do takiego twierdzenia,
ze skorofunkcje

10),I'(*)> /" (Oi......
% ), F(aD, F"{x),......
znikajg przy luartosci x—x0, to tuartos¢ odpowiednia
stosunku
S= i w
.m 7
zejdzie sie z warto$cig stosunku 4 — .
' FYe[x)
36. Powyzsze twierdzenie mozna w ten sposéb oka-
zaé jeszcze:
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Poniewaz f(xQ—0, F(x0)—0, to

f[x)—f[x0)
f(x) _ X —x0
Fx) Fx)—Hxq)"
X—x0
Lecz gdy x przybliza sie do swojej granicy xQ wtedy
widocznie utamki "£o) przybliza-
x—x0 X—X
ja sie do granic f'(x0), F'(x0), a zatm
f(x) _ f(xQ
Hke F(X)
lub

( ()
gran. §2 )(l— %ran (r

i»rzyuia«iy. 37. Oznaczmy warto$ci nastepnych wy-
razen, ktére przy szczegélnej wartosci na *0 przyjmuja
ksztatt — .
0

f(x) _ ax2-2acxA-ac?2
F(x) bx2—2bcxA-bc2

Ten utamek, gdy x ~ c, staje sie—.
Poniewaz f{x)—ax22acx-\-ac2
F(x)—bx2—2bcx-\-bc2
to f(x)—2ax—2ac,
F\x)~2bx—2bc\

zatsm = axH-ao-= 1 .
/(a;) F'(a) —be 0

Dlatego uwazam jeszcze pochodne 2go rzedu

["(*)=«»
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m f{x) _ f'x)_ F%X) _
m KX F'(x) F (x)

e\ /(*) _ 1 COSX
» F(X) X2

Gdy x—0, utamek ten ma wartosé-jj-.

f(x)—1—cos X,
F(x)=x*-,
f'(X)—sinx,
F'(x)=2x-

' (x)—cos x,
F*(x)=2;
A (@) _ f(x) _ 1M (F)

ZaCm F{x)~F'{x)~FAx)~ 2

9> /() _—e I—2t

/(0?) X—sin x

Przy x~0. ten utamek ma ksztatt —.

f(x)—ex —e ~ 2.,
F(X)—x—sin x\
[(x)=e*+e~x—2,
F\x)~ 1— cosx,
f'Ix)=ze*—e-*,
F'(x)—sina;;
f"Xx)=e*+e-*,

F"‘(x)=zcosx.
Zatem
f(x) _ fX) F'(X) _ e<Jre-v.
Fx) FX F"(x) F'**(x) cos®
4) Uwazajmy teraz utamek
f(x) _  Xx—x
F(x) 1—x-\-1x 5

g
b



102

przy x—1
f(x)=x*—x,
F(x)=1—x-\-Ix;
f{(X)—x*(1+Z2®)—1,
[om'(*)=-i+-L,

f ) =x* (1-\-1x)"i-{-XF=\

Pr(*)=-A;
H,d F(X) _f (x)_f\x)__x*(\-)-Ixy-\-x
a F{xX)~F\x) F‘x 1 -
2

Oznaczenie icartosci wyrazen przyjmujacych ksztatt —

oD

38. Jezeli wartos¢ szczegéblna .-r~ir0 czyni nieskon-
czoneini /(.t), "~(.r), to nastepujgce utamki sprowadzg
sie do zera.

1 1
AQ)
lub gdy f(x)—y, F(x)~z,
to-1= 0, 1 —O0;
y 2

ze za$ pochodne tych ostatnich sa:

2
o5 — o5
2
to podtug powyzszego (Nr. 83) mamy
1 y'
V— il
T |15

S a2



Mamy wiec: ze skoro warto$¢ szczegblna stosunku

‘przedstawia sie w formie nieoznaczonej ¢ to ta
=tco

F(x) =
warto$¢ zejdzie sie z wartoscig odpowiednia stosunku
fi*).
F(x)

Przyktad. 'f(X)

F(x) cot(x)

4
Ten utamek staje sie ——, gdy .r~0, zatem biorgc

dboo ’
funkcje pochodne,
fAix)—~,
X
P = - -
(x) si]ns.xI
J_
mamy FOO)_F()_ x _sin2t_ 0
F)  F(x) 1 ~ x “ 0
Sin2®

Warto$¢ za$ tego ostatniego wyrazenia, jako maja-

cego ksztalt ~ znajdzie sig, biorgc pochodne licznika

i mianownika, i tak:



39. Gdy funkcje f'(x) i F‘(x) stajg sie rowniez nie-
skoniczonemi przy x—xQ to ta warto$¢ szczegoélna sto-

sunku /[ ? ZE‘jleIe 5|e z wartoscia stosunkul‘ Po-
P{x x)

dobniez rozumumc dojdziemy do tego, ze skoro funkcje
f(x), f(x), f“(X)........
F(x), F'(x), F"(X).......

stajg sie wszystkie nieskonczone przy x—x0, to wartos¢

prawdziwa stosunku i:f-((-x-)- zejdzie sie z wartoscia sto-

sunku

FI>{x)
Przyktad, Niech a bedzie iloscig catkowitg doda-

tng, za$ n liczbg catkowitg, bezposrednio wiekszg od
tej statej.

Gdy utamek przedstawia sie w formie nieozna-

czon¢j, to bedzie podtug tego co sie wyzs$j powiedziato:

xa__ a(@a—1) .....(a— '
ex ex
_a(a—1)..... (a—Fft+1) A

Xn—aex

Oznaczenie wartosci funkcji majacych ksztat

X3 q0} I+ «i d,
40. Mozna takze z tatwoS$cig wyprowadzi¢ wartos¢
funkcji jednej zmiennej, przedstawiajgcych sie w for-
mach: x— 0°, oc°, l£a> it d.

| tak gdy y iz oznaczajg dwie funkcje zinienn¢j X,
ktére stajg sie dla x—.r0 pierwsza zerem, druga nie-
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skonczona, to warto$¢ funkcji s~yz, odpowiednia x ~x Q
przyjmie ksztatt: 0X = 00’

. V *

Lecz poniewaz yz —*"

(4) (}

a te ostatnie wyrazenia przyjmujg znany juz nam ksztatt
Iubaj, dlatego tez i dana funkcja s~ yz—O0'y™t<yo
przywiedziong by¢ moze do tej postaci, a z takowdj,
wartos¢ jej oznaczyc sie daje.
Przyktady. Niech £=o0, to

1) x| (#)— ,a zef(x)=lz,

X—1 @
FO)—x=\ /(*)=-1, F'(0)=

%

zatem ~ [N ——a—0.
F(x)  F(x)
2. Przy tej samej wartosci na x mamy:
xa.lx= =% - = ~ x~Il,, = -£ = 0.
ar— —ax~a'1l a

Gdy funkcje?/iz sg takie, ze przy x—0
y—0, z—O0 lub y=roo, 2= 0, luby~ 1, ezrioo,

to wartosci s—yz odpowiednie .rzzrO przedstawia sie
w formach nieoznaczonych: 0° o00°, 1+;®

Dla otrzymania wartosci oznaczon¢j, uwazam, ze

poniewaz szr?/5, to Iszzzly— il m ztad s=ez> Na-

lezy wiec znalezé warto$¢ stosunku —iY—l-, ktora
Z_

przy powyzszem oznaczeniu na y i z staje sie nie-
14
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oznaczong; biorgc zatém funkcje pochodne licznika
i mianownika mamy:

¢ -y'»
—® ~ — —-——_ awiecs—e U
z~1 2z yz
~ 2%
KOZDZIAL m
O mmiinarli i minimach funkcji rzeczywistej jedn¢j

zmiennej.
Okres$lenie maximum i minimum.

41. Skoro warto$¢ szczegdlna funkcji f(x) jest rze-
czywistg i przewyzsza wszystkie inne sgsiednie wartosci
rzeczywiste, to ta szczegdlna wartosé funkcji jest ma-
ximum.

Skoro warto$¢ szczeg6lna f(x) jest mniejsza od
wszystkich sasiednich rzeczywistych wartosci, wtedy
ona jest minimum.

Niech bedzie np. krzywa M BN (fig. 5), ktérej rdwna-
nie jest

y=b-{-cxz,
to widocznie, rzedne MP, M "P\....... zmniejszajg sie az
do punktu B, a za$ od tego punktu zaczynajg sie ciagle
zwieksza¢, zatém rzedna AB jest minimum funkcji y\
krzywa za$ CDE (fig. 6), ktér¢j rownanie jest:
y—b—cxl
przedstawia maxithum dla y w punkcie D\ poniewaz
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rzedne, ktére nastepujg, i ktore poprzedzajg AD, s3
mniejsze jak AD, a wiec rzedna AD jest mazimum.

Sg linje, ktore majg tylko maximum, inne tylko mi-
nimum, a w koncu i takie, ktére majg i maximum i mi-
nimum jak np. koto XCY (fig. 7), gdzie dla t¢j samej od-
ciete, rzedng minimum jest DE, a maximum jest CE.

Znalez¢ maximum lub minimum, funkcji.

Zadanie. 42. Znalez¢ maximum lub minimum funkcji
rzeezywistéj f(x) dancj zmienndj.

Rozwiazanie. Przedewszystkiem przypomnijmy eo-
bie znang witasnos$¢ (Nr. 31), ze gdy f(x) if ‘(x) sa cia-
gtemi w poblizu wartosSci szczeg6In$j na x, i gdy/'(#)
jest dodatng, to powiekszajagc x if(x) wzrasta dotad,
dopdki f(x) nie stanie sie rowng zeru; odwrotnie za$
gdy f{x) jest ujemna, to z powiekszaniem sie .r, zmniej-
sza sie /(oi) i dotad, dopdki taz pochodna nie stanie sie
zerem. Stowem, ze funkcjaf(x) jest maximum lub mi-
nimum przy f(x)—0.

Poznajmy teraz zasady rozwigzania powyzszego za-
dania.

1) Nalezy szuka¢ wartosci na x, przy ktérej funkcja
przestanie by¢ ciggta, kazdej bowiem z tych wartosci
odpowiada¢ bedzie wartosc¢ j¢j funkcji, bedaca albo ma-
ximum, albo minimum, albo iloScig nieskonczenie
wielkg, np.

1) f{x)=xAN\

Funkcja ta staje sie przerwang t. j. przestaje by¢

ciggta przy x~>0, albowiem
V.
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Lecz nim funkcja dana przechodzi na urojong, to
wprzod x staje Sie zerem i przy t¢j to ostatniéj wartosci
na zmienng, funkcja staje sie minimum, t. j.

2) I(*)—  f{x)—xIx.

Te funkcje rowniez przestajg by¢ ciggtemi przy ujem-
néj wartosci na x, w takim bowiem razie wypadajg lo-
garytmy ilosci ujemnych. Przy wartoSci wiec #~0,
pierwsze i drugie wyrazenie staje sie maximum, albowiem

X.1(x)=0X—00 (jest wyrazeniem
nieoznaczonem, dlatego warto$¢ jego znajdzie sie zna-
nym sposobem Nr. 40);

xIx —0.

GdybySmy na x dawali wartosci wieksze od zera,
logarytmy statyby sie ujemne, a ttm samem cate wyra-
zenie mniejsze od zera; nadajac za$ na zwartosSci mniej-
sze od zera, funkcje stajg sie przerwanemi.

Szuka¢ nalezy pierwiastkéw réwnania
f'{x)=0.

| tak niech jednym z tych pierwiastkow bedzie xQ to od-
powiednia tej wartosci funkcja, t.j. f(x0) bedzie maxi-
fflum, gdy w poblizu X—XQ funkcja pochodna jest do-
datng dla x<zZx0, i ujemng dla x*>x0. Przeciwnief[xQ
bedzie minimum, gdy/'(#) jest ujemng dla x<Z.x0, * Po-
datng dla x~>x0. Nakoniec jezeli w poblizu x ~x0, f ‘(X)
byta ciggle dodatng, albo ciggle ujemna, tof(<r0) nie be-
dzie juz ani maximum, ani minimum.
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Przyktad. Niech funkcje dane beds:
f{x)—xz, F(x)z-x"\
to pochodne ich
2* 2
* a** !

przechodzg z dodatnych na ujemne, gdy x przechodzi
z dodatndj na ujemna; t.j./'(#), F[x) sg ujemne dla #<0,
i dodatne dla aC>0, a wiec przy arrrO pierwsza i druga
staje sie minimum

2x2120, 0.
Dwie za$ nastepne funkcje:
«X x*
ktérych pochodne
3xX2, — —

bedace jedna zerem, a druga nieskonczong przy £ =0,
pozostang ciggle dodatne przy wszelkich wartosciach
na X, przeto dane funkcje nie majg ani maximum, ani
minimum.

Funkcja
x*-\-px-\-q,
jest ciaggta tak jak jéj pochodna
2X-\-p

przy wszelkich warto$ciach mozliwych na x.

Lecz poniewaz pochodna znika przy 2x——p, czyli
X~ — ) a staje sie ujemng przy x<Z— ¥2p, dodatng
dla aC>V2p, wynika wiec, ze funkcja dana przedstawia

warto$¢ minimum odpowiednig x ~ — V»p-
Ta warto$¢ minimum jest

—IV
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Oznaczmy przez A liczbe wiekszg od jednosci, przez
L(x) logarytm przy zasadzie A, to funkcja
A X
X 5
ma za pochodng
Axi 1 1\
X \Le x 1

A poniewaz ta pochodna przy wartosci na aC>0 jest
ujemng przy x<~L(e), dodatng przy x>X(e), i rowng
zeru przy x—L{e), to ztad wypada, ze funkcja dana
jest minimum przy x—L(e), czyli staje sie

AL(es_ e
~TT ~ ~Le~'

Przeciwnie funkcja —X ,
X

ktorcj pochodna)—(’\£j Le—L(pé) I,

jest dodatng, zero, lub ujemng przy 400, stosownie do
tego, czy x<Ze, xzze, X>e, przyjmie maximum przy
X—e | stanie sie

Le

e

43. W pierwszych przykitadach znalezliSmy maxi-
mum lub minimum funkcji, nie czynigc tych funkcji przer-
wanemi, ale owszem tatwym bardzo sposobem przeko-
naliSmy sie, przy jakich wartosciach f(x) staje sie
dodatng, ujemng i zerem; gdy jednak nie zawsze tak
mozna postgpi¢, a niewiadomo, Kktdry z pierwiastkow
rébwnania

I(*)=o,
daje maximum lub minimum funkcji danej (t.j. nie wiemy
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czy przy wartosci tego pierwiastku x—xO0, f‘(x) staje
sie dodatng lub ujemna przy x>x0, i ujemng lub doda-
tng przy a?00), nalezy wiec uwazac jeszcze funkcja
pochodng rzedu drugiego. | tak: niechaj x0 bedzie je-
dnym z wspomnionych pierwiastkow, i niech wartos¢
odpowiednia f'(x) sprowadzi sie do ilosci skonczonej.
Pierwiastkowi x0 odpowiada¢ bedzie maximum f(x), je-
zeli/'(a?) przechodzi z ujemnej na dodatng, stajac sie ze-
rem przy X—x0, t. j. innemi stowy, jezeli f'(x) zwieksza
sie wraz ze zmienng Xx: w poblizu wartosci szczegdlnej
x~x0. Ten za$ ostatni warunek wtedy jest wypetniony
(Nr. 31), jezeli pochodna funkcjif ‘(x) t.j./"(#), jest cig-
gle dodatng lub zerem dla wartosci na x bardzo mato
réznigccj sie od x0. Warto$¢ zatém zero, jest w takim
razie minimum funkcji/"(a?), ujemnag bowiem juz ta fun-
kcja by¢ nie moze. Podobniez /(#0) bedzie maximum
/(@?), jezeli f'{x)—0, i warto$¢/'(®) zmniejsza sie dlawar-
tosci zwiekszajacych sie na x, w poblizu wartosci szcze-
gblnej x — x0, to za$ ostatnie bedzie miato miejsce
wtedy, gdy/"(«0) przedstawia warto$¢ skonczong i ujem-
ng, albo warto$¢ zero, ktora to warto$¢ zero bedzie
wtedy maximum f ( x) (bowiem ta funkcja dodatng
by¢ nie moze).

Przykitady.

. AX
i>/(*)=-,
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A zatém skoro wartosé x —Le przyprowadzajaca f'(x)

do zera, czyni/"(*) réwng —f{x)——2"  AXiiilo-

$cig dodatna, to ona wyda minimum funkgcji danc’j&(.
X

2) AX)—ex—2c0s X-\-e~X,
f(x)—ex-\-2sin x —er-x,
f ‘(x)=ex-\-2cos x-\-e~x.

A zatém skoro wartosé azrO, sprowadzajaca f[x) do
zera , czyni /" (*) réwna

+2+1=4,
t. j. dodatng, to ona wyda minimum funkcji dancj.

44, Jezeli warto$¢ na x=x0 nie czyni przerwang
f(x), lecz przy t¢j wartosSci pochodne

M M ()

az do f<n—V(x) znikaja, t.j. f(n)[x) jest pierwsza, ktdra
nie znika, to jezeli f(x0) jest maximum albo minimum
/(z), to koniecznie poditug tego co sie poprzednio powie-
dziato/"(®0), powinna by¢ maximum albo minimum/"(®).
Askoro/"(a:0)jest maximum lub minimum/"(*)> tof* {x0):
powinna sie sprowadzi¢ do zera, za$ funkcja/ M*o)

ilosci skoiiczonéj dodatnej lub ujemnej, albo do zera
bedgcego maximum lub minimum f**(x), a Ze to ostatnie,
podiug zatozenia, rzeczywiscie ma miejsce, to skoro
/ M®o) jes"maximum albo minimum /" (*), powinno by¢
koniecznie, zeby / v(x0) sprowadzita sie do zera, a / M(®0)
do ilosci skonczonéj ujemnéj lub dodatnej, albo téz do
zera, bedacego wtedy maximum lub minimum / M(*0).
Podobnie dalej rozumujgc, okazuje sie: ze gdy f (nix)



jest pierwsza z funkcji pochodnych, ktéra nie znika, to
aby funkcjaf(x) byta maximum przy x=zx0, to f (n)(x0)
powinna by¢ skonczona ujemna, a za$ n liczba pa-
rzysta; aby za$ wspomniona funkcja byta minimum, to
/" (~o) powinna by¢ skonczong dodatng, a za$ n za-
wsze parzyste.

E»rzyUla«l. A X)~ex-\-2 cos X-\-6~X,
f(x)—ex—2sin x —e~-r,
f “(x)—ex—2cos a-J-e—m,
f'I'"(x)=ex-32 sin x—e~x,
f'"\x)—ex-f-2 cos x-\-e~x.

Warto$¢ x—0, czynigca pochodne /'(*), /" («), /" (*)
robwne zeru, sprowadzi funkcja/M®) do iloSci dodatncj
[-j-2-f-1—4, a tern samém warto$¢ odpowiednia funkcji
danej /(*), t. j. liczba 4, bedzie minimum tejze funkciji.

zania réznycti zadan.

45, Podzieli¢ liczbe a na dwie takie czesci, zeby iloczyn
z nich byt maximum.

Niech jedna cze$¢ bedzie *, to druga (a—x) by¢
musi, zatém
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Funkcja f'*(x) jako ujemna pokazuje, ze dana funkcja
f{x)—y ma maximum, lecz to maximumjest, gdy

[(«)=<>,
to jest
a—2x—0,
__a
2) Znalez¢ z pomiedzy walcow lopisanycli w ostrokra

p rosty ten, ktoéryby byt maximnm co do brytowalosci.
Niech a~SC (fig. 8), b—AC, x~SD, t.j. odlegtosci
wierzchotka ostrokregu od $Srodka gérnej podstawy walca.

Widzimy, ze:
SC:AC—SD:DE,
a:b—x:ED,
ED= —.
a
Powierzchnia kota o promieniu ED, jest rowng
b2x 2
w X

az2’
a brytowato$s¢ walca o takiej podstawie i wysokosci
(a—x) jest

tthx2 , v
y=— 2 (@-©®,
y - ~O(ax2— *o3)

dy— N -(2ax— 3x 2)dx,
f(x)= MMz=7(2a*-3«2),
ux a

f"{x)="(2a-6x)-,
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dla maximum lub minimum powinno by¢

TH2
—aS4.- (ZaX— 3»2)_0.

to jest:
X(2(i'—3®)=r0;
dajmy, ze pierwszy czynnik rowna sie zeru, t. j.
x—0,

to przy tej wartosci funkcja

Ci o
staje sie ilosScig dodatna, wiec f(x), ma minimum przy
a,—0, czyli walec zero, jest minimum zpomiedzy wpi-
sywanych w ostrokrag. Jezeli za$ x nie jest zerem, to
drugi czynnik daje réwnanie
2a—3®—0,
to

L 2a

A ze funkcja /" (*) w tym razie ma warto$¢ ujemng, to
/(«) jest maximum przy x—~ , czyli wysoko$¢ walca
6

wpisanego, maximum co do objetosci, jest
cd- i/3sc.
3) Podzieli¢ prostg AB (fig. 9), na dwie czesci AC i CB,
w ten sposob, izby iloczyn AC'3X.CB, byt maxin\um.
Niech a oznacza dtugos$¢ dancj linji, x jéj cze$é szu-
kanag, to
y =x3a—x),
f(x)~ o 3ax2—4:x3

f'\x)-=zQax— 12a2,
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gdy :
['(«)—Q0, to jest

3ax2—4«3—0,
albo
(3a—4®)«2=0,
zkad albo x2=0, albo 3a—4*=0, to

z pierwszego x=0, z drugiego x—~-,

a ze przy t€j samej wartosci
nut \ \s, 3t au
[ >» =_%aX%( - 12X Tg‘f-19 ,

przeto f(x) jest maximum, gdy x— ?]"il-

*
4) Znalezé wymiary walca, ktoryby ‘pomiescit dang
ilo$¢ wody, a powierzchnig wewnetrzng miat minimum.
Niech V — objetosci wodj',
X promien podstawy walca kotowego,
to v = «x2x wysokosé walca,

zatém
wysokos¢ walca —-—- 5,
tzx+
a za$ powierzchnia boczna — --—\—/—X _ﬂ/.
TZX X
zat¢m powierzchnia boczna z podstawg walca
2V . 2
y — - —+—tzx ,
X
zkad
I)E = e
gdy

f 4(x)—0,
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a ze podiug téj wartosci

fr(x)— — -2 ) 2ir~a7r)-2Tr—6t

T
V -

TC

3

zatem warto$¢ na ¥ — , odpowiada zagdanemu mi-

TC

nimum, a ztad wysoko$¢ walca by¢ musi
iz
y TC

1Z

5) Znalez¢ zpomiedzy wszystkich ostrokregéw wpisa-
nych w kule ten, ktory bedzie maximum co do ‘powierzchni
boczngj.

Dajmy, ze przez obrot pétkola AMB (fig. 10), two-
rzyta sie kula, a przez obrot cieciwy AM, okoto osi AB,
ostrokragg o wysokosci AP i o promieniu podstawy PM.
Powierzchnia boczna tego ostrokregu bedzie:

2kXPMx V2ZAM—&zXPMx AM.
Niechaj AB=2a, AP=x, to
X:PM—PM:(2a-x),
PM—V 2ax—#2
X:AM—AM: 2a,

AMzzV 2ax,
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ZatSm powierzchnia boczna ostrokregu
y—ii.]/"2ax—x2.]/ 2ag,

4a2fa—2a#3
f,( \— 7r(4a2—
j“ Kdaz2
agd y /[ (*)=™r"™a=10>
K4a2—2a®
to x= 48,
3
ze za$
fur \ — 8a3-j-3a2a;

f X)=i&*=teéyzr’
podiug powyzszej wartoSci na x staje sie ujemng, za-
tem funkcja danay, czyli powierzchnia boczna ostro-

kregu szukanego, jest maximum przy wartosci x = ’\é-.
6) Przez punkt C (fig. 11), dany wewnatrz kata pro-
stego  YAX przeprowadzi¢ linije prosta DE spotykajaca

ramiona jego w ten sposob, ze dtugos¢ tij prostsj DE be-
dzie minimum.

Niech Al=a, IC=b, IE=sc,
IE-.IG~AE-.AD,
X :b—a-\-x:AD,
AD—— (a-\-x),
X
AD1—" {a-\-x)2
AE2z=(a-\-x)2

DE=VAD2+AE2= |/E (afT)2Ka-K)2—
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-V $ +1lYa+” =V izw 1l(a+x)‘=

—E£x?21/M+ M=z«
X

dy- | =y X 7a(b*+x*)-"/tix+(b*A-x*y/>X— "gt X)j{dxi

X'3—ab2
A») @9 62-]- x2

gly

f {(x)=z0,

to
—a62—0,

ztad

xz~\"abh2;

zas
a,/] \— (#-]-3a)02-|-2a&
7U ~ 36231823

3 __
ma warto$¢ widocznie dodatng przy a;=]/ a62 czyli

dana funkcja jest minimum przy t6j wartosci na x.

7) Znalez¢ najwiekszy trdjkat prostokatny, ;a/a mozna
wybudowac¢ na prost¢j dancj.

Niech tg, prosta bedzie AB~a (fig. 12), za$ a; jednym
z bokow tréjkata, to bok drugi bedzie V al—x2. Po-
wierzchnia zatém tréjkata:

y=~Valz=*\
i 2aXxX—4x3_ a2—2x2
f 7J=vaxl//la2—x2- 2 1/aw s
Gdy/'(®)—0,
to
az2— 2x2“ 0,



a ze funkcja
fn(r\— (3fl2— 2x*)x
J[)~ 2(@2—xyli *
jest ujemng przy wartoSci powyzsz$j na X ~ a_2’ dlatego

t¢z dana funkcja jest przy tdj wartosci maximum.

8) Znalez¢ odlegtos¢ minimum danego mpunktu M (a, b)
(fig. 13) od krzywdj, réwnanie znane

y = f(x)-
Niech K jest punktem jakimkolwiek na t6j krzywej,
MK linjg tgczgca ten punkt z drugim, to bedzie:
MK?2—(x—a)2-\-{y—i)2
Pochodna tego wyrazenia jest:
(x—a)+(y~b)"jt = 0,

czyli

(y — h) Lo

(a—a) dx

Lecz poniewaz i jest styczna trygonometryczna
kata, jaki czyni linja styczna z osig odcietych w punk-
cie x, y do tej krzywej poprowadzonej, a *— - styczng

X CL

trygonometryczng kata, jaki czyni linja MK z osig od-
cietych, zatem skoro iloczyn tych stycznych réwna sie
—1, to linja MK musi by¢ prostopadtg do stjczncj.

Dajmy np., ze krzywg tg jest okrag kota, ktdrego

réwnanie jest
X2-\-y2—r2
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Zatem mie¢ bedziemy:
dy__ X
dx y
a podtug tego
i, H dJ—i v~b.J—o
Xx—a dx X—a Yy ’
zkad

b
y-r —ar,
a

czyli ze linja MK przechodzi przez $rodek kota 0.
Tak wiec dla oznaczenia x i y mamy dwa réwnania:

*at y t=&ra,
b
__X,
7

za pomocg ktérych znalez¢ mozna punkta przeciecia
okregu z prostg MO. Wtedy KM bedzie linja minimum,
a KM maximum, co tatwo jest widzieé takze, uwazajac
funkcje pochodng drugiego rzedu.
Przypus¢my, ze punkt dany N lezy na osi odcietych
w odlegtosci a od $Srodka, to kwadrat z odlegtosci NH
wyrazi sie przez
y2t(x—a)2
czyli
r2—2ax-\-a2
Lecz pochodna tej funkcji jest iloscig statg (—2a)
ktora tem samcém nie moze by¢ roOwng zeru. Zatem
chociaz istnieje odlegto$¢ minimum, Kktorajest NA, to
ztad pochodzi, ze podiug okre$lenia funkcja jest mini-
mum przy pierwszej wartosci na zmienng, skoro ona
wzrasta przy wszelkich warto$ciach wiekszych i mniej-
szych od tej zmienn¢j. Lecz jezeli NH jest uwazane jako
funkcja x, to NA nie jest juz minimum w tem znaczeniu
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jakeSmy powiedzieli, poniewaz ta funkcja bedac rzeczy-
wistg przy wartosciach na x mniejszych od r, staje sie
urojong przy wartosciach na x wiekszych od r. W ta-
kim to wiec razie, jak i poprzednio nadmienilismy,
nalezy uwazaé, kiedy fuukcja dana staje sie przerwana.
| tak: dana funkcja
r2—2ax-\-az2
staje sie przerwang, gdy
r2A-a2<l2ax,

Stowem, im x staje sie wieksze, tém funkcja coraz
bardzi¢j zmniejsza sie i zbliza do t¢j granicy, w ktorej
staje sie przerwang, a wiec przy najwiekszej mozliwej
wartosci na x, przy ktorej jezeli ta funkcja jest ciagta,
to ona jest zarazem minimum. Ze za$ najwieksza warto$¢
na x jest x~r, wiec przy tej wartosci na zmienna, od-
legto$¢ szukana jest minimum, czyli jest to linja NL.

9) Dane sg dwa punkta A i B (fig. 14) potozone
w dwoch roznych Srodkach, przedzielonych ptaszczyzng P.
Ruchadfo (un mobile) porusza sie w pierwszym $rodku
z predkoscig jednostajng u, a w drugim $rodku z predko-
$cigjednostajng  oznaczy¢ droge Al1B,jaka to ruchadto
ma przej$¢ od 'punktu A do B, w czasie jak najkrotszym.

Jasna jest rzeczg, ze ta droga powinna by¢ ztozona
z linji prostych. Nadto ta linja tamana, szukana w za-
daniu, powinna byé na plaszczyznie ABCD poprowa-
dzon¢j przez AC i BD prostopadle do ptaszczyzny P.
Itak: przypusémy, ze ta linja jest AGB, spotykajgca
ptaszczyzne P w punkcie (r, i nielezaca na ptaszczy-
znie ABCD. PoprowadZzmy GL prostopadtg do CD, i po-
tgczmy AL i BL. Trdjkaty AGL i BGL, jako prosto-
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katne przy L dajag AL<™AG, BL<zBG; a zatem ruchadto
predzej przejdzie droge ALB, jak AGB.

Szukajmy wiec na ptaszczyznie ABCD, prostopadtej
do ptaszczyzny P, linji AHB, ktorg przebiega ruchadto
w czasie jak moze by¢ najkrétszym. Niech

AC—a, -BD=b, GD—c i Cll—x.
Czas, jaki ruchadto potrzebuje do przejscia od A do

M, bedzie A = VA2V X2, o ag potrzebny do przej-

§cia ol 11 do B, be‘*dz'ie-s--\;'-'-a ZX_b%'V(C"X)Z soe

tom funkcja, ktéra ma da¢ minimum jest:
f(x) = + | Vb2-\r(c—x)2

Uczynmy wiec
Ax) _ X ¢ ic —0
uVaz2-\-x2 vV b2-j-(c—x)2
czyli
X _ C—X
u\Za2-\-x2 vV 6a-{H{c—x)2

Gdybysmy chcieli w tym przypadku wynalez¢ war-
to§¢ na x, nalezatoby rozwigza¢ réwnanie stopnia 4go.
Lecz poniewaz

—am X — sinCAIll—sinAHK,
V a2A-x2

c- x —sinlIBD - sin BHI,
V b2A-{c—x)2
to widocznie w razie minimum (*) mie¢ bedziemy :
sinAllIK __sinBHI )Jh sinAlIK ___u
u v sinBHI v

*) Jasng jest rzecza, ze funkcja ta maximuiu mie¢ nie
moze.
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10. Mata powierzchnia biatajest potozona na stole po-
ziomo i o$wieconaprzez Swiece, od ktorej odlegtos$éjoj wyra-
zona przez rzut poziomy jest statg; pytanie wjakiej wyso-
kosci od poziomu ptomien znajdowac sie powinien, zeby
o$wiecenie powierzchni byto mazimum?

Niech A (fig. 15), bedzie tg powierzchnig, BC Swieca.

AB~a, AC—x\ BCz=Vx2—a2

Poniewaz z optyki wiadomo, ze o$wiecenie jest pro-
porcjonalne wprost do wstawy kata padania promienia
Swiatta, a odwrotnie do kwadratu z odlegtosci tegoz
Swiatta od powierzchni o$wieconej, nalezy wiec tylko
uczynié stosunek:

sin CAB

~ A G i 5

lub ,
GB 1/x2—a2
AG3 X =)
maximum. W tym celu bierzemy funkcje pochodna,
ktéra jest:
f( , —2®2+3a2

Aby za$ funkcjaf{x) byta maximum, to nalezy, izby
—2”~+3a2_n
x|/ x2—a2

zkad
2x2—3a2~ 0,

x—aV%.
I ta jest wysokos$¢ Swiatta dla maximum os$wiecenia
powierzchni A.



125

ROZDZIAL VIII.

Rozwiniecie fnnkcjl rzeczywistej zmiennej x potllug
poteg wzrastajagcych i catkowitych tej zmiennej.

40. Okazalismy wyzej (Nr. 32), ze gdy funkcje (¥)
f(x), f(x), f\x) ... [o<«->'W , '
F(x), P(x), F"(X)....... F<—">(x),
znikajg wraz ze zmienng X i sg ciggtemi tak jak ipocho-
dna pomiedzy granicami x=xQix=xQ\-/* to
istnieje pomiedzy granicami 0 i 1 wartosci 9 sprawdza-
jaca wzor

{*=- ... (N

Ta witasno$¢ nastrecza nam fatwy spos6b rozwinie-
cia funkcji rzeczywistcj tej samej zmiennej, podiug po-
teg wzrastajgcych i catkowitych.

Niechajf(x) bedzie funkcjg rzeczywistg zmiennej x,
ktora zachowuje warto$¢ skonczong tak jak ij¢j pocho-
dne rzedu nizszego i robwnego n przy wartosci zero na x.

Przypusémy teraz, ze funkcje

AR [(*)» 1" (*) ... f (N)(x)’
pozostajg rzeczywiste i ciggte od x—0 do x=h, to
otrzymamy z réwnania (1) przyjawszy
f(_x)=f(x)—F(0) i n—1 (**),

potem dajmy, ze

/(e * )= A 0 )+ P,

*) W ktorych przyjeliSmy ®0=0, za$ F(x)—xn.
**) J[x)—F(Q jest to funkcja, ktdra widocznie znika
wraz z X.
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tof(x)-f(0)=xf\0)+xP,
zkad f(x) —<4(0)—xf(0)=xP\

a ze strona pierwsza tego réwnania jest funkcja, ktora
znika wraz z x dlatego podiug wzoru (1) miec jeszcze
bedziemy, przyjgwszy n ~ 2:

[(x)-A0)-xf(0)=~nex).

Uczyniwszy teraz
[-(«*)=/m'(0)+«>
to f(x)-m-x/X0)=jLfXO)+-?2Lf (,

zkad f(x)—F(0)—xf*(0)— =~Q -

Lecz funkcja przedstawiona przez pierwszg strone
tego réwnania staje sie zerem przy x~0, przyjgwszy
wiec ri—3 mieé bedziemy:

Podobnie i dalej rozumujgc dojdziemy w koricu do
nastepujacego wzoru:

[C(0)vm - o nn

1.2...(n—1) s 1.2...W
czyli

a2
AX)=A0)+*/(0)+ 1~ -A 0)+

££~1 _|'_ ®r
l2. . (n— 1)”» D (0) A [AJ.

47. Przyktady. 1) Niechaj dang funkcjg bedzie:
f(x)—ex,
ktdra jest ciggtg wraz z jej pochodnemi réznych rzedow
przy jakiejkolwiek warto$ci na x,
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to f<r>{x)—ex,
ztad f('0(0) = 1.
Podtug wiec powyzszego wzoru mieé bedziemy:

e*-1+ = + ool «**,
11.2 1.2..(n=1) 1.2.°n
2) Dajmy teraz, ze
f(x)— cos#,

ktdra jest ciggta przy jakichkolwiek wartosciach na x.

to f(n>{x)=cosjac-f

f()(0)=cos~,
a zatem
cos X— | ’ )
lub gdy
[(#)=sin#,
to fO~V(x)=zsin |# +
/W (0)=sin|"j,
a wiec
sin.ml—wd . X5
123 1 12345
i ® 1 ASn~ D* i o /[, _, n*\
— 12 =1 R TS bdX-T -Tyig
Rozwinmy teraz w szereg funkcje
[(*)=(+*>, 1+#),

ktére to funkcje wraz z ich pochodnemi réznych rzedéw
sg ciggtemi zawsze, gdy I-)-~>0. (.oznacza ilo$¢ stala.
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3) [(a0=(I+*)iS
f(>{X)~TIX(Xx— 1) (X— 2) .... (X— n -f 1) (I-j-tf)yn-",

Ite>(0)z=|x (ft— 1) (X— 2).... (JA—n -f 1),
i A2
Ity x2d
| 90~ 2).Q—n+2) |,
....... 1 1.2 .3 (fee1)
b OK*—00 —2) o (He=nt i) £ (L4 F.0)u-»
1,237 i

A 1(F)=1(1+7),
Tw (*)=(-1)™"x

Ims(o)- (- 1)"-* .1.2.3 ... (n- 1),
HLA-Xy=x— Xl el bl
2 3 n—1 n \I-}-0#

5) Przypusciwszy, ze
/(rr)=r:arc tanga:,
to bedzie:
A %)= 1 1
)= 1ax2 2 14HI—1 1—xV —I)

f(n)(X)=(V—T»>
H1 1 __F-|1 v
\i—xV —ij A-\-x\/—11
f(n0)— 1-2-3-£I(n D _j1- (—=D"i(}/—)n-1.

Gdy n jest liczbg catkowitg nieparzystg, to otrzy-

mamy :
n—1

JW (0)=1.2.3...(»—1)(—1) ~
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gdy za$ to n jest parzyste, wtedy mie¢ bedziemy:
f00(0) = 0;

podtug wiec tego przy wszelkich wartosciach rzeczywi-

stych na x funkcja dana rozwinieta, gdy n parzyste,

bedzie

arctang#:=it—> = 4-X — ..
3 5

Jx+ 1 Xn(1—8x1/—\)—k—(1-j-dx\/—1)—n
e — 1 ov - 1
gdy n nieparzyste:

arc tang xz=x— —-f-— — ...
0 5

Xn~2 _ XN — oxV'—1)~ndr(I-\-OxV— 1)—-

48. Skoro funkcjaf(x) jest catkowitg i potegi w, to
j6j rézniczka rzedu ntes® a tem samém i pochodna tegoz
rzedu sprowadzag sie do ilosci stat¢j, czyli bedzie:
f(N(Qx)—f(n\ 0), a wzdr powyzszy na rozwiniecie funkcji,
przedstawi ksztaitt:

f(x)=m++m+ ~Lf(o)+....+r1r |_/w (0).

Przyktad. Niechaj:
f(z)=(1+xY,

to \Jrxy=\+~x+ 'ni£ i XX ... +/\1X_ i+ a».
i :

49. Dajmy teraz, ze a jest wartoScig szczeg6lng
zmienndj x, i niechf(a) jest catkowitg lub niecatkowita,
zachowujgca dla xr=a warto$¢ skonczong, jak réwniez
i j¢j pochodne rzedu nizszego lub réwnego n, nadto za-
t6zmy, ze funkcje.

1), 1(*>, f » ... Iww.

pozostaja rzeczywiste i ciggte od x—a, do x~za-\-h.
17
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Wtedy jezeli uczynimy, x~a-\-z, F(z)—f(a-A-z)=f(x)
to F{z)=f'(a-\-z"), F,(2)xzf"(a-\-z'),.......
F'(0)=f'(a), F"(0)=f“(a),........

Bedzie wiec podtug znanego wzoru [A]:

F(z)=F(0On£F (0)+~

lub co jedno znaczy:

50. rrzyittaiiy. Niechaj a bedzie iloScig stata,
a przyjmijmy zaf(x) dwie fuukcje rzeczywiste:

ktore pozostajg ciggtemi, tak jak ich pochodne przy do-
datnsj i skonczonej wartosci na x.
Pochodne tych funkcji sg:

() (X)—\LAL— 1) (jx—2) ....... (Ft—

Wz6r wiec [B] da nam podiug tego:

an-*+'(s-a)™- 1-f

-f (x-a)'‘[a4-0(a:-a)]K--'S



n—A\ A | n | a-\-Q(x—a)
51. Wzér [A] i wzdér [B] uwaza¢ mozna jako zto-
zone z dwdch cze$ci a mianowicie: pierwszej, ktora jest
w obu razach funkcjg catkowita:

J(0)+~/"(0)+ ~/"(0)4,. .+ i

A- (M~ a)"~1 f(n—i)(a)
i drugiej reszty, ktdra jest
gl '
(a)....... ———f(‘NOX) w pierwszem rozwinieciu, a zas
n~ q\jl *

(hi)....... —+ (_n_)[a-\-9(x—a)] w drugiem rozwinieciu.

Czesto jednakze zdarza sie potrzeba podstawienia
za te reszty innego réwnego mu co do wartosci wyra-
zenia. Dochodzimy do tego nastepujacym sposobem.

Przypus¢my we wzorze [A], ze x jest iloScig stata,
a za$ zmienng i oznaczmy przez cp(a) to, czém sie stanie
wtedy reszta (b) uwazana jako funkcja a, to jest:

o= L w
bedzie wiec:
2) A*)=A «)4-"](")+ + o
........ + 12..(n—1)

Uczyniwszy we wzorze [BJ n—1 otrzymamy:
f(x)=f{a)+(x—ajf'[a+te[x-a)l
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a tu zamieniwszy / na @ bedzie:
y(ic)=y{a)-\-[x—a)y'[a-\-9(x—a)] zkad:
cp(a)=f(x)—(x—a)y\a-\-Q{x—a)]....... (3).

Lecz cp(ic) jest to funkcja ksztattu, jaki nam pokazuje

wz6br (1) gdzie x—a czyli jest to funkcja

<f0)=0,
dlatego tez wzér (2) zamienia sie na:
p(a)——(x—a)cp'[a-\-9{x—a)]........ (4)
Szukajmy teraz pochodnej cp'(d). Ze wzoru (2) mamy:

<f(a)=f(x)—f(a) e

..... 1.2...(n—2) 1.2...(n—1) U

Bioragc pochodng tej funkcji, i przy rézniczkowaniu
uwazajac, ze x jest iloscig statg, czyli pochodne f(x) sa
zerami, otrzymamy:

y!(a):'
Gdy za a wezmiemy a-\-6(x—a),

) d(x

1 G A myln-vgida =

(X— a)n—1 {n— 1)(® —0)n—2

po dodaniu podobnych funkcji, w ktdrych kazden wyraz
oprécz przedostatniego, znajduje sobie rowny z przeciwnym

znakiem, wypada ~E2— P HfOO(a)
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to

<n<,+e{x-a)]=-[xt°2 9™ ] "1 > »>[«+»(*-<m)]

czyli
go'[a-6a—a)]
=  (»-a-ftr+a<»)rLyw{a+ ((a_ B]
1.2... (n—1) B AV )’
lub

SP'[a+e(al—1)]

= -p 1.0 (n—n) > c+,(*-a)i
a ztad wzor (4) da:

9(d) = I(°
a tym sposobem wzor (2) zamieni sie na:

(?2) /7 (*)=/(<*)+ -7~ = 21 /m («)+

rl1.2..(n—I1/
|- y(mlo~gna)]
‘ 1.2...(/»—1)
a za$ gdy 0,

() Ax)=1(o)+ £/(0) + -"-/"(0)+

....... e e [U -1) (0)-L. (1~ Qn=}xn , AN){OX).
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EOZDZIAL IX.

Twierdzenie Maclaurina 1 Taylora.

52. Jezeli przy wartosciach na x zawartych miedzy
pewnemi granicami, i przy wartosciach na 0 mniejszych
od jednosci, jedne z wyrazen:

Xn .
1.2.nf<MM .. (i),
xn ]

1.2..(n—1) (1_0)n-¥(n)(0a)....(2),

maleje nieskonczenie, gdy n wzrasta, to przy n—oo
w réwnaniu [A] lub (a), takowe zamieni sie na szereg:

ktérego wyrazem gtéwnym jest:

Szereg ten (3), ktéry przy warto$ci na x zawartej
miedzy danemi granicami jest zbieznym, to jest przed-
stawia summe rowng Ax), stanowi szereg Maclaurina.

Poniewaz utamek

xn N
1.2.n 0
*) tatwo jest okazaé, zc utamek — staje sie zerem

przy n—c Uwaz'ajmy iloczyn:

i—m-F- i) = Mn—mo-f-m = 4wn—4m’-)-4m _

4 m—4m, -J-4m-j-rc, - Fw-f-1— +1)
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znika przy wartosci n ~ ®o, to widoczng jest rzecza, ie
w przypadku, gdzie ilo$¢

/C'O(0af),

zachowuje warto$¢ skonczong, gdy n nieskonczenie

Widocznie iloczyn wzrasta, gdy i m wzrasta, a maleje, gdy
m maleje. | tak gdy m=1,
tn(n—m-f-1) —m, przy rn=2,
rm(n—m-\*\)=2(n—1), gdy m—3,
m(n—m-f-1)=a3(«—2) i t. d.
Lecz poniewaz pierwszy iloczyn mniejszy od drugiego,
drugi od trzeciego i t. d., to tem bardziej:
n<2(n—171)
n<3(«—2)
Q<4(rg/o—3)

n=mn
h"<(1.2.3 ..nj1

71

czyli w2< (1 .2.3...1),

mniejsza jest od

To za$ drugie wyrazenie jako utamek w potedze n staje
sie coraz mniejszem, gdy n wzrasta, a wiec tem bardziej
i utamek:

1.2 ...n
do zera sie przybliza, gdy n wzrasta nieoznaczenie.
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wzrasta, wyrazenie (1) do granicy zero sie przybliza
czyli szereg

m SV m ) Sx A /() e S r T A o 7 (0) )

jest szeregiem zbieznym, to jest sprawdza wzoér (3).

53. Przyktady. Wezmy funkcje
1) ex, cos#, sin#,
ktérych pochodne rzedu ntes® sg:

«* cos|#+"j, Bin|*+eJ,

a ze te ostatnie pozostajg skonczone przy jakimkolwiek
X, gdy n wzrasta, to podtug twierdzenia Maclaurina mie¢

bedziemy:
I B2 M3

e* = 1 + o+ X ¥ + 7N 3 F <4 >

SinX—~ — % 3 H-g5355— @

We wzorze (4) podstawiwszy zamiast X iloczyn
xI(A), czyli uczyniwszy:
exU—AX,
bedzie:

4% =1 +/~ U +-AL(L1)*+Til2<(M)*4d-... (7).

Teraz rozbiezmy ten przypadek, w ktérym funkcja
f(n)(Qx) staje sie nieskoriczong wraz z w, a twierdzenie
Maclaurina ma jednak miejsce.

| tak niech bedzie:

2) I'd=((1+*),
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i Ze na zmienng X nadaje sie wartos¢ liczebna mniejsza
od jednosci, to znajdzie sie

fw (x)== ;

[ ! 0+*)"
a poniewaz stosunek

1.2.3.. (h—1)
“(l+a)» ’

zawsze jest wiekszy od iloczynu (str. 135)

Nn—

(I-j-#)'1 1-j-aM i-\-x '
ktéry zwieksza sie nieoznaczenie wraz z n, to toz samo

powiedzie¢ mozna o funkcjach (9%).
Wyrazenie zatém drugie stanie sie:
xn (I_ 0)n-lI Xn | \n
“ (I+ex)n 1—e\ l+ex ) ...

a poniewaz utamek:

1—6 —1 0(14-3)
1-fea (1+7)
jest liczbg mniejszg od jednoSci, to widoczng jest rzecza,

ze wyrazenie (8) znika przy n~ao. Dla wszelkich wiec
warto$ci na x zawartych miedzy granicami —1, -(-1
mamy:

<L+ *> =T -T+T-T + ... w
Jezeli warto$¢ liczebna zmiennej x stanie sie wieksza
od jednosci, wtedy wyraz gtéwny szeregu
X X2 a3 X4 Jn.

to jest:
+ 21,
n

18
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przybliza¢ sie bedzie przy wartoSciach wzrastajgcych
na n do granicy £+00 a tem sam¢ém iszereg (10) bedzie
rozbieznym.

Jezeli we wzorze (9) przypuscimy, ze xzzz—1 na-
stepnie x ~\, to bedzie:

(0)= - (i+i-ti-t-L+ ..)=-~

Dajmy teraz, ze
3) f(x) — arc tang
to podiug znanego wzoru (w Nrze 47 przykiad 5) wy-
razenie (1) zamieni sie na

i1-9 XV -1)-n\-{I-\-GxVrAT)-n R

~N 2 Ll <
Niechaj pni beda dwie ilosci rzeczywiste, ozna-
czone przez réwnanie:
n—{l+9xV ~D-rEpmtgnV = i (12),
to bedzie widocznie:
F(l_ exV~"i-"=pn—gnv”~~l..... (13),
a nastepnie:
(1—»xK -1)-"+ (1 +9sK —1)-n_,,
ir i [ I (J -

Ze wzoru (12) i (13) mamy:

L+q ,\
lub



Jezeli nadamy na zmienng x warto$¢ liczebng mniej-
szg od jednoSci, to warto$¢ dwumianu (15) stanie sie
widocznie zerem przy n ~ 00, a tem samem i wyrazenie
(14). Bedzie zatem:

arc tang x—x—_3 £ 2
Gdy wartosé na x staje sie wieksza od jednosci, to
ten szereg jest rozbieznym, bowiem utamek:
xn
n
przy wzrastajac¢j wartosci na n przybliza sie do co.

Rozwinmy teraz funkcja.

4) 1(*)=(1+7)«*,
gdzie m jest iloScig statg jakgkolwiek, pochodne takiéj
funkcji sg:

fo)=m{\-\-x)m—=f'(x)=_m(m—N{-f-®)™* 2, ......
f(n—) (X)=m(m—1D(m—2)....... (m—n-]-2)(1-]-")'»-»+1
f(n)(9X)—m(Mm—I)(m—2)....... (m—n-j-D)(I-f-Qx)m-"
/(0)=1, f{O)—m, /"(O)zrro(m—1),.......
(0)=rm(m—1)....... (m—n-)-2),
a nastepnie

(L-|]-sr)nrz 1 AN 22

1.2...(n—1) A

~

Dajmy najprz6d, ze warto$é liczebna na x jest wie-
ksza od jednosci, to szereg powyzszy bedzie rozbieznym.
Mamy bowiem wyrazenie dwo6ch nastepnych wyrazéw:

7 . min—1).,(m—p+1)
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Poniewaz ten stosunek, gdy p wzrasta, przybliza sie
do —x a x> 1, to szereg powyzszy jest rozbieznym.

Gdy przeciwnie x<C.l, to szereg wspomniony jest
zbieznym i ma za summe (1-j-")77k

Tutaj moga by¢ dwa przypadKki:

1) jezeli C>0, to wyrazenie (1) da

m(m w+l) (?)>
1*2.3 ... 2
czyli
N~ 1T \mm
1.2...n j

Gdy i<Cn to pierwszy czynnik tego wyrazenia musi
byé przedstawiony w ksztalcie:
m(m—1)... (ro— T-y m—ix m—i—1r

1.2...% f-fl t-f-2
m—n-j-1
e.» e m mm —X*
1

Te ostatnie czynniki przyblizajg sie do —x, a przy-
jawszy i dos¢ wielkie i gdy k jest liczbg dodatng mniej-
szg od jednosci, lecz wiekszg od x, to warto$¢ na i mo-
zna obrac taka, izby kazden z tych czynnikdw byt mniej-
szy jak k (bez wzgledu na znak), a tom samém ich iloczyn
bedzie mniejszy jak&”~", czyli tak maty jak tylko chcemy.
lloczyn wiec:

m{m—I)...(m—n-fl) x,,
1.2...n

bedzie tak maty jak tylko chcemy, gdy n wzrasta. Co

sie tyczy czynnika ii?l\.)_( IYV_ poniewaz jego wykia-
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dnik staje sie dodatnym, to réwniez gdy n wzrasta, on
przybliza sie do zera, jezeli 9, ktorej warto$¢ zalezy
od n, nie przybliza sie nieoznaczenie do zera. Z tego
wynika, ze wyrazenie (17) czyli reszta szeregu (16) przy-
bliza sie zawsze do zera, skoro n wzrasta, czyli ze
summa tego szeregu jest (I-\-x)nl, gdy £<1 lecz dodatne.

2) Jezeli warto$¢ na x jest ujemna, wtedy uciekamy
sie do innego ksztaltu na reszte szeregu, a mianowicie
bierzemy pod uwage wyrazenie (2), ktére tutaj przed-
stawi nam wzor:

1.2... (w—1) 1 1 v '
Jezeli przypuscimy, ze x ~ —z, to otrzymamy w miej-
sce powyzszego wyrazenia:
n+1)z,(1_en_t (I-flz)”- 1
1.2...(«—1) (1—9z)+1"
lub

1.2...(n—1) \1—9zj v } K h
pierwszy czynnik zbliza sie réwniez do zera, gdy n wzra-
sta, jak to wyz¢j uwazalisSmy.

Z inn¢j strony uwazajgc, poniewaz -— — <11, to

teinbardzigj f-l——i I _1jest mniejsze od jednosci.
Czynnik za$ (1—9z7)m—1< 1, jezeli m—1jest doda-
tne a<'Q —-ji— 1 Jes™ulemnei w °bu wiec

razach jest iloscig skoilczong. Wyrazenie zatém (18)
moze stac sie mniejsze od kazdej danej ilosci, jezeli njest
dos$¢ wielkie. Z tego wszystkiego wypada, ze gdy x za-
wiera sie miedzy —1i -2 to zawsze mamy przy jakim-
kolwiek m:

(i-*)-=i+»«+271)*;+ *»+-



53. Przypusciwszy teraz, ze przy wszystkich warto-
$ciach na x zawartych miedzy X—a, x~a-\-h i przy
wartosci liczebnej 9 mniejszej od jednosci jedno z wy-
razen

E£=AI»W [a+S (*-<i)] o (19),

9Ge~ )].enen (20)’
zmniejsza sie nieoznaczenie, gdy n wzrasta, to przy-
jawszy n—co roéwnanie \B] i ([3) Rozdziat VIII, wyda:

A*Xy=M+ -Y 2I'(»)+ ¢"-V («)+ ... (2i),
Uczyniwszy za$ X—a-\-h bedzie:
f(a+h)=f(a)+ ~f{a) +
Nakoniec jesli w tem réwnaniu, zamiast o, oznacza-

jacego wartos¢ szczeg6lng X, napiszemy X, to otrzy-
many wzor

f(x+h)=f(x)+ A/(*),+-£_/1"(*)......

istnie¢ bedzie zawsze, gdy funkcje

CI(RHF)> [(*+*)> F\ xJrz)
sg ciggtemi miedzy granicami 2=0 i 2~/i, a jeden zilo-
czynow

na jakie przeszty wyrazenia (19) i (20) zniknie przy,
n—oo, szereg za$ zbiezny

& ,.r.s N *3
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majacy za wyraz gtowny
hn
1.2.n v
i ktérego summa wyrazow réwna f(x-\-h) stanowi tak
nazwany szereg Taylora.

Przyktad. Niech danemi funkcjami beda:
1(x), X+
to gdy przyjmiemy h<”~x wtedy bedzie:

N*HF)SLORA VI F VN

fr)r— A o f 1i A -2 A+ jfolT1l)Xv-"hiA-
(ar-f7t) 1 111012) A

J 2) ~-3731 ...
~ 1.2.3 A

55. Widoczng jest rzeczg, ze szeregi Maclaurina
i Taylora zastosowac sie daja dla funkcji majacych
warto$¢ urojona. | tak niech bedzie:
fX)=<p(x)+x(x)V ~ 1,
<p(X) i X{x) oznaczajg dwie funkcje rzeczywiste zmien-
néj x. Jezeli 0-<l, a jedno z wyrazen:

a.

sprowadzi si¢ do zera przy wartos$ci nieskoriczonej na n,
to bedzie:

(1—6)n-"(p(nN(9x),

«<*)=SP(0) + £ y'(0)+ JL . *"(0)4 . (22)
podobniez jezeli jedno z wyrazen

XK %W9 ,
1.2..n &0
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Xn
1.2..(n—1)

niknie przy n~oo to znajdziemy:

(€)= x(0)+-1 x‘0) + -py X"(0)+...... (23)
Z wzoréw za$ (22) i (23) wypada:

+Y[9)(0)+1/ —1Z(0)]+-~[5P"(0)+K~™1 noyif....

Przyktad. Jezeli przypuscimy

1) f(x)~ cos.'v-\-V—Isin.x,
to otrzymam}’:
cosa:-}-!/—1lsinx~1-\- —}'—1 X
1 1.2
4
X /=11 X L
1.2.3 1.2.3.4 ...

2) f{x)—eaj'{coBbx-\-y —1ginbx),
gdzie a i boznaczaja dwie state rzeczywiste, to
f {x)—eax.a(cos bx-\-V'— 1sinbx)-\-
_j_eaa-(—sin bx-\-1/—1 cos bx)b,
~ e gr(a cos bx-\-a}/—1sin
- AN [sinb x (VA1) 2b-\-b[/ — 1 cos bx],
— 1) cosbx-\-(a-\-b\/—1)sin bx]/—1],
zr(a-f61/ —I)(cos bx-\-]/—Isin bx)eaT,

czyli
f(x)=(a+bV —iy(a?),

podobniez sie znajdzie:
fix)-{a”"bV~"(x)-(aA-bV-\YF{x) it. d.
f<n)(x)={a-{-bV—\)f(x),
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ztad
[(0=t, m=a+bV=l, f-(0=(a+bV~t)\.
f(n)(0)={a+bV—I)n.
Wzér wiec Taylora daje:
eax(cos bx-\-]/— 1sinbx)—

lg+bV—1j~ (@bV ~ ?x2%

(a+bV=T)*
+ 1773 + o
Gdy ax—p, bx~q, to mamy:

e?(cose-}-"—*sin?)—

—i ,p+tgK " i CP+gKAT)2 , (p+tfK111)3
~ n 1 1.2 ~ 1.2.3

KOZDZIAL X

mtézniczki funkcji wielu imiennych. Pochodne

czfaciowe) (partielles) rézniczki czesciowe.
Niech bedzie:
«=10,21/,s,........ )

funkcjg zmiennych niezaleznych x,y,z,__ Oznaczmy
przez i przyrost nieskonczenie maty nadany jedndj ja-
kiejkolwiek zmienns$j, a przez

(p{x.y,z....... ), X(X,Y,Z....... ), rp(Xy,z........ ) P
granice do ktorych zblizajg sie stosunki:

f{x+iy.zees)—4O w ...)
t
/IOW --0 ; f{xW)Ari,...)—f(xlylz...)

19
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wtedy gdy i przybliza sie nieoznaczenie do zera.
@(x,y,z...) jest pochodng wyprowadzong z funkcji
u~f(x,y,z.uwazajgc tylko a; 2a zmienng, za$ inne
y,z... za state ilosci, i ta téz pochodna nazywa sie po-
chodng czesciowg dla u wzgledem x. Podobnie
XAx,y,z...\ ip(xy,z...

sg pochodnemi cze$ciowemi funkcji u wzgledem zmien-
nychy,z,

Uwazajmy teraz, ze nadane sg na zmienne Xx,y,z,
przyrostki jednoczesne A#,A#,Az,... iniech A u be-
dzie przyrostkiem jednoczesnym, odpowiednim funkcjim,
tak iz mamy:

Nu=f{x-\-Ax,y-\-At/,z-fAz)—{x,y,z...) ... (1)

Jezeli wartosci na A#,A*/,A z/sg skonczone, to
i warto$¢ na A u z rébwnania (1) jest skonczong; jezeli
znoéw przeciwnie A#,Ay,A z,... sgilosci nieskonczenie
mate, natenczas gdy przyrostki

A#AjIAzZ ... Au

przybliza¢ sie bedg nieoznaczenie i jednocze$nie do
granicy zero, to ich stosunki przybliza¢ sie mogg do
granic skonczonych, bedacych stosunkami granic tychze
przyrostkbéw. Przy powyzszém zatozeniu, jezeli chcemy
otrzymac ilosci lub wyrazenia algebraiczne mogace by¢
uwazane za rézniczki zmiennych x,yizf... lub funkcji u,
a tem samem oznaczone przez dx,dy,dz...du, potrzeba
wedtug tego co bylo powiedziane w 1 rozdziale, wy-
braé te ilosci i te wyrazenia w taki sposéb, izby stosunki
miedzy niemi byty doktadnie rowne stosunkom granic
wyzej wspomnionyck przyrostkéw.

Gdy zmiennex,y,z,... sg niezalezne, to iich przyrostki
odpowiednie A<£,A«/,Az,... bedg rowniez zupetnie nieza-
lezne, otrzymamy wiec rézniczki dx/dyldz,
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Co sie tyczy rozniczki clu, takowa wyprowadza sie
na mocy nastepujgcego rozwigzania.
Gdy przybliza¢ bedziemy do zera przyrostki
AxIAy,Az,..... Au,
to one widocznie stang sie proporcjonalne do
dxldyldz,....... du,
bowiem gran. Ad G :
Ay dy
Jezeli wiec oznaczymy przez a jeden z tych sto-
sunkow

AX Ay Az Az
dx > dy 5
np.~L, .(3)
to gdy a do granicy zero przyblizac¢ sie bedzie, wtedy
Eju—gran.A—u, du~ gran. Aw
dx A X Aa;
czyli dx

du~rgran. Aa U.... (4)

Tym samym sposobem znajdzie sie

dy—qgran. -~L,dz—gran. ... (5)
podtug za$ zatozenia
dx—" - 6
)

Skoro we wzér’(4) podstawimy warto$¢ na Au z ro6-
whnania (1), to bedzie:
dit_ cri,, f(x+Ax,y-\rAy,g4-Av>) ~f(x,y,z...)..."
«
pozostaje tylko szukaé granicy, do ktor¢j zbliza sie
druga stronardéwnania (7), gdy (przypusciwszy A x~<xdx)
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przyblizaé bedziemy a do granicy zero. W tym celu,
jezeli w funkcji

bedziemy zwieksza¢ jedne po drugiej zmienne Xx,y,z,—
oilosci Ax,Ay,Az,... it d., tobedzie podtugwzorust. 94
f(x-\-Ax,y,z,...")—{x,ylz,...)—Ax(p(X-]Jr A AX,y,z,...)
f(x-\-Ax,y-{-Ay,z/..)<H(*-+-A X,y,z,..)=
—AyYX{XA-AxkJIrGAy>z,..)
H{x-\-Ax,y-{-Ay,z-]r Az,...)—{x-\-Axly-\-Aylz,...)
—AzZ*t>(x-\-Ax,y-\-Ay,z-\-0zA z,...)
it d

elie2,ez,... oznaczajg liczby zawarte miedzy zerem
ajednos$cig. Po dodaniu powyzszych rownan wypada:

(8) Kx+ A xly-\-Ay,z-\-Azl...)—(x,ylz,...)=
=ZAXNMN{XA-eAxly,z,. ) r Ayx{x-\r A x ly-\-d1A y IzI...)Jr
A-Azy(x-\-Ax,y-\-Ay,z-\-e3A z,..)

dzielgc nastepnie przez a obiedwie strony rownania (8),
potém przyblizajagc a do granicy zero, ze wzgledu naro-
wnanie (5), (6) i (7), bedzie:
(9) du—(p(x,ylz,...")dx-{-x(x,ylzl...)dij-\-ip(x,y/zl...)dz-\-...

Przyktad.

1) Gdy u—x-\-y-\-z,

>W )=g=i,

(WA= 1,

zattm du=dx-\-dy-\-dz.
2) Podobniez sie znajdzie:
d(x—y)~dx—dy.
3) d{ax-\-by-\-cz)—adx-\-bdy-\-cdz.
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4) d{xa-\-yb-\-zc)=r lrcla — -f-&— -j-c—V
) d{xa\-yb-\-zc)=rxry { X y J-e—)

5  d(x\=& ~ xdy .
\y I y

6) dx'J—yxy—xdx-\-xVI(x)dy.

57. Wiadomo nam juz, ze rézniczka funkcji réwna
sie roznicze zmiennéj, pomnozonc¢j przez funkcjg pocho-
dng; w rownaniu zatem (9) wyrazenia

P(xJJ,z.~)dxIx(x,ylz,...)dyIxp(x,ylkz,...)dz i t. d.
63 rozniczkami funkcji, pierwsza wzgledem saméj zmien-
nej x, druga wzgledem tylko y, trzecia uwazajac tylko
Z za zmienng i t. d., czyli sg tak nazwanemi rozniczkami
czescioicemi funkcji u Wzgledem zmiennych x,y,z,... i dla-
tego mozna je oznacza¢ w nastepujacy sposob:

dxu,dyudzy, ........
zatém (p[x,yp,..)— -ig- \
/ \ dw \
(11).
, ,  dzu \
XX :_*-)

Rownanie wiec (9) przedstawione by¢ moze w je-
dnej z nastepujacych postaci:
du—dxtt-djju4-dzii4—......(1")

du=d§iX+J&dyLdy+AHZI-dz+ ....... (13).

Czesto dla skrocenia opuszczajg sie gtoski mate
u dotu litery d napisanej, lecz wtedy nie nalezy rozu-
mie¢ wyrazen:
du du du
di* Ty ...
za ilorazy z du przez dx, przez dy, przez dx,.... lecz
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trzeba uwaza¢ takowe za funkcje pochodne funkcji u
wzgledem zmienn¢j x, wzgledem zmienndj y, wzgledem
zmienn¢j z,___ Przy takiem znaczeniu réwnanie (13)
zamieni sie na nastepujace :

du—~ dx+ 2 dy-\-~dz+ ... (14)
1 \Y

ax 1dy 1ldz
58) Wskazemy tu sposéb znalezienia rozniczki zu-
petn¢j du, ktory i w dalszym ciggu nauki bedzie miat
zastosowanie. Wiadomo nam, ze wzdr (7) bedzie spro-
wadzony przy wartosciach na
/\x —adx,\y~"xdyl/\z=adzlI...(15),
gdy a jest iloScig nieskonczenie matg i takg, ktéra znika
wraz z A*»AH,A3,....... , czyli mie¢ bedziemy:
(ju__gran. (16).
a
Jezeli w wyrazeniu f(x-"*~adx,y-\-ady,z-A-adz,...) uwa-
za¢ bedziemy a za samg zmienng i nastepnie uczynimy
J{x-\-adx,y-\-"xdylz-t-udz, ...)=% ).... (17)
to bedziemy mieli

u=F(0),
Au=F(a)-F(0),
a nastepnie
du~gran. . —F'(0).... (18).

Chcac wiec mieé rézniczke zupetng du, potrzeba
znalez¢ warto$¢ szczeg6lng pochodnej funkcji F(a)
wtedy, gdy a—~0.
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Uzycie pochodnych czgstkowych w rézniczkowaniu
funkcji nierozwinietych.

59. Niechaj
S~F(uiviwl....... )
bedzie funkcjg zmiennych u,v , ktdére sg rowniez
funkcjami zmiennych niezaleznych x,y,z>_

Jezeli oznaczymy przez Aa; /\y, Ag,... przyrostki bez-
wzgledne jednoczesne zmiennych xiy,z,... to zwigzek po-
miedzy odpowiedniemi im przyrostkami Au,Av,Aw,...
...As, funkcji u,v,wr..s wyrazi wzor:

A$=F (u-\-Au,v-\-Aviw-\-Aw,...) —F(u,v,w,...) (19).

Dajmy nastepnie, ze

(f{u,v,w. ), x{u,v,.w—y(u,viw.
sg pochodnemi czesciowemi funkcji F(utv,w,,..) wzietemi
pierwsza wzgledem zmiennej u, druga wzgledem zmien-
nej v, trzecia wzgledem zmiennéj w, i t. d.

Poniewaz rdéwnanie (8) ma miejsce przy jakichkol-
wiek warto$ciach na zmienne Xx,y,z,... i ich przyrosty
A.r,Ay;A z...to wstawiajgc zamiast x”,,..ilosci u,v,w,...
a zamiast/ piszac F bedziemy mieli:

F(u-\-Au,v-\-Av,w-\-Aw,...)—F(u,vwr.)=:
Am<p(m+6&i A u,v,w,...)-}-Avx(u-f Au,v-\-e.1Au,u’l...) -j-
A-Awip(u-\-Au,v-"r Av,w-{-e3A uj,...) (20).

W tém ostatnicm réwnaniu sg liczby
mniejsze od jednosci.

Jezeli teraz przypuscimy, ze

Ax=adxlAy=adylAt=adz/.. (21),

gdzie a ilo$¢ nieskonczenie mata, to bedzie na zasadzie
wzoru (16).



Dzielgc nastepnie przez a obie strony réwnania (19)
i przeszediszy do granic wypada:
d$=(p{u,viw,...)dii-\-x{u,v,w,...)dv-\-rp{u,v,w )dw ....
Tutaj rézniczki dutdv,dwt... nie sg iloSciami niezale-
znemi, ale owszem sg to nowe funkcje zmiennych nieza-
leznych potgczonych w pewny sposéb ze statemi
niezaleznemi dx,dy,dz,...

Réwnanie rézniczkowe.

60. Niech r bedzie drugg funkcjg zmiennych nieza-
leznych x,y,zr.. to jezeli mamy

wtedy
ds=dr....... (23).
W razie szczeg6lnym, gdy r sprowadza sie do zera
lub do ilosci statej c, to
5=0 lub s—c, dr~ 0 (24),
a za$ rownanie (23) zamienia si¢ na
ds—O0 ....... (25).

Rownanie (23) i (25) nazywajg sie rownaniami ro-
zniczkowemi. Drugie z tych rownan moze by¢ przedsta-
wione w ksztatcie

(p(uNlw,...)du-\-x{u,v,w,...)dv-]-rp(ulv,w,...)div-\-...—0
i istnieje w tym nawet razie, gdy jedna jakakolwiek
z ilosci sprowadzi sie do jedncj jakiejkolwiek
ze zmiennych niezaleznych, x,y,s,...
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Ltak np. gdy F(x,v)—O0 to
F{xIv)dx-\-x{x,v)dv=10,
a jezeli F(x,y,w)—0, to
(p(X,y,iv)dx-\-x{xly w)dy-\-ip{xly,iv)dw—S§ i t. d.

W tycli ostatnich rdwnaniach v jest widocznie funkcja
nierozwinietg zmiennych xty i t. d.

Podobniez gdy przypuscimy, ze zmienne Xx,ylz....
przestajag by¢ niezaleznemi, a zwigzek miedzy niemi wy-
raza rownanie ksztattu

f(*.y,t....... )=0 (26),
to jak wiadomo bedzie
<f(xylzr..)dx-]r x(xlylzr .)dy-\-xp{xlylzl...)dz-\-...—0 (27);
za pomocg tego roéwnania mozna oznaczy¢ rdézniczke
jedns$j ze zmiennych uwazanej jako funkcjg nierozwinietg
wszystkich innych. | tak np. gdy
x2-\-y2=a?2
to bedzie 2xdx-\-2ydy—O0,
czyli xdx-\-ydy=zQ,
zkad
dy—~ dx.

y
Przypusciwszy teraz

y2—x2—a?
zkad ydy—xdx~0,

dy=z~ dx.
Ze za$ zréwnan danych \)/vypada
y—=* ]/a2—®2,
y—nzV a2-\-x2
to dy—d(ya2 X'2) ~ ------ Xdx—
1 Vaz W

20
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a w drugim razie
xdx
V a2-\-x2
Podobniez gdy
*2+2/2+z22= a2
to xdx-\-ydy-\-zdz—2Q,
zkad dz~r----—dx— "—du.
z z
Gdy oznaczymy f(x,y,z...) przez w, to rGwnanie (2G)
i (27) przyjmie ksztatt
wzzO, du—O0....... (28).

Je-zeli za$ zwigzek miedzy zmiennemi xy,z... zamiast
wyrazi¢ sie przez jedno rownanie ksztattu u—0, wyraza
sie dwoma réwnaniami tegoz rodzaju jak np.

ttrro, ... (29)

za pomocag ktorych mozna bedzie oznaczy¢ rézniczki
dwoch zmiennych uwazanych jako funkcje nierozwiniete
wszystkich innych.

W ogo6lnosci jezeli zwigzek pomiedzy zmiennemi
X,y¥,Z2,— ktdrych liczba jest n, pokazuje m réwnan

u~0,v=0, w—0it d (31),
wtedy bedzie w tym samym razie m réwnan rozni-
czkowych
du~0, dv~0, dw—0it. d. (32),

za pomocg ktérych mozna bedzie oznaczy¢ rézniczki m
zmiennych, uwazanych jako funkcje nierozwiniete wszy-
stkich innych.
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Twierdzenie funkcji jednorodnych.

61. Zasady powyzsze postuzg nam do okazaniawa-

znego twierdzenia, nazwanego twierdzeniem funkcjije-
dnorodnych.

Mowimy, ze funkcja wielu zmiennych jest jednoro-
dng skoro mnozgc wszystkie zmienne, jakie ona za-
wiera przez jeden i ten sam czynnik, otrzymamy na wy-
padek warto$¢ pierwiastkowg funkcji mnozong przez
pewng potege tego czynnika. | tak funkcjaf{x,y,z....)
jest funkcja jednorodna,.gdy mamy:

f{tx ty,tz...)=:t«f(xl,z,...) (33),
a jest stopniem funkcji.

Twierdzenie. Jezeli pomnozymy pochodne czescioiue
funkcji jednorodnej stopnia a przez zmienne im odpo-
wiednie, to summa tak odpowiednich iloczyn6io bedzie
réwng iloczynoioi wypadtemu z pomnozenia tejze funkcji
przez a.

D owodzenie. i{=/(£,?/,0,...)
jest funkcjg dang, a

(AX)y,z..)L Xxykz....), D(xy,z....)j...
jéj pochodne czeSciowe wzgledem xly,zl... i t. d.

Jezeli rézniczkowac bedziemy obie strony réwnania
(33) uwazajac tjako zmienng, bedzie:

<p(txltyltzl...)xdt-\r x (txltyftzl...)ydt-\-xp(txltyltzl...)zdt

) —ata—F(x,y,z,...)dt.

Potem dzielgc przez dt, a nastepnie przypusciwszy
t—1 bedzie:
x<f{xlylzl...)-\-yy{xlyfzr .)A-zy{xlylzl...)A-...=af{xlylzl..){te)
lub co na jedno wychodzi:

du . d_u+, _cli_u+, 35
Xa.)'( ay SdZ ........................ ( )
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W niosek. Dla funkcjijednorodnej stopnia zero bedzie:
x QU dutodugt =4 @)
dx dy dz

I*rzyklaily. Jezeli

u—I/2(Ax2-\-By2-\-Cz2-{-2Dyz-\-2Ezx-{-2F xy)>
to na mocy réwnania (35)
{Ax-\-Fy-\-Ez)x-J (Fx-\-By-\-Dz")y-\-(Ex-\-Dy-\-Cz)z—

AxX2+By2+Cz2-\-Wyz+2Exz+2Fxy.

Przypusciwszy za$

gdzie stopien funkcji jest zero, to réwnanie (36) daje:

ROZDZIAL XI.

Ro6zniczki nastepne i pochodne réznych rzedoéw
litiikeji wielu zmiennych.

62. Niechaj bedzie:

funkcja wielu zmiennych niezaleznych x,y,z,...

Jezeli rézniczkowac¢ bedziemy kilka po sobie razy
te funkcja, wzgledem wszystkich zmiennych, lubjedncj
ktorejkolwiek z nich, wtedy otrzymamy funkcje zwane ro-
zniczkami nastepnemi zupetnemi lub czesciowerni danijfun-
kcji. Mozna nawet rozniczkowac¢ raz wzgledem jednej
zraienncj, nastepnie wzgledem innej i t.d., awkazdym razie
wypadek z jednego, dwoch, trzech i t. d. r6zniczkowac.
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zowie sie rozniczkg pierwszego, drugiego, trzeciegoi t. d.
rzedu.
| tak rézniczkujgc kilka razy wzgledem wszystkich
zmiennych, utworzg sie rozniczki zupetne:
dufiduflddufldddu,.......
czyli diifd ufd®u”u it. d.
RoOzniczkujagc za$ kilka razy wzgledem jednej zmien-
nej np. X, otrzymamy rozniczki czesciowe:
dxuldxdxutdxdxdxu,dxdxdxdxu l
lub dxutdx*u,dx3u,dx4u .......
W ogo6lnosci gdy n jest liczbg catg, to rozniczka
zupetna rzedu n bedzie d"'u, a odpowiednia cze$ciowa
wzgledem jedn¢j ze zmiennych X,y,z,... bedzie:

dludy,d> , ...

Gdy rézniczkowaé bedziemy dwa lub wiecej razy
wzgledem dwoéch lub wiecej zmiennych, otrzymamy r6-
zniczki czesciowe drugiego lub wyzszych rzedéw, mo-
gace by¢ oznaczone przez

dxdJuldyd.rudxd-uf/ ....... dxdyd*u........

63. tatwo tu jest okazaé, ze rézniczki takie zacho-
wujg tez same wartosci, chociaz rézniczkowanie w ré-
znym porzadku, ale zawsze wzgledem tych samych
zmiennych, wykonaném bedzie np.

dxdyU—dydxu ..... (1)

I tak niech A xu jest przyrostkiem f(xly,z/..."), gdy
tylko x o ilo$¢ nieskonczenie matg adx zwiekszamy, to
bedzie:

AxU=f(x-\-adx,y,zf...)—f(x,y,z,...) (2)

dxu~rgran. ™ xU .
7
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Uwazajac dyu jako nowag funkcje, to przyrost tej
funkcji wzgledem jedn¢j tylko zmiennej x wyrazi sie
przez:

N\xd,jUu=du{uA-/\xu)—dyu—d,j*xu (3)
dzielgc przez cwypada:
Z\.rdlJ __ dinSa-U
a

AL,
"a

Przyblizajgc nastepnie a do granicy zero, otrzymamy
rownanie (1). Podobnie sie znajdzie:

dxdzu—dzdxu/dydzu ~ d zdyuf .......

Priykiad. u~ arctang—= .

y

dxu~ - y— dx,dju= — X dy,
SQ_ny L+ oy 2

dlldxuz=zdxd,,u= ®— dxdy.

j (x2+t/2r

Toz samo prawo da sie zastosowac i w tym przy-
padku, gdy rézniczkowanie odbywa sie wiecejjak wzgle-
dem dwdch zmiennych. | tak aby okazaé, ze:

dxd,jdz u—d.d,jdxu,
uwazam ze: dtbzu—dzdyu,
wiec dxdydzu—adxdzadyU,
nastepnie widzimy; ze
dxdzu—dzdxu,
zat¢m dxdydzu =dzdxdlu,
a poniewaz dxdyu~dydzu,
to dxdydzu—dzdydxu.

64. To twierdzenie ma miejsce i w tym razie gdy wzgle-
dem kazdéj zmiennej wieccj jak jedno rézniczkowanie sie
wykonywa. | tak jezeli I, m, n sg liczby cate i pokazu-
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jace liczby roézniczkowali wzgledem zmiennéj X)y,z,...
to piszac przez skrocenie, mie¢ bedziemy:
didy:.M=d[4!d]..u—dy }d}...u=...

65. Poniewaz z rdzniczkowan funkcji zmiennych
niezaleznych Xx,y,z,... wzgledem jednej z nich otrzymu-
jemy nowga funkcjg mnozong przez state dx,dy,dz,... aze
przy rézniczkowaniu iloczynu ilosci stale pozostajg nie-
zmienione, to przy nastepnych rézniczkowaniach lwzgle-
dem zmiennej X, m wzgledem zmiennej y, n wzgledem
zmiennéj z, czynniki dx,dy,dz,... jako state bedg w po-

tegach tak wiec rézniczka

<d":d:...
bedzie iloczynem z nowej funkcji zmiennych Xx)y,z,...
przez wspomnione potegi czynnikéw dx,dy,dz,... Ta

nowa funkcja nazywa sie ‘pochodng czesciowg rzedu
Oznaczywszy ja przez U)(X,y,Z,...) bedzie:

dkd™d"...u= o,(x,y,z,...)dxl dymdzn.....(5)
x did’id'!l..u
aztad " Xy,z"=-S-J N r ...(6)
66. Latwo jest znalez¢ rdzniczki nastepne zupetne
d2u,d3a,... za pomoca rézniczek nastepnych czescio-
wych funkcji u lub joj pochodnych czesciowych. Wiemy
juz, ze
dunzdxU~\-d\jU-"-dzU— ........
zatém
d2u—ddu—dxdu-\-dydu-\-dzdu-\-........
zkad d2u—dx(dxu-\r d,lu-\-dzuA-..)-\-dy{dxu-\-d,jU-\-
\-dzU-\-...)—+— - Ged+=)
czyli d2u-=.d.v2u-\-d 21u-\-d-2u-\-...2dxd,jU-\-2dxd a1 -\-
-\-2dydiU-\-..... ()
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lub co na jedno wychodzi

2dxd»| dxdi, + 2djdf dxdz-f-2 dydz. A
J 1 Tz 1 dydz
Podobnle tatwo znajdzie sie d3u, d*u, i t. d.

Przyktad.
d2(xyz)—2{xdydz-\-ydzdx-\-zdxdy)
d\xyz)—~"dxdydz.

d\x 2-\-y2-\-z2— 2(dx2-\-dy2-\-dz2)
d3(x3jry 3-\-z3—Q(dx3-\-dy3-\-dza).

Rozwigzanie pierwszego przykiadu.

u—xyz.
dxu—yzdx, dx2u—0
djUu—xzdy, dy2u—0
dzu~xydz, d-2u—0
dydxu—zdydx
didxu~ydzdx
dydt u—xdydz,

zatSm d2u—2(xdydz-\-ydzdxA-zdxdy).
66. Dla skrécenia opuszcza sie zwykle w rownaniu

(6) i (8) litery u dotu znaku d potozone, przez co druga
strona réwnania (6) przyjmuje ksztah:

di+ m+ nu
dxI dymdza
a pochodne czeSciowe drugiego rzedu wyrazg sie przez:
d2u d2u d2u d2a d2u d2u
dx25 dy2 * dz2 dxdy 5 dxdz 5 dydz
pochodne czeSciowe rzedu trzeciego przez
dhi d3u d'Ju

dx3’ dxzay > dxdijdz



dxdy dxdz dydz '

Lecz niewolno znosi¢ tu rézniczek dx,dy,dz,... gdyz
dhi, dla
CUu dccclll
dx2lub przez dxdy i t p.

67. Jezeli zamiast funkcji u—f(x,y,z,...) uwazaé
dziemy nastepna:

s=F(u,v,w,...) (U)
gdzie u,v,w,... sg réwniez funkcjami zmiennych niezale-
znych x,y,z,..., to podiug znanych nam juz zasad tatwo
wyprowadzg sie rozniczki dz, d”s, i t. d.

11. p. nie oznaczajg ilorazéw z d*u przez

| tak:
(s= dF(uyvw,.)n , dF(u,v,w,.)dv
du dv
i dFjuyw™ dw+ ...
dw ,
dh_ d2F(uyvw,.)du2 ,2M(u,v,w,...)dudvv " "~ 2
du2 dudv
du t.d.oo

Zpomiedzy rdéwnan jakie mozna wyprowadzic¢
ze wzoru 12 nalezy, odrozni¢ te, ktére oznaczajg rézni-

*) Rézniczka dis otrzymuje sie, rozniczkujgc ds. Przy
rézniczkowaniu za$ ds uwazam kazden wyraz ztozony

z dwdch czynnikéw zmiennych jak np. mdu, ija-

ko iloczyn takowych rézniczkuje.
21

be-
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czki funkcji s zmiennych u,v,w,... bedacych réwniez
funkcjami linijnemi zmiennych niezaleznych x.y,z,,,.
np. niech

w—ax-\-by-\-cz-\-........ k (13)
gdzie ab,cy..k, sg ilosci state.

Ro6zniczka du—adx-\-bdy-\-cdz-\~... jest iloScig statg

a ztad rozniczki d2u,d3ul... sg zerami; tak wiec rézniczki
nastepne funkcji

F(u), F{uyv), F(uyv,w,), it d.

zachowujg ten sam ksztatt, gdy ii,v,w,... sg funkcjami li-
nijnemi.

Sposoby utatioiajgce wyszukiwanie rézniczek zupetnych
funkcji wielu zmiennych niezaleznych.

68. Niechaj funkcjg dang bedzie
u—f{x,y,z,...),
a pochodnemi joj czeSciowemi pierwszego rzedu odpo-
wiednio do zmiennych *'X)y,z,... bedg
P(XY,Z,...), W{xyz..), ip(Xy,z
Uczyniwszy jak powyzej
F(a)=f(x-\-adx, tj+ady, z-\-adz,...) (14)
a potém rdzniczkujac obie strony réwnania tego wzgle-
dem zmiennej a, wypadnie:
F{cCO—(f{x-\-a.dx, y-~ady, z-{-adz,...)dx-\-
x{x-\-adx, y-\-a.dy-\-z-\-adz,...)dy-f-
-adx, y-\-ady, z-\-adzr..)dz... (15).
Gdy w tym ostatnim wzorze przypuscimy a—a0, to
F\0")=(p(x,ylz,...)dx-\-x(xly/z,...)dy-\-ip(x,y,z,...)dz
—du (16).
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Z porownania réwnan (14) i (15) wynika, ze rézni-
czkujac wzgledem a funkcje ilosci zmiennych,

x-\-(xdx, y-\-ady, zA-a.dy......... (17),
otrzymamy na pochodna, inng funkcje tychze zmien-
nych potgczonych w pewny sposéb ze stalemi dx,dy,dz...
Z nowych za$ ro6zniczkowali wzgledem a, beda
wypadaé nowe funkcje tegoz samego rodzaju, to jest,
wyrazenia (17) beda rowniez ilosciami zmiennemi,
zawartemi nietylko w F(a) iw F*{a), lecz iw F'(a), F'"\a)
i w ogolnosci w funkcji #W(a) (n liczba catkowita).

RoOznice za$
F(u)-F (0), F(«)-F(«), F"(0)-F"(0)...F(n)(c?}-F(n)[p)...
nie bedg cz$m innSm, jak tylko przyrostkami funkcji,
F(0), /" (O). F(0)... kt6re to ostatnie sg funkcjami zmien-
nych niezaleznych x,y.z,... Poniewaz

F(cc)—F(x-\-ctdX) yA-udy, zA-adz...)

to F{Q)="f(x,y,z,...)=xi

Iy(O) gr(ana A FEO}_zzgran Am da
I?Em —gran— F(ce) ------ U —qgran A OIurrd7(]u~dli2u
u
I' (0)—gran. 5'{“)_5@_—9ran--ﬁ--q-z-‘f-—dé&~dh3]...
it d
['W (0)=gran. =
—gran, —~ —~ —dd<n-~u~dnu.

Mamy wiec:
u—F(0), du=F*(0), dhi~F "\0), d3u—F"{0)...
dru—FOO0O(0). (18).
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Dla utworzenia zatem rdzniczek zupetnych
du—d2u, d3u,...dnu,

potrzeba wyrachowa¢ wartoSci szczeg6lne jakie przyj-
mujg funkcje pochodne

F\a),F"[a\ F"(«)....... F(rofa\

w tym razie gdy zmienna « znika.

Wartosci symboliczne rézniczek zupetnych.

69. Jest jeszcze inny sposob utatwiajacy wynalezie-
nie rézniczek zupetnych, oparty na wartosciach symbo-
licznych. Wyrazeniem symbolicznem, albo symbolem
nazywamy w analizie kazde potgczenie algebraicznych
znakOw, ktore same przez sie nie ma zadnego znacze-
nia, albo ktéremu nadaje sie inng wartos¢, jak te, kto-
rgby miato, gdyby zwyczajnie byto uwazane. Rowna-
niami symbolicznemi nazywamy te r6wnania, ktore lite-
ralnie wziete, lub podtug zwykle przyjetego sposobu
oznaczenia dostownie ttumaczone, albo nie dajg zadnej
sprawdzajacej wartosci, albo zupeinie zadnego nie maja
znaczenia, lecz z ktérych mozna otrzymaé zado$é czy-
nigce wypadki, gdy albo same réwnania, lub symbole,
ktore one zawierajg podiug pewnych zasad zmienimy
lub zamienimy. Zastosowanie symbolicznych wyrazen,
albo réwnan stuzy czesto do skrdcenia rachunku, lub
przedstawienia w prostej postaci zawite do$¢ wypadki.

Miedzy symbolicznemi wyrazeniami i réwnaniami
najwazniejsze miejsce zajmujg te, ktore zwykle urojo-
nemi wielko$ciami nazywamy.

70. Oznaczmy przez «,i,.c,... ilosci state, a przez



165

p,q,r,... liczby cate, to rézniczka zupetna wy-
razenia

Mr+'gd:....,.u+HIA+'£E... M+ia™<r+'..«+ .. (1>

Podiug wiec tego wzoru wyprowadzamy nastepu-
jaca zasade, ze aby otrzymaé rozniczke zupeing wyra-
zenia, nalezy pomnozy¢ przez d iloczyn z dwoch czyn-
nikow adkdyd*“.... -f-bdgdhT,..... i u przypusciwszy d—
dx-\-dj-\-dz . a dzialajgc tak, jakby oznaczenia
d,dx,dy,dzy.. przedstawiaty prawdziwe ilosci rozne po-
miedzy sobg; rozwingé nowy iloczyn, piszac zawsze
czynniki a,6,c,... na pierwszem miejscu, za$ u na osta-
tuiérn, w koncu uwazaé, ze oznaczenia dxdydz przestaja
oznacza¢ przypuszczone warto$ci, lecz przyjmujg na-
powrdt swe pierwotne znaczenie.

W podobny sposéb powyzszg zasade mozemy za-
stosowac dla wszystkich nastepnych rdézniczek.

Wz6r (13) da sie jeszcze zamieni¢ na nastepujace
wyrazenie symboliczne:

LLutualdr, «+:i...,]=
K«e< ... + *w

Wz6r ten stanie sie doktadnym wtedy dopiero, gdy
rozwingwszy go podiug zasad algebraicznego mnoze-
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nia, uwazajgc dx,dy%dzy. za ilosci, powrdcimy takowym
znaczenie symboliczne.

Gdy do rézniczkowania mie¢ bedziemy wyrazenie:

d;cU-"~dyU-\-dzU-\-.........

to rozniczkujac kilka razy, raz poraz otrzymamy war-
tosci na rézniczki nastepne d2u, d3ur..
(dis-\-dy-\-dz-\-...)u,(dx-Ad'y-J-dz-f- --)*{dx-\-dy-\-dz-\-...)u,
(dx~\~dy-j- di-\-...){dx -(- dij-\-dz -)-e=.)(EZ®-f-C?y-)-cfe-j-..)u..itd.
lub piszac przez skrécenie:

du—{dx-\-dy-\-dz w

d2u—(dx-{-dy-{-dz-\-...yu

d3u=(dx-j-dy-\-dz-\-...)3u i t. d.

W og6lnosci gdy n oznacza catg jakgkolwiek:

dnu— (dx~\~dy-"~dz-\~-"*)ru.

71. Niechaj s~F{u,v
gdzie u,v,w,... sg funkcjami zmiennych niezaleznych
X,y,Z,... to podtug powyzszego

dmns— (dx-\-dy-\-dz-J—

Rozwingwszy te funkcjg w przypuszczeniu, ze u jest
funkcjg samej zmiennej x, v funkcjg samdj zmien-
nej 7, to funkcjg samej zmiennej z, i t. d. przechodzimy
z tego szczego6lnego przypadku do ogoélnego, kiadac

za dxu,dx2uldx3u,...duldzu,d3u,...
za dyv,dy2vfdy30,...de,dzv,d3v,...
za dzw,d-2w,dz3w, ..dw,d2w,d3w,...
t. j. znoszac X,y,z,... u dotu gtoski d.
Przyktady.

1) S—Uuy,
dn(uv)—ud'lv A -~dxudyn—h A -~ p~~dx 2udy,~")v-\-...

ceemF- ~ tlyvdxn—au-\~vd%u,



ROZDZIAL XIl.

ma\iinn i minima funkcji wielu zmiennych
niezitleinycli.

72. Skoro funkcja wielu zmiennych niezaleznych
X,¥,Z,... przedstawia warto$¢ szczegdlng lecz rzeczywi-
stg, przewyzszajagca wszystkie wartosci rzeczywiste sa-
siednie, t. j. wszystkie te, ktore otrzymamy, zmieniajac
X,¥,Z,... 0 ilosci bardzo mate, to ta warto$¢ szczeg6lna
funkcji zowie sie maximum.

Skoro wartosé szczeg6lna funkcji zmiennych nieza-
leznych x,y,z,.. jest rzeczywistg i mniejszg od wszystkich
wartosci rzeczywistych sgsiednich, to przyjmuje nazwe
minimum.

73. Wyszukiwanie maximum i minimum funkcji
wielu zmiennych sprowadza sie z tatwos$cig do wyszu-
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kiwania maximum i minimum funkcji jednej zmiennej.
| tak dajmy, ze

u—f{x,y,z
stanowi maximum przy pewnych warto$ciach szczegdl-
nych na zmienne Xx,y,z, _, to nadajac tym warto-

§ciom szczeg6lnym przyrostki nieskofAczenie mate

N\x,\y,Az,... (takie, iz wyrazenie:
[(*+A* "+ Ay ,s+As, .. )

pozostanie rzeczywiste), bedzie ciggle

AyH-A* . )</(W >-)... 0)
Potém nalezy przyjac:
Nxi=at.dx,/\y=(uly,/Sz—a<ht...

gdzie dx,dy,dz,....... moga by¢ ilosci skonczone jakie-
kolwiek, a za$ oznacza ilos¢ dodatng lub ujemna, ale
nieskonczenie matg. Bedzie na mocy powyzszego przy-
puszczenia

f{x-\-adx,y+«dytzA-adzr..)cjlx ;idzr..)....(2)
przy jakiejkolwiek wartosci na dx,dy,dz,... (takich jednak,
aby pierwsza strona nierownos$ci (2) byta rzeczywisty).

Uczyniwszy dla skrdécenia

J[x-\-adx,y-\-cidy,z-\-adz, ...)=F(@) — (3)

to wzdr (2) przedstawi sie¢ w ksztatcie

% )<n0)... (4).

Poniewaz ten wzor istnie¢ bedzie przy jakimkolwiek
znaku na a, to jezeli a samo sie tylko zmienia, funkcja
F(a), uwazana jako funkcja tej jednej zmienn¢j, stanie
sie zawsze maximum przy ccrrO.

Poznajemy podobniez, ze jezeli f(x,y,z...) stanie sie
minimum przy wartoSciach szczegélnych na x,y,z,.., to
warto$¢ na F(a) bedzie zawsze minimum przy «=0.
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Odwrotnie, gdy nadamy na Xx.,y,z,... wartosci takie,
ze F(a) stanie sie maximum lub minimum przy a=0,
przy jakichkolwiek dx,dy,dz,.... to te wartosci wydadzg
maximum lub minimum funkcji/(#,?/,z,...).

Uwazajmy teraz, ze gdy obie funkcje F[a), F'(a) sg
ciggtemi wzgledem a w poblizu wartosci szczeg6lnej
a—~0, to ta warto$¢ nie dostarczy ani maximum ani mi-
nimum dla pierwszej funkcji, jezeli drugiej nie sprowadzi
do zera, (Nr. 43), t.].

A ze, jak wiadomo (Nr. 68),
AN0)=N (6),
to rownanie (5) moze by¢ przedstawione w ksztatcie:

Nakoniec, poniewaz funkcje F(d), F’(a) powstaty
z funkcji u i da przez wstawienie zamiast xlylz,
x-\-adx,y-\-adylz-\-adz,... to widoczng jest rzecza, ze
gdy te dwie pierwsze funkcje sg przerwanemi wzgledem
a w poblizu wartosci szczeg6lnej a=0, to dwa wyraze-
nia u i du uwazane jako funkcje zmiennych x.,y,z,... bedg
przerwanemi wzgledem tych zmiennych w poblizu ich
wartosci szczegélnych (przy tych bowiem ostatnich arrO).

Stosujgc te uwagi do tego co sie powyzej powie-
dziato, wnosimy, ze te same wartosci na x,y,z,.... zdolne
wyda¢ maximum i minimum funkcji u, sg takiemi, iz
czynig funkcje u i du przerwanemi, lub takiemi, ktore
sprawdzajg rownanie (7) przy jakichkolwiek statych
skonczonych dx,dy,dz,...

74. Zadanie. Znalez¢ inaximum i minimum funkcji
wielu zmiennych niezaleznych.
Rozwiazanie. Niech funkcja dana bedzie:
u—f(xy,z...).
22
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Nalezy najprzod szukac¢ wartosci na X,y,z,... czynig-
cych funkcja u lub du przerwana, a do ktérych to war-
tosci nalezy policzy¢ i te, jakie wyprowadzajga sie zwzoru

dll—~t:co....... (8).

Z drugiej strony szukaé wartosci na Xx,y,z,... spra-
wdzajagcych réwnanie (7) przy jakichkolwiek statych
skonczonych dxldy,dz,... To ostatnie wspomniane ro-
wnanie moze by¢ przedstawione w ksztalcie:

((j)l(dx+ dydy-l-dz dz+ .. =0 ... 9)
i daje widocznie nastepne:
N — - =
éx_o'dy dz_o' ....... (10)
z ktérych pierwsze otrzymuje sie, przypusciwszy w ro-
wnaniu (9) dx—1'dy—0,dz—a0,...; drugie, przypusciwszy
w temze réwnaniu dx—0,dy—I1,dz=0,...; trzecie, przy-
pusciwszy dx=0my—O0ldz—I,...i t. d. Tu jeszcze nalezy
uwazac, ze liczba rownan (10) jest rowng liczbie niezna-
nych x,y,z,..., a zatem mozna dla tych nieznanych, tylko
ograniczong liczbe warto$ci wyprowadzi¢, W ogdlnosci
dajmy, ze uwaza sie jeden tylko uktad wartosci na
zmienne Xx,y,z,... dostarczanych z pomocg powyzszych
wyszukiwan, to warto$é odpowiednia funkcjif(x,y,z,...)
bedzie maximum, jezeli dla bardzo matych wartosci na
a i przy wartosSciach jakichkolwiek na dx,dy,dz,,.., ré-
Znica
f(x+adx,y-\-ailyz-\-adzl...)—f(a:,y,zl...),
bedzie stale ujemng. Przeciwnie funkcjaJ\xy,z,...) sta-
nie sie minimum, jezeli ta rdznica jest stale dodatna.
Lecz nakoniec, gdy ta r6znica przechodzi z dodatnej na
ujemna, wtedy, gdy zmieniamy lub znak przy a, lub
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wartosci na dx,dy,dzr.., to odpowiednia warto$¢ funkcji
f(x,ylzl...) nie bedzie juz ani maximum, ani minimum.

tatwo jest pozna¢ korzysSci, jakie moze przedsta-
wi¢ uwazanie rdzniczek zupeitnych réznych rzedéw
w szukaniu maximum i minimum funkcji wielu zmien-
nych. | tak podiug tego co sie wyzej powiedziato, aby
pewne warto$ci zmienne niezalezne x,y,z,... wydaty ma-
ximuin lub minimum funkcji

potrzeba, aby warto$¢ odpowiednia
F(a)—f{x-\-adxly-\-a.dylz-\-a.dz,....... )

stata sie koniecznie maximum lub minimum przy war-
toSci a—0. Lecz F(a) stanie sie widocznie maximum
lub minimum przy a=0, i przy jakichkolwiek warto-
$ciach na dx,dy,dz,..., jezeli przy wszelkich mozliwych
warto$ciach tych rézniczek, pierwsza zilosci F'(0),F*“(0),
F"'(0),... ktora nie bedzie zerem, odpowiada zna-
kowi parzystemu (czyli jest pochodng rzedu parzy-
stego) i zachowuje ciggle ten sam znak (Nr. 44).
Nadto uwazajmy, ze funkcja F(0) bedzie maximum, je-
zeli wspomniana pochodna, ktdéra nie znika, jest ciggle
ujemna, a minimum, gdy dodatng. Jezeli za$ pierwsza
z ilosci F'(0),F"(Q),F""(Q),... ktora nie znika, odpowiada
znakowi nieparzystemu, przy wszelkich wartosciach
mozliwych na dx,dyldzl... lub tylko przy wartoSciach
szczegOlnych tych samych rézniczek, albo tez jeszcze,
skoro ta ilos¢ jest juz dodatng, juz ujemng, wtedy fun-
kcja F(0) nie moze by¢ ani maximum, ani minimum.

75. Uwazajgc teraz, ze
F(0J—u,F'(Q)—du,.F*(Q)—d2u...(\ 1) (patrz Nr. 67)
to z powyzszych uwag nastepujagce wyprowadza sie

twierdzenie.



172

T wierdzenie I. Niechaj bedzie u—f(x;y,zr..) funkcja
dang zmiennych niezaleznych x.y,z,...

Aby wnie$é, czy uktad zuartosci na Xx,y,z,... sprawdza-
jacych wzory (10) wyda ?naximum lub minimumfunkcji u,
nalezy wynalez¢ warto$ci na d2u/Pu,... odpowiednie temu
uktadowi, i bedgce widocznie wielomianami, w ktorych nie-
zaleznych nie bedzie n- iec(:jjak rézniczek dx,dyldzl... Niech
d |u—999-d7n4'-ﬂjdy --9'-'-“5 —dxn-"d, /gy

dxn 1 1 dx’~ ldy JI v
bedzie pierwszym z tych loielomianéw, Kktory nie znika, n
liczba cata, mogacazaleze¢ odwarloscirézniczekdxldy,dz...
Jezeli przy wszystkich wartosciach mozliwych na te rozni-
czki, n jest parzyste a dnu iloscig dodatna, to zatozona
warto$¢ na u bedzie minimum, za$ bedzie maximum, gdy
n réwniez parzyste a dnu ujemne. Nakoniec gdy n niejest
parzyste, a dnu jest juz dodatne, juz ujemne, to loarto$¢
na u nie bedzie ani minimum ani mazimum.

UWAGA. Twierdzenie poprzednie istnieje na mocy
zasad wskazanych powyzej we wszystkich razach, gdy
funkcje F{oi),F\a)...F(n\i*) sg ciggtemi wzgledem «w po-
blizu wartosci szczeg6Inéj «=0, lub co najedno wy-
chodzi we wszystkich razach, gdy u/du,d2ul... dnu, sg
ciggtemi wzgledem zmiennych xly,zIl... w poblizu war-
tosci szeg6lnych nadanych na tez zmienne.

W niosek |. Aby zastosowac to twierdzenie, tworzy
sie najprzod warto$¢ wyrazenia:

podstawiajagc na xly,zl... wartosci wyprowadzone z wzo-
row (10) w funkcje pochodne

du d2u d2u

dx2’ dy2’ dx.dy ’
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Na wypadek otrzymamy zero, jezeli wszystkie te po-
chodne znikna; w przeciwnym razie d2n bedzie funkcjg
jednorodng ilosci niezaleznych dx,dy,dz,... i jezeli zmie-
nimy te ilosci, to wyniknie:
albo réznica d2a zachowa stale ten sam znale, nie
znikajac nigdy,
lub ona zniknie przy pewnych warto$ciach na
dxldy,dz,... i przyjmie ten sam znak we wszystkich
przypadkach, jak przestanie by¢ zerem,
albo nalconiec bedzie, juzto dodatng, juz ujemna.

Warto$¢ na u bedzie zawsze maximum lub minimum
w pierwszym razie, czasem w drugim, nigdy w trzecim.
W drugim razie maximum lub minimum otrzyma sie
wtedy, jezeli przy kazdym z ukladéw warto$ci na
dx,dy,dzr.., sprawdzajgcych réwnanie r2it=:0, pierwsza
z rézniczek d3u,diuldbu,... ktora nie znika, bedzie zawsze
porzadku parzystego i opatrzona tym samym znakiem,
co wartosci d2u réznigce sie od zera.

W niosek I1. Jezeli podstawienie warto$ci nadanych
na x,y,z,... sprowadzito do zera wszystkie pochodne
rzedu drugiego i trzeciego, to bedziemy mieli d2u=0,
(Pu=0, nalezy wiec uciec sie do pierwsz¢j z r6zniczek
d4u,dsu,... ktéra nie bedzie rébwng zeru. Jesli ta rézni-
czka byta rzedu nieparzystego, to nie bedzie ani maxi-
mum, ani minimum; jesli ona byta rzedu parzystego lub
ksztattu:

n= the + E AL
dx2m dy2m
Lof2m diviu Jx*m—latj/4’- ......... (143,
1 dX*I"_I dy 1 V L}

to moze by¢, albo:
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ze wspomniona rdézniczka zachowa stale ten sam
znak, podczas tego, gdy zmienia¢ bedziemy dic,dy,dz,...
nie znikajgc nigdy]

lub tez zniknie przy pewnych icartosciach na dx,
dy,dz,... i przyjmie ten sam znak w kazdym razie, gdy
ona przestanie by¢ zerem\

lub bedzie juz dodatna, juz ujemna.

Warto$¢ na u bedzie zawsze maximum lub minimum
w pierwszym razie, czasem w drugim, nigdy w trzecim.
Nadto aby wiedzie¢ w drugim razie, czy jest maximum,
czy minimum, potrzeba dla kazdego uktadu wartosci
na dx,dy,dzr.. sprawdzajacych réwnanie d-m—0, szukac
pomiedzy rézniczkami rzedu wyzszego od 2m takiej,
ktéra pierwsza nie staje sie zerem, nastepnie uwazac,
czy ta rozniczka jest zawsze rzedu parzystego i opa-
trzona tym samym znakiem, co wartosci na d-"lu ro-
znigce sie od zera.

Wazng jest rzeczg uwazac, ze gdy warto$¢ na dimu
dana przez wzor (14) jest funkcjg catkowitg, a tem sa-
mem ciagta wzgledem ilosSci dx,dy,dz,... to nie bedzie
mogta przejs¢ z dodatnej na ujemna, gdy te ilosci zmie-
niajgc sie, nie stang sie w tym czasie rGwnemi zeru.
Uwazajmy nadto, ze gdy ilos¢ u byta funkcjg nierozwi-
nietg zmiennych x,y,z,..., lub jezeli jakiekolwiek z tych
zmiennych staty sie funkcjami nierozwinietemi wszystkich
innych, to kazda z ilosci du”~”u”u,... oznaczy sie za
pomoca jednego lub wielu réwnaii rézniczkowych w fun-
kcji rézniczek zmiennych niezaleznych.

76. Przykiady. 1. Dajmy, ze
U=AX2+2Bxy+Cy2+2D x+2EyxF ... (15).
Funkcja u ijej rozniczki pierwszego i drugiego rzedu, t.j.



175

duz=.2(Ax-\-By-\-D)dx-\-2(Bx-\-Cy-\-E)dy....... (16)

dht=2[Adx2+2B.dx.dy+Cdy7 ....... 17)
pozostang ciggtemi przy wartosciach jakichkolwiek
skonczonych na x.,y,... Nadto poniewaz d2u bedzie ilo-
$cig stata; to d3uld4u/... znikna.

Z réwnania za$ (16) mamy:

Ax+By+D=z0, Bx-yCy-\-E-0 ........ (18)

zkad

Z rownania znéw (17), mamy dodajac i odejmujac,
R2
T * %!

d2u— | Adx2\-2Rdxdy-\- 2dy2-t-cdyz— B2dy2

~2A |<teat 2~ dxdy+bLdy2A-~dy2- ~ dy*j,

zkad
2 /1 \2»
d*u=U |lix+ ILduj-HAC-B*) (-idy ... (20).

Ten ksztatt bierzemy, gdy stata A nie jest zerem.
W tein to przypuszczeniu widoczng jest rzeczg, ze fun-
kcja (15) przedstawi maximum lub minimum, gdy mamy

AC—B2 0...... (21),
t. j. minimum w razie, gdy bedzie:
/1>0, AC—fi2> 0 ....... (22),
a za$ maximum, gdy
Ac0, AC—B2 0 ....... (23).

I tak, réwnania (19) dadza w obu razach wartosci
skonczone i oznaczone na x i y\ nadto, wyrazenie (20)
pozostanie dodatne w pierwszym, ujemne w drugim
przypadku, przy jakichkolwiek wartosciach na dx,dy,ds,...
Warunek (21) istnieje tylko wtedy, gdy /I nie jest zerem.

AC
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Dajmy teraz, ze state A,B,C, sprawdzajg warunek
AC—B2< 0 ....... (24)
ktory przy -4=0, daje
—£2< o,
czyli
£2 0. (25)
Réwnania (19) dadza jeszcze wartosci skoriczone na
X iy. Lecz wyrazenie (17) lub (20) zmieni znak wtedy,
gdy zmieni sie warto$¢ rézniczek dx,dy. | tak, gdy
mamy:
4=0, £2 0....... (26),
to wyrazenie (17) sprowadzone do iloczynu:
2(2BdxA-Cdy)dy....... (27),
zmieni znak wraz z dx, skoro dy bardzo mato rézni sie
od zera; ijezeli mamy:
112> o . AC— B 2<1z0,....... (28),
to wyrazenie (20) przyjmie dwie wartoSci ze znakami
przeciwnemi, gdy nastepnie po sobie przyjmowac be-
dziemy:

dx-\-~dy=0, dyl> 0....... (29)

cfyj2> 0 , cfy > 0 (3 0)

Wynika z tych uwag, ze skoro warunek (24) jest
wypetniony, to funkcja (15) nie bedzie przedstawiaé juz
ani maximum ani minimum.

Uwazajmy teraz, zestaleA,B,C, sprawdzajg warunek

AC—BI= 0....... (32).
Jezeli nie mamy jednocze$nie
BE-CD-0O1i i,
AE-BD—0 i (
to jedno z rownan (19) wyda warto$¢ nieskonczong na
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X lub na y, a funkcja (15) nie przedstawi juz ani maxi-
mura, ani minimum. Przeciwnie, jezeli warunki (31)i(32)
sg wypeinione, to potrzeba odrézni¢ przypadek, gdzie
bedzie:

£2 0.... (33)
od tego, kiedy mamy:
B2= 0 ... (34).

W pierwszym razie wzory (31) i (33) dadza:
/1C>0, 42C2 O ....... (35),

ztad
A2>0, C2 0......(36),

a z réwnania (31) i (32) wyprowadzi sie:
C=f,E=btd ... (37),
a nastepnie z rdGwnania (15)
u—A ~ —y* \-W [XxA-~y™-\-F ... (38),

lub co na jedno wychodzi
., B . Z)\2 AF—D2 /qq\
r« TA+ T )+ — a— ... (39)-
Przy takiem przypuszczeniu, wszystkie wartosci na
X iy sprawdzajgce wzor:

wydadzg wartosci na funkcje u rowne pomiedzy soba
i rowne stosunkowi
AF—2)2
A
a z ktorych kazda moze by¢ uwazang, jako minimum,
gdy /1>0, lub jako maximum, gdy <4cO.
Skoro warunek (34) bedzie sprawdzony w tym sa-
mym czasie, co warunki (31) i(32) to trzy iloczyny
AG, AE, CD
23
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znikng, a ztad koniecznie bedzie, albo:
4=0, B=0, C=0...... (41),
uzzz2Dx-\-2Ey-\-F....... (42),
lub
A—0, B—0, D =0....... (48).
u=Cy*+2Ey+F..... (U),
lub tez:
B=z0,'C=z0, E—O0........ (45)
U=Ax2+2D x+F ... (46).

Lecz jasng jest rzeczg, ze funkcja u oznaczona przez
rébwnanie (42), nie przedstawia ani maximum, ani mini-
mum, wtedy, gdy funkcje (44) i 46) przedstawiajg, pier-
wsza nieskofAczong liczbe maximéw lub miniméw ro-

wnych — OA i odpowiednich warto$ci skonczonej
nay, a jakimkolwiek wartoSciom na x, druga nieskon-
czong liczbe maximoéw lub miniméw réwnych----—- =—----

i odpowiednich warto$ci skoficzonej na x, za$ jakimkol-
wiek wartoSciom na y.

2. Niech teraz dang funkcjg bedzie:

u—(cy—bz-\-1)2jr (az—cx-\-m)2-\-(bx—ay-\-n)'L (47)
z ktérych trzy pierwsze réznig sie od zera,

sg iloSciami statemi.

Rownania (10) dadza:

cy—bx-\-1__az—cx-\-m___bx-ay-\-n

a b C

Potem kazdemu z uktadéw wartosci na x,y,z, spra-
wdzajagcych rownanie (48) odpowiadaé bedg wartosci
dodatne na d2u} rowne tym, jakie oznacza wzér:

d2u=(cdy—bdz) 2} (adz—cdx) 2-\-(bdx—ady) 2....(49).
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ZatSm wartosci odpowiednie na u, ktore bedg wszy-
stkie rbwne pomiedzy sobg i rowne stosunkowi

<6 0 >

moga by¢ uwazane, jako przedstawiajgce kazda mini-
mum funkcji danoj.

KOZDZIAL XIl.

Rozwiniecie funkcji wielu zmiennych. Hozciagnie-
nie wzoru Taylora do takicli funkcji*

77. Niechaj
I(wW =) ... (i)

bedzie funkcjg wielu zmiennych niezaleznych x,y,z....
i uczynmy jak poprzednio (Nr. 68)

F(a)=f(x-\-adx,y-)r ady,z-\-adz,...).... (2)
wtedy z wzoru (-4) (Nr. 46) otrzymamy:

F@=m + A-m + F*"(°)+ ...

gdzie Omniejsze od 1,
F{a),F'{<*),F\a)....... P(')(@)........ 4)
sg funkcjami x,y,z,... i «, zawierajgcemi same ilosci
zmienne
x-\-adx,y-\-ttdy,z-\-adzt ........ (5)
i sprowadzajgcemi sie przy ccrrO do
F{p)—U ,F{0)=du,F\0)=dH,....F(»)(0) = dlu ... (6).
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Aby wiec wyprowadzi¢ z rozniczki zupeinéj d'u
wartosci na F(ncc) i na F(N(9u), potrzeba wstawi¢ w te
rézniczke zamiast zmiennych x,y,z,... wyrazenia (5) lub
nastepne:

x-\-Gadx,y-\-0adylz-\-Qctdzl ....... (.

Jezeli dla skrécenia oznaczymy przez Dntak otrzy-
mang wartosé na F(MBu), to réwnanie (3) w potacze-
niu z (2) i (6) da:

2
f(x-{-ccdxly-s codt/lz-\-ccdz...)—U-\- — du-\- d2u-\-.......
nn—1 , )
d*-'u+ —-Dn....... (8)
1.2...(n—1) 1.2..n

Jezeli zatém nadamy na zmienne X,y,z,... przyrostki:
I\ X —cidx,"sy—C(yf/Sz—adz,...... 9)
to przyrostek odpowiedni funkcji

t.

moze by¢ rozwiniety podiug poteg wzrastajgcych « za
pomocg wzoru:

Nu=.~ dti-\--*—d2u-\-.....
1 1.2 1

12.4n—1 t12.n
Jezeli przyjmiemy n~ 1, wtedy czyniac

A= x (x o, Y (@12),
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znajdzie sie
du=<p{x,y,z,...)dx+x{xlylzr..)dy-\-tp(x,y,z,...)dz-\-\iA .{n),
za$ dwa wzory (8) i (11) dadza:

f(x-\-ccdxly-\-adylz-{-udz,...)=u-\-<xDlI ....... (14),

Au—ccDl ........ (15).

DI jest wielomian, na ktéry zamienia si¢ druga

strona réwnania (13) gdy za x,y,z,... wstawiamy
x-\-9ccdxly-\-9ctdy,z-\-9ccdz,....

Skoro we wzorze (8) iloczyn
/1

S - Dn........ QG),

1.2..n h
maleje nieoznaczenie przy wartoSciach wzrastajgcych
na n, to gdy przypuscimy 71—00, to wyprowadzi sie

z tego wzoru
f(x-\-adx,y-\-adylz-\-udz,...)

=u-\~~ duA- 7).

Uwazajmy teraz, zea =1, to przyrostki A®,A?/,Az,...
zmiennych niezaleznych x,y,z,... sprowadzg sie do ich
rézniczek dx,dy,dz,... a z wzordéw (8) i (11) wyprowa-
dzi sie

f(xA-dx,y-\-dy,z-\- dz,.....)

1duj d2u 1 1 d»~'u , Dn , HA

+ TT2+--+ 1T27-1)+ T2~r  (18)

a du , d2u , | dn~'u , Dn , 0K
A= T 0 et WMz 08 WOATLL (L)

D,1 stanowi rozniczke zupeing d“u, gdy zamiast
X,Y,Z,... Wstawimy x-\-9dxly-\-9dy,z-\-9dz,...
Jezeli n—1, to
f(jx-\-dx,y-\-dy,z-\-dz,
f(x,ylz,...)dr <Ax-\-9dx,y-\-9dy,z-\-edzl...)dx-\-
{x-\r 9dx,y-\-edy=z-\-9dzl...)dxy-\-"{xA-GdxIxj-\-9dy,
z-\-9dzy ..)dz.



Skoro Dn pi'zy warto$ciach wzrastajgcych na n przy-
bliza sie nieoznaczenie do zera, to wzory (18) i (19) za-
mienig sie na:

(@-]-da;ly+dy *-J-& ,.-)=tt+A-f  t f - . +..(21),

+ L 22).
1 1.21.2.3 ~ (/)

Rownanie (21) ito, ktore z niego sie wyprowadza,
stuzg do rozciggniecia twierdzenia Taylora i Maclau-
rina do funkcji wielu zmiennych, gdy za x,y,z,... wsta-
wimy zero, a za dx,dyldz,..., zmienne x,y,z,...
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LASTOSOWANTA

JEOMETRYCZNE RACHUNKU ROZNICZKOWEGO.

ROZDZIAL 1.

llbwnanin stycznwj i normalnej. D#tugosci linji pod-
Ntycznéj, podnormalnej i t. p. O wypuktosci
| wklestosci krzywych.

Rownania stycznéj i normalng;j.

78. Niech f(x,y)—O0 bedzie réwnaniem krzywej pta-
skiej AMM (fig. 1G), i niech x iy bedg wspotrzednemi
jakiegokolwiek punktu M na tdj krzywej. Przypusciwszy,

Ze one sg prostopadie, to jezeli MT jest styczng w pun-
kcie M wtedy bedzie:

tang M T X -gran."|rr
oznaczywszy wiec przez X i Y wspoétrzedne zmienne

jakiegokolwiek punktu stycznej, to réwnaniem t¢j pro-
stej bedzie:



Jezeli zamiast - podstawimy jego warto$¢ wypro-
1S

wadzong z rownania krzywej, to rGwnanie stycznej sta-
nie sie

Y-y=— -JN~(X-X),
dA x'
& y)
lub
X)+W pil{Y —y)=0..... (2).
(XX /
79. Rownanie stycznej zachowuje ten sam ksztakt,

gdy osie sg pochyte. | tak, jezeli x iy sa. wspoOtrzednemi
punktu stycznosci M (fig. 17), styczndj MT do krzywej
AMM\ to réwnanie tej stycznej bedzie ksztattu

_Y—y—a{X—x).
Lecz rownaniem siecznej M'MS jest
Y—y=a\X —x),
gdzie a jest granicg a', wtedy gdy punkt M* schodzi sie
z punktem M.

PoprowadZmy MP i M'F réwnolegte od OY i MQ
rownolegta od OX, a bedzie

*'\/‘I:,QZ «n,

Lecz
M‘Q—Aj/, M Qzz/\x,
wiec
- LAYy
— A,
a AV

Ztad wynika, ze
Ay _ __dy






