WZORY — FORMULAE

Wzory redukeyjne — Reduction formulae

zlogea xlogy a
catx —gf. g% P Ll W ) (@>0),
! ) =loga +1 ] e DL LR
oF (& = log @ ogx g =—=—"—"=-————"" a a - "
g( % & B%, % 10g’ﬂ ]031.“ .
‘sinh 2 = 3 (8 — €79) : coshz = % (e% + &) ,
sinh 2 . Clghz - 1 = cosh
igh z i tghz sinhz’

cosh®z — sinh?z =1,

sinhm—i-.r)=sinhacoshx~l—conhasinh:=sinha-|—2sinh%cosh(a—l—%),

cosh (6 4 z) = cosh a cosh z |- sinh a sinh # =coeha+2sinhilinh (a +%),

2
tgha-tgha inh
tgh(a+3)=,s__+a____ i sinh 2 ’
1-tgha tghz cosh a cosh (a + z)
1 tgh a ctgh i '
e e e L RSSO T
cigha 4+ ctgh x sinh a sinh (a +x)
sinh 22 = 2 sinh  cosh x, cosh 2z = 2 cosh®*z — 1,
sinh 32 = 3sinh # - 4sinh® z , cosh 3z = 4 cosh®x — 3 cosh z,
sinh 4z = cosh z (4 sinh 2 + 8 sinh? z) , . « cosh4xw = 8 coshiy— Beosh®*z -1,
sinh 52 = 5 sinh 2 -~ 20 sinh® & - 16 sinh’ -, ' cosh 5z = 16 cosh® z — 20 cosh? 2 -+ 5 cosh 2,

ar sinh z = logy(z +V/ 2* + 1),
arcoshz=log5(z+l/z'—1) (z>1),

ar tgho = log,l/£= %(loa'stl + z) —logg (1 — z)) (—1<z <),

1 1
arctghx=Ing,]/-%=f(logslx+l|—1°§6]x_1|) (J| >1),

x

]/-_ x { 1 dla (Forg z>0,
. arsinhz = zearcosh Y 2?41 = ar tgh 77—, sgng = 0 dla (for) z=0,
rsinh ¢ = sgn 7 Vet F1 — 1 dla (for) z<0
e V2 —1
arcosh:a:arsmhyr:c’—l:arlgh-—;-— z>1),
‘ z & 1 )
artgh:e:arsmhm=sgnz-a:cashwj=arclgh;- (Jz] < 1),

1 ]
arctghz = ar sinh-,/-?'=sgna:-arcosh———
gt —1 ]/ 1

¥ —

"—*arlghl (|z| >1),
z
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arsinh (¢+«) =arsinha -+ arsinh (2 +2) YT F & —a Y1+ (@ F o)),
ar cosh (@ - @) = ar cosh a + ar cosh (a(a + 2) — ]/r(a"‘—- 1) [(aF =¥ —1]) (a>1, at+zx>1),

z

artgh (¢ - z)=arighga+artgh———— (lel <1 |a+2|<]),
1—a(a + =)
a(a-z)—1
ar ctgh (a+x)=arctgha—arctgh-—(-—i-———)—— (le| >1, |[at=z| >1),
@

cos*x sinda =1,

i 1 cosx
e sinx S
g o s tgw sin @

; . @ =
sin(a—l—x)ﬂsinrzcnsm-i—Losasinx=sma-f-2sm-2—ms(a -,'——2—),
cos(a+a:)=cm.acosz—xinasm:::;osa-—-Zsm*z—sm(a-{-—2'),

ga-+ttgx sin x
L == =pgaf—
g(ata) 1 —tgatga cosacos (a+2)’
clgactga — 1 sin @
cl = —— = Ol — s
g(ata) ctga+ ctg sin g sin (a + )
.z L : @ 1
smT=iV?(lmcmx1, cm-i-=il/-?(l—|—cow].
x 1l —cosa sing x sin ¢ . 14 cosa
= e » cg—= = =
2 sin 14 cosz 2 1—cosw sin

sin 2g = 2sinwcosx,

sin 3z = 3siny —4sinx,

sin 4¢ = cos g (4sinz — 8 sin® z) ,'

sii'z 5z = 5sinx — 20 sin® & | 16 sin® z,

arcsin g - arc cosz = —,

cos2¢ =2cos’z— 1,
cos 3¢ = 4 cosP g — Bcosw,
cosdxr =8costz —Beosta 1,

cos 52 = 16 ¢os®  — 20 cos? 3 -} Hcos x,

n
arctg x -} arc ctg o =E,

arccos Y T — Cdla (for) 0o,

arcsing = e
—-a.rccos]/lr-:c“ dia (for) — 1< <0,
ct =
= arc tg————
S
arc ctg_’/.-_l___f:_ dla (for) 0<a<]1,
%
arcclgﬂ:_:‘l—n dla (for) —1<a<0,
i
) {arcsin ]/1—-:::‘ clLa... (for) 0L,
arc cosp =
' n—arcsin)/ 1 —g' dla (for) —1 <20,
7 g
arclng___i dla (for) 0<z <1,
*

7 |- arc tg.l/_l.:ﬁ_ dla (for) —1<2<0,
L

z
= arc ctgm dla (for) 2* <1,
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. ]
arcig x = arcsin ]-/-—-—'--—
1+ 22
1
:a.rccoa;]'/,1 = dla (for) >0,
z
N : 1
— arc cos ]/l e dla (for) z <0,
1
arc clg — dla (for) = >0,
z
N 1 _
arcclg— —m dla (for) z <0,
x
arc n 1 dla (for) >0
resin ———- a (for) = i
arcclgx = ]/l—i—:r:l
= — arcsin ]/l o dla (for) =<0,
-+ &
arc cos g
=arc
Vita
1
arctg— dla (for) >0,
z
- 1
n - arclg— dla (for) = <0.
x

arcsin ((a +2) Y T—a* — af/ T— (a+ 0)?) oy ala+a) >0 0 o'+ (a+2)*< L.
arcsin (a+u) =arcsina+{ = —arcsin ((a+2) Y T—a* —a VY T—(a+2)") Goa+2>0,a<0, a*+ (a+2)*>1,
— n—arcsin ((a+2) YT — a’—a}/i—(a—l—x}') ('f:,:)a-}-z(o, a>0, a4+ (a+2)2>1,

arccos (Y (1— @) [1— (a +a)%] +a(a+2) da (for) z>0,
—arccos (Y (1 —a®) [l —(@ 1] +alata) da(for) =<0,
—arccos (a(a+z)+ Y (1 —a)[I—(@+2)7) da (for) z>0,
arccos (a(a+2)+Y(T—a) [1—(a+2)?) da (for) <0,

= arcsina—}-{

arccos (a-}- x) = arccosa -+ {

are =gm dla (for) a(a+x}}~ 15
arctg (a +z) = arc tga - %+ arc lgm dia (for) >0, a(ata)<—1,
—n+arctgm dla (for) z<0, a(a+2)<—1,
—arc ;:gl—w Idla (for) >0,
RsiEarinl s ln—-srcctg———l +“:‘+"’ dla (for) z<0.

Rozwinigcia w szereg potegowy — Expansions in a power series

Sl ete

L [l + éﬂ (':—) B El-i (%).+ 2:?6 (f_). 2:?:3 (%)‘Jr ] =k % <
" kel s e e e
o= o) s i ] ezer
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1 1 1 [z 1-4(g\* 1.4.7 z
_ _ 18\, 14(s L\ IR,
gt L = e o e

2
6% Dt i bt oy

. 3 3 4
logc(a+x)=log,a+£——l— £ —f—-l— 2 —-—l-(f-) Faiey -—-1<3“€1.
a 2 \a 3 \a 4 \a a
a3 5 2
g AL [3 L(_”_)_;._l_(f_) +] (3’_ <1,
a—x a 3\a 5\a a
x* ol @
mhw=z+?+;+?+ »
1 2 1.3 2 1.3.5 27 §
P B 0 SR U R 1
_ Y 3+2-4 5 aga g ohe @l
arsinhg =

1 1.3 1 135 1
loge2s +—+ — = — o — —— .., =1,
e + 2% 2.4 4ob 2.4.6 62° >

2 A L]
coshg =142 LR iy
+2! +4-I+6!+

— 1 1 z—1, 13 1 z—1\* 1:3:5 1 :tl.‘—l'
__.l l——0~_- —1—-—- — — b — “I'---. I 3,
]/2(x ) [ 2 ( 2 ) 2:4.6 7 ( 2 ) ’ e %

. hgy =
arcosiz 1 1 13 1 135 1
logg 280 ——+ ———+ — ———« —— | z>1,
T2 20 2.4 40 2.4.6 62
17 62 1382 o

thm—x—-—z:' e — g —— — gl ..., g
g +15 a15” Toass”  1s89%5° S

gl b g :
x+?+?+_7_+'“: . :U<l,

artgh x = 1 1 1 11 s 11 3
sclpi=eplaoe, 1 dont 2 ““’) i~] # <1,
2[ 2 2 +2 2 3\ 2 ' e
29:’ 2¢* 1382
C(h:\'::—‘ —_——— et . [ ] et neey 2! 1"!
s 2 + 945 4-'?25 93555 638512875 <
I z—1 z—1 1 fa—1\* 1 fz— 1\3
I = - — - — o, 1 3,
2["2 242(2)3(2) ] =S
arcigh o = 1 1 | 1
——g— et 51
2 ok T ae g T >
@ ab
sin = g +_T__'ﬁ+
1 z* 1-3 of 1-3:5 a7 2
2t — s e L z 1,
. —|2 3+-4 5+2-46 7+ s
Roalngi=2 I 1 fl—a\, 13 1 /l—a\* 1:3:5 1 [l—z\3
= — YA ) [l e e A st (R el et I
2 vt x)[+2 3\ 2 )+ 4 5( 2 )4{2-4—6 7( 2 )
1:3:5:7 1 (1—g\* 4
s +...1, ars
+2-4-6-8 9( 2 ) & ] <
cosm=l—-—l+—-—--+ s
= 1 £ 1.3 & 1.3.5 2 N
——f ——e—  —— e e —— ——  — 3 I
2 2 3 2:4 5 2:4.6 7 s
RS 1—a)\ , 13 1 [1—z\* 1.3.5 1 (I—gz\
V2 1-z)[1+-— = )+~-— = S e e
( 3(2 2:4 5\ 2 +2-11-6 7\ 2
1.3:5:7 1 [l —ax\4 :
: e S a1,
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562



Rozwinigcia w szereg potegowy — Expansions in a power series

1 2 17 62 1382 r*
xt+—at+—a2t—a'f——a  —— 2., $ < —
3% T T Toess” T Tssens® ey
tgx = 1 1 (1’. ) 1(1': )’ 2 = )' 1 " ?
— =z ——=|——2———| —-—[——2| —
|Z—2 3\2 45\ 2 945(2 4?25(2 )
2 2 (= o 1382 (= L = 3
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LR e 1
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L] 1 1 1 1
b e B
n 1 1 1 1
2 x 82 528 T “
1 1 1 25 z’ 2x° 13824 ¢ i
—_— —r— — —_—_— ., T <ty
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clgr =
n 1 (= : 2= 517 (= 762 (w )
——zt— =)+ = [=—2]) F—=[=— — (| +
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1382 " 11 n 1 a
— T ey * = e il
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WRES ) e WP g o A
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Bledy interpolacji funkeji f(x) w przedziale 0 <xp <x <x + h
Errors of interpolation of function f(x) in the interval 0 <z <ax <z + h

Funkcja
Function

1

T

logy, =

10%

et

e~z

sinh x

Blad interpolacji
Error of interpolation
R

ta}

ht
0,054287 —
23

0,66274-10™ ™.

h*,
1
T
It

32z, ‘KE ’
+ @t R,

h?
362:0 i ::?,

8xn+h'h‘.

eLx" <ht,

sinh (x, 4+ k) k3,

w]- @ |-
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Bledy interpolacji funkeji f(x) w przedziale 0 <2y < x <x -k h
Errors of interpolation of function f(x) in the interval 0 < xy < x < 29-}-h

ar sinh 2

cosh x

ar cosh z

tgh z

arighz

cighz

ar cighx

sin o°

cos z°

arc® sin

arc®cosz

sin zT

arcr gin gz

cos T

arcT cos x

1gx

arc’ (g o

¥ .-1—!1 h? V.-?
ey s ) m<Bi,
ro h' 2
@+1)" 8 dia (for) 2,> L
l ] e ro—
‘gglfans dla (for) V_2_h<%€;/_2’
2 2
":;_ cosh (z, +- 1) - h*,
Tq h®

(”: = l)s;a TR

% [tgh (@, 1 2) — tgh® (z,--h)] dla (for) z, < ar rgh'/T?— k,

3, 8 V3

3 (tgh &, — tgh®x,) dla (for) =, >arigh 5

T:;]/? " dla (for) anghVTS_hgm,,gaNghVTa,
.t+h i,

41— (x4 h)? ]."
l— (ctgh® o, — ctgh a,) h?,

Ty 3
H

—

4 (z3—1)° e
0,0000002 - sin (z3 - 4)-0,000000010577 ,
0,0000002 -+ cos z3-0,000000010577 ,

2, I
(1 — (, + ¥ 12
2, -k
[1— (=, + )21
— sin (of 4 1) %,
xy - h
8[1— (e, + M2

1
— cos zT h?
8 ﬂ'.'nh)

25784

h? sek,

25784. e sek,

h* rad,

zo+h
8[1 — (z, + h)'2

0,000000021154 [1g(zg + k) +1g® (a9 +A)]  dla (for) h=1",

h* rad ,

0,00000000058762 [(g (z3 + h) + tg® (2 + k)] dla (for) h=10",

0,0000000000058762 [tg (x5 +h) +1g* (zg+1)] dia (for) h =17,

51557.Hﬂ_;: k dla (f T
0 @y oo dla o) 2 <Tm—h
B |2
51567 TET h? sek dla (for) mn;éT 3
9668,68 Y/ T h? < 16747 * sek  dla (for) 133 —h< x‘,ag—?,



- ctgz®

arc’cigz

tgat

arcl gz

ctg 2f

arctf cig x

h
51567 - &+ b

(1 +a3)®

16747 h* sck

;— [lg (m: +h) +1g? (z: + h)] ht g

[__Zth .
S0+ @t ™
] ? rad

TR T L
4 (1 + a5

R
E}_V 3 h® rad

':— (clg @l -+ ctg?® x:) h*,
2, -+ h .
AU+ @ ™

x,

4(1+a3)?

I* rad

3 -
— /3 h rad
L 64

[+ (2 + 2P

51567+ ——2—— i sek

[°0,000000021154 (ctg 28 -+ ctg? z3) dla (for) h=1,
0,00000000058762 (ctg g +ctglag)  dla (for) h =107,

0,0000000000058762 (ctg xf - ctg®z§) dla (for) h=1",

dla tfor) s LS:E' ~h,

dia (for) %_>%:3_I

Ve V3

dla (fot) s —h<a, <T ’

dla (for) z, <-I~/3—3—-k,
V3

dla (for) z,> T i

dla (for) '/._3_? —!1<zu<-y%§.

dla (for) =, Q'/—?)B- —h,
V3

dla (for) zc'}T s

dla (for) l/_f_*h <Xy ég 3



SPIS RZECZY

Przedmowa

I,

II.

111
V.
V.
VI
VIL
VIIL.
IX.
X.
XI.
XII.
XIIL.
X1V,
XV.
XVI
XVIL
XVIILL
XIX.
XX,
XXI.
XXIL
XXIIL,
XXIV.
XXV.
XXVI,
XXVIL
XXVIIL
XXIX,
XXX.
XXXI.
XXXIL
XXXIIL
XXXIV.
XXXV.
XXXVL

Rozklad na czynniki pierwsze ( Hpa') R I L s = e B A 2— 15
i :
Odwrotnoéci (%) S RIS A W A &k O e T R e RO 16— 29
Logarytmy dziesigtne (log, %) « .« « « v v v v oo e b e e e e 30— 45
Antylogarytmy dziesigtne (10%) . . . . . . . . .00 T R R . Tl
Ryvadeaty (8% 5 5 % 5 5 e @im ol & 6 5% 5 e GRS w8 E S G oot d A 6 e 64— 93
Pierwiastki kwadratowe (J/x) « v v o v v v e 94—107
Szebdnny () « o v 5 s sy w E e i [ e W K ® G e s »ow ow one ee10B—121
Pierwiastki szefcienne (/%) . . . . . . ... o ey B e Bl AR RS A . 122—137
Funkcja wykladnicza ¢*(¢¥) . . . . . .« . . . . .0 e e RO e owo.o. 138177
Funkeja wykladnicza ™ (67%) v+« « v v v e e e e e e MG 3 5 ) 5 178—193
Logarytmy naturalne (log, x) . . . . . . : U AR B B WG ) eulet § § W e 194—205
Sinus hiperboliczny (sinhx) . . , . « . « . . oo 0. o laie s & W m e a00E=283
Funkcja ar sinh &, czyli sinh™2x (arsinh ®) . . . . . . . . .. o v vv o 234 —247
Cosinus hiperboliczny coshx . . . . . . . . . ST e G e e A e e 248275
Funkcja ar cosh x, czyli cosh™ % (ar cosh x) . . . . . .. R T A P 276 —295
Tangens hiperboliczny (tgh®) . . . . . . . afeal w30 6 W S e 4 % W o . .. 296301
Funkcja ar tgh », czylitgh™x (artgh #) . . . . . . .. . .. .. N DS Cewey O 302313
Cotangens hiperboliczny (ctgh %) . . . . . . « . .« o o .o e e 314—333
Funkcja ar ctgh ¥, czyli ctgh™ » (arctghx) . . . . . .o o v v oo oo 334 —351
Zamiana stopni, minut i sekund na radiany (°,/,“—rad). . . . . . . . . e L Y e i)
Zamiana radian6w na stopnie, minuty i sekundy (rad = %%”) . . .. .. .. .. . 354—361
Sinus i cosinus dla katéw w stopniach, minutach i sekundach (sin 2% cos 2% . . .. . 362—385
Funkcja arc sin #, czyli sin™! x, w stopniach, minutach i sekundach (arc’ sin x) . . 386—393
Funkcja arc cos &, czyli cos ! x, w stopniach, minutach i sekundach (arc’ cos x) . 394—401
Sinus dla katéw w radianach (sin #™) . . . . . . W e e SR o A I R g T 402 —409
Funkcja arc sin ¥, czyli sin"1x, w radianach (arc*sinx) . . . .. ... .. coee . . 410—417
Cosinus dla katéw w radianach (cos »7) . . . . . . . .. .. e T 418—425
Funkcja arc cos #, czyli cos™ %, w radianach (arc®cosx) . . . . . .. . s e ¢ 426—433
Tangens i cotangens dla katéw ‘w stopniach, minutach i sekundach (tg +°, ctg +°) . 434—467
Funkcja arc tg x, czyli tg™! x, w stopniach, minutach i sekundach (arc’tgx) . . . . . . 468 —481
Funkcja arc ctg x, czyli ctg™ x, w stopniach, minutach i sekundach (arc” ctgx) . . . . 482—495
Tangens dla katéw w radianach (tg &%) . . . . . . & v ¢ v v 0 b o v 0 e 496—515
Funkcja arc tg x, czyli tg™! x, w radianach (arcf tg %) . . . . . . . . . . . . <+ . . 516—525
Cotangens dla katéw w radianach (ctg #™) . . . . . . . . . . . . . S Ao 526 —545
Funkcja arc cig #, czyli ctg ! x w radianach (arctctgs) . . « . . . . . . .. <+« .« 546555
Stale matematyczne (const) . . . . . . . . . . . O D o O % DT 5 « » » » DB56—557
¢ IR & o W R L % & Geerel & S 8 W 8 5 o a6 b & W : . 558565



CONTENTS

Foreword

L
II.

111,
V.
V.
VL
VIL.
VIII.
IX.

XIL
XIIIL.
XIV.

XVI.
XVIL
XVIIL
XIX.
XX.
XXI.
XXII.
XXIII.
XXIV.
XXV.
XXVI.
XXVIIL
XXVIIL
XXIX.
XXX.
XXX

. XXXII.
XXXIIIL,
XXXIV.
XXXV.
XXXVIL

Decomposition into prime factors (I!pl.) I A L e T L. 2= 15
L)
Reciprocals (%) ............................. e . 16— 29
Declmal-logarithms (log x) socse o o w6 v 6 0w RREIGIRE & v ¥ E E 8 e W 6 W 30— 35
Decimnal antloparithmt: (107 wiv o v v o 5 0 & o @ 5 releime R T R 46— 63
Squares (x%) . . . . . T T e .. 64— 93
Square-roolsi(Y2)| & q w G el VR 8 8 e S R F s S v s e o. 94—107
Cubes () e v o m e n o m e g R R E G S R a5 s I 108—121
Cliein0ois (TR & « w v 5 Genm € o & ¥ @ s T RIS SR S S e sk e e 122—137
Exponential function ¢* (%) . . . . . . . . v o 00w e al e @ ow w s are s 1OR=LTT
Exponential function ¢ (¢7™) . . . . . ... ....... ot O D e O D T D 178—193
Natural logarithms (logg %) . . . . . . . . .« o o 4 .. s S e s v R e 194—205
Hyperbolic sine (sinhx) . . . . . .. ... ... . .. A 206—233
Function ar sinh x, i, sinh™ % (arsichx) . . . ... ..., T 234—247
Hyperbolic cosine (cosh &) . . . . .. . .. ... ... ... o O R YRS 248—275
Function ar cosh %, ie. cosh™x (arcosh®) . . . . . . . v v v v v v v o e e 276—295
Hyperbolic tangent (Whi®) & w5 Gie oo v o & &% % @ i@l 8 & 2 2 0 6 % e W s 296—301
Function ar tgh &, ie. tgh™lx (artghs) . . . . .. . .. ... .. R 302—313
Hyperbolic cotangent (ctghx) . . . . . . . . x ALLeTaLIAT 5 W w R 314—333
Function ar ctgh #, ie.cigh™lx (arcigh®) . . . . . . . . o o0 v v v v vt 334—351
Conversion of degrees, minutes and seconds into radians (°,%,” ~>rad). , . . . ... . 352—353
Conversion of radians into degrees, minutes and seconds (rad —° %) . . .. . .. . 354—361
Sine and cosine for angles in degrees, minutes and seconds (sin xo, cos x") e w e . . . . 362—385
Function arc sin , ic. sin"!x in degrees, minutes and seconds (arc’ sinx) . . ... . 386—393
Function arc cos , i.e. cos ! x in degrees, minutes and seconds (arc® cosx) . . , . . . 394—401
Sine for angles in radians (sin &%) . . . . . . . .. .0 .. . AR T 402—409
Function arc sin &, i.e. sin ' # in radians (arc™sin ) . . , . . ... 4w ... .. . 410—417
Cosine for angles in radians (cosx™) . . . . . . .. . ... ... D 3L O 418—425
“Function arc cos x,1i.e, cos *x in radians (arc* cos#) . . . . . .. ... ... ... 426—433
Tangent and cotangent for angles in degrees, minutes and seconds (tg x°, ctg #°) . . . 434—467
Function arc tg x, i.e. tg™1x in degrees, minutes and seconds (arc” tgx), . . . . . . . 468—481
Function arc ctg #, i.e. ctg™lx in degrees, minutes and seconds (arc® ctg %) . . . . . . 482 —495
Tangent for angles in radians (tg %) . . . . « « . o v 0 vt w e e e e e e 496—515
Function arctg x, ie, tg7 % in radians (arc™ tgx) . . .+« . v v 4w a4 .. .. 516—525
Cotangent for angles in radians (Ctg &7) . . . . . . .« v ¢ v v v h e e .. .+« H26—545
Function arc ctg ¥, i.e. ctg ! x in radians (arcT ctgx) . . . . . . . ... .. . ... 546555
Mathematical constants (CONSt) . . + v « v v v 4 e v s e e e e e e e e s 556 —557

Formwlar . ;o wosied o »50 W o 6 e N S A ER C  T . . . H58—565



Me,

ar ctghx lI

X
D, " ”—!' rad
log, x

rad -» 0: !s !

10"

sin x°
cos x°

arc’ sin x

arc’cos x

sin x*

arc sinx

cos x*
'e'*

arc’cos x

log, x
tg x’

t =]
e sinh x

arc’tgx
ar sinh x

arc’ctgx
coshx

tg x*
arcoshx

arc tgx

tghx
ctg x*
artghx

arcctg x
ctghx

const



