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§ 83. Nomogramy réwnan o czterech i wiecej zmiennych.
Umiemy juz narysowaé¢ nomogram siatkowy dla réwnania o trzech
zmiennych
(69) F(@,y,2)=0,

a dla pewnych typéw réwnania (59) umiemy takze narysowaé¢ nomogramy
kolineacyjne. Nasuwa si¢ wobec tego pytanie, czy mozna skonstruowaé
nomogram dla réwnania o czterech zmiennyeh

(60) F(xy,2,,25,2,)=0
lub ogélniej dla réwnania o n zmiennych
(61) F(@y,@y,25,...,2,)=0.

Okazuje sie, ze dla pewnych typow réwnan (61) jest to mozliwe. Nomo-
gramy takie mozna uzyskaé przez skladanie nomogramoéw siatkowych
lub kolineacyjnych dla réownan trzech zmiennych, badz tez przez zasto-
sowanie specjalnych metod, jak nomogramy z binarnym polem lub no-
mogramy z transparentem. Nie mozemy si¢ tutaj szczegélowo zajaé
tym zagadnieniem i ograniczymy sie tylko do kilku najprostszych przy-
kladow.
Zialozmy, ze réwnanie (60) daje sie zapisaé w postaci ukladu dwoeh
rownan o trzech zmiennych
(62) Fl(wlixﬂ“')=0:
F, (@y,2,,u)=0, '
gdzie rownanie (60) otrzymuje sie z ukladu (62) przez wyrugowanie po-
mocniczej zmiennej w. Zalozmy, ze dla kazdego z dwé6ch réwnan ukladu
(62) mozemy narysowaé¢ nomogram siatkowy. Narysujmy je obok siebie
tak, by rodzina linij « byla wspol-
i B < na dla obu nomogramoéw (rys. 73).
s % g Jest to mozliwe, gdyz przy kon-
strukeji nomogramu  siatkowego
\ s mozemy dowolnie wybraé dwie
J rodziny linij.
e = Przypuiémy teraz, ze do da-
W nych wartodei a”,2’,a2f) zmien-
T X nych @,,x,,2, chcemy znalez¢ war-
o todé o zmiennej @, ktéra wraz
Rys. 73 z danymi wartofciami spelnialaby
rownanie (60). W tym celu na
pierwszym nomogramie znajdujemy lini¢ rodziny w przechodzgcg przez
punkt przeciecia linij rodzin @, ,x, o kotach &, z{"). Przez punkt przeciecia
tej linii z linig rodziny @; o kocie #{’ na drugim nomogramie przechodzi
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linia rodziny z; o kocie réwnej szukanej wartodei 2. Widzimy, ze linie
rodziny « nie muszg by¢ nawet oznaczone kotami, chyba ze z innych
wzgledow interesuje nas wartosé pomocniczej zmiennej .

Opisang metode lgezenia nomograméw siatkowyeh mozna stosowad
kilkakrotnie, uzyskujge nomogram dla réwnania (61), jesli tylko da sie
ono sprowadzi¢ do ukladu n—2 réwnan

F\ (@, ;%) =0,

By (3,u,,,)=0,

(63) Fy(04,us y%3) =0,
F!L—Zi(;llra -29”‘:;—4!“’%—-3)= 07

Fy 2{wn—l:‘ru.!"n 3)=0

Z m—3 pomocniczymi zmiennymi iy, ..., %, ;.

Dla réwnan ukladu (63) rysujemy nomogramy siatkowe tak, by
nomogramy funkeyj F;=0 i F; ;=0 (i=1,2,...,n—3) mialy wspo6lng
rodzine linij zmiennej pomocniczej u;. Uzyskujemy w ten sposéb zloiony
nomogram siatkowy dla réwnania (61).

Narysujmy dla przykladu nomogram do obliczania predkosei »
ciala na réwni pochylej
(64) v=[v;+ 2¢l(sing — K cosg)]"?,
gdzie :

vy — predkosé poezatkowa (0 m/sek<<v,<<4 m/sek),

g — przyspieszenie ziemskie (¢=9,81 m/sek?),

— dlugogé réwni pochytej (0 em<1<<100 ¢m),

— kat nachylenia réwni pochylej (0°<<p<45°),

— wspoélezynnik tarcia (0<<K <0,8),

— szukana predkosé¢ ciala na koneu réwni pochylej (m/sek).
Mamy wig¢e narysowaé¢ nomogram dla réwnania (64), w ktérym wyste-

puje 5 zmiennych »y,1,¢,K ,». Réwnanie to mozna sprowadzié¢ do ukladu
trzech réwnan

= He =

uy,=sing — K cosg,
0 =0+ .

Na rysunku 74 pokazany jest gotowy nomogram siatkowy dla
réwnania (64) uzyskany przez zlozenie trzech nomograméw siatkowych
dla trzech rownan ukladu (65). Wszystkie trzy nomogramy sa prostoli-
niowe, a wspélne dla poszezegélnych par nomograméw rodziny linij
- pomocniczych zmiennyeh u, i wu, sy rodzinami prostych réwnoleglych.

Metody numeryezne i graficzne — 26
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Na rysunku 74 odezytano dla przykladu v~ 3,85 m/[sek dla K=0,15,
¢=27° 1=80em 1 v,=3,2m/sek. Dokladniejsze obliczenie daje »a
~ 3,907 m/sek. Nomogram wykonany dokladniej w wigkszym formacie
dalby z pewnofeiag dokladniejszy wynik.
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Rozpatrzmy réwnanie (60) o czterech zmiennych i zal6zmy, ze da
sie ono sprowadzi¢ do ukladu réwnan (62). Wiemy, ze mozna wtedy dla
réwnania (60) narysowa¢ nomogram siatkowy (rys. 73) zlozony z dwu
nomograméw siatkowych o wspélnej rodzinie linij pomocniczej zmiennej u.
Jezeli dla obu réwnan ukladu (62) mozna narysowaé nomogramy koli-
neacyjne takie, ze zmienna pomocnicza u bedzie
miata w obu nomogramach identyczng skale, to
skladajge te dwa nomogramy tak, by skale u sie
pokrywaly, uzyskamy zlozony nomogram kolinea-
eyjny dla rownania (60). Schemat takiego nomo-
gramu pokazany jest nma rysunku 75. Poslugu-
jemy sie takim nomogramem nastepujaco. Niech

Rys. 76 np. dane beda wartosei 2,2, zmiennych

@y, 24,25, Poszukujemy wartodci 2{”) zmiennej

x, zwigzanej z poprzednimi réwnaniem (60). Nalezy w tym celu po-
lgczy ¢ prosta punkty o kotach 2 i 2 na skalach @,,z,. Punkt przeciecia
tej prostej ze skala pomocniczej zmiennej u lagczymy nastepnie z punktem
o kocie #§" na skali x,. Ta prosta przecina skal¢ x», w punkcie, ktérego
kota jest szukang wartodcig {” zmiennej z,. Widzimy, ze na skali zmiennej
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pomocniczej nie trzeba umieszezaé kresek ani wypisywaé kot, chyba
ze z innych wzgleddéw interesuje nas wartosé¢ pomocniczej zmiennej u.
Do znalezienia wartosei jednej sposréd zmiennych @y,@,,2,,2,, gdy
dane sg wartodei trzech pozostalych, wystarczy tylko slepa skala pomo-
cniczej zmiennej u, tj. tylko krzywa, na ktorej ta skala jest polozona.
Niekiedy takze rysuje sie na slepej skali dowolng podzialke, ktora ulatwia
orientacje. Na tle takiej podzialki latwiej jest wtedy odréznié dany punkt
od ewentualnych innych punktow.

Opisane postepowanie mozna — podobnie jak skladanie nomogramoéw
siatkowych — zastosowaé takze do réwnan o n zmiennych. Jezeli réwna-
wie (61) da sie sprowadzi¢ do ukladu réwnan (63), a ponadio dla wszyst-
kich réwnai tego ukladu moina narysowaé nomogramy kolineacyjne takie,
2e kazda zmienna pomocnicza u; (i=1,2,...,m—3) bedzie miala identyczne
skale w obu nomogramach dla réwnan F;=0 i F; ,=0, to dla réwnania
(61) moina narysowaé¢ loiony nomogram kolineacyjny. Nalezy w tym
celu narysowa¢ nomogramy dla wszystkich réwnan ukladu (63) tak,
by pokrywaly sie skale pomocniczych zmiennych w kazdych dwdéch
nomogramach sgsiednich.

Narysujemy dla przykladu nomogram kolineacyjny do obliczania
ciezaru P rury na podstawie wzoru

qal

(65) _ Bl (D* — dj},}

gdzie
D — frednica zewnetrzna rury (2 em<<D<11 cm),
d — frednica wewnetrzna rury (0 em<d<8 cm, d<D),
I — dlugogé rury (0 em<1I1<500 em),
a — ciezar wlasciwy (2 g/em®<a<12 g/em?).
Roéwnanie (65) mozna sprowadzi¢ do ukladu réwnan

ul = D:{ P dz’
(66) Uy = Uity ,
T
.P = 4 aug.

Dla pierwszego z tych réwnan mozna narysowaé nomogram o trzech ska-
lach réwnoleglych ze skalami kwadratowymi zmiennych D, d i skalg
regularng zmiennej #,. Dla drugiego réwnania narysujemy nomogram
typn N ze skaly rzutowg zmiennej ! i skalami regularnymi zmiennych
wy i uy. Podobnie dla trzeciego réwnania narysujemy takze nomogram
typu N ze skaly rzutowg zmiennej a i skalami regularnymi zmiennych
uy i P. Widzimy wiee, ze dla wszystkich trzech réwnan ukladu (66) mo-
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zemy narysowaé nomogramy kolineacyjne, przy czym zmienne pomoeni-
cze u,,u, maja skale regularne. Dobierajae odpowiednie moduly mozemy
wige zlozyé poszezegiélne nomogramy uzyskujae w ten sposéb skladany

nomogram kolineacyjny dla réwnania (65). Na rysunku 76 pokazany
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Rys. 76

jest gotowy nomogram tego rownania. Nie potrzebujac wartosei
pomocniczych zmiennych u, narysowalismy dla nich skale S§lepe.

Dla przykladu na rysunku 76 odezytano Pa150 kg dla wartodei zmien-
nych D=10cm, d=6cm, 1=400cm, a=7,8gem * (zeliwo). Doklad-
niejsze obliczenie daje P~157 kg.

Specjalny typ nomogramu, tzw. nomogram z binarnymepolem mozna
narysowaé¢ dla réwnania (60), jezeli da si¢ ono sprowadzi¢ do postaci

(@) o () 1
(67) fa(@s)  ga(ay) 1(=0,
fs(@s, @) gs(@g,24) 1

gdzie funkeje fi(2)), g1(®), fa(@a), g:(22), fy(wy,2,), g5(@5,2,) sg ciggle
i ograniczone w rozpatrywanych przedzialach zmiennych @,,2,,2,,7,.
Taka posta¢ rownania ma prosta interpretacje geometryezng. W dowol-
nym ukladzie wspolrzednych &,7 trzy punkty o wspélrzednych

(68) & (1)) = afy (@), m(@y) =g (),
(68") &, () = afy (@), (@) = f g (@),

(68") &y (wy,yay) = afy(@s,25),  n3(@3,@4) = f g3 (25, 2)
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whtedy i tylko wtedy lezg na jednej prostej, gdy wielkosci @y,@,,2,,x,
spelniaja rownanie (67).

Dla réwnania (67) mozna wiee narysowaé¢ nomogram (rys. 77) zlo-
zony z dwoch skal zmiennych #, i x,, 0 rOGwnaniach okreslonych wzorami
(68) i (68'), i z dwu rodzin linij uzyskanych g
przez ustalanie wartodei jednej ze zmiennych
i ®, w rownaniach (68). Siatke utworzong
przez dwie rodziny krzywych o kotach réwnych
wartosciom jednej ze zmiennych o, i @; nazy-
wamy polem binarnym tych dwu zmiennych,
d HZ}’S]\’EIJI}' nomogram nomogramen = ’p{?f-{?ﬂl
binarnym.

Gdy dane sp wartosei dowolnyeh trzech sposréd czterech zmiennych
@y gy gy 0y, . Wartodei a2 a2l to wartodé @ czwartej zmiennej z,,
zwigzanej z pozostalymi réwnaniem (67), wyznaczamy przy pomoey
nomogramu z polem binarnym (rys. 77) w sposéb nastepujacy. Przez
punkty o kotach 2" i 2 na skalach zmiennyeh #, i @, prowadzimy linie
prostg i znajdujemy jej punkt przeeciecia z linig o kocie 2{) z pierwszej
rodziny linij pola binarnego. Przechodzgca przez ten punkt linia drugiej
rodziny pola binarnego ma kote réwng szukanej wartosei .

Nomogram z binarnym polem jest polaczeniem nomogramu koli-
neacyjnego z siatkowym. Spelnieniu réwnania (67) odpowiada tu koli-
neacja trzech punktéw, z ktérych jeden jest punktem przeciecia dwu
krzywych.

Tak, jak wprowadzajge do nomogramu kolineacyjnego zamiast
jednej skali pole binarne, moglismy narysowaé¢ nomogram dla réwnania
(67), podobnie, stosujae dwa lub trzy pola binarne zamiast dowolnych
dwoeh lub wszystkich trzech skal nomogramu kolineacyjnego, mozemy
narysowa¢ nomogram dla rownan o pieciu lub szesciu zmiennych postaci

fi (@) g () 1

F (@), 3,4y 05) = | fo(@y,@5)  ga(@yy@5) 1| =0

Rys. 77

;fa(-nn-rs) 93(@y, ;) 1
0oraz

| fi(@y @) gy (@, 2,) 1\

B0y Da's By s Bgy Tsy B —| fals, @) als,2) 1| =0

f3(@5,@) g3 (@5,26) 1

W szezegdlnodei  jezeli mozna narysowaé¢ nomogram kolineacyjny
dla réwnania o trzech zmiennych

F(x,y,2)=0,
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to wprowadzajgec nowe zmienne przez podstawienia
T =@ (@),@), Y =qa(T5,%), 7= 3(5,)

i stosujge pola binarne mozemy narysowa¢ nomogram dla réwnania
0 szesciu zmiennych

F(‘pl (@y,@5) s (e 384) yp3 (25 9‘3{.)) =0.

Inne bogate mozliwodci rysowania nomogramow dla rownan o wigk-
szej ilodei zmiennych daje uzycie dwu plaszezyzn. Wykonujae rysunek
na dwu arkuszach papieru, z ktorych jeden przeZroczysty zwany ranspa-
rentem naklada sie na nieprzezroczysty zwany podkladem, mozemy wpro-
wadzi¢ do rachunku nowe zmienne jako parametry wzajemnego polo-
zenia obu plaszezyzn. Zasada ta prowadzi do nowego typu nomogramoéw
zwanych nomogramami z transparentem, ktéryeh teoria tworzy osobny
dzial nomografii. Niekiedy stosuje sie takze nomogramy z dwoma transpa-
rentami.

W krétkim zarysie poznalismy juz gléwne zasady nomografii i potra-
fimy sporzgdzi¢ nomogramy dla dos§é obszernej klasy réwnar. Nomo-
gram pozwala w bardzo prosty sposéb i w bardzo krétkim czasie rozwig-
za¢ nieraz do$¢ skomplikowane réwnanie. Zwlaszeza wtedy, gdy mu-
simy wielokrotnie powtarza¢ pewne stereotypowe obliczenia, trud spo-
rzadzenia odpowiedniego nomogramu sowicie sie¢ oplaci. Odpowiednie
nomogramy mogg np. ulatwié konstruktorowi wielokrotnie powtarzane
obliczenia konstrukeyjne. Spotyka sie cale wydawnictwa zbierajace no-
mogramy stuzgce do rozwigzywania specjalnych zagadnien.

Przy dobrym zaplanowaniu i starannym wykonaniu mozna uzyskad
na nomogramie dokladnos§é do trzech miejse znaczgeych. Jest to do-
kladnos¢ zupelnie wystarczajaca w prawie wszystkich obliczeniach prak-
tycznych. Najprostsza droga prowadzaca do zwigkszenia dokladnosei
nomogramu jest powigkszenie moduléw na skalach. Zwiekszanie modu-
lIow prowadzi jednak do wydluzenia skal i powigekszenia calego rysunku,
Jest to mozliwe tylko do pewnych gramic. Dalsze zwiekszanie modulow
mozna uzyskaé przez wykonanie kilku nomogramdw dla réznych prze-
dzialow. W pewnych przypadkach mozna poszezegolne nomogramy ry-
sowadé na tym samym arkuszu papieru, umieszczajac obok siebie pociete
na kawalki skale zmiennych, podobnie jak ukladaliSmy obok siebie
odcinki skali logarytmieznej na plaskim suwaku logarytmicznym. Mozna
w ten sposéb uzyskad skale o dlugodei kilkndziesieciu metréow i dokladnosé
odezytu do pieciu miejse znaczgceych.

Czesto dla danego réwnania mozemy narysowad kilka réznych typow
nomogramu i stajemy przed koniecznodeiz wyboru najlepszego. Dla
wigkszosel spotykanych w praktyce rdéwnain o trzech zmiennych mozemy
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narysowaé nomogram siatkowy, podezas gdy nomogram kolineacyjny tylko
dla niektérych typéw réwnan. Najezedciej wiee musimy wybieraé¢ miedzy
nomogramem siatkowym a kolineacyjnym. Najwiekszg zaletag nomogramu
siatkowego jest to, ze — w przeciwienstwie do nomograméw kolinea-
eyjnych — deformacje plaszezyzny rysunku nie maja wplywu na bledy
odezytywanyeh wynikéw. Jezeli wskutek zalaman lub dzialania ciepla
czy wilgoei arkusz papieru, na ktérym narysowany jest nomogram,
ulegnie deformacji, to znieksztalcg si¢ tylko krzywe nomogramu siat-
kowego, ale nie zmienig si¢ ich punkty przeciecia. Ta wlasnogé nomo-
gramu siatkowego pozwala go uzywaé¢ w kazdym warsztacie, a nawet
w terenie. Nomogramy kolineacyjne sg natomiast zwykle prostsze
do narysowania i poslugiwania si¢ nimi. Gesta sie¢ linij nomogramu
siatkowego meczy oko i stwarza wieksze mozliwosei pomylki przy odezy-
tywaniu. Ponadto interpolacja miedzy kreskami skali nomogramu Kko-
lineacyjnego jest latwiejsza i dokladniejsza niz interpolacja miedzy krzy-
wymi giatki nomogramu siatkowego. Dzigki temu nomogramem Kkoli-
neacyjnym mozna zwykle nzyskaé wiekszg dokladnosé przy tym samym
formacie rysunku. Dlatego majae do wyboru nomogram siatkowy lub
kolineacyjny i nie majgc specjalnych obaw deformacji rysunku w warun-
kach poshigiwania sie nim, wybieramy najezedciej nomogram kolinea-
cyiny. Do odezytywania nomogramu kolineacyjnego najwygodniej jest
uzywaé przezroczystego linealu celuloidowego z wyryta i zamalowang
na czarno linig prosta (nalezy zawsze przykladaé do rysunku te strone
linealn, na ktorej wyryta jest linia) lub tez napietej nitki. Jezeli na skalach
znajduja sie¢ wyréznione punkty, ktére bedziemy specjalnie czesto uzy-
wali, to warto jest je specjalnie zaznaczy¢ na skali. Tak np. na skali
zmiennej a nomogramu na rysunku 76 mozna by umiesci¢ punkty odpowia-
dajgee ciezarom wlasciwym najezedeiej uzywanych materialéw (np.
zelazo, olow, szklo itp.) piszace zamiast kot symbole oznaczajgce te mate-
rialy. Wykonujge nomogram dla praktyka nie mozemy zapominaé o do-
kladnej i jasnej instrukeji poslugiwania si¢ nim. Na bardziej skompli-
kowanych nomogramach rysujemy w tym celun specjalne schematy
(klueze) uzycia (rys. 74 i 76).
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Tablica Ia
Rozklad normalny

Tablice

Tahlica Ib
Rozklad ¢-Studenta

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4

0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

1,0
150
1,2
1,3
1,4

1,5
1,6
1,7
1,8

1,9

2.0
2,1
2.2
2.3
2,4
2,5
2.6
27
2.8

2,9

3,0
3,1
3.2
3.3
3.4

3,56
3.6
3,7
3,8
3.9
4,0

|
|

b (x)

0,50000
0,53983
0,67926
0,61791
0,65542

0,60146
0,72575
0,75804
0,78814
0,81594

0,84134
0,86433
0,88493
0,90320
0,91924

0,93319
0,94520
0,95543
0,96407
0,97128

0,97725
0,98214
098610
0,98928
0,99180

0,99379
0,99534
0,99653
0,99744
0,90813

0,99865
0,99903
0,99931
099952
0,99966

0,99977
0,99954
0,99989
0,99993
0,99995
0,99997

V()

0,00000
0,07966
0,15852
0,23582
0,31084

0,38292
0,45149
0,51607
0,57629
0,63188

0,68269
0,72867
0,76986
0,80640
0,83849

0,86639
0,80040
0,91087
0,92814
0,94257

0,95450
0,96427
0,97219
0,97855
0,98360

0,98758
0,99068
0,99307
0,99489
0,99627

0,99730
0,99806
0,99863
0,99903
0,99933

0,99953
0,99968
0,99978
0,99986
0,99990
0,99994

12
13
14

15

16

100
120

0,9
6,314
2.920
2.353
2,132
2,015
1,043
1,895
1,860
1,833
1,812

1,706
1,703
1,701
1,699
1,697

1,689
1,684
1,679
1,676
1,671
1,667
1,664
1,662
1,660

1,658
1,645

0,95

12,706
4,303
3,182
2,776
2,571
2,447
2,365
2,306

2,262

2,093
2,086

2,080
2,074
2.069
2,064
2,060
2,056
2,052
2,048
2,045
2,042

2,030
2,021
2,014
2,008

2,000
1,995
1,990
1,987
1,984

1,980
1,960

0,99
s
ili:l.lm
9,925
5,841
4,604
4,032
3,707
| 3,499
|l -3,;3556
3.250
3,169

3,106
3,055
\ 3,012

2.977
2,947
2,921
2,898
2,878
2,861
2,845
2,831
2,819
| 2,807
2,797
2,787
2,779
2,771
| 2,763
| 2,766
2,750
2,724
2,704
2,689
2,677

| 2,660

2,648
| 2,639
i 2,632

2,626
2,617
2,576

0,999

636,619
31,508
12,941

8,610
6,854

5,959
5,405
5,041
| 4,781
| 4,587

! 4,437
! 4,318
| 4,221
4,140
| 4,073

4,015
3,965
3,022
3,883
3,850
3,819
3,792
3,767
3,745
| 3,725

3,707
3,600
3,674
3,659
3,646

3,501
| 3,551
3,522
3,497
3,460
3,436
3,416
3,401
3,391

3,373
3,291
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Tablica II

A. Liczby Stirlinga I rodzaju
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B. Liczby Stirlinga II rodzaju
|
n Sy $3 Sa I S 55 S 3 S 5o
o e
o s e s b '
3 1 3 1 ‘
4 1 6 7 1 i ll
5 1 10 25 15 1
6 1 15 65 90 31 1
7 1 21 140 350 301 63 | 1
8 ] 28 266 1050 1701 | 966 | 127 | 1
9 1 36 | 462 | 2646 | 6951 [ 7770 | 3025 | 255 1
10 1 45 | 750 | 5880 | 22827 | 42525 | 34105 | 9330 | 511 | 1
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Tablica ITI

Wspolezynniki interpolacyjne I rodzaju
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Tablica 111 (cigg dalszy)
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=1
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Tablica IV
Wspolezynniki dwumienne Newtfona (")
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! el 3 ‘ e e |
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3 1 3 |3 1| | I |
4 1 4| 6 4 ‘ 1| 5
5 o X ‘ 10 10 | 1 | |
6 1o el s |20 | sl e 1| .
7 R R 3 R R | 7 1 |
8 AR A el 1 56 | 70 | 56 | 28 8 1 |
9 Tl e 84 | 126 | 126 | 84 36 9 1
10 1 ‘ 10 45 | 120 | 210 | 252 | 210 | 120 45 10 1
11 I 4 55 | 165 | 330 | 462 | 462 [ 330 | 165 | 85 11
12 1 \ 12 | 66 | 220 | 495 | 792 | 924 | 702 | 405 | 220 | 66
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Tablice

Tablica V

) czyli wspoélezynniki interpolacyjne

:» 11 rodzaju

=0
0,00

0,01
0,02
0,03
0,04
0,05

0,06
0,07
0,08
0,09
0,10

0,11
0,12
0,13
0,14
0,15
0,16
0,17
0,18
0,19
0,20

0,21
0,22
0,23
0,24
0,25

0,26
0,27
0,28
0,29
0,30

0,31
0,32
0,33
01,34
0,35

0,36
0,37
0,38
0,349
0,40

0,41
0,42
0,43
0,44
0,45

0,46
0,47
0,48
0,49
0,50

(5

0,00000

—0,00495
—0,00980
—0,01455
—0,01920
—0,02375

~0,02820
—0,03255
—0,03680
—0,04005
—0,04500

—0,04895
—0,05280
—0,05655
—0,06020
—0,06375

—0,06720
—0,07055
—0,07380
—0,07695
—0,08000

—0,08295
—0,08580
—0,08855
—0,09120
—0.09375

—0,09620
—0,09855
—0,10080
—0,10295
—0,10500

—0,10695
—0,10880
—0,11055
—0,11220
—0,11375

—0,11520
—0,11655
—0,11780
—0,11895
—0,12000

—0,12095
—0,12180
—0,122565
—0,12320
—0,12375

—0,12420
—0,12455
—0,12480
—0,12495
—0,12500

H

0,00000

0,00328
0,00647
0,00955
0,01254
0,01544

0,01824
0,02094
0,02355
0,02607
0,02850

0,03084
0,03309
0,03525
0,03732
0,03931

0,04122
0,04304
0,04477
0,04643
0,04800

0,04949
0,05091
0,05224
0,05350
0,05469

(,05580
0,05683
0,05779
0,0586G8
0,05950

0,06025
0,06093
0,06154
0,06208
0,06256

0,06268
0,06333
0,06361
0,06384
0,06400

0,06410
0,06415
0,06413
0,06406
0,06394
0,06376
0,06352
0,06323
0,06289
0,06250

(3)

0,00000

0,00245
0,00482
0,00709
—0,00928
-0,01139

—0,01340
—0,01534
—0,01719
—0,01897
—0,020066

—0,02228
—1(),02382
—0,02529
—0,02669

0,02801

0,02926
—0,03045
—0,03156
—0,03261
—0,03360

0,03452
—0,03538
—0,03618
—0,03692
—0.03760

0,03822
—0,03879
—0,03930
—0,03976
—0,04016

—0,04052
—0,04082
—0,04108

~0,04129
—0,04145

—0,04156
—0,04164
—0,04167
—0,04165
—0,04160

—0,04151
—0,04138
~0,04121

—0,04100

—0,04076

—0,04049
—0,04018
—0,03984
—0,03946
—0,03906

Ty

=~

(i}

0,00000

0,00196
0,00384
0,00563
0,00735
0,00899

0,01056
0,01206
001348
0,01483
0,01612

0,01733
0,01849
0,01958
0,02060
0,02157

0,02247
0,02332
0,02412
0,02485
0,02554

0,02617
0,02675
0,02728
0,02776
0,02820
0,02859
0,02893
0,02924
0,02950
0,02972

0,02990
0,03004
0,03015
0,02022
0,03026

0,03026
0,03023
0,03017
0,03007
0,02995

0.02980
0,02662
0,02942
0,02919
0,02894

0,02866
0,02836
0,02804
0,02770
0,02734
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Tablica V (ciag dalszy)

41¢

ry
—
= oy
—

0,60

0,61
0,62
0,63
0,64
0,65

0,66
0,67
0,68
0,69
0,70

0,71
0,72
0,73
0,74

0,75

0,76
0,77
0,78
0,79
0,80

0,81
0.82
0,83
0,84
0,85

0,56
0,87
0,88
0,89
0,90

0,91
0,92
0,93
0,04
0,95

0,96
0,97
0,98
0,99
1.00

—0,12500

—0,12495
— 0,12480
—0,12455
—0,12420
—0,12375

—0,12320
—0,122556
—0,12180
—0,12095
~0,12000

— (0, 11895
—0,11780

-0, 11655
—0,11520
— 0, 11375

—0,11220

| —0,110556
[ —0,10880
0,10695
0,10500

~0,10295
—0,10080
(,09855
(,00620

: ~0,00375

' —0,09120
. —0,08855
—0,08580
0,08295
0,08000

—0,07695
~0,07380
0,07055
0,06720
0,06375

0,06020
—1,05655
—0,05280
—0,04895
—0,04500

! —0,04095
| 0,03680
—0,03255
~0,02820
—0,02375

—0,01920
0,01455
—0,00980

U, 00495

| —0,00000

b 1)
| 3
0,06250

0,06206
0,06157
0,06103
0,06044
0,05981

0,05914
0,05842
0,05765
0,05685
0,05600

0,05511
0,05419
0,05322
0,05222
0,05119

0,05012
0,04901
0,04787
0,04670
0,04550

0,04427
0,04301
0,04172
0,04040
0,03906

0,03770
0,03631
0,03489
0,03346
0,03200

0,03052
0,02903
0,02751
0,02598
0,02444

0,02288
0,02130
0,01971
0,01811
[ 0,01650

001488
0,01325
0,01161
0,00996
0,00831

0,00666
0,00500
0,00353
G,00167
0,00000

&
H
—0,03906

—0,03863
—0,03817
—0,03769
—0,03717
—0,03664

—0,03607
—0,03549
—0,03488
—0,03425
—0,03360

—0,03293
—0,03224
—0,03154
—0,03081
—0,03007

0,02932
—0,02855
—0,02777
—0,02697
—0,02616

—0,02534
-0,02451
0,02368
—0,02283
—0,02197

—0,02111
—0,02024
—-0,01937
—0,01848
—0,01760

0,01671
—0,01582
—0,01493

-0,01403
—0,01314

—0,01224
—0,01134

-0,01045
—0,00955
—0,00866

—0,00777
0,00689
—0,00601
—0,00513
0,00426

0,00339
0,00254
0,00168
—0,00084
0,00000

Sy

e

0,02734

0,02696
0,02657
0,02615
0,02572
0,02528
0,02482
0,02434
0,02386
0,02336
0,02285

0,02233
0,02180
0,02125
0,02071
0,02015

0,01958
0,01901
0,01844
0,01785
0,01727

0,01668
0,01608
0,01548
0,01488
0,01428

0,01368
0,01308
0,01247
0,01187
0,01126

0,01066
0,01006
0,00946
0,00887
0,00828

0,00769
0,00710
0,00652
0,00594
0,00537

0,00480
0,00424
0,0036%9
0,00314
0,00260

0,00206
0,00154
0,00102
0,00050
0,00000
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Tablica VI
Wspolezynniki interpolacyjne Everetta
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0,38
0,39
0,40

0,41
0,42
0,43
0,44
0,45

0,46
0,47
0,48
0,49
0,50

0,00000

—0,00167
—0,00333
—0,00500
—0,00666
—0,00831

—0,00096
—0,01161
—0,01325
—0,01488
—0,01650

—0,01811
—0,01971
—0,02130
—0,02288
—0,02444

—0,02598
—0,02751
—0,02903
—0,03052
—0,03200

—0,03346
—0,03489
—0,03631
—0,03770
—0,03906

—0,04040
—0,04172
—0,04301
—0,04427
—0,04550

—0,04670
—0,04787
—0,04901
—0,05012
—0,05119

—0,05222
—0,05322
—0,05419
—0,05511
—0,05600

—0,05685
—0,05765
—0,05842
—0,05914
—0,05981

—0,06044
—0,06103
—0,06157
—0,06206
—0,06250

e L

0,00000

0,00033
0,00067
0,00100
0,00133
0,00166

0,00199
0,00232
0,00265
0,00297
0,00329

0,00361
0,00393
0,00424
0,00455
0,00486

0,00516
0,00546
0,00576
0,00605
0,00634

0,00662
0,00689
0,00717
0,00743
0,00769

0,00794
0,00819
0,00843
0,00867
0,00890

0,00912
0,00033
0,00954
0,00973
0,00992

0,01011
0,01028
0,01045
0,01060
0,01075

0,01089
0,01102
0,01114
0,01125
0,01136

0,01145
0,01153
0,01160
0,01167
0,01172

coorPe ool

<

AL G Tt (0 B, o e (e B D
©

o0
=

W1 MW~ OO

=g =N=N=

?

0,81

-

coo
oo oo o
" 2 bD

0,85

0,86
0,87
0,88
0,89
0,90
0,91
0,92
0,93
0,94
0,95

0,96
0,97
0,98
0,99
1,00

s

—0,06250

—0,06289
—0,06323
—0,06352
—0,06376
—0,06394

—0,06406
—0,06413
—0,06415
—0,06410
—0,06400

—0,06384
—0,06361
—0,06333
—0,06298
—0,06256

—0,06208
—0,06154
—0,06093
—0,06025
—0,05950

—0,05868
—0,05779
—0,05683
—0,05580
—0,05469

—0,05350
—0,05224
—0,05091
—0,04949
—0,04800

—0,04643
—0,04477
—0,04304
—0,04122
—0,03931

—0,03732
—0,03525
—0,03309
—0,03084
—0,02850

—0,02607
—0,02355
—0,02094
—0,01824
—0,01544

—0,01254
—0,00055
—0,00647
—0,00328

0,00000

(57)

0,01172

0,01176
0,01179
0,01181
0,01182
0,01182

0,01181
0,01179
0,01175
0,01170
0,01165

0,01158
0,01150
0,01141
0,01131
0,01119

0,01106
0,01093
0,01078
0,01062
0,01044

0,01026
0,01006
0,00985
0,00963
0,00940

0,00016
0,00890
0,00863
0,00835
0,00806

0,00776
0,00745
0,00712
0,00679
0,00644

0,00608
0,00572
0,00534
0,00495
0,004556

0,00413
0,00371
0,00328
0,00284
0,00239

0,00193
0,00146
0,00098
0,00050
0,00000




Wzory na przyblizone rézniczkowanie

Tablica VII

Wzory na przyblizone rozniczkowanie
(Liezby F, i M, sy okreslone wzorami (10a) w rozdziale VII)

A. Pochodne pierwszego rzedu.

n=1
- 1 . 1 1
Y= i (—Yot+¥1)— 2 Fah+ 5 M, h,

1 1o 2 1
Y= 7 (=Yt y1)+ 9 Fyhi D) Myh.

1 1% 1
1’1;:’ ;h{ -3y + 4y Ya) + 3 !'nhgi:?‘ My h*,

| 1
- 2h (—Yot¥a)- S Fyh*+ 6 My h?,

1
1= o (%o~ 4*a.+'3Jn}+ — If‘ k*:{- — M, ke,

n=3

1 : 1
yi= S (—11yp+ 18y —9ys+2y5) — I‘,hai — M, h3,
) .

| 1
Y= (~2ye—3ya-+Oys—ya) + -2 Fultct = ML,
6h 12

1 1
?f-:, = Bh (Yo— 6y + 3yt 2y,) - 12 Fht+ 1'2 M h#,

1 1 1
Y= — (—2yo+ 9y, — 18y, 11y,) + P4 — M e,
Gh 4

n=4
T PN \ 1
Yo= 1_2h (— 25y, -+ 48y, — 36y, + 16y 5 — 3y,) + 5

5 1
Y= (-—3yn—|0J|+|8Jn—6.}s+fh}_ 20 Fyht+ :;.'I_I M b,

|
Vo= Tor Wo=8y1+8ys—y)+ 0 F k‘i o s B,

I 1
Yy= ng (— yo+liy1—13ya+109'=+3y.]— il b M; e,

1
)= W (8yo— lli.;1+3tiy,~—48y.+251,]+ 5 Fahts — My 1.
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=25

e, ; : g (5 1
Y= GOh (— 137y, + 300y, — 300y, + 200y, — 75y, + 12y;) — 73 Foht - i M1,

iyl ; : 1 1
oy W ( —12y,— 65y, + 120y, — 60y, + 20y, — 3y;) + 30 Fyh® 4 30 Meh?,
Yo = : ( 3y,—30y,—20y,+60y,— 15y +23;]—1F h‘j:—l—M h#

1= GOk 0 1 2 3 fl )= o " g0 s

1! gClT 1 1
Y= 60h ( —2y,+ 15y, — 60y, + 20y, + 30y, —3y;) + %Fohs:{: a)ﬂfskh’

prd PONE ol S 1
Y= GO ( 3Y0—20y,+ 60y, — 120y, -+ 65y, + 12y;) — ﬁ'l‘nhs:f: %Mshﬁ’

1 1 1
= T ( —12y,+ 75y, — 200y, + 300y, — 300y, + 137y,) + FF'M -+ EM,}:S.

n==06

1 1 1
Y= W(_ 147y, + 360y, — 450y, -+ 400y, — 225y, + 72y; — 10y,) + 7 Fihi4 5 M, ks,
(!

1 1 1
Yr=——( — 10y, — 77y, + 150y, — 100y, + 50y, — 15y + 2y;) — 3 Fohe -+ 77 SUEYLN

60k 2

1 1y 1
Vo= ———( 2y, — 24y, — 35y, + 80y, — 30y, + Sys— ¥s) + —— F ho 4+ — M, k",

60k 105 105
; 1 . 1 1 X
Y= W( — Yo+ Yy —45ya+ 45y — s+ ya) — 20 Foht+ Fo‘u’h .
1 =fy! 3 i ST VTP
Y= Go ¢ Yo~ 81+ 30y —80ys+ 35y, + 24y — 2ye) + T Fo L T ML B,
' 1 : 1 1
Hoow W( — 2y + 15y, — 50y + 100y — 150y, + 7Ty, + 10y,) — 42 Faiht 4 0 M he,
1 1 1
Y= o L0y, — 72y, + 225y, — 400y, + 450y, — 360y, + 147y,) + = Faht+ = Mk,
g

B. Pochodne wy#szych rzeddw.

n=2
1
Y9 = 17 Wo—2y1+ys) — Fybt Myh.

N= 3

1 11 11
y&’l: T (2yo—Hyy+4ys—ys) + 5 Fohtt =2 M, h?,

1 3 3
Y= 55 (%ot 3y —3yatya)— 5 Fuhk o M.
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g Pra)

n—4
) 1(3? 26 +19 14 +11 ) 5]1}“5 MR
He= — Yo— — 1 — 4 — — F b3 — Mgh?,
?)‘L pe\12 Yo 3 AT 2 Y2 — 3 Ys l"’J 6 s 6 sh
s 3 5 . 3 i e B /
Y if_a o Yo + 9y — 12y +Tys— > Ya) + s By h*-+ T Mg h®,
yi = _h“( y.,—4y1-1-ﬁyg——4y:.+y¢) — 2F h+-2Mh.
n—=>5

7 I {15 77 107 61 5 137 137
y{l-l === Yo— — Yo+ —— Ya—13ys+ T Yy — F”‘ Ty Iohd+ T60 Mght,

17 71 o‘l -1] T

1 I SN 15
==y (— TRt gho g % Ty ua g Nt "I.Us) — W e R,

1 17
Y = I (8yo — 14y, + 26y, — 24y, + 11y — 2y,) + F,,?:’j_ = J{,,m
(A

1 5
Y= o (— ot By —10a-+ 10ya— 5ya-t-ye) — 21 oy S M,k
/5
1 (205 117 254 83,5 (a7 Y 7 7
2 L, e ~ o T £ ~y n —
Y= I ( 15 Yo J1 + Ys + - 5 Yi— = ! E— 180" W ) 10F7h5i IOM: h.l_.
1 49 461 307 15 29 29
y§ = ( 5 Yot295 — — Ya+62ys — — yot 13y — = ’)‘a) + 35 Fubt £ AL M,
T (; s 'r 242 7w 107i .t 17 ) e 0l o “'
i = — g — — 4 — g 1Y - et g i SR .
"y m\s Yok — 3 Ya 2 U Yo 6 Yo 5 Pt 5 2 It
1 7 95 85 5 T S
Y= '}w(“? Yo+20y: — 5 41 +60y, — 3 Yo+ 16y5 — 2—.%) o5 Fylid on M,

1
{0 = = (yo— 6y 1+ 15y — 20y, + 15y, — 6ys+ye) — 3F -3 M h.
1,

Metody nimetyezne 1 graficzne — 21
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Tablica VIII
Wzory Newtona-Cotesa dla przyblizonego obliczania calek oznaczonych

(Liczby F, i M, sa okreslone wzorem (79) w rozdziale VII)

n=1

2 b—a 1 1
!F{wld’z= 5 Woty)— 55 Falb— eyt 5 My (b—a),

n=2
fF 2 _b-a g (b a) 1 ! (b—-a)‘
J (w)de= - "(yo+ ?h'f‘.)‘s)—'— N\ :i:%tcT ’
n=3

b— 3 b—al\® 3 b—a\®
IF(”)da'— ST (yn“f";yri' 3yat+ys) — — F4( ) NSh M.( ) ,

80 8 80 3
n=4
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Wzory Gaussa dla przyblizonego obliczania calek oznaczonyeh
b f pray 4 A

Tablica IX

Wzory Gaussa dla przyblizonego obliczania calek oznaczonych
(Liczby F, i M, sa okre&lone wzorem (88a) w rozdziale VII)
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