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nomogramu pudelko zapalek. Uwzgledniajge moduly na osiach tego
nomogramu a=/f=J)/10 ecm dostajemy, ze powierzchnia gérnej Scianki
pudeltka od zapalek z2~-1,9¢f =19 em® Taki nomogram, narysowany
np. na blacie stolu szklarza, mozna od razu wycechowaé¢ wartosciami
szyby o danej powierzehni (np. w zlotych), co pozwoli natychmiast
wycenié¢ kazdg prostokatng szybe.

W praktyce bardzo czesto nie znamy analitycznej postaci réwna-
nia (14). Krzywoliniowy nomogram siatkowy mozna uzyskaé¢ na pod-
stawie wynikow pomiaréw trzech wielkosei zwigzanych nieznanym
rownaniem (14).

Kiedy indziej, nawet gdy rownanie (14) jest znane, lecz ma skompli-
kowang postaé¢ analityezng, krzywoliniowy nomogram siatkowy mozna
w prosty sposdb uzyskaé analizujge samo zagadnienie, ktore doprowadza
nas do danego réwnania. Tak np. okazuje sie, ze dla dodé skomplikowa-
nego wzorn analitycznego na dokladnosé¢ obrobki mechanieznej najpro-
Sciej jest uzyska¢ nomogram siatkowy przyjmujgce jako jedng rodzine
krzywych powiekszone profile noza tokarki. Analityczne okreslenie pro-
filn noza wymagaloby wprowadzenia kilku parametrow.

§ 82. Nomogramy kolineacyjne. W geomefrii znana jest zasada
dualizmu, ktora glosi, ze kazde twierdzenie geometryczne o koincyden-
cji punktéw i prostyeh na plaszezyZznie pozostaje prawdziwe, jezeli
w jego wyslowienin zamienimy wszedzie slowo prosta slowem punkt
i na odwrot slowo punkt slowem prosta'). Zasada omawianych do-
tychezas prostoliniowych nomograméw siatkowyech polegala na tym, ze
analitycznej relacji spelniania rownania (14) przez trzy wartodei zmien-
nych x,y,z odpowiadala geometryezna relacja przecinania si¢ w jednym
punkeie trzech prostych o kotach @,y,2 wybranych z trzech jednopara-
metrowyech rodzin prostych, wycechowanych wartosciami tych zmien-
nych (rys. 50). Zastanéwmy sie obecnie, co odpowiada rdéwnanin (14)
po przetlumaczenin zasady prostoliniowych nomogramow siatkowyeh na
jezyk pojeé¢ dualnyeh.

Trzem jednoparametrowym rodzinom prostych w mysl zasady
dualizmu odpowiadajg ftrzy jednoparametrowe rodziny punktow, tj.
trzy krzywe, ktorych punkty wycechowane sg wartoseiami parametru
jako kotami. Geometrycznej relacji przecinania si¢ trzech prostych
w jednym punkeie odpowiada lezenie na jednej prostej trzech punktow
o kotach x,y,z (rys. 59). Tak wi¢e doszlidmy do sformulowania zasady
nomogramu kolineacyjnego.

1) Seciste sformulowanie zasady dualizmu znalezé mozna np. w ksiaZce
M. Stark, Geometria analityezna, Monografie Matematyezne XXVI, Warszawa-
-Wroclaw 1951, str. 432,
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Nomogramem kolineacyjnym danego réwnania
(22) F(x,y,2)=0

nazwiemy trzy krzywe na plaszezyznie, ktorych punkty wycechowane sg
kotami @,y,2 w taki sposéb, ze trzy punkty tych krzywych (po jednym
z kazdej) lezag na jednej prostej wtedy i tylko wtedy, gdy koty x,y,2
tych punktéw spelniaja réwnanie (22).

Krzywg, ktorej punktom przyporzadkowano jako koty wartosei
pewnej zmiennej, bedziemy nazywali skalg tej zmiennej. Jesli krzywa
jest linig prosta, to wprowadzone tu pojecie skali sprowadza sie do zna-
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nego juz nam pojeciar skali funkeyjnej. Takg skale bedziemy nazywali
skalq prostoliniowq. Skale, ktore nie sg prostoliniowymi, bedziemy nazy-
wali skalami krzywoliniowymi.

Gdy znamy wartosci dowolnych dwu sposréd trzech zmiennych wy-
stepujacych w réwnaniu (22), mozemy latwo znalezé wartodé trzeciej
zmiennej prowadzge na nomogramie kolineacyjnym prostg przez punkty
odpowiednich skal o danych kotach. Punkt przeciecia tej prostej z trzecig
skalg ma kote réowng szukanej wartodei trzeciej zmiennej.

Zajmiemy si¢ najpierw nomogramami kolineacyjnymi, ktoérych
wszystkie ftrzy skale sg prostoliniowe. Rozpatrzmy najprostszy przy-
padek prostoliniowego nomogramu kolineacyjnego, w ktérym wszystkie
trzy skale sg rownolegle.

Niech dane bedg trzy skale funkeyjne o réwnaniach

(23) E=af(@), n=pg(y), C=yh(2),

umieszezone na trzech prostych réwnoleglyeh o jednakowych zwrotach
(rys. 60). Przyjmijmy, ze skala 2z znajduje si¢ miedzy skalami 2 i y w odle-
glodei ¢ od skali # i w odlegloscei p od skali y. Niech dowolna prosta I prze-
cina te trzy skale w punktach A,,4,, 4, o kotach réwnych odpowiednio
x,y,7 i wspohrzednych &,7,l, a prosta s przechodzgca przez poczatek
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skali z i prostopadla do wszystkich trzech skal przecina je w punktach

B,,B,,B; o wspolrzednych réwnych odpowiednio &;.%,,(,=0. Z prostej

proporeji geometrycznej otrzymujemy réwnanie, jakie musza spelniaé

wspolrzedne &,7,0 trzech punktéw lezgeych na jednej prostej
§—(§—%&) _ (n—m)—¢

q p

Po przeksztalecenin réwnanie to przybiera postad
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Podstawiajge do uzyskanego réwnania wyrazenia (23) otrzymujemy réw-

nanie, jakie musza spelniaé¢ koty ax,y,2 trzech punktéw lezacych na jed-
nej prostej
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Tak wiee widzimy, ze obierajac odpowiednie skale funkeyjne mo-
zemy mnarysowaé mnomogram kolineacyjny o trzech skalach réwnoleglych
dla dowolnego réwnania postaci

(25) h(2) = af (@) 4 by (1) + ¢,

gdzie funkeje f(x), g(y) i h(2) sg w rozwazanych przedzialach monoto-
niczne i ograniczone. Wystarezy w tym celu uzyé skal funkeyjnych
o rownaniach (23). Sposfréd siedmiu parame-
4 & M* tréw wystepujacych w réwnaniu (24) a,f,y,
20 / P4, &, mo mozemy ustalié cztery, dopasowujge
+s pozostale trzy do wartodei wspélezynnikéw

a,b,c réwnania (25).

- Narysujmy dla przykladu nomogram ko-
. 1 lineacyjny dla réwnania

2 z=3x+ 4y--2
- 0 uwzgledniajae przedzialy zmiennych —2<a<2,

0<y=<>5. W naszym przykladzie wszystkie trzy
skale bedg skalami regularnymi. Konstrukeje
nomogramu rozpoezniemy rysujge dowolne
Rys. 61 skale regularne dla zmiennych @ i y (rys. 61).
Rysujemy je na polozonyeh naprzeciwko siebie

odeinkach rownej diugosei dobierajac rozmiar rysunku taki, by mozna bylo
odezytywaé skale z potrzebng dokladnosciag. W ten sposob zostaly juz
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zwigzane cztery parametry réwnania (24), ustaliliSmy bowiem moduly
a i f, odleglo§é p+ q miedzy skalami x i y, oraz réznice &,—1,. Skala z
bhedzie juz jednoznacznie wyznaczona.

Obierzmy dowolne wartosei zmiennyeh @ i 4, np. =0, y=20, i po-
laczmy prosta odpowiadajgee im punkty skal. Prosta ta powinna prze-
ciaé skale z w punkecie o kocie 2=3-0-+4+4-0—2=—2. Znajdujge drugy
pare wartodeli = —2, y=1,5, ktérej odpowiada ta sama wartosé¢ z, mamy
juz w przeciecin dwu prostych wyznaczony jeden punkt skali z. Wiedzge,
ze szukana skala jest réwnolegla do dwu pozostalych, mozemy juz nary-
sowaé prostg, na ktérej umiedeimy skale z. Z polgezenia nowej pary war-
todei « i y, np. =0, y=>5, otrzymujemy drugi punkt szukanej skali
o kocie 2=3:0}+4:-5—2=18. Majac dwa punkty skali z uzupelniamy
ja juz latwo, wiedzgc, ze jest to skala regularna. Dla sprawdzenia kons-
trukeji odezytujemy z nomogramu dla = —0,2, y=2,6 wartos¢ z~8,.
7 obliczenia mamy —3:0,2+44-2,6—2=7.8. Oczywiscie dokladniejsze
wykonanie nomogramu i zwiekszenie moduléw pozwoliloby nzyskaé
znacznie dokladniejsze wyniki.

Réwnanie

(26) 8= ka"y"

mozna przez obustronne zlogarytmowanie doprowadzi¢ do postaci (25).
Gdy przedzialy zmiennyeh »,y,2 nie obejmuja zera, mozemy wige dla
réwnania (26) narysowaé¢ nomogram kolineacyiny o trzech réwnoleglych
~ skalach logarytmicznych.

Narysujmy dla przykladu nomogram do obliczania okresu wahadla
na podstawie wzoru

ey 4]
(27) 2‘:2:;'/
g

dla przedzialow 50<1<<150 (em) i 960<g<1000 (cm-sek ).
Przez logarytmowanie wzoru (27) otrzymujemy

(28) IogT=—}!- logl— 1 log g log 2z.

Konstrukeje nomogramu rozpocezniemy — podobnie jak w poprzednim
przykladzie — rysujae na dowolnych dwu prostych réwnoleglych skale
logarytmiczne zmiennych I i g w podanych przedzialach i o dowolnie
obranych modutach. Na rysunku 62 narysowali$my najpierw dwie réwno-
legle skale logarytmiczne: o module a=20 ¢em dla zmiennej ! i module
f=500 cm dla zmiennej g. W rozpatrywanym przedziale zmiennej g
skala logarytmiczna prawie si¢ nie rézni od skali regularnej. Skali tej
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nadalismy zwrot przeciwny zwrotowi skali ! z uwagi na to, ze we wzorze

1
(28) wyraz z—logg wystepuje ze znakiem minus. Latwo jest sprawdzié,
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ze gdybysmy nadali obu skalom zwroty zgodne, to skala zmiennej 7'
wypadlaby na zewngtrz przyjetych skal 1 i g. Jest to niepozadane zaréwno
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z uwagi na zaplanowane rozmiary rysunku, jak tez z uwagi na dokladnosé
odezytu wielkosei 7. Jezeli bowiem skala wartosei T' lezy pomiedzy skala-
mi argumentéow I i g, to blad A¢ wspélrzednej punktu wyznaczonego na
tej skali nie przekracza wielkosei bledow A& i Ay wspélrzednych na skalach
argumentow [ i g (rys. 63a). Jezeli natomiast skala wartodei 7' lezy na
zewngtrz skal argumentow Li g (rys. 63b), to blad A wspélrzednej punktu
wyznaczonego na tej skali moze znacznie przewyzszy¢é bledy argumentow,
Wprawdzie wraz z bledem A¢ wzrasta tyle samo razy dlugosé skali 7,
a wiee i jej modul p, tak ze w rezultacie blad koty

7 ot el
I (D)

pozostaje nie zmieniony, ale zwigksza sie niepotrzebnie rozmiar calego
rysunku. Dlatego zawsze bedziemy dgzyli do tego, aby skala wynikéw
znajdowala si¢ pomiedzy skalami argumentiow.

Po narysowaniu skal argumentow [ i g przystepujemy do konstrukeji
skali 7. Biorgce skrajne wartosci argumentéw [=50 ¢m, ¢=960 ¢m/sek?
otrzymujemy 7'=1,4351 sek. Te¢ samg wartosé¢ okresu 7' otrzymamy przyj-
mujge [=52,17 em, g=1000 em/sek® Xgezge prostymi odpowiadajgce
sobie pary argumentéow uzyskujemy w przecieciu tych prostych jeden
punkt skali 7' o kocie 7',=1,4351 sek. Przez ten punkt kreslimy réwno-
legle do skrajnych skal prostg, na ktérej bedzie umieszczona skala 7.
Laczae punkty o kotach =150 em, g=960 cm/sek® otrzymujemy drugi

150 I :
960 sek ~2,4856 sek. Majac dwa

punkty latwo juz uzupelnié skale logarytmiczng zmiennej 7. Mierzge
dlugogé &o—£,=9,16 em odeinka miedzy znalezionymi dwoma punktami
skali i dzielae przez réznice logarytmow kot znajdujemy modul szuka-
nej skali 7' '

punkt skali 7' o kocie T,=2x I/

Co—& 9,16 cm

LT gt T N 880  am
BET S loal = 0osste

i
Przy pomocy przylozonej linijki odkladamy teraz punkty skali 7 o ,,0krg-
glych” wartodeiach kot obliczajge na maszynie lub suwaku ich wsp6l-
rzedne (odezytane z tablic logarytmy mnozymy przez modul y). MoZna
takze ulatwi¢ sobie prace rysujae pomoeniczg podzialke o tym samym
module y, ktéra pozwoli umieszezaé na osi punkty o danych kotach na
podstawie odezytanych z tablic logarytméw kot. Na rysunku 62 nary-
sowano takg pomocniczg podzialke na lewej stronie skali 7. Po ukoricze-
niu rysunku pomocnicze podzialki nalezy zatrzeé, aby nie przeszkadzaly
przy korzystaniu z nomogramu. Skrajne skale logarytmiczne argumen-
téw 1 i g rysowalismy bez pomocniczych podzialek obierajge dogodne

Metody numeryezne i graficzne — 26
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moduly (wyrazajace sie okragla liezbg). Tak uzyskujemy nomogram
kolineacyjny dla réwnania (27) pozwalajacy odezytaé okres wahan 7'
z dokladnoscig okolo 0,005 sek. Dla sprawdzenia odezytujemy z nomo-
gramu przy =100 em, ¢g=979 cm/sek?® ze T'~~2,01 sek. Dokladniejsze
obliczenie daje

100
T=27 ]/T sek~ 2,008 sek.
979

Zwr6¢my jeszeze uwage na to, ze skala 7 na nomogramie 62 lezy
bardzo blisko skali I. Jest to spowodowane malym wplywem zmiany
przyépieszenia ziemskiego g w rozpatrywanym przedziale na: dlugosé
okresu wahan 7. Dlugosé¢ wahadla I ma w naszym przykladzie dominu-
jacy wplyw na okres wahan 7' i niemal defterminuje te wielkosé.

Podobnie jak sprowadzilidmy do postaci (25) réwnanie (26), tak
samo mozemy przez logarytmowanie sprowadzi¢ do postaci (25) réwnanie

(29) h(z)=k[f(@)]"[g(¥)]".

Dla tych wiec przedzialow, w ktérych wystepujace w réwnaniu (29) funk-
cje f(z), g(y), h(2) sa dodatnie i monotoniczne, a logarytmy tych funkcyj
ograniczone, mozna narysowaé dla réwnania (29) nomogram o trzech
réwnoleglych skalach prostoliniowych.

Podobnie, logarytmujae dwukrotnie réwnanie

(30) h(z)=[f ()1,
otrzymujemy
loglog A (2)=1log g(y)+ loglog f (a).

Tak wiec dla tych przedzialéw, w ktérych wystepujgce w ostatnim wy-
razeniu logarytmy sg okreflone i ograniczone, a funkeje f(w), g(y) i h(?)
monotoniczne, mozna dla réwnania postaci
(30) narysowaé nomogram o trzech skalach
prostoliniowych.

Drugg klase najprostszych i na,]ezeécle]
stosowanych nomogramdéw kolineacyjnych
tworzg nomogramy typu N zlozone z trzech
skal prostoliniowych, z ktérych dwie sg réw-
nolegle.

Niech dane bedg dwie rownolegle osie &
i o przeciwnych zwrotach (rys. 64). Trzecia
o8 £ ma pocezgtek w tym samym punkcie
co of &1 przechodzi przez poczgtek skali ».
Literg 4 oznaczymy dlugosé odecinka osi ¢
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zawartego miedzy osiami & i 5. Dowolna prosta ! odeina na tych osiach
odeinki &,7 i ¢ spelniajace proporcje

il
31 s
(31) e

Umiedémy teraz na osiach skale funkeyjne o réwnaniach

15 ‘ b _ Ah(?)
(32) §=af(w), n=p9), c—rh(z)

Po podstawienin réwnan (32) do (31) otrzymamy réwnanie, jakie musza
spelnia¢ koty @,y,z punktéw lezgeych na jednej prostej ;

(33) Blay=: 1),

= ---_“':—“--:— s
iy = =8, o /? =
—— N ~ é
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Rys. 65 Rys. 66

postaci (33), gdzie funkeje f(x), g(y), h(2) sa monotoniczne, a funkcje

h(z r
f(@), g(y) i 4t ograniczone. Na prostych réwnoleglych musimy

14 h(2)
wtedy umiesci¢ skale funkeyj f(®) i g(y), na osi pochylej uogélniong
NRla ket by dinle Thokagt D)
skale rzutowsg, tj. e J 1+h@) "

25*
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Zacznijmy od najprostszego przykladu. Narysujemy mianowicie no-

mogram (rys. 65) dla réwnania
ar
(34) B=-
y

dla przedzialéw 0<e<12, 0<y<b. Na osiach réwnoleglych bedziemy
teraz mieli skale regularne # i y. Mozemy je narysowacé obierajac dowolne
moduly «a i f tak, by uzyska¢ pozgdang dokladnos¢ odezytu i odpowiednig
wielko§¢ rysunku. Na rysunku 65 obrano moduly «=0,5 em, f=1 cm.
Zmienna z ma skale rzutowg na osi przechodzacej przez poczgtki skal
rownolegtych. Skale te mozemy uzyskaé¢ rzutujge z punktu na osi g
skale regularng na osi £. Istotnie, gdy we wzorze (34) podstawimy y=y,,
to wartodciom zmiennej @ beda odpowiadaly proporcjonalne do nich
wartosei zmiennej z. Tak wige, rzutujge z punktu o kocie y=>5 na osi 7
punkty podzialki na osi & otrzymamy na osi  punkty skali z o kotach
pieciokrotnie mniejszych. Obierajac w ten sposéb dogodne frodki rzu-
towania na osi 5 uzupelniamy skale z. Proste rzutowania na rysunku 65
s oczywiscie zbedne. Maja one na celu jedynie ilustrowanie konstrukeji
skali z.

Narysujmy teraz nomogram (rys. 66) do obliczania bledu Srednie-
go o frekwencji udanych doswiadezen. Blad ten oblicza sie ze wzorn

==
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n

gdzie p jest prawdopodobienstwem sukcesu w pojedynczym doswiadcze-
niu, a n jest liczbg niezaleznych do$wiadezen. Podobnie jak przy kon-
strukeji nomogramu siatkowego sporzgdzonego dla tego samego wzoru
(rys. b2) przyjmiemy przedzialy zmiennych

0<p<0,5, 10<n<100.

Teraz tylko na osi 5 bedziemy mieli skale regularng »=pn. Zmienna p
bedzie miala na osi & skale o réwnaniu &=ap(1—p). Skale te rysujemy
na dwu prostych réwnoleglych obierajac dowolne moduly. Na rysunku 66
przyjeto a=25 em, f=0,0625 em. O§ { przechodzi przez poczatki osi &1 7.
Wprawdzie poczatek osi # nie jest narysowany na rysunku 66, bo inte-
resujgcy nas przedzial zmiennej » nie obejmuje zera, ale w naszym przy-
Ad®
14 ¢
(na rys. 66 A~7,85 cm) narysowaliSmy w nastepujacy sposéb. Na lewej
stronie osi & narysowana jest pomocnicza podzialka o réwnaniu &= aw.
Podzialka ta ulatwila nam przedtem umieszezenie na tej osi skali p,
obecnie za$ zrzutujemy jg z punktu na osi 4 na of £ (tak jak na rys. 65)

padku latwo jest go wyekstrapolowaé. Skale ¢ o réwnaniu (=-
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uzyskujac na fej ostatniej pomocniczg skale rzutowa o réwnaniu

AR L : :
G= T Rysujemy teraz na osi { wlasciwa skale o przyporzadkowujae

B
koty ¢ punktom o kotach s=o¢® na skali pomocniczej. Skale pomocnicze
i proste rzutowania po wykonaniu konstrukeji sg oczywidcie zbedne
i nalezy je zetrzeé¢ pozostawiajac tylko wladciwe skale.

;\v 2

Opisana powyzej metoda konstrukeji skali C:I::- ----- nie jest
jedyng mozliwg metodg. Skale t¢ mozna takze uzyskaé przez rzutowanie
skali kwadratowej. Jezeli na osi & narysujemy pomocniczg skale kwa-
dratowg o réwnaniu &=yy’, to rzutujae ja na of ¢ z odpowiednio obra-

Ad*

14+6* °
Obie konstrukecje skali ¢ majg wspdélng wade, sa malo dokladne. Je-
zeli wige zalezy nam na dokladnosei nomogramu, to warto jest obrad
nieco pracowitszg droge bezposredniego obliczania wspélrzednych na pod-
stawie rownania skali. Oznaczajge punkty skali wedlug obliczonych
wspélrzednych mozemy osiggngé maksymalng dokladno$é nomogramu,
na jaka pozwalaja jego rozmiary.

nego frodka rzutowania na osi  otrzymamy szukang skale {=-

Przy konstrukeji nomogramu typu N o$ pochyla ¢ prowadzimy przez
poczgtki osi réwnoleglyeh. Gdybysmy jednak cheieli narysowaé nomogram
typu N dla réwnania (27) dla podanych tam przedzialéw zmiennych,
to okazaloby sie, ze poczatki osi réwnoleglych lezalyby daleko poza
wladeiwym rysunkiem. W tym przypadku musieliby$Smy szukaé innych
sposob6éw wyznaczenia osi . Zauwazmy na rysunku 64, ze stosunek
odcink6éw prostej [ zawartych miedzy osiami, ktére ta prosta przecina,
réwny jest stosunkowi wspoélrzednych punktéw przeciecia z réwnole-
glymi osiami
PPy, ¢

P,P, g’

(35)

Tak wiee, laczge odeinkami dwie pary punktéw na osiach réwnoleglych
mozemy na podstawie wzoru (35) znalezé punkt przecigcia kazdego
z tych odeinkéw z osig {. W ten sposéb znajdziemy dwa punkty skali £,
a tym samym wyznaczymy jej polozenie.

Nomogram typu N mozna narysowaé¢ dla kazdego réwnania postaci
(33), jezeli funkeje f(2), g(y) i h(z) spelniaja wymienione wyzej zaloze-
nia. Jezeli ponadto funkeje wystepujace w réwnaniu (33) w rozwazanych
przedzialach sg rézne od zera, to przez logarytmowanie mozna dopro-
wadzi¢ r6wnanie (33) do postaci (25) i narysowaé dla niego nomogram
o trzech skalach rownoleglych.
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Nomogram typu N mozna takze narysowaé dla takich réwnar,
ktore przez odpowiednie przeksztalcenie dadzg sie sprowadzi¢ do posta-
ci (33). Tak np. mozna przez logarytmowanie — jezeli jest ono wyko-
nalne — sprowadzi¢ do postaci (33) réwnanie

(36) f(@)=[h(2)1"".

Dla tego réwnania mozna wiec narysowa¢ nomogram typu N, jezeli
tylko w rozpatrywanych przedzialach funkeje f(z), g(y) i h(z) spelniaja
odpowiednie warunki.

Na poczatku paragrafu powolaliSmy si¢ na zasade dualizmu, na moey
ktérej momogramy kolineacyjne sy dualnym odpowiednikiem prosto-
liniowych nomograméw siatkowych. Wynika stad, ze dla rdwnania

(37) P(z,y,2)=0

mozna narysowadé nomogram kolineacyjny wtedy i tylko wiedy, gdy moina
narysowaé prostoliniowy nomogram siatkowy, tj. gdy réwnanie (37) daje
gie sprowadzi¢ do postaci

| h@) gi(@) h(@)
(38) @) @) k) =0.
1 £3(2) g5(2) hy(2)

Przypudémy teraz, ze sprowadziliSmy juz réwnanie (37) do postaci
(38) i niech funkeje h,(w), hy(y), hy(z) nie bedg tozsamosciowo réwne
zeru. Gdyby ostatnie zalozenie nie bylo spelnione, to mozna wyznacznik
w réownaniu (38) tak przeksztalcié, ze po przeksztalceniu wyrazy trzeciej
kolumny nie bylyby tozsamogciowo réwne zeru.

Dla takich wartodci zmiennych ,y,2, dla ktoryeh

o (2) ha (9) B (2) 220,
mamy
h@  a@
_ hy hy (@
(@) gi(@) k(@) ) s
K0T ) Py | b (bR e ) | ) a0y

ho(y)  ha(y)

f3(2) Qﬂzl
hy(2) hy(2)

| 1s(2) g5(2) hs(2)
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Jezeli wiee ograniczymy sie do takich przedzialéw zmiennych, ze

hy (@) hy (y) hs(2) 0, to réwnanie (38) jest réwnowazne réwnaniu
h@  o@
by (@) Iy (@)
L) 0.(y) o
0 W) mE T
‘ f3(2) fs(z)_ |
| ha(2)  Ry(2) i

Trzy ustalone wartosei zmiennych x,y,z wtedy i tylko wt-e.dy spelniajg
rownanie (39), gdy w dowolnym ukladzie wspoélrzednych &,7 (prosto-
katnym lub ukosnokatnym) i przy dowolnych modulach «,f na osmch

ukladu trzy punkty

_h@) n@

o L T

1:(y) 9:(y)
40 = ] 9 = ]
N f3(2) 75(2)

Ea_(z)— _fi-s_(z_)_’ n3(2) =P —— by (2)

lezg na jednej prostej.

Gdy funkcje & (2), n: (@), & (), 72(9), &(2), 75(2) sa ciggle i ograni-
czone w rozpatrywanych przedzia'ach, to wzory (40) mozemy traktowad
jako parametryeczne rownania trzech skal (na ogél krzywoliniowych) no-
mogramu kolineacyjnego dla réwnania (39), a wiee takze dla réwnania
(38) przy ograniczeniu si¢ do przedzialéw zmiennych »,y,z, w ktérych
jest ono réwnowazne réwnaniu (39). Przez rozbicie przedzialow i odpo-
wiednie transformacje rzutowe plaszezyzny mozemy skonstruowaé no-
mogramy kolineacyjne dla dowolnego réwnania postaci (38) i dowolnych
przedzialow.

Przy nomogramach kolineacyjnych, podobnie jak przy prostoli-
niowych nomogramach siatkowyech, rozpatruje sie te same postacie kano-
niczne réwnan (37). Znane ich przedstawienia w postaci wyznacznikowej
(38) pozwalaja sporzadzi¢ badZ to prostoliniowy nomogram siatkowy,
badz tez nomogram kolineacyjny. Mozna réwniez klasyfikowaé nomogra-
my kolineacyjne ze wzgledu na ich ksztalt i okredlaé, dla jakich réwnan
mozna narysowaé¢ nomogram o danej postaci. W ten sposéb omdéwilismy
juz dwa najprostsze typy nomogramoéw kolineacyjnych: nomogram o trzech
skalach rownoleglych i nomogram typu N.
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Dalszym typem nomogramu, ktéry tu omowimy, bedzie nomogram
o trzech skalach prostoliniowyech przecinajacych sie w jednym punkcie.
Niech bedg dane trzy skale prostoliniowe zmiennych @,y,z przecinajace

P
/7
yl

3

- -
7 X

Rys. 67

sie w jednym punkeie (rys. 67). Obierzmy
ukognokgtny uklad wspélrzednych, ktorego
osie &,7 pokrywaja sie ze skalami zmiennych
@ i y. W ukladzie &, skale zmiennych x,y,2
mozna zapisa¢ réwnaniami parametryecznymi

& (@)= af, (@), 7y (2) =0,
(41) E4(y)=0, N2 (1) =FFa(y),
&(2)=akfy(2), 05(2)=PU;(2),

gdzie a i f 8§ modulami na skalach « i y, a stale k i I zalezg od modulu
na skali z i katéw, jakie ta skala tworzy ze skalami @ i y. Trzy skale
o réwnaniach (41) tworzg nomogram kolineacyjny dla réwnania

| i) O 1]

| 0 Aw 1l=o.

kfs(2) 1fs(2) 1

Roéwnanie to daje sie zapisa¢ w postaci

h(@)f(y)—=kf(y)f3(2)—Lfi(2)f3(2)=0.

Dzielge obustronnie ostatnie réwnanie przez iloczyn f,(z)f.(y)f;(2) i prze-
noszge wyrazy ze znakiem minus na prawg strone otrzymujemy

I

l

(42)

el

R v ' 15

1 .
AERAT AT
Widzimy wiee, ze nomogram o. trzech
skalach prostoliniowych przechodzgcych
przez punkt mozna narysowac dla dowol-
nego réwnania postaci (42), gdzie funkeje
fi(@), f2(y), fs(2) sa w rozpatrywanych
przedzialach monotoniczne i ograniczone

W szezeg6lnodei przy uzycin trzech
skal regularnych mozna narysowaé¢ no-
mogram (rys. 68) do obliczania oporu
wypadkowego R dwoéch oporéw 7, i 7,
polaczonych réwnolegle

r(Q)
10
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Przyjmijmy np. przedzialy 0<r,<10Q, 0<r,<256Q i na dowolnych
dwéeh prostych narysujmy skale regularne zmiennych #,,7, o poczatkach
w punkeie przeciecia skal i o dowolnych modulach «,f (na rys. 68 o=
=0, em/Q, f=0,25 em/Q). Skala R ma poczatek we wspdélnym punkecie
przeciecia wszystkich trzech skal, wiec do jej wyznaczenia trzeba znalezé
jeszeze jeden punkt tej skali. Znajdziemy go graficznie jako punkt prze-
ciecia prostych lgezaeyeh punkty o kotach r,= 5Q, r,=10Q oraz r,=10Q,

10
r,=bL), ktérym odpowiada ta sama wartosé¢ R = ?Q. Dla sprawdzenia

odezytujemy z nomogramu przy 7, =380, =190 wartos¢ R~5,6€. Do-
52

15
kladny rachunek daje R—= —2-——Q H,63 €.

Do omdwienia wszystkich mozliwyeh przypadkéw nomogramu ko-
lineacyjnego o wszystkich frzech skalach prostoliniowych pozostaje nam
jeszeze do rozpatrzenia ten przypadek,
gdy trzy skale prostoliniowe tworzy do-
wolny tréjkat (rys. 69).

Niech bedg dane trzy skale prosto-
liniowe zmiennych @,y,z, tworzgce do-
wolny ftréjkat. Obierzmy na skalach
cykliezne zwroty, umiesémy ich poczatki

¥ I

S

w trzech wierzcholkach trojkata i przyj- _2
mijmy jako moduly skal dlugosci bo- 4 \

kow trojkata. Obieramy osie ukladu

wspolrzednych &,7 pokrywajace sie ze Rys. 69

skalami @ 1 9 oraz piszemy parame-
tryezne réownania skal w postaci

L)=a[fi(®)—1], n(x)=0,
(43) &(y)=0, 7 (1) =P f2 (),
&3(2)=—afy(2), N3 (2)=p[1—f,(2)].

Trzy skale prostoliniowe o réwnaniach (43) tworzg nomogram kolinea-
cyjny dla réwnania

!fl(af)—l 0 1

I 0 fa(y) El=i()}
—)‘3{3) ]__ja(z) 1 _I

Po rozwinigecin wyznacznika réwnanie to przybierze postaé

L@ fa(@)— (W)~ L) fs(2) — fi (@) + fi (@) f3(2) + 1 — f3(2) = 0.
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Dzielge obustronnie przez —f,(z)f.(y)fs(z) i grupujac wyrazy ofrzyma-
my ostatecznie

i o ffm)) (1 = ?i?)) - )=t

Tak wige dla réwnania (44), w ktorym funkcje f, (@), fo (%), f3(2) sa W roz-
patrywanych przedzialach monotoniczne i ograniczone, mozemy naryso-
waé nomogram kolineacyjny o trzech skalach prostoliniowyech tworzaecych
dowolny tréjlkat.

Narysujmy dla przykladu nomogram réwnania

b -2

dla 0<o<2, —1<y<l, 0<2<3. W naszym przykladzie jest wiec
h@w)=a, f,(y)=—y, fi(2)=2/2 i wszystkie trzy zmienne maja skale
regularne. Obierajagc moduly skal
a=2,5bem, f=2cm, y=3 cm rysu-
jemy skale zmiennych na prostych
tworzgeych tréjkat o bokach réw-
nych modulom «,f i y (rys. 70).
Dla sprawdzenia konstrukeji od-
czytujemy z nomogramu dlaz=1,3
i y=0,36 wartod¢ 2~0,68. Oblicze-
nie daje z~0,67.
RozpatrzyliSmy cztery typy
nomograméw o skalach prosto-
Rys. 70 liniowych wyezerpujace wszystkie
mozliwodei wzajemnyéh polozen
trzech prostych. W wielu przypadkach bedziemy mogli do danego réw-
nania

F(@,y,2)=0

zastosowaé dwa, trzy, a nawet wszystkie cztery sposréod omawianych
tutaj typow prostoliniowych nomogramoéw kolineacyjnych. Tak np.
dla réwnania

_ Py (@) Fy (y) Fy(2) =1
mozna narysowac:

a) nomogram o trzech skalach réwnoleglych podstawiajge w réwna-
niu (25)

f@)=logF\(z), g(y)=logF,(y), h(z)=IlogF,(z),
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przy zalozeniu, ze w rozpatrywanych przedzialach zmiennych =z,y,2
funkeje F,(x), F.(y), F3(2) mozemy logarytmowad;
b) nomogram typu N podstawiajge w réwnaniu (33)

1
f(@)= 7.(a) g()=F,(y), h(2)=F,(2),
przy zalozeniu, ze F,(x)0;
¢) nomogram o trzech skalach prostoliniowych przechodzgcych przez
jeden punkt podstawiajage w rownaniu (42)

fz('.*l):—l f3(2)=

A= e h (@)’ log P, (y)

1
log Iy (2) 2
przy zalozeniu, ze w rozpatrywanych przedzialach zmiennych z,y,2
funkeje F,(x), F.(y), Fy(2) sa dodatnie i r6zne od jednosci;

d) nomogram o trzech skalach prostoliniowych tworzgeych tréjkat
podstawiajage w réownaniu (44)

1

f3(2)= 7

fl(m): fa(y)= '1_1;','3'(3) ’

1 1
1—F(2)’ 1—F,(y)’

przy zalozeniu, ze F,(x)#1, Fy(y)#1, Fy(2)#1.

Wybierajae ktory§$ z wymienionych typéw bedziemy sie kierowali
wzgledami prostoty i czytelnosci nomogramu. Z uwagi na omawiane
w rozdziale VIII wlasnosci skali regularnej (latwosdé konstrukeji i inter-
polacji, stalo$¢ bledu bezwzglednego) i skali logarytmicznej (stalosé
bledu wzglednego) wybierzemy, jesli to jest mozliwe, taki typ nomogramu,
w ktorym te skale wystepujg.

Nomogramy kolineacyjne o wszystkich trzech skalach prostolinio-
wych mozna narysowaé dla takiego i tylko takiego réwnania (37), ktére
mozna sprowadzi¢ do jednej z rozwazanych postaci (25), (33), (42), (44).
Dla réownania (37), ktore nie spelnia tego warunku, lecz da sie sprowa-
dzi¢ do postaci wyznacznikowej (38), mozemy narysowa¢ nomogram koli-
neacyjny o skalach krzywoliniowych. Jest bardzo duzo réznych typow
nomograméw kolineacyjnych o skalach krzywoliniowych. Ograniczymy
sie tutaj tylko do pokazania paru najprostszych przykladow.

Przyjmujae dwie skale prostoliniowe na prostych réwnoleglych
i trzecig skale krzywoliniowg moZemy narysowac¢ nomogram dla réwnania

| 0 gi(@) 1
(45) 1 g 1/=0,
[5(2) ga(2) 1
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gdzie n=pg,(x) jest réwnaniem skali x lezgcej na osi 7, n=Fg.(y) jest
réwnaniem skali y lezgcej na prostej &= a, réwnoleglej do osi 7, a zmienna 2
ma skale krzywoliniowg o réwnaniu parametrycznym

E=afy(2), 7n=p9g,(2).
Po rozwinieciu wyznacznika réwnanie (45) przybiera postad
95(2)+ ¢ (@) f3(2) — 92 (¥) fs(2) — g1 (2) =0

i po dalszym przeksztalceniu

f3(2) —1 3(2)
Wz — =1
rToes e
Podstawiajae w ostatnim réwnanin
fa(2)—1 13(2)

46 G Z) = — ’ G,, e e i b
S G e
otrzymujemy
(47) 91 (2) Gy (2)+ 92 (y) G, (2) +1=0.

Dla réwnania postaci (47) mozna wiee narysowaé nomogram kolineacyjny
o dwu réownoleglych skalach prostoliniowyeh @ trzeciej na ogdt krzywoli-
niowej ). -

Narysujmy dla przykladu nomogram do obliczania pierwiastkéw rze-
czywistych rownania czwartego stopnia
(48) o+ prt o+ q=0
dla wspélezynnikéw p i g z przedzialu [ —10, 5].

Zanim przystapimy do wykonania nomogramu dla réwnania (48)
zauwazmy, ze bedziemy go mogli réwniez uzywaé do znajdowania pier-
wiastkow takiego réwnania czwartego stopnia
(49) a, 2+ a, 22+ a, 2+ a2+ ay=0,
dla ktérego ay%0 albo a,5 1. Réwnanie to mozna bowiem w prosty
spos6b sprowadzié¢ do postaci (48). Dokonajmy w tym celu w réwnaniu
(49) podstawienia
(50) z=axr+b.

Otrzymamy
a*a, '+ a® (4ba,+ a,) 2 + @’ (6b%a,+ 3ba, + a,) 0* +
+ a(4b%a,+ 3b*a; -+ 2ba, + a,) @+ ba,+ bPa,+ b*a, + bay + a,=0

1) Aby mozna bylo narysowaé taki nomogram, potrzebne sq pewne zaloZzenia
o funkejach g,(x), ¢.(y), G,(2), G4(2), ktéryeh tutaj nie precyzujemy.
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Dzielimy otrzymane réwnanie przez a‘a, i przyréwnujemy jego wspoél-
czynniki do wspdélezynnikéw réwnania (48)

1
— (4ba, - =4
aa, (4ba,+ as)

(sza-4 + Sbaa ‘I_ az) = p,

@,
(51)

a, -+ 3b%ay,+ 2ba,+ a,) =1,
1 4 3 2
e (b ay+ b’as+ b ay+ ba, + ay) =q.
a‘a,
7 pierwszego i trzeciego réwnania ukladu (51) obliczamy wspélezynniki

(H2) b= — :Ls y  G= (.”’ a1+_3b_tl _i-.,ba"f_“l)
4a,

a,

takiego podstawienia liniowego (50), ktére réwnanie (49) sprowadza do
postaci (48). Drugie i ezwarte réwnanie ukladu (51) daja gotowe wzory
na wspolezynniki p i ¢ réwnania sprowadzonego do postaci (48).

Przystapmy teraz do konstrukeji nomogramu dla réwnania (48).
Dzielae je obust;ronnie przez ;:c“-t—a; otrzymujemy réwnanie

1
Py L q o4 o =)
ktore ma postaé (47) z tym, ze role zmiennych x,y,2 graja teraz odpo-
wiednie zmienne p,q,r. Zmienne p,q beda wiec mialy réwnolegle skale
regularne o tych samych modulach g i odlegle jedna od drugiej o «, a zmien-
na « skale krzywoliniowg. Obierzmy uklad wspélrzednych &, tak, by
0§ & przechodzila przez poczytki skal p i ¢ oraz byla skierowana od p
do ¢, a o8 n pokrywala si¢ ze skalg wspolezynnika p. Skala @ bedzie mlﬂa
w tym ukladzie réwnanie parametryczne

E=af3(®), n=pgs).
Funkeje fy(x) i g3(®) znajdziemy z ukladu réwnan (46), ktéry w naszym
przykladzie przybierze postad

. fs@)-—1 s 1))

P+1 g ' Ptz g
Rozwigzujge ten uklad réwnan otrzymujemy

Wit PSR
[s(@)=— W

+ T_z’ !}3(1’):—-"—-
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Skala zmiennej # ma wiec ré6wnanie parametryczne

1 Ve

sehu L e e

Na rysunku 71 narysowany jest gotowy nomogram. Na skalach prosto-
liniowych przyjeto modul f=1 em, odleglo§é miedzy nimi a=10 em.
Skale krzywoliniowg zmiennej @ narysowano obliczajage z réwnan para-
metrycznych wspolrzedne jej punktéw o danych kotach.

Dla przykladu znajdZzmy z pomoeg nomogramu 71 pierwiastki rze-
czywiste réwnania

(53) 22 —1,42°— 12,22 8,42+ 0,2=0.
Ze wzorbéw (52) obliczamy
b=0,175, a~}/ —2,078 ~—1,276.

Z drugiego i czwartego réwnania ukladu (51) obliczamy nastepnie wsp6l-
czynniki

(54) p=—3,86, ¢=0,24

Tigezge punkty o takich kotach na skalach p i ¢ linig prosta widzimy, ze
prosta ta przecina skale # w czterech punktach. Réwnanie (48) o wspol-
czynnikach (54) ma wiec cztery pierwiastki rzeczywiste

o~—2,07, @~—0,156, 23~043, 2,~1,80.
Réwnanie (53) ma wiee takze cztery pierwiastki
2= ax;+b~—1,2762,4 0,175  (i=1,2,3,4).
Wykonujace obliczenia otrzymujemy
72,82, #~0,37, 2~-—0,37, z~—2,12.
Przy omawianiu nomogramé6w siatkowyeh stwierdziliSmy, ze réwnanie

h@+h) _

e B @)+ 0a(y)

f3(2)

mozna zapisaé¢ w postaci wyznacznikowej

h@) gi(@) 1
(66) fa(y) g.(y) —1 |=0.
f3(2) 1 0
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Dzielac poszezegdlne wiersze wyznacznika (56) przez wyrazy drugiej
kolumny otrzymamy w drugiej kolumnie same jedynki

fl(ﬂ'?)_ 1 1 _

o (@) 6 (@)
f2(3f) 1 —1 |=0.
92(y) 9 (¥)

fa2) 10

Dla rownania (55) bedziemy wiee mogli (przy odpowiednich zalozeniach
o funkejach f(2), ¢(2), f,(%), ¢:(y), f;(2)) narysowa¢ nomogram kolinea-
cyjny o dwu skalach krzywoliniowych zmiennych « i y oraz skali prosto-
liniowej zmiennej z. W dowolnym ukladzie wspélrzednych &,7 para-
metryczne rownania skal bedg nastepujace:

fi(@) 1
& (m)=a0—— (@)= 8 — 0
v 9 () i h # 0 (@) ’ 3 T
; 1 1 09
6N aw=elP,  nw=—p-1, w
92 () %Y oz 4
£3(2)=afs(2), 73 (#)=0. %

Narysujmy dla przykladu nomogram i !

dla réwnania o I
iz
{58) tgz_ P éy 03 03
dla 0<a<1, 0<y<1.

W nomogramie dla réwnania (58) ., o
parametryczne réwnania skal (57) przy- o
biorg postaé '

0,0

£ (2)=awe™™, m(w)=pe ", 01 07

L(y)=—aye™ m(y)=—pe, 00

0
L)=atgs,  m()=0. 4

Na rysunku 72 pokazany jest gotowy
nomogram dla réwnania (58). Aby skale
zmiennych @ i y polozone symetrycznie
wzgledem poezgtku ukladu wspélrzednych wypadly naprzeciwko siebie,
obrano uko$nokgtny uklad wspélrzednych &,#.

Rys. 72



