
R O Z D Z I A Ł X 

NOMOGRAFIA 

§ 8 1 . N o m o g r a m y s i a t k o w e . W r o z d z i a l e V I I I z a j m o w a l i ś m y się s p o ­
r z ą d z a n i e m w y k r e s ó w f u n k c y j j e d n e j z m i e n n e j . D l a f u n k c j i d w u z m i e n n y c h 

(1) 

n a l e ż a ł o b y a n a l o g i c z n i e k o n s t r u o w a ć m o d e l p o w i e r z c h n i w p r z e s t r z e n i 
t r ó j w y m i a r o w e j . J e d n a k ż e m o d e l e p r z e s t r z e n n e , n a j p r z e j r z y ś c i e j i n a j ­
w i e r n i e j i lus tru jące z m i e n n o ś ć f u n k c j i d w u z m i e n n y c h , są k ł o p o t l i w e 
d o w y k o n a n i a i n i e m o ż l i w e d o p u b l i k o w a n i a w ks iążce . G e o g r a f o w i e radzą 
s o b i e w t a k i m p r z y p a d k u r y s u j ą c m a p ę z w a r s t w i c a m i . Z a m i a s t k o n s t r u o ­
w a ć p r z e s t r z e n n y m o d e l w y s o k o ś c i n a d p o z i o m e m m o r z a j a k o f u n k c j i 
d ł u g o ś c i i s zerokośc i g e o g r a f i c z n e j p u n k t u n a z i e m i rysu ją o n i n a o d p o ­
w i e d n i m p a p i e r z e f u n k c y j n y m ( n p . n a siatce Merkatora) r o d z i n ę k r z y w y c h 
z w a n y c h warstwicami, ł ą c z ą c y c h p u n k t y o stałej w y s o k o ś c i n a d p o z i o ­
m e m m o r z a . P o d o b n i e i m y , z a m i a s t k o n s t r u o w a ć m o d e l p o w i e r z c h n i (1) , 
l u b ogó ln i e j — p o w i e r z c h n i okreś l one j f u n k c j ą uwik łaną 

(2) F(x,y,z) = 0, 

n a r y s u j e m y n a d o w o l n y m p a p i e r z e f u n k c y j n y m r o d z i n ę k r z y w y c h 

f(x,y) = z0 l u b F(x,y,zQ)=0 

o b i e r a j ą c o d p o w i e d n i o g ę s t o w a r t o ś c i p a r a m e t r u z0. T a k n p . r y s u n e k 49 
p r z e d s t a w i a n a p a p i e r z e m i l i m e t r o w y m w y k r e s r o d z i n y k r z y w y c h xy = z0. 
N a r y s u n k u t y m u w z g l ę d n i o n o p r z e d z i a ł y 0 < a ; < 3 , 0 < 2 / < 3 . M o d u ł y n a 
o s i a c h są r ó w n e a== /?== j / .10 c m . K r z y w e xy = z0 n a r y s o w a n o d l a w a r t o ś c i 
£„ = 1 / 4 , 1 / 2 , 3 / 4 , 1 , . . . , 3 5 / 4 . T a k u z y s k a n y r y s u n e k n a z y w a m y nomo-

(jramem siatkowym f u n k c j i z=xy. 

N a n o m o g r a m i e s i a t k o w y m 49 w i d z i m y t r z y r o d z i n y l i n i j . Są t o d w i e 
r o d z i n y p r o s t y c h r ó w n o l e g ł y c h t w o r z ą c e p a p i e r m i l i m e t r o w y i j e d n a r o ­
dz ina - h i p e r b o l r ó w n o b o c z n y c h . K a ż d e j p r o s t e j z r o d z i n y p r o s t y c h p r o s t o ­
p a d ł y c h d o o s i o d c i ę t y c h p r z y p o r z ą d k o w u j e m y k o t ę x0, j aką n a o s i o d ­
c i ę t y c h m a p u n k t przec ięc ia t e j o s i z daną prostą . P o d o b n i e k a ż d e j p r o s t e j 
z d r u g i e j r o d z i n y p r z y p o r z ą d k o w u j e m y o d p o w i e d n i ą k o t ę ?/„ r ó w n ą k o c i e 
p u n k t u przec i ę c ia t e j p r o s t e j z osią r z ę d n y c h , a k a ż d e j h i p e r b o l i o r ó w n a ­
n i u xy=z0 p r z y p o r z ą d k o w u j e m y k o t ę z0. 



X . Nomografia 

T r z y l i n i e o k o t a c h xa,y0,z0 przecinają, się w j e d n y m p u n k c i e w t e d y 
i t y l k o w t e d y , g d y i c h k o t y spełniają r ó w n o ś ć x0y0=z0. Z n a j ą c d o w o l n e 
d w i e s p o ś r ó d t r z e c h w a r t o ś c i x0,y0,z0 ( n p . x0 i y0) m o ż e m y z n o m o g r a m u 

/ 2 > 4 > <> ? • X Z 9 
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R y s . 49. Nomogram dla równania z=xy 

49 o d c z y t a ć n ieznaną w a r t o ś ć trzecią, związaną z p o z o s t a ł y m i za leżnośc ią 
xoVo=zoi o d c z y t u j ą c k o t ę l i n i i p r z e c h o d z ą c e j p r z e z p u n k t p r z e c i ę c i a 
o d p o w i e d n i c h d w ó c h i n n y c h l i n i j o z n a n y c h k o t a c h . T a k n p . z r y ­
s u n k u 49 o d c z y t u j e m y , że 1 , 2 - 1 , 6 ^ 1 , 9 ( p o n i e w a ż ż a d n a z n a r y s o w a n y c h 
n a n o m o g r a m i e l i n i j ~ n i e p r z e c h o d z i p r z e z p u n k t p rzec i ę c ia l i n i j a ? = 1 , 2 , 

y = 1 ,6 , m u s i e l i ś m y d o k o n a ć i n t e r p o l a c j i m i ę d z y 
n a j b l i ż s z y m i l i n i a m i z). P o d o b n i e d l a # = 2 , 4 5 , 
z = 5,3 m o ż e m y z n o m o g r a m u 49 o d c z y t a ć x = 

x, =zjy ^2,10. 
O g ó l n i e , nomogramem siatkowym f u n k c j i (2) 

b ę d z i e m y n a z y w a l i t r z y r o d z i n y h n i j , k t ó r y m 
p r z y p o r z ą d k o w a n o k o t y p r z e b i e g a j ą c e w a r t o ś c i 

R y s . 50 t r z e c h z m i e n n y c h x,y,z w t a k i s p o s ó b , że t r z y 
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l i n i e o k o t a c h x0,y0,z0 p rzec ina ją się w j e d n y m p u n k c i e w t e d y i t y l k o 
w t e d y , g d y i c h k o t y spełniają r ó w n a n i e (2). J a k s c h e m a t y c z n i e p o k a z a n o 
n a r y s u n k u 5 0 , n a o g ó l w s z y s t k i e t r z y r o d z i n y l i n i j m o g ą b y ć r o d z i n a m i 
k r z y w y c h . O c z y w i ś c i e n a j b a r d z i e j n a s b ę d ą i n t e r e s o w a ł y n a j ł a t w i e j s z e d o 
n a r y s o w a n i a i z a z w y c z a j n a j p r o s t s z e w u ż y c i u n o m o g r a m y s i a t k o w e , 
w k t ó r y c h w s z y s t k i e t r z y r o d z i n y l i n i i są r o d z i n a m i l i n i i p r o s t y c h . D l a w i e l u 
w a ż n y c h i c zęs to s p o t y k a n y c h w p r a k t y c e f u n k c y j p o s t a c i (2) t a k i e p r o s t o ­
l i n i o w e n o m o g r a m y s i a t k o w e m o ż n a ł a t w o s k o n s t r u o w a ć . J e d n a k ż e n i e d l a 
w s z y s t k i c h f u n k c y j j e s t t o m o ż l i w e . D o z a g a d n i e n i a t ego w r ó c i m y j e s z c z e 
w d a l s z y c h r o z w a ż a n i a c h . Ł a t w o j e s t j e d n a k z a u w a ż y ć , że b y l e b y f u n k c j a 
F(x,y,z) b y ł a c iągła w i n t e r e s u j ą c y m n a s o b s z a r z e , t o m o ż e m y d o w o l n i e 
usta l i ć d w i e r o d z i n y l i n i j , a w i ę c w szczegó lnośc i m o ż e m y p r z y j ą ć d w i e r o ­
d z i n y p r o s t y c h p r o s t o p a d ł y c h . N a u z y s k a n y m w t e n s p o s ó b p a p i e r z e f u n k ­
c y j n y m t r z e c i a r o d z i n a l i n i j b ę d z i e j u ż j e d n o z n a c z n i e o k r e ś l o n a . C iąg łość 
f u n k c j i F(x,y,z) z a k ł a d a m y p o t o , b y l i n i e t r z e c i e j r o d z i n y b y ł y k r z y ­
w y m i c i ą g ł y m i , w y p e ł n i a ł y p e w i e n o b s z a r n a p ł a s z c z y ź n i e i k o t y z m i e ­
n i a ł y się w s p o s ó b c iąg ły w r a z ze zmianą k r z y w y c h . D o b r z e z a p r o j e k t o ­
w a n y i s t a r a n n i e w y k o n a n y n o m o -
g r a m p o z w a l a w p r o s t y s p o s ó b i z w y ­
s tarcza jącą n a o g ó l d o k ł a d n o ś c i ą o d ­
c z y t y w a ć w a r t o ś c i d a n e j f u n k c j i . 
Z w ł a s z c z a w t e d y , g d y m a m y d o c z y ­
n i e n i a z w i e l o k r o t n i e p o w t a r z a n y m i 
a n a l o g i c z n y m i o b l i c z e n i a m i , op łac i 
się t r u d s p o r z ą d z e n i a n o m o g r a m u . 

N o m o g r a m f u n k c j i z=xy p r z e d ­
s t a w i o n y n a r y s u n k u 49 ł a t w o j e s t 
zas tąp i ć nomogramem prostoliniowym. 
W y s t a r c z y w t y m c e l u p r z y j ą ć d o ­
w o l n y p a p i e r m i l i m e t r o w y j a k o 
s iatkę l i n i j x i z. T r z e c i a r o d z i n a l i n i j 
b ę d z i e t e r a z p ę k i e m p r o s t y c h p r z e ­
c h o d z ą c y c h p r z e z p o c z ą t e k u k ł a d u 
w s p ó ł r z ę d n y c h . T a k i n o m o g r a m s i a t ­
k o w y n a z y w a n y j e s t nomogramem 
Crepina ( r y s . 51) . N o m o g r a m t e n j e s t p r o s t o l i n i o w y , a l e m a tę w a d ę , że 
d l a m a ł y c h w a r t o ś c i x i z U n i e y są b a r d z o z a g ę s z c z o n e i b ł ą d o d c z y t u 
j e s t d u ż y . B ł ą d o d c z y t u w a r t o ś c i y p r z y m a ł y c h w a r t o ś c i a c h x i z m o ż n a 
z m n i e j s z y ć w y k o r z y s t u j ą c tę w ł a s n o ś ć n o m o g r a m u 5 1 , że U n i e y n i e u legną 
z m i a n i e , jeżeU w j e d n a k o w y m s t o s u n k u z w i ę k s z y m y m o d u ł y n a o s i a c h . 
O b o k u m i e s z c z o n y c h n a o s i a c h p o d z i a ł e k z m i e n n y c h x i z m o ż e m y w i ę c 
n a r y s o w a ć p o w i ę k s z o n e p o d z i a ł k i t y c h s a m y c h z m i e n n y c h i p o s ł u g i w a ć 

0 0,5 ; 

R y s . 51 
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się n i m i d l a m a ł y c h w a r t o ś c i t y c h z m i e n n y c h . N a r y s u n k u 51 n a r y s o w a n o 
p o d z i a l k i o m o d u l e 2,5 r a z y w i ę k s z y m . P r z y u ż y c i u t y c h p o m o c n i c z y c h 
p o d z i a l e k m o ż e m y o d c z y t a ć n p . d l a ;/ = l , G 5 , 8 = 0 , 8 5 , że %=zlyf&0,52, 
c zego n i e m o g l i ś m y p i e r w o t n i e u z y s k a ć z taką, d o k ł a d n o ś c i ą . 

. l e ż e l i b y ś m y n a r y s u n k u 51 wzię l i z a m i a s t p a p i e r u m i l i m e t r o w e g o 
d o w o l n y p a p i e r f u n k c y j n y o r ó w n a n i a c h 

£=uf(x), ri=pg(y), 

t o n a k a ż d e j p r o s t e j p r z e c h o d z ą c e j p r z e z p o c z ą t e k u k ł a d u spe łn iony b y ł b y 
w a r u n e k 

= fi' 
c o n s t . 

v P 9(y) 

N a d a j ą c w i ę c o d p o w i e d n i e k o t y p r o s t y m p r z e c h o d z ą c y m p r z e z p o c z ą t e k 
u k ł a d u m o ż e m y w t e n s p o s ó b n a r y s o w a ć p r o s t o l i n i o w y n o m o g r a m s i a t ­

k o w y d l a d o w o l n e g o r ó w n a ­
n i a p o s t a c i 

(3) h(z), 

g d z i e f u n k c j e / ( . « ) , g(y), h(z) 
są w r o z p a t r y w a n y c h p r z e ­
dz ia łach m o n o t o n i c z n e , a, 
f u n k c j e /(fi?), (li))) o g r a n i ­
c z o n e . N a r y s u n k u 52 n a r y ­
s o w a n y j e s t n o m o g r a m d o 
o b l i c z a n i a b ł ę d u średniego a 
f r e k w e n c j i u d a n y c h d o ś w i a d ­
czeń w n n i e z a l e ż n y c h p r ó ­
b a c h , g d y z n a n e j e s t p r a w d o ­
p o d o b i e ń s t w o p s u k c e s u w 
p o j e d y n c z y m d o ś w i a d c z e n i u . 
M a m y 

2 P ( l - P ) 
a = . 

n 
N o m o g r a m w y k o n a n o d l a p r z e d z i a ł ó w 0 < p ^ 0 , 5 , 1 0 < H < 1 0 0 p r z y j m u j ą c 
p a p i e r f u n k c y j n y o r ó w n a n i a c h 

1 = 2 5 c m - p ( l — p), ^ = 3 0 0 cm-o - - . 

P r o s t e na leżące d o r o d z i n y n w y z n a c z o n o z w a r u n k u 

n _ f 
3 0 0 c m 2 5 c m - n 
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P r z y j m u j ą c | = 6,25 c m o t r z y m a m y n a p r a w y m b r z e g u r y s u n k u skalę 
o d w r o t n o ś c i o r ó w n a n i u 

'"'liii ; - r M ?7= 75 c m 

.» 0,1 »,-' »,» »,4 H,6 ft.7 O.K 0,9 /,» 

0,4 OJ 0,0 0,? 0.S 0') 1.0 

R y s . 53 

Ł ą c z ą c p u n k t y t e j s k a l i z p o c z ą t k i e m u k ł a d u o t r z y m u j e m y r o d z i n ę p r o ­
s t y c h n. 

W i d z i m y , że n o m o g r a m C r e p i n a , t o j e s t n o m o g r a m o d w u r o d z i ­
n a c h p r o s t y c h r ó w n o l e g ł y c h i t r z e c i e j r o d z i n i e p r o s t y c h p r z e c h o d z ą ­
c y c h p r z e z p u n k t , m o ż n a s k o n s t r u o w a ć d l a d o ś ć o b s z e r n e j k l a s y f u n k c y j 
p o s t a c i (3). W a d ą j e g o j e s t t o , że 
p r o s t e j e d n e j z r o d z i n p r z e c h o d z ą 
p r z e z j e d e n p u n k t , w p o b l i ż u k t ó -
rego m a m y w i e l k i e zagęszczen ie 
l i n i j , co p o c i ą g a z a sobą d u ż e 
b ł ę d y o d c z y t y w a n y c h k o t . P o ­
n a d t o l i n i e t e j r o d z i n y przec ina ją 
l i n i e p o z o s t a ł y c h d w u r o d z i n p o d 
z m i e n n y m k ą t e m , n i e k i e d y b a r ­
d z o m a ł y m , co t a k ż e p o w o d u j e p o ­
w a ż n e b ł ę d y p r z y p o s ł u g i w a n i u 
się t y m n o m o g r a m e m . 

N a j w y g o d n i e j s z e b ę d ą więc t a k i e n o m o g r a m y s i a t k o w e , n a k t ó r y c h 
w s z y s t k i e t r z y r o d z i n y l i n i j są r o d z i n a m i p r o s t y c h r ó w n o l e g ł y c h . N a j ­
p r o s t s z y m t a k i m n o m o g r a m e m j e s t n o m o g r a m f u n k c j i 

z= x'+ y. 

Jeże l i z a l i n i e r o d z i n y x i y p r z y j m i e m y l i n i e p a p i e r u m i l i m e t r o w e g o , 
t o l i n i e r o d z i n y z d a d z ą r o d z i n ę p r o s t y c h r ó w n o l e g ł y c h ( r y s . 5 3 ) . B i o r ą c 

z a m i a s t p a p i e r u m i l i m e t r o w e g o 
xfr'"L o d p o w i e d n i p a p i e r f u n k c y j n y 

\z(cm) o r a z o d p o w i e d n i o c e c h u j ą c p r o ­
s te r o d z i n y z, m o ż e m y s k o n ­
s t r u o w a ć nomogram siatkowy 
o trzech rodzinach prostych rów­
noległych dla funkcji postaci 

(4) h(z) = f(x) + g(y), 

10 12 

P 16 1? IN 19 20 21 

R y s . 54? g d z i e f u n k c j e f(x), g{y), h(z) są 
w r o z p a t r y w a n y c h p r z e d z i a ł a c h 

m o n o f o n i c z n e i o g r a n i c z o n e . N o m o g r a m t e g o t y p u n a z y w a n y j e s t no­
mogramem Lalanne'a. 

Metody numeryczno i graficzne — 24 
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M o ż e m y n p . b i o r ą c p a p i e r o d w u s k a l a c h k w a d r a t o w y c h s p o r z ą d z i ć 
n o m o g r a m d o r o z w i ą z y w a n i a t r ó j k ą t a p r o s t o k ą t n e g o n a p o d s t a w i e 
t w i e r d z e n i a P i t a g o r a s a 

z* = a? + y2. 

N a r y s u n k u 54 w i d z i m y t a k i n o m o g r a m n a r y s o w a n y d l a p r z e d z i a ł ó w 
10 c m < a ! < 20 c m , 1 0 c m < y < 1 5 c m . N a o s i a c h p a p i e r u o b r a n o m o d u ł y 

a = 0 ,015 c m " 1 , 0 = 0 ,02 c m " 1 . 

P r o s t e , k t ó r e należą d o r o d z i n y z o d c i n a j ą n a d o l n e j k r a w ę d z i t ego r y ­
s u n k u skalę 

x2 + (10 c m ) 2 = ^ - f 100 c m 2 , 
a 

c z y l i skalę 

£ = 0 ( 3 * - 1 0 0 c m 2 ) . 

P r z e z p u n k t y t e j s k a l i p r o w a d z i m y p r o s t e r o d z i n y z o w s p ó ł c z y n n i k u 
k i e r u n k o w y m Jc = — 3/a=— 4 / 3 . 

Z n o m o g r a m u t ego o d c z y t a j m y d l a p r z y k ł a d u 

xo = r l 7 ^ — V\ = l / 2 0 , 7 2 — 1 2 , 3 2 c m 16,6 c m . 

K ł a d ą c w r ó w n a n i u (4) 

f(x)=\ogx, 

g{y)=\ogy, 

7 i ( z ) = l o g z 

o t r z y m a m y n a p a p i e r z e l o g a r y t m i c z n y m n o m o g r a m s i a t k o w y o t r z e c h r o ­
d z i n a c h p r o s t y c h równo leg ły c l i d l a f u n k c j i z -xy. Oczywiście m o ż e m y go 
n a r y s o w a ć t y l k o d l a p r z e d z i a ł ó w z m i e n n y c h n i e z a w i e r a j ą c y c h z e r a . 
W n a s z y m p r z y p a d k u zupe łn ie n a m t o w y s t a r c z y , b o i l o c z y n k a ż d y c h 
d w u l i c z b x', y' r ó ż n y c h o d z e r a m o ż e m y p r z e z przesun ięc i e p r z e c i n k a 
i e w e n t u a l n ą z m i a n ę z n a k u s p r o w a d z i ć d o i l o c z y n u l i c z b x,y z p r z e d z i a ­
ł ó w 1 ^ 3 7 ^ 1 0 , l < y < 1 0 . T a k w i ę c , p o d o b n i e j a k p r z y s u w a k u l o g a r y t ­
m i c z n y m , m o ż e m y się o g r a n i c z y ć t y l k o d o t y c h p r z e d z i a ł ó w z m i e n n y c h 
x i y. 

N a r y s u n k u 5 5 p o k a z a n y j e s t t a k i n o m o g r a m w y k o n a n y n a p a p i e ­
r z e l o g a r y t m i c z n y m o m o d u ł a c h a — /? = ] 0 c m . L i n i e r o d z i n y z w y k r e ś ­
l a m y łącząc o d p o w i a d a j ą c e s o b i e p u n k t y s k a l n a b r z e g a c h p a p i e r u l o g a r y t -



R y s . 55. Ńómogram dla równania z=xy 
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m i c z n e g o . D l a y=l m a m y b o w i e m z=x i p o d o b n i e d l a x=l j e s t z=y. 
D l a p r z y k ł a d u o d c z y t a m y z n o m o g r a m u w a r t o ś ć i l o c z y n u 

z = 0 ,032• 27 = 1 0 - 1 - 3 , 2 • 2,7 ^ 1 0 " 1 • 8 ,65 = 0 ,865 . 

Ł a t w o z a u w a ż y ć , że j e ś b t y l k o w y s t ę p u j ą c e w e w z o r z e (3) f u n k c j e 
f(x), g(y) i h(z) są r ó ż n e o d z e r a w i n t e r e s u j ą c y c h n a s p r z e d z i a ł a c h , t o 
p r z e z l o g a r y t m o w a n i e m o ż n a w y r a ż e n i e (3) d o p r o w a d z i ć d o p o s t a c i (4). 
P r z y u c z y n i o n y c h za łożen iach m o ż n a w i ę c d l a w y r a ż e n i a (3) n a r y s o w a ć 
n o m o g r a m s i a t k o w y o t r z e c h r o d z i n a c h p r o s t y c h r ó w n o l e g ł y c h . D l a p r z y ­
k ł a d u n a r y s u j m y n o m o g r a m d o 
o b l i c z a n i a a m p l i t u d y d r g a n i a 
t ł u m i o n e g o 

(5) A = A0e~kt, 

g d z i e k = 0 ,012 s e k - 1 , 

0 sek < t < 40 s e k , 1 ^ 4 0 < 2 0 . 

L o g a r y t m u j ą c (5) o t r z y m u ­
j e m y 

l o g A = l o g A0 — kt l o g e «a 

l o g . 4 0 - 0 ,4343 kt. 

" N o m o g r a m m o ż e m y n a r y s o w a ć 
a l b o n a p a p i e r z e l o g a r y t m i c z ­
n y m o r ó w n a n i a c h 

f = o l o g A , ri = (t\ogA0, 

a l b o t eż T U I p a p i e r z e p ó ł l o g a r y t m i c z n y m p r z y j m u j ą c 

C = at, v = B\ogA0. 

W y b i e r z e m y drugą e w e n t u a l n o ś ć i p r z y j m i e m y m o d u ł y a = 0 ,125 c m s e k " 1 , 
/ ? = 4 , 5 c m . L i n i e A k r e ś l i m y z a t e m ( r y s . 50) p o p r z e z p u n k t y s k a l i A0 k o r z y ­
s ta jąc z t e g o , że d l a < = 0 j e s t A=A0. N a d r u g i m b r z e g u r y s u n k u 50 
( ( = 4 0 sek) l i n i e A p r z e c h o d z ą p r z e z p u n k t y przesun ię te j s k a l i l o g a r y t ­
m i c z n e j , k t ó r e j r ó w n a n i e j e s t 

l o g Tl = — - 0 ,4343 k • 40 s e k , c z y l i v = § l o g A + B 0 , 2 0 4 1 . 
P 

W i e m y j u ż , że n o m o g r a m o t r z e c h r o d z i n a c h p r o s t y c h r ó w n o l e g ł y c h 
m o ż n a n a r y s o w a ć d l a k a ż d e g o r ó w n a n i a p o s t a c i (4 ) , a n o m o g r a m o d w u 

2 4 * 
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r o d z i n a c h p r o s t y c h r ó w n o l e g ł y c h i t r z e c i e j r o d z i n i e p r o s t y c h p r z e c h o d z ą ­
c y c h p r z e z j e d e n p u n k t — d l a k a ż d e g o r ó w n a n i a p o s t a c i (3). P r z e z l o g a -
r y t m o w a n i e m o ż n a r ó w n a n i e (3) s p r o w a d z i ć d o p o s t a c i (4) i n a o d w r ó t 
p r z e z p rze j ś c i e d o f u n k c y j w y k ł a d n i c z y c h m o ż n a r ó w n a n i e (4) s p r o w a ­
d z i ć d o p o s t a c i (3). D l a r ó w n a ń k a ż d e j z t y c h d w u p o s t a c i m o ż n a w i ę c 
n a r y s o w a ć n o m o g r a m s i a t k o w y k t ó r e g o k o l w i e k z d w ó c h o m ó w i o n y c h 
t y p ó w . 

Nomogram siatkowy, w którym dwie rodziny linii są rodzinami pro­
stych równoległych, a trzecia rodzina linii jest dowolną rodziną prostych, 
można narysować dla równania postaci 

(6) lh(z)f(x) + h2(z)g(y) + h3(z) = 0, 

g d z i e f u n k c j e f(x), g(y) są w r o z w a ż a n y c h p r z e d z i a ł a c h m o n o t o n i c z n e 
i o g r a n i c z o n e . W y s t a r c z a w t y m c e l u z a U n i e x i y p r z y j ą ć l i n i e p a p i e r u 
f u n k c y j n e g o o r ó w n a n i a c h 

N a t y m p a p i e r z e f u n k c y j n y m r ó w n a n i e (6) j e s t p r z y u s t a l o n y m z=z0 

r ó w n a n i e m l i n i i p r o s t e j . P o d s t a w i a j ą c o d p o w i e d n i e w a r t o ś c i z m i e n n e j z 
m o ż e m y w y k r e ś l i ć n a p a p i e r z e f u n k c y j n y m p r o s t e r o d z i n y z u z y s k u j ą c 
n o m o g r a m d l a r ó w n a n i a (6) . 

D l a p r z y k ł a d u n a r y s u j e m y nomogram do znajdowania pierwiastków 
rzeczywistych równania trzeciego stopnia ( r y s . 57) 

(7) x3 + px + q = 0, 

d l a - 2 < p < 2 , — 
W a r t o ś c i w s p ó ł c z y n n i k ó w p i q r ó w n a n i a (7) p r z y j ę U ś m y n a o s i a c h 

p a p i e r u m i l i m e t r o w e g o o m o d u ł a c h a = 4 c m , 6=5 c m . Z a l e ż n o ś ć z m i e n n e j x 
o d z m i e n n y c h p i q okreś l ona f u n k c j ą uwik łaną (7) n i e j e s t j e d n o z n a c z n a . 
W za leżnośc i o d w a r t o ś c i w s p ó ł c z y n n i k ó w p i q r ó w n a n i e t r z e c i e g o s t o p n i a 
(7) m a t r z y , d w a l u b j e d e n p i e r w i a s t e k r z e c z y w i s t y . W s k u t e k t e g o 
n a n o m o g r a m i e 57 p r z e z p e w n e p u n k t y p ł a s z c z y z n y p,q p r z e c h o d z ą 
t r z y U n i e r o d z i n y x, p r z e z i n n e d w i e i p r z e z p o z o s t a ł e p u n k t y j e d n a p r o s t a 
r o d z i n y x. R o d z i n a p r o s t y c h x m a o b w i e d n i ę o r ó w n a n i u 

(8) 2 7 g 2 + 4 p 3 = 0 . 

O b w i e d n i ą (8) o d d z i e l a n a p ł a s z c z y ź n i e p,q o b s z a r , w k t ó r y m spe łn iona 
j e s t n i e r ó w n o ś ć 

(8a) ' 2 7 g 2 + 4 p s > 0 , 

o d o b s z a r u , w k t ó r y m z a c h o d z i n i e r ó w n o ś ć p r z e c i w n a 

(8b) 2 7 2 2 + 4 2 > 3 < 0 . 



3 7 4 X . Nomografia 

P r z e z k a ż d y p u n k t p i e r w s z e g o o b s z a r u przechodzą, t r z y p r o s t e r o d z i n y x. 
P o k r y w a się t o ze z n a n y m z a l g e b r y f a k t e m , że r ó w n a n i e (7) m a w t e d y 
i t y l k o w t e d y t r z y p i e r w i a s t k i r z e c z y w i s t e , g d y spe łn iona j e s t n i e r ó w n o ś ć 
(8a) . P r z e z k a ż d y p u n k t d r u g i e g o o b s z a r u (8b) p r z e c h o d z i t y l k o j e d n a 
p r o s t a r o d z i n y x. O z n a c z a t o , że w t a k i m p r z y p a d k u r ó w n a n i e (7) m a t y l k o 
j e d e n p i e r w i a s t e k r z e c z y w i s t y . P u n k t o m l e ż ą c y m n a o b w i e d n i (8) o d p o ­
w i a d a j ą r ó w n a n i a (7) m a j ą c e p i e r w i a s t e k p o d w ó j n y . 

N a p r z y k ł a d z n o m o g r a m u 57 m o ż e m y o d c z y t a ć , że r ó w n a n i e 

x 3 - l,65x + 0 ,35 = 0 

m a t r z y p i e r w i a s t k i r z e c z y w i s t e : xx aa — 1 ,38, x2 «a 0 ,22 , x3ml,16. 
Jeże l i r ó w n a n i e t r z e c i e g o s t o p n i a d a n e j e s t w p o s t a c i 

x3+ax2+bx+c=Q, 

g d z i e a^0, t o m o ż e m y j e ł a t w o s p r o w a d z i ć d o p o s t a c i (7) w p r o w a d z a j ą c 
n o w ą zmienną 

a 

Z n a j d ź m y d l a p r z y k ł a d u p i e r w i a s t k i r z e c z y w i s t e r ó w n a n i a 

(9) a ; 3 + 3 a ; 2 + 1 0 r r + 3 = 0. 

P o p o d s t a w i e n i u x=y — 1 o t r z y m u j e m y z (9) r ó w n a n i e p o s t a c i (7) 

(10) ^ + 7 2 / - 5 = 0._ 

P i e r w i a s t k ó w t e g o r ó w n a n i a n i e m o ż e m y o d c z y t a ć b e z p o ś r e d n i o z r y ­
s u n k u 5 7 , b o w s p ó ł c z y n n i k i n i e mieszczą się w p r z e d z i a ł a c h u w z g l ę d n i o ­
n y c h w n a s z y m n o m o g r a m i e . M o ż e m y j e d n a k z m n i e j s z y ć w s p ó ł c z y n n i k i 
d o k o n u j ą c p o d s t a w i e n i a z m i e n n e j . P o d s t a w i a j ą c w (10) n o w ą zmienną 
y=2z i dz ie ląc o b u s t r o n n i e r ó w n a n i e p r z e z 8 o t r z y m u j e m y 

(11) z3 + l , 7 5 z - 0 ,625 = 0. 

Z n o m o g r a m u 57 o d c z y t u j e m y , że r ó w n a n i e (11) m a t y l k o j e d e n p i e r ­
w i a s t e k r z e c z y w i s t y 2 1 ? « 0 , 3 4 . C o f a j ą c się p r z e z d o k o n a n e p o d s t a w i e n i a 
s t w i e r d z a m y , że r ó w n a n i e w y j ś c i o w e (9) m a t a k ż e t y l k o j e d e n p i e r w i a s t e k 
r z e c z y w i s t y x1=2z1—Im—0,32. 

W o m a w i a n y c h d o t y c h c z a s p r z y k ł a d a c h n o m o g r a m ó w s i a t k o w y c h 
d w i e r o d z i n y l i n i j z a w s z e b y ł y r o d z i n a m i p r o s t y c h r ó w n o l e g ł y c h . Z a j ­
m i e m y się t e r a z o g ó l n i e j s z y m i n o m o g r a m a m i s i a t k o w y m i o t r z e c h r o d z i ­
n a c h p r o s t y c h , n i e z a k ł a d a j ą c r ó w n o l e g ł o ś c i p r o s t y c h k t ó r e j k o l w i e k 
r o d z i n y . 
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N i e c h w d o w o l n y m uk ładz i e w s p ó ł r z ę d n y c h d a n e są. t r z y j e d n o -
p a r a m e t r o w e r o d z i n y p r o s t y c h . E ó w n a n i a t y c h t r z e c h r o d z i n z a p i s z e m y 
w n a j o g ó l n i e j s z e j p o s t a c i 

(12) -f2(y) + ^gi(y) + \(y) = o, 

a 0 
&fM+Mik*) + h ( z ) = o. 
a d 

Jeże l i w a r t o ś c i p a r a m e t r ó w x,y,z p r z y p o r z ą d k u j e m y j a k o k o t y o d p o ­
w i e d n i m p r o s t y m r o d z i n (12) , t o t r z y p r o s t e o k o t a c h x,y,z b ę d ą się 
p r z e c i n a ł y w j e d n y m p u n k c i e w t e d y i t y l k o w t e d y , g d y i c h k o t y będą 
spe łn ia ły r ó w n a n i e 

(13) 

fi(x) <7i(«) h(x) 

h{y) 9t(y) h(y) 

h(z) g3(z) M * ) 

T r z y r o d z i n y p r o s t y c h (12) z p r z y p o r z ą d k o w a n y m i k o t a m i x,y,z 
r ó w n y m i o d p o w i e d n i m w a r t o ś c i o m p a r a m e t r ó w t w o r z ą w i ę c p r o s t o ­
l i n i o w y n o m o g r a m s i a t k o w y d l a r ó w n a n i a (13) . P o n i e w a ż w z o r y (12) 
są na j ogó ln i e j s zą pos tac ią z a p i s u t r z e c h j e d n o p a r a m e t r o w y c h r o d z i n 
l i n i j p r o s t y c h , a r ó w n a n i e (13) j e s t w a r u n k i e m d o s t a t e c z n y m i k o n i e c z n y m 
p r z e c i n a n i a się w j e d n y m p u n k c i e t r z e c h p r o s t y c h (12) , w i ę c prostoli­
niowy nomogram siatkowy można narysować dla takiej i tylko takiej funkcji 

(14) F(x,y,z) = 0, 

kuka daje się sprowadzić do postaci (13) . 
N i e m a o g ó l n y c h m e t o d s p r o w a d z a n i a f u n k c j i (14) d o p o s t a c i (13) 

i n i e d l a k a ż d e j f u n k c j i j e s t t o m o ż l i w e . N i e d l a k a ż d e j f u n k c j i (14) m o ż n a 
w i ę c n a r y s o w a ć p r o s t o l i n i o w y n o m o g r a m s i a t k o w y . W n o m o g r a f i i r o z ­
p a t r u j e się t a k z w a n e postacie kanoniczne f u n k c j i (14) , k t ó r e m o ż n a s p r o ­
w a d z i ć d o p o s t a c i (13) . O m a w i a n e j u ż p r z e z n a s p o s t a c i e (3), (4) i (6) 
są najczęśc ie j s t o s o w a n y m i w p r a k t y c e p o s t a c i a m i k a n o n i c z n y m i . Inną 
postac ią k a n o n i c z n ą j e s t r ó w n a n i e 

(15) 
gi{x) + g2{y) 

= /a(2). 
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R ó w n a n i e t o j e s t r ó w n o w a ż n e r ó w n a n i u 

/,(a>) gx{x) 1 

i " I h(y) My) - i l 

U*) i o 
W y c h o d z ą c z r ó w n a n i a (16) m o ż e m y n a r ó ż n e s p o s o b y u z y s k a ć r ó w n a n i a 
r o d z i n l i n i j p r o s t o l i n i o w e g o n o m o g r a m u s i a t k o w e g o . M o ż n a n p . s k o n ­
s t r u o w a ć n o m o g r a m d l a r ó w n a n i a (16) p r z y j ą w s z y n a s t ę p u j ą c e r ó w n a n i a 
r o d z i n p r o s t y c h : 

- / . W + - k ( ! t ) ł l 
a p 

o, ~f2(y) + ^r92(y)-i = o, 
a 8 

f . V 
- / » ( * ) + o. 
a p 

W t a k i m n o m o g r a m i e n a o g ó ł ż a d n a z t r z e c h r o d z i n n i e b ę d z i e rodz iną 
p r o s t y c h r ó w n o l e g ł y c h . P r z y j m u j ą c p ierwszą k o l u m n ę w y z n a c z n i k a (16) 
j a k o w y r a z y w o l n e w r ó w n a n i a c h r o d z i n l i n i j p r o s t y c h , a o d p o w i e d n i o 
drugą i trzecią k o l u m n ę j a k o w s p ó ł c z y n n i k i p r z y f / a i njft o t r z y m u j e m y 
i n n y n o m o g r a m s i a t k o w y o r ó w n a n i a c h r o d z i n p r o s t y c h 

- 0 i ( a O + - ^ + / i ( a O = O, 
a p 

•9t(y) 
V + /»(») = o, + / s ( « ) = 0. 

W t y m n o m o g r a m i e d l a r ó w n a n i a (15) r o d z i n a l i n i j z j e s t r odz iną p r o s t y c h 
r ó w n o l e g ł y c h . P o z o s t a ł e r o d z i n y n a o g ó ł n i e są r ó w n o l e g ł e . 

N a r y s u j m y d l a p r z y k ł a d u n o m o g r a m d l a r ó w n a n i a 

x (17) « . 
s i n a ; + c o s y 

d l a p r z e d z i a ł ó w 0 < a ; ^ l , 0 < y < l . R ó w n a n i e t o s p r o w a d z i m y d o p o s t a c i 
w y z n a c z n i k o w e j 

x s i n a ; 1 

- . ' / cos?/ 

z 1 

-1 

0 

i n a r y s u j e m y n o m o g r a m s i a t k o w y o r o d z i n a c h p r o s t y c h , k t ó r y c h r ó w n a ­
n i a w u k ł a d z i e w s p ó ł r z ę d n y c h £,rj są 

— s i n a ; + — 4- x 
o e 

o, cosy- — -y = 0, [-2 = 0, 
P « 

czyli 

8 s i n a ; 
n = f •0x, 

8 cosy 
f = — az. 
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R y s u n e k 58 p r z e d s t a w i a g o t o w y j u ż n o m o g r a m d l a r ó w n a n i a (17) . N o -
m o g r a m t e n m a t y l k o j e d n ą r o d z i n ę p r o s t y c h r ó w n o l e g ł y c h , j e s t t o r o ­
d z i n a l i n i j z. P r o s t e p o z o s t a ł y c h d w u r o d z i n n i e są r ó w n o l e g ł e , a n i też 
n i e p r z e c h o d z ą p r z e z j e d e n p u n k t . D o n a r y s o w a n i a t y c h r o d z i n m u s i m y 
o b l i c z y ć w s p ó ł r z ę d n e d w ó c h p u n k t ó w k a ż d e j p r o s t e j . 

R y s . 58 

W i d z i e l i ś m y n a p r z y k ł a d z i e r ó w n a n i a (15) , że g d y d a n e r ó w n a n i e 
(14) u d a ł o się n a m j u ż d o p r o w a d z i ć d o p o s t a c i w y z n a c z n i k o w e j (13) , 
t o r ó w n a n i a (12) r o d z i n l i n i j n o m o g r a m u s i a t k o w e g o m o ż n a u z y s k a ć 
n a r ó ż n e s p o s o b y . N a l e ż a ł o t y l k o p r z e k s z t a ł c i ć o d p o w i e d n i o w y z n a c z n i k . 
M o ż n a n p . p o m n o ż y ć r ó w n a n i e (13) p r z e z d o w o l n y r ó ż n y o d z e r a w y z n a c z n i k 

(18) 

Ci, Oj Oj 

a2 b2 e2 

a3 b3 c3 

=ć 0 

O t r z y m a m y w t e n s p o s ó b r ó w n a n i e 

/,(.»•) g,(x) l,,(.r) 

''1 I h(y) 9t(y) M a r ) 

f»(*) g»(z) *»(*) 

aJi +a29i + a 3 f h + &2<7i + M i c j j + c , ^ - f c,A, 

aJi + a2<Jz + ai}h bj2 + b2g2 + b3h2 Cih + c2g2 + e3h2 

« i / 3 + «2«3 + a i h Kfs + b2g3 + b3 h3 cj3 + c2g3 + c3h3 

« 1 6, Cl 

a2 b2 c2 = 
a3 b3 c 3 

= 0. 
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P r z y za łożen iu (18) r ó w n a n i e (19) j e s t spe łn ione w t e d y i t y l k o w t e d y , 
g d y spe łn ione j e s t r ó w n a n i e (13) . 

M o ż e m y w i ę c n a r y s o w a ć p r o s t o l i n i o w y n o m o g r a m s i a t k o w y d l a 
f u n k c j i (14) w y c h o d z ą c z w y z n a c z n i k a (13) a l b o z w y z n a c z n i k a (19) . 
W p i e r w s z y m p r z y p a d k u o t r z y m u j e m y r ó w n a n i a r o d z i n l i n i j n o m o g r a ­
m u okreś l one w z o r a m i (12) , w p r z y p a d k u d r u g i m o t r z y m u j e m y n a s t ę p u ­
j ą c e r ó w n a n i a : 

( « i / 2 + a 202 + a3nz) + 

( « l / 3 + «2 03 + «3k) ) + 

+ \9i + 63*1) + + c2.9i + = 0, 

( * l / l + &202 + Wl) + C l / 2 + C202 + C3^2 = 0> 

(*i/s + >>2g3 4 b3h3) + c,/ 3 + c2g3 + c3h3=0 

l u b p o p r z e g r u p o w a n i u w y r a z ó w r ó w n a n i a 

(20) 

|«i + £>! -jp 4 Cjj /, + | « 2 -jp + b 2 ~ + c 2 J g1 + | a 3 i ; + fe3 ~ , + c 3 J 7t, = 0, 

(«i - J , + 6, V + c,| / 2 4 | a 2 ~ + 4 c 2j g2 + | a 3 4 h 4 <',J >'2 = 0 , 

( « i £ + b, 1 4 0i) /« + («2 f , + h % 4 Otj śr3 + {% \, + <h | 4 o,j * , = 0. 

N o m o g r a m d l a r ó w n a n i a (14) o r ó w n a n i a c h r o d z i n l i n i j d a n y c h w z o ­
r a m i (20) m o ż n a u z y s k a ć z n o m o g r a m u o r ó w n a n i a c h r o d z i n l i n i j d a n y c h 
w z o r a m i (12) p r z e z p rzeksz ta ł cen ie p ł a s z c z y z n y okreś l one w z o r a m i 

(21) 

«i - + h - 4 c, 

«s — + Oj - 7 4 c 3 

a 8 

f 1 *' 
« 2 ~ + V 0 , + C 2 

a P 
«3 +<>3—+C3 

a p 
Przeksz ta ł cen ie p ł a s z c z y z n y okreś l one w z o r a m i (21) p r z y za łożen iu 

w a r u n k u (18) z w a n e j e s t przekształceniem rzutowym. P o z w a l a o n o p r z e z 
o d p o w i e d n i d o b ó r w y z n a c z n i k a (18) r o z r z e d z i ć l i n i e n o m o g r a m u s i a t k o w e ­
go t a m , g d z i e są o n e z b y t gęs te , zagęśc i ć l i n i e z b y t r z a d k i e i t p . , a w i ę c 
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p o p r a w i ć n o m o g r a m zwiększa jąc i w y r ó w n u j ą c j ego d o k ł a d n o ś ć . 
M o ż e się b o w i e m z d a r z y ć , że b e z p o ś r e d n i e wykreś l en i e n o m o g r a m u n a 
p o d s t a w i e s p r o w a d z o n e g o d o p o s t a c i w y z n a c z n i k o w e j (13) r ó w n a n i a (11) 
p r o w a d z i do n o m o g r a m u n i e p r z y d a t n e g o w p r a k t y c e , a l e p o p r z e k s z t a ł ­
c e n i u p ł a s z c z y z n y o t r z y m u j e m y n o m o g r a m w ł a ś c i w y . M o ż n a n p . o b r a ć 
t a k i e przeksz ta ł cen ie r z u t o w e (21) , k t ó r e s p r o w a d z i n o m o g r a m p r z e d ­
s t a w i o n y n a r y s u n k u 58 o ksz ta ł c ie n i e f o r e m n e g o c z w o r o k ą t a d o ksz ta ł tu 
k w a d r a t u l u b d o w o l n e g o p r o s t o k ą t a . W n i n i e j s z y m k r ó t k i m z a r y s i e 
n o m o g r a f i i n i e m o ż e m y za jąć się s z c z e g ó ł o w o t y m z a g a d n i e n i e m . 

N a p o c z ą t k u r o z d z i a ł u m ó w i l i ś m y o t y m , że d l a k a ż d e g o r ó w n a n i a 
(14) m o ż n a n a r y s o w a ć n o m o g r a m s i a t k o w y o d w u r o d z i n a c h p r o s t y c h 
r ó w n o l e g ł y c h i t r z e c i e j r o d z i n i e l i n i j n a ogó l k r z y w y c h . Jeże l i r ó w n a n i e 
(14) d a się s p r o w a d z i ć d o p o s t a c i w y z n a c z n i k o w e j (13) , t o p i e r w o t n y 
n o m o g r a m b ę d z i e m y m o g l i zas tąp i ć n o m o g r a m e m , w k t ó r y m w s z y s t k i e 
t r z y r o d z i n y są r o d z i n a m i l i n i j p r o s t y c h . S p r o w a d z e n i e r ó w n a n i a (14) 
d o p o s t a c i (13) n a z y w a m y anamorfozą. A n a m o r f o z a n i e z a w s z e j e s t w y ­
k o n a l n a . W r o z d z i a l e V I I I u ż y w a l i ś m y j u ż t e r m i n u a n a m o r f o z a n a z y w a ­
j ą c t a k t a k i e p rzeksz ta ł cen ie p a p i e r u f u n k c y j n e g o , k t ó r e p r z e p r o w a d z a ł o 
w y k r e s d a n e j f u n k c j i n a l inię prostą . W y k a z a l i ś m y w t e d y , że j e s t t o z a ­
w s z e m o ż l i w e i t o n a w i e l e s p o s o b ó w , a t a k ż e p o d a l i ś m y graf iczną k o n ­
s t r u k c j ę o d p o w i e d n i e g o p a p i e r u f u n k c y j n e g o . O m a w i a n a p o p r z e d n i o 
a n a m o r f o z a j e s t s z c z e g ó l n y m p r z y p a d k i e m p o j ę c i a , k t ó r e w p r o w a d z i l i ś m y 
o b e c n i e u ż y w a j ą c t ego s a m e g o t e r m i n u . M e t o d a a n a m o r f o z y g r a f i c z n e j , 
o p i s a n a w r o z d z i a l e V I I I , n i e d a się j e d n a k p o z a s p e c j a l n y m i p r z y p a d k a ­
m i z a s t o s o w a ć d o w y p r o s t o w a n i a ca łe j r o d z i n y k r z y w y c h . 

W p r z y p a d k u g d y r ó w n a n i e (14) n i e d a się s p r o w a d z i ć do p o s t a c i 
w y z n a c z n i k o w e j (13) , m u s i m y się z a d o w o l i ć n o m o g r a m e m k r z y w o l i ­
n i o w y m . N o m o g r a m y k r z y w o l i n i o w e są t r u d n i e j s z e d o n a r y s o w a n i a , 
a l e w p r a k t y c e m o g ą się n i e k i e d y o k a z a ć l e p s z e o d n o m o g r a m ó w p r o s t o ­
l i n i o w y c h . T a k n p . d l a l w n a n i a 

z = xy 

u m i e m y n a r y s o w a ć n o m o g r a m y p r o s t o l i n i o w e ( r y s . 51 i 5 5 ) ; j e d n a k ż e 
g d y c h c e m y go z a s t o s o w a ć d o o b l i c z a n i a p o w i e r z c h n i p r o s t o k ą t ó w , t o 
k r z y w o l i n i o w y n o m o g r a m z r y s u n k u 49 o k a ż e się w y g o d n i e j s z y . T a m 
n a p r o s t o p a d ł y c h o s i a c h p a p i e r u m i l i m e t r o w e g o o d k ł a d a m y b e z p o ś r e d n i o 
d ł u g o ś c i b o k ó w p r o s t o k ą t a i m o ż e m y o d c z y t a ć z a p o m o c ą t ego n o m o g r a m u 
p o l e p r o s t o k ą t a b e z p o m i a r u d ługośc i j ego b o k ó w . N a l e ż y w t y m c e l u 
p r z y ł o ż y ć p r o s t o k ą t d w o m a b o k a m i d o o s i n o m o g r a m u 4 9 , a w i e r z c h o ł e k 
wskaże n a p ł a s z c z y ź n i e l inię z o k o c i e r ó w n e j p o w i e r z c h n i p r o s t o k ą t a 
(z u w z g l ę d n i e n i e m m o d u ł ó w o b r a n y c h na o s i a c h ) . P o d a n y n a r y s u n k u 49 
p r z y k ł a d o d c z y t u u z y s k a n o o b r y s o w u j ą c p r z y ł o ż o n e w t e n s p o s ó b d o 
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n o m o g r a m u p u d e ł k o zapa łek . U w z g l ę d n i a j ą c m o d u ł y n a o s i a c h tego 
n o m o g r a m u a = / 9 = j / l 0 c m d o s t a j e m y , że p o w i e r z c h n i a g ó r n e j śc ianki 
p u d e l k a o d z a p a ł e k e^=>l,9aft = 19 c m 2 . T a k i n o m o g r a m , n a r y s o w a n y 
n p . n a b l a c i e s to łu s z k l a r z a , m o ż n a o d r a z u w y c e c h o w a ć w a r t o ś c i a m i 
s z y b y o d a n e j p o w i e r z c h n i ( n p . w z ł o t y c h ) , co p o z w o l i n a t y c h m i a s t 
w y c e n i ć k a ż d ą p r o s t o k ą t n ą s z y b ę . 

W p r a k t y c e b a r d z o częs to n i e z n a m y a n a l i t y c z n e j p o s t a c i r ó w n a ­
n i a (11) . K r z y w o h n i o w y n o m o g r a m s i a t k o w y m o ż n a u z y s k a ć n a p o d ­
s t a w i e w y n i k ó w p o m i a r ó w t r z e c h wie lkośc i z w i ą z a n y c h n i e z n a n y m 
r ó w n a n i e m (14) . 

K i e d y i n d z i e j , n a w e t g d y r ó w n a n i e (14) j e s t z n a n e , l e c z m a s k o m p l i ­
k o w a n ą p o s t a ć ana l i tyczną , k r z y w o l i n i o w y n o m o g r a m s i a t k o w y m o ż n a 
w p r o s t y s p o s ó b u z y s k a ć ana l i zu jąc s a m o z a g a d n i e n i e , k t ó r e d o p r o w a d z a 
n a s d o d a n e g o r ó w n a n i a . T a k n p . o k a z u j e się, że d l a d o ś ć s k o m p l i k o w a ­
n e g o w z o r u a n a l i t y c z n e g o n a d o k ł a d n o ś ć o b r ó b k i m e c h a n i c z n e j n a j p r o ­
ście j j e s t u z y s k a ć n o m o g r a m s i a t k o w y p r z y j m u j ą c j a k o j e d n ą r o d z i n ę 
k r z y w y c h p o w i ę k s z o n e p r o f i l e n o ż a t o k a r k i . A n a l i t y c z n e okreś lenie p r o ­
f i l u n o ż a w y m a g a ł o b y w p r o w a d z e n i a k i l k u p a r a m e t r ó w . 

§ 82 . N o m o g r a m y k o l i n e a c y j n e . W g e o m e t r i i z n a n a j e s t zasada 
dualizmu, k t ó r a g łos i , że k a ż d e t w i e r d z e n i e g e o m e t r y c z n e o k o i n c y d e n ­
c j i p u n k t ó w i p r o s t y c h n a p ł a s z c z y ź n i e p o z o s t a j e p r a w d z i w i e , jeżel i 
w j e g o w y s ł o w i e n i u z a m i e n i m y w s z ę d z i e s ł o w o p r o s t a s ł o w e m p u n k t 
i n a o d w r ó t s ł o w o p u n k t s ł o w e m p r o s t a 1 ) . Z a s a d a o m a w i a n y c h d o ­
t y c h c z a s p r o s t o l i n i o w y c h n o m o g r a m ó w s i a t k o w y c h p o l e g a ł a n a t y m , ż e 
a n a l i t y c z n e j r e l a c j i spe łn iania r ó w n a n i a (14) p r z e z t r z y w a r t o ś c i z m i e n ­
n y c h x,y,z o d p o w i a d a ł a g e o m e t r y c z n a r e l a c j a p r z e c i n a n i a się w j e d n y m 
p u n k c i e t r z e c h p r o s t y c h o k o t a c h x,y,z w y b r a n y c h z t r z e c h j e d n o p a r a -
m e t r o w y c h r o d z i n p r o s t y c h , w y c e c h o w a n y c h w a r t o ś c i a m i t y c h z m i e n ­
n y c h ( r y s . 50) . Z a s t a n ó w m y się o b e c n i e , co o d p o w i a d a r ó w n a n i u (14) 
p o p r z e t ł u m a c z e n i u z a s a d y p r o s t o l i n i o w y c h n o m o g r a m ó w s i a t k o w y c h n a 
j ę z y k p o j ę ć d u a l n y c h . 

T r z e m j e d n o p a r a m e l r o w y m r o d z i n o m p r o s t y c h w m y ś l z a s a d y 
d u a l i z m u o d p o w i a d a j ą t r z y j e d n o p a r a m e t r o w e r o d z i n y p u n k t ó w , t j . 
t r z y k r z y w e , k t ó r y c h p u n k t y w y c e c h o w a n e są w a r t o ś c i a m i p a r a m e t r u 
j a k o k o t a m i . G e o m e t r y c z n e j r e l a c j i p r z e c i n a n i a się t r z e c h p r o s t y c h 
w j e d n y m p u n k c i e o d p o w i a d a leżenie n a j e d n e j p r o s t e j t r z e c h p u n k t ó w 
o k o t a c h x,y,z ( r y s . 59 ) . T a k w i ę c d o s z l i ś m y d o sformułowania z a s a d y 
n o m o g r a m u k o l i n e a c y j n e g o . 

') Ścisłe sformatowanie zasady dualizmu znaleźć można np. w książce 
M . SI a r k , Geometria analityczna, Monografio Matematyczne X X V I , Warszawa -
-Wrocław 1951, str. 432. 


