ROZDZIAL X
NOMOGRAFIA

§ 81. Nomogramy siatkowe. W rozdziale VIII zajmowali§my si¢ spo-
rzgdzaniem wykresow funkeyj jednej zmiennej. Dla funkeji dwu zmiennych
(1) z=f(x,y)
nalezaloby analogicznie konstruowaé¢ model powierzehni w przestrzeni
trojwymiarowej. Jednakze modele przestrzenne, najprzejrzysciej i naj-
wierniej ilustrujgee zmiennosé funkeji dwu zmiennych, sg klopotliwe
do wykonania i niemozliwe do publikowania w ksigzce. Geografowie radzg
sobie w takim przypadku rysujac mape z warstwicami. Zamiast konstruo-
wa¢ przestrzenny model wysokodei nad poziomem morza jako funkeji
dlugodei i szerokosei geografieznej punktu na ziemi rysujg oni na odpo-
wiednim papierze funkeyjnym (np. na siatce Merkatora) rodzine krzywych
zwanych warstwicami, laczgeych punkty o stalej wysokosci nad pozio-
mem morza. Podobnie i my, zamiast konstruowad¢ model powierzehni (1),
lub ogélniej — powierzehni okreslonej funkejg uwiklang

(2) F(z,y,2)=0,
narysujemy na dowolnym papierze funkeyjnym rodzine krzywych
fosy)==  lub  rll@iz=0

obierajae odpowiednio gesto wartosci parametru z,. Tak np. rysunek 49
przedstawia na papierze milimetrowym wykres rodziny krzywych zy=z,.
Na rysunku tym uwzgledniono przedzialy 0<z<3, 0<y<3. Moduly na
osiach sg réwne a= f= /10 em. Krzywe ay=z, narysowano dla wartosei
Zo=1/4,1/2, 3/4, 1, ...,35/4. Tak uzyskany rysunek nazywamy nomo-
gramem siatkowym funkeji z= ay.

Na nomogramie siatkowym 49 widzimy trzy rodziny linij. Sg to dwie
rodziny prostych rownoleglych tworzgee papier milimetrowy i jedna ro-
dzina hiperbol réwnobocznych. Kazdej prostej z rodziny prostych prosto-
padlych do osi odeietych przyporzadkowujemy kote z,, jakg na osi od-
ciegtych ma punkt przeciecia tej osi z dang prostq. Podobnie kazdej prostej
z drugiej rodziny przyporzadkowunjemy odpowiednig kote y, réwng kocie
punktu przeci¢cia tej prostej z osig rzednyeh, a kazdej hiperboli o réwna-
nin ay=z, przyporzadkowunjemy kote z,.
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Trzy linie o kotach 2,,%,,2, przecinaja si¢ w jednym punkcie wtedy
i tylko wtedy, gdy ich koty spelniaja rownosé z,y,=2,. Znajac dowolne
dwie sposrod trzech wartosei @,,9,,2, (Dp. @, 1 ¥,) Mozemy z nomogramu

16

0 1 )

Rys. 49, Nomogram dla réwnania z=ay

49 odezytad nieznang warto$é trzecig, zwigzang z pozostalymi zaleznoseig
XoYo=2,, Odezytujae kote linii przechodzgcej przez punkt przeciecia
odpowiednich dwoéch innych linij o znanych kotach. Tak np. z ry-
sunku 49 odezytujemy, ze 1,2-1,6~1,9 (poniewaz zadna z narysowanych
na nomogramie linij 2 nie przechodzi przez punkt przeciecia linij #=1,2,
y = 1,6, musieli§my dokonaé¢ interpolacji miedzy
najblizszymi liniami z). Podobnie dla y=2,45,
z2=>0,3 mm'fomy z nomogramu 49 odezytaé z =

o ) —Z
,..:eg;a,‘s.“ | e

Ogu]mc nomogramem siatkowym funkeji (2)
bedziemy nazywali trzy rodziny linij, ktérym
przyporzadkowano koty przebiegajgce wartosei
trzech zmiennych x,y,2 w taki sposéb, ze trzy
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linie 0o kotach x,,y,,%, przecinaja si¢ w jednym punkcie wtedy i tylko
wtedy, gdy ich koty spelniajg réwnanie (2). Jak schematyeznie pokazano
na rysunku 50, na ogél wszystkie trzy rodziny linij mogg byé rodzinami
krzywych. Oczywiscie najbardziej nas bedg interesowaly najlatwiejsze do
narysowania i zazwyeczaj najprostsze w uzyciu nomogramy siatkowe,
w ktorych wszystkie trzy rodziny linii sg rodzinami linii prostych. Dla wielu
waznych i ezesto spotykanych w praktyce funkeyj postaci (2) takie prosto-
liniowe nomogramy siatkowe mozna latwo skonstruowaé. Jednakze nie dla
wszystkich funkeyj jest to mozliwe. Do zagadnienia tego wrécimy jeszcze
w dalszych rozwazaniach. Latwo jest jednak zauwazy¢, ze byleby funkeja
F(x,y,z) byla ciagla w interesujgecym nas obszarze, to mozemy dowolnie
ustalié dwie rodziny linij, a wiec w szczegélnosei mozemy przyjac¢ dwie ro-
dziny prostych prostopadlych. Na uzyskanym w ten sposéb papierze funk-
cyjnym frzecia rodzina linij bedzie juz jednoznacznie okreslona. Cigglosé
funkeji F(x,y,2) zakladamy po to, by linie trzeciej rodziny byly krzy-
wymi cigglymi, wypelnialy pewien obszar na plaszezyznie i koty zmie-
nialy si¢ w sposob ciagly wraz ze zmiang krzywych. Dobrze m])Io]eLto-
wany i starannie wykonany nomo- A
gram pozwala w prosty sposéb iz wy- 3 | ///
starczajacg na ogo6l dokladnoscig od- z .
czytywaé wartosei danej funkeji.
Ziwlaszeza wtedy, gdy mamy do czy-
nienia z wielokrotnie: powtarzanymi
analogicznymi obliczeniami, oplaci
sie trud sporzgdzenia nomogramu.
Nomogram funkeji 2= xy przed-
stawiony mna rysunku 49 latwo jest
zastapi¢ nomogramem prostoliniowym. {
Wystarczy w tym celu przyjaé do-
wolny  papier milimetrowy jako
siatke linij @ i 2. Trzecia rodzina linij
bedzie teraz p@l;mm prostych prze-

chodzgeych przez poezgtek ukladu 5 e >
wspolrzednych. Taki nomogram siat- RGBT

kowy mnazywany jest nomogramem
Crepina (vys. H1). Nomogram ten jest prostoliniowy, ale ma te wade, Ze
dla malych wartogci @ i z linie y sy bardzo zageszezone i blad odezytu
jest duzy. Blad odezytu wartosei y przy malych wartosciach » i 2 mozna
zmniejszy¢ wykorzystujae te wlasnosé nomogramu 51, ze linie y nie ulegng
zmianie, jezeli w jednakowym stosunku zwigkszymy moduly na osiach.
Obok umieszezonyeh na osiach podzialek zmiennych @ i 2 mozemy wiec
narysowad¢ powiekszone podzialki tych samych zmiennych i poslugiwaé
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si¢ nimi dla malych wartosei tyech zmiennych. Na rysunku 51 narysowano
podzialki o module 2,5 razy wi¢kszym. Przy uzyciu tych pomocniczych
podzialek mozemy odezytaé¢ np. dla y=1,65, 2=0,85, Ze x=z/y~ 0,02,
czego nie moglisSmy pierwotnie uzyskaé z takg dokladnoscig.

Jezelibysmy na rysunku 51 wzieli zamiast papieru milimetrowego
dowolny papier funkeyjny o réwnaniach

§=af(@),  n=PBg(y),
to na kazdej prostej przechodzgcej przez poczatek ukladu spelniony bylby
warunek

E a f@
n B g
Nadajge wige odpowiednie koty prostym przechodzacym przez poczatek
ukladu mozemy w ten sposéb narysowaé prostoliniowy nomogram siat-
kowy dla dowolnego réwna-

= ¢onst.

016 i arg A iy =
6 l— ] /" nia postaci
015 —— A 1 f(2)

1, (3 LA

/;u (3) 7 ) 1(2),
014 A1

1e  gdzie funkeje f(x), g(y), h(z)
a3

s3 W rozpatrywanych prze-
dzialach monotoniczne, a

G AN

ANNAN X SR

% . .
V/ //‘1' 1 funkeje f(@), ¢(y) ograni-
ot 4, A//,//‘, 2 A" oz0me, Na rysunku 52 nary-
gy ///"//A ,4/// sowany jest nomogram do
10 7 7 77 B s _ R RS
L e e
| A ; 5
008 ////’/" /A ; /;j,— 0 czen w n niezaleznych pro-
i ~——_—_————"]" bach, gdy znane jest prawdo-
g'f:" / e —1,, Podobienistwo p sukcesu w
— == — 1 1 I, pojedynczym doswiadeczeniu.
ﬁ.ﬂoﬂ o1 0,2 p 0,5 0405 I\I[ﬂmy (1 )
s P1—D
Rys. 52 ' e S

"
Nomogram wykonano dla przedzialow 0<"p<<0,5, 10<<n<100 przyjmujgc
papier funkeyjny o réwnaniach

=25 cm-p(l—p), »5=300cm-c"
Proste nalezgce do rodziny n wyznaczono z warunku

2 b, &
300em  25emen
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Przyjmujae &= 6,25 em otrzymamy na prawym brzegu rysunku skale
odwrotnosei o réwnaniu
el =4 l
7=Tbem .
Lgczge punkty tej skali z poczgtkiem ukladu otrzymujemy rodzing pro-
stych n.

Widzimy, ze nomogram Crepina, to jest nomogram o dwu rodzi-
nach prostych réwnoleglych i trzeciej rodzinie prostych -przechodzg-
cych przez punkt, mozna skonstruowa¢ dla dosé obszernej klasy funkeyj
postaci (3). Wadg jego jest to, ze
proste jednej z rodzin przechodzg
przez jeden punkt, w poblizu kté- ;05
rego mamy wielkie zageszezenie | o
linij, co pocigga za sobg duze |,;
bledy odezytywanyeh kot. Po- |, :
nadto linie tej rodziny przecinaja NN SRR
linie pozostalych dwu rodzin pod ERRRRERER SRR N
zmiennym katem, niekiedy bar- D01 0205 04 05 06 07 08 09" 19
dzo malym, co takze powoduje po-
wazne bledy przy poslugiwaniu Rys. 53
sieg tym nomogramein.

Najwygodniejsze -bedg wige takie nomogramy siatkowe, na ktérych
wszystkie trzy rodziny linij sa rodzinami prostych réwnoleglych. Naj-
prostszym takim nomogramem jest nomogram funkeji

X

ool 02 03 04 05 06 07 08 0.9 10
T 15

SN : Ihg

1
/".

S NS N AN
N NN
N LY

z=:c'+ Y.
Jezeli za linie rodziny @ i y przyjmiemy linie papierun milimetrowego,
to linie rodziny 2 dadzg rodzing prostych réwnoleglych (rys. 53). Biorge
zamiast papiern milimetrowego

R T TS ("ﬁ":-,i-a odpowiedni papier funkeyjny

y,!cmjk”\ \\ N \\ NN \\ zsﬂs(cm), oraz odpowiednio cechujac pro-

14 N \\ Y ™ N ste rodziny 2, mozemy skon-

AR \ \\ N N N 4 struowaé  nomogram  siatkowy

IS ™\ - \\ Fonk LA o trzech rodzinach prostych réw-
INNAERN AN \23 noleglych dla funkeji postaci

11
N N
s }a\n\m 520 p 2z | (4) h(2)=f(2)+g¢(y),

Rys. 54} gdzie funkeje f(2), g(y), h(?) 83

w rozpatrywanych przedzialach

monotoniezne i ograniczone. Nomogram tego typu nazywany jest no-
mogramem Lalanne’a.

Metody numeryezne i graticzane — 24
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Mozemy np. biorge papier o dwu skalach kwadratowych sporzadzié
nomogram do rozwigzywania trojkgta prostokgtnego na podstawie
twierdzenia Pitagorasa

Z=a’+ 9.

Na rysunku 54 widzimy taki nomogram narysowany dla przedzialéw
10 em<ae<20em, 10em<y<15em. Na osiach papieru obrano moduly
a=0,015em~Y, f=0,02cm .

Proste, ktére nalezg do rodziny z odeinaja na dolnej krawedzi tego ry-

sunku skale
£
A=+ (10 em)= ~ + 100 cm?,
L
czyli skale
E=ua(2*—100 cm®).
Przez punkty tej skali prowadzimy proste rodziny 2z o wspélezynniku

kierunkowym k= —f/a=—4/3.
7 momogramu tego odezytajmy dla przykladu

/- a2

@y == V22 — yi = y/20,7* — 12,3* em ~ 16,6 cm.

Kladge w réwnaniu (4)

f(@)=logu,
g9(y)=logy,
h(z)=logz

otrzymamy na papierze logarytmicznym nomogram siatkowy o trzech ro-
dzinach prostych réwnoleglych dla funkeji z=ay. Oczywiscie mozemy go
narysowaé tylko dla przedzialéw zmiennych nie zawierajacych zera.
W naszym przypadku zupelnie nam to wystarcezy, bo iloczyn kazdych
dwu liczb @', " réznych od zera mozemy przez przesunigcie przecinka
i ewentualng zmiane znaku sprowadzié do iloezynu liczb x,y z przedzia-
16w 1<e<10, 1<y<10. Tak wige, podobnie jak przy suwaku logaryt-
micznym, mozemy si¢ ograniczy¢ tylko do tych przedzialow zmiennych
xiy.

Na rysunku 55 pokazany jest taki nomogram wykonany na papie-
rze logarytmicznym o modulach a =g =10 em. Linie rodziny z wykres-
lamy lgczge odpowiadajgce sobie punkty skal na brzegach papieru logaryt-



wy

Nomogram dla rdownania =z

hi.

Rys.
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micznego. Dla y=1 mamy bowiem z=x i podobnie dla =1 jest z=y.
Dla przykladu odezytamy z nomogramu wartodé iloczynu

2 =0,032-27 =10""-3,2-2,7 ~ 10~*-8,65 = 0,865.

Latwo zauwazy¢, ze jesli tylko wystepujace we wzorze (3) funkcje
f(®), g(y) i h(z) sy rézne od zera w interesujgeych nas przedzialach, to
przez logarytmowanie mozna wyrazenie (3) doprowadzi¢ do postaci (4).
Przy uczynionych zalozeniach mozna wiee dla wyrazenia (3) narysowacé
nomogram siatkowy o trzech rodzinach prostych réwnoleglych. Dla przy-
kladu narysujmy nomogram do

. 2 ] - _ Almm)
obliczania amplitudy drgania = - ~
tlumionego

(5) A=A, H:
gdzie k = 0,012 sek ',
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E=alogd, n=_pIlogA,, Rys. 656
albo tez na papierze pélogarytmicznym przyjmujac
E=at, q:ﬁlgg_dn.

Wybierzemy drugg ewentualnodé i przyjmiemy moduly a= 0,125 em sek ',
f=4,5 em. Linie A kreslimy zatem (rys. 56) poprzez punkty skali A, korzy-
stajac z tego, ze dla t=0 jest A—=4,. Na drugim brzegu rysunku 56
(t=40 sek) linie A przechodzg przez punkty przesunietej skali logaryt-
micznej, ktérej r6wnanie jest

logd = % — 04343 k-40 sek, czyli 7= flogA -+ f 0,2041.

Wiemy juz, ze nomogram o trzech rodzinach prostych réwnoleglych
mozna narysowaé dla kazdego réwnania postaci (4), a nomogram o dwu

24*



34+pa4-q=0.

réwnania x

Rys. 57 Nomogram dla
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rodzinach prostych réwnoleglych i trzeciej rodzinie prostych przechodzg-
eych przez jeden punkt — dla kazdego réwnania postaci (3). Przez loga-
rytmowanie mozna rownanie (3) sprowadzi¢ do postaci (4) i na odwrét
przez przejécie do funkeyj wykladniczych mozna réwnanie (4) sprowa-
dzi¢é do postaci (3). Dla réwnan kazdej z tych dwu postaci mozna wige
narysowa¢ nomogram siatkowy ktéregokolwiek z dwdch omdéwionych
typow.

Nomogram siatkowy, w ktorym dwie rodziny linii sq rodzinami pro-
stych réwnoleglych, a trzecia rodzina linii jest dowolnaq rodzing prostych,
moina narysowaé dla réwnania postaci

(6) hy (2)] (@) + hy (2)g(y) + 3 (2) =0,

gdzie funkeje f(x), g(y) s§ w rozwazanych przedzialach monotoniczne
i ograniczone. Wystarcza w tym celu za linie « i y przyjaé linie papieru
funkeyjnego o réwnaniach

f=af(x), n=pgy)-

Na tym papierze funkeyjnym réwnanie (6) jest przy ustalonym z=z,
roéwnaniem linii prostej. Podstawiajae odpowiednie wartosci zmiennej 2
mozemy wykreslié na papierze funkcyjnym proste rodziny z uzyskujge
nomogram dla réwnania (6).

Dla przykladu narysujemy womogram do znajdowania pierwiastkow
rzeczywistych réwnania trzeciego stopnia (rys. 57)

(7) @+ pr+q=0,

dla —2<p<?, —1<g<i.

Wartodei wspélezynnikow p i ¢ réwnania (7) przyjeliSmy na osiach
papieru milimetrowego o modulach ¢ =4 em, f=5 em. Zaleznosé zmiennej @
od zmiennych p i ¢ okreflona funkejg uwiklang (7) nie jest jednoznaczna.
W zaleznosei od wartosdei wspolezynnikéw p i ¢ réwnanie trzeciego stopnia
(7) ma trzy, dwa lub jeden pierwiastek rzeczywisty. Wskutek tego
na nomogramie 57 przez pewne punkty plaszezyzny p,q przechodza
trzy linie rodziny @, przez inne dwie i przez pozostale punkty jedna prosta
rodziny @. Rodzina prostych @ ma obwiedni¢ o réwnaniu

(8) 27¢° +4p*=0.

Obwiednia (8) oddziela na plaszezyznie p,q obszar, w ktérym spelniona
jest nierownogé

(8a) : 27¢"+ 4p*> 0,
od obszaru, w ktorym zachodzi nieréwnosé przeciwna
(8b) 274"+ 4p* < 0.
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Przez kazdy punkt pierwszego obszaru przechodza trzy proste rodziny a.
Pokrywa sie to ze znanym z algebry faktem, ze réwnanie (7) ma wtedy
i tylko wtedy trzy pierwiastki rzeczywiste, gdy spelniona jest nier6wnosé
(8a). Przez kazdy punkt drugiego obszaru (8b) przechodzi tylko jedna
prosta rodziny x. Oznacza to, ze w takim przypadku rownanie (7) ma tylko
jeden pierwiastek rzeczywisty. Punktom lezgeym na obwiedni (8) odpo-
wiadajg réwnania (7) majace pierwiastek podwojny.
Na przyklad z nomogramu 57 mozemy odeczytac, ze réwnanie

a*— 1,662 + 0,35 =0

ma trzy pierwiastki rzeczywiste: x, ~ — 1,38, x,~ 0,22, x,~1,16.
Jezeli rownanie trzeciego stopnia dane jest w postaci

& ax*+-br+c=0,

gdzie a0, to mozemy je latwo sprowadzi¢ do postaci (7) wprowadzajac
nowa zmienng

a
Y =04 —-
Y 3

Zmajdzmy dla przykladu pierwiastki rzeczywiste réwnania

(9) @+ 32* + 10w 4 3 =0.

Po podstawienin 2=y —1 otrzymujemy z (9) réwnanie postaci (7)
(10) ¥4+ Ty—5=0.

Pierwiastké6w tego rdéwnania nie mozemy odezytaé bezposrednio z ry-
sunku 57, bo wspélezynniki nie mieszeza sie w przedziatach uwzglednio-
nych w naszym nomogramie. Mozemy jednak zmniejszyé wspolezynniki
dokonujge podstawienia zmiennej. Podstawiajac w (10) nowg zmienng
y=2z i dzielge obustronnie réwnanie przez 8 otrzymujemy

(11) 2+ 1,752 — 0,625 = 0.

Z nomogramu 57 odezytujemy, ze rownanie (11) ma tylko jeden pier-
wiastek rzeczywisty z,~0,34. Cofajac sie przez dokonane podstawienia
stwierdzamy, ze rownanie wyjsciowe (9) ma takze tylko jeden pierwiastek
rzeczywisty ;=22 —1~—0,32.

W omawianych dotychezas przykladach nomograméw siatkowych
dwie rodziny linij zawsze byly rodzinami prostych réwnoleglych. Zaj-
miemy si¢ teraz ogdlniejszymi nomogramami siatkowymi o trzech rodzi-
nach prostych, nie zakladajge réwnoleglodci prostyech ktérejkolwiek
rodziny.
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Niech w dowolnym ukladzie wspolrzednyeh &,7 dane sg trzy jedno-
parametrowe rodziny prostych. Réwnania tych trzech rodzin zapiszemy
w najogdlniejszej postaci

%fl (@) + ;; 01 (@) + by (2) =0,

1

12 Bl
(12) —5() 3

g2(y) + hy(y) =0,

:\:_ fa(2) + %ga(z) + h3(2) =0.

Jezeli wartodei parametrow @,y,z przyporzadkujemy jako koty odpo-
wiednim prostym rodzin (12), to trzy proste o kotach a,y,2 beda sie
przecinaly w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy ich koty beda
spelnialy réownanie

hi(@) gi(@) by (@)
(13) L) 9.(y) hi(y) | =0.
fs(2) gs(2) hy(2)

Trzy rodziny prostych (12) z przyporzgdkowanymi kotami »,y,z
rownymi odpowiednim wartogciom parametréw tworzg wiec prosto-
liniowy nomogram siatkowy dla réwnania (13). Poniewaz wzory (12)
sa najogoélniejszg postacig zapisu frzech jednoparametrowych rodzin
linij prostych, a réwnanie (13) jest warunkiem dostatecznym'i koniecznym
przecinania si¢ w jednym punkcie trzech prostych (12), wiee prostoli-
niowy nomogram siatkowy moina narysowad dla takiej i tylko takiej funkeji

(14) F(“f‘&?fsz):()s

ktéra daje si¢ sprowadzié do postaci (13).

Nie ma ogélnych metod sprowadzania funkeji (14) do postaci (13)
i nie dla kazdej funkeji jest to mozliwe. Nie dla kazdej funkcji (14) mozna
wige narysowaé prostoliniowy nomogram siatkowy. W nomografii roz-
patruje sie tak zwane postacie kanoniczne funkeji (14), ktére mozna spro-
wadzi¢ do postaci (13). Omawiane juz przez nas postacie (3), (4) i (6)
sg najezesciej stosowanymi w praktyce postaciami kanonicznymi. Inng
postacig kanoniczng jest rownanie

b : fi(@) + fa(y)
17 SNTHSCI), o
42 n@ +nw
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Réwnanie to jest réwnowazne réwnaniu
hiz) g,(2) 1
(16) | f:(y) g.(y) —1 |=0.

|7fs(2) 1 0
Wychodzge z réwnania (16) mozemy na rézne sposoby uzyskaé¢ rownania
rodzin linij prostoliniowego nomogramu siatkowego. Mozna np. skon-
struowaé nomogram dla réwnania (16) przyjawszy nastepujace réwnania
rodzin prostych:
7 £ U : s U
, 0i(@) +1=0, f(y) + 7 9:(y) —1=0, fs(2) + - =0.
? a 1] (v i
W takim nomogramie na ogdél zadna z trzech rodzin nie bedzie rodzing
prostych réownoleglych. Przyjmujge pierwszg kolumne wyznacznika (16)
jako wyrazy wolne w réwnaniach rodzin linij prostych, a odpowiednio
drugg i trzecig kolumne jako wspélezynniki przy &/a i 5/f otrzymujemy
inny nomogram siatkowy o réwnaniach rodzin prostych

(1]

3.
p

W tym nomogramie dla réwnania (15) rodzina linij 2 jest rodzing prostych
roéwnoleglych. Pozostale rodziny na ogél nie sg roéwnolegle.

& 3 7 &
— (@) + -+ h@)=0, —g¥——+L#H)=0, —+/f(=0.
@ a f o

Narysujmy dla przykladu nomogram dla réwnania

(17) 2= —
sine - cosy
dla przedzialow 0<<z<1, 0<<y<1. Réwnanie to sprowadzimy do postaci
wyznacznikowej
@ sinw 1 |

—y 'eosy —1 |=0

|
T 0 |

I narysujemy nomogram siatkowy o rodzinach prostych, ktérych réwna-
nia w ukladzie wspolrzednych &,y sa

el n 3 " &
—sina 4+ — 4+ 2= 0, cosy —— —y =0, — +2=10,
o & s p a
ezyli
gsine | f cosy
’33""_ — & — pu, N y's'_ﬁ'yr §= —az

2] 74
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Rysunek 58 przedstawia gotowy juz nomogram dla réwnania (17). No-
mogram ten ma ftylko jedng rodzine prostych réwnoleglych, jest to ro-
dzina linij z. Proste pozostalych dwu rodzin nie sg réownolegle, ani tez
nie przechodza przez jeden punkt. Do narysowania tych rodzin musimy
obliezyé wspoélrzedne dwdéch punktow kazdej prostej.

Rys. 58

Widzielismy na przykladzie réwnania (15), ze gdy dane réwnanie
(14) udalo si¢ nam juz doprowadzi¢ do postaci wyznacznikowej (13),
to réwnania (12) rodzin linij nomogramu siatkowego mozna uzyskaé
na rézne sposoby. Nalezalo tylko przeksztalcié odpowiednio wyznacznik.
Mozna np. pomnozy¢ rownanie (13) przez dowolny rézny od zera wyznacznik

a, by ¢
(18) @y by cy| =0

a; by ¢
Otrzymamy w ten sposob rownanie
Hi(@) gi(@) hy(x) Ial by ¢
(19) f2(y) ga(y) kz(.’f)i as by ¢ | =
6@ 9 he) | |a b e
afr + @y + aghy  bify 4 bygy +byhy e f, + gy + o5hy

=| a1fs + @afs + a3hy  bifs 4 bygs 4+ b3hy €1 f; 4 C2gs + 3Ry | = 0.
afy + aa9; + ashy  byfs + bygs 4 bshy ey f; + eags + e3hy
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Przy zalozenin (18) réwnanie (19) jest spelnione wtedy i tiylko wtedy,
gdy spelnione jest rownanie (13).

Mozemy wige narysowaé¢ prostoliniowy nomogram siatkowy dla
funkeji (14) wychodzge z wyznaceznika (13) albo z wyznacznika (19).
W pierwszym przypadku otrzymujemy réwnania rodzin linij nomogra-
mu okreslone wzorami (12), w przypadku drugim otrzymujemy nastepu-
jace réwnania:

&
= (alfl + @ +ahy) + ﬁ (b1f1+b°91 + by hy) + e fy + a9y + 3 by =0,

E

——(af + o s + azhy) + ﬁ {b}‘ + bogs + bshs) + €, fs + Caga+ C3hy =0,

tf
{“lfa'Jf‘ Ay s + aghy) + ff [blfs + bags 4 byhg) + €, fs + Cags + C3hy =0
lub po przegrupowaniu wyrazow rownania
(20)

Ef r 5!
( e bl B + f'l) i (a i be—;“, =t ‘-’x) 0+ (""3 T "1 p., + ca) hy=0,

Er rlr.r E.r ?}" é
& — by akilr) fa a-z",‘+b2—,+cn)gz+ +53 +‘1 h, =0,
&t T w T g 7

E: AT é—.r .,-' E" 4 nr
(an 5 + b, T);‘, + 01) s + (‘12 5 =t bz% + ":) g3 + (ag 7, + by I

Nomogram dla réwnania (14) o réwnaniach rodzin linij danyeh wzo-
rami (20) mozna uzyskaé¢ z nomogramu o réwnaniach rodzin linij danych
wzorami (12) przez przeksztalcenie plaszezyzny okreslone wzorami

4 63) hy = 0.

& n' &
ﬂ]ﬂ"l;-l-blﬁ—,;“l'fh **b’ﬁ 6
(2]) E'=a E, ’ ’ ’f:ﬁ ‘1':’-' S
7
a, = -+ f’sé; + 0 ﬂsa, + b:sﬂ

Przeksztaleenie plaszezyzny okreslone wzorami (21) przy zalozenin
warunku (18) zwane jest preeksztalceniem rzutowym. Pozwala ono przez
odpowiedni dobér wyznacznika (18) rozrzedzié linie nomogramu siatkowe-
go tam, gdzie sg one zbyt geste, zagedci¢ linie zbyt rzadkie itp., a wige
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poprawi¢ mnomogram zwiekszajac i  wyréwnujac jego dokladnosé.
Moze sie bowiem zdarzyé, ze bezposrednie wykreslenie nomogramu na
podstawie sprowadzonego do postaci wyznacznikowej (13) réwnania (14)
prowadzi do nomogramu nieprzydatnego w praktyce, ale po przeksztal-
ceniu plaszezyzny otrzymujemy nomogram wlagciwy. Mozna np. obraé
takie przeksztalcenie rzutowe (21), ktére sprowadzi nomogram przed-
stawiony na rysunku 58 o ksztalcie nieforemnego czworokata do ksztaltu
kwadratu lub dowolnego prostokgta. W niniejszym krétkim zarysie
nomografii nie mozemy zajaé¢ si¢ szezegélowo tym zagadnieniem.

Na poczgtku rozdzialu moéwilismy o tym, ze dla kazdego réwnania
(14) mozna narysowaé¢ nomogram siatkowy o dwu rodzinach prostych
réwnoleglych i trzeciej rodzinie linij na ogol krzywych. Jezeli rownanie
(14) da sie¢ sprowadzi¢ do postaci wyznacznikowej (13), to pierwotny
nomogram bedziemy mogli zastapi¢ nomogramem, w ktérym wszystkie
frzy rodziny sa rodzinami linij prostych. Sprowadzenie réwnania (14)
do postaci (13) nazywamy anamorfozq. Anamorfoza nie zawsze jest wy-
konalna. W rozdziale VIII uzywalidmy juz terminu anamorfoza nazywa-
jac tak takie przeksztalcenie papieru funkcyjnego, ktére przeprowadzalo
wykres danej funkeji na lini¢ prosta. WykazaliSmy wtedy, ze jest to za-
wsze mozliwe i to na wiele sposobdw, a takze podalismy graficzng kon-
strukcje odpowiedniego papiern funkeyjnego. Omawiana poprzednio
anamorfoza jest szczegélnym przypadkiem pojecia, ktére wprowadziliSmy
obecnie uzywajac tego samego terminu. Metoda anamorfozy graficznej,
opisana w rozdziale VIII, nie da si¢ jednak poza specjalnymi przypadka-
mi zastosowaé do wyprostowania calej rodziny krzywych. '

W przypadku gdy réwnanie (14) nie da sie sprowadzi¢ do postaci
wyznacznikowej (13), musimy si¢ zadowoli¢ nomogramem krzywoli-
niowym. Nomogramy krzywoliniowe sy trudniejsze do narysowania,
ale w praktyce mogg si¢ niekiedy okazaé¢ lepsze od nomograméw prosto-
liniowych. Tak np. dla réwnania

2=wy

umiemy narysowaé¢ nomogramy prostoliniowe (rys. 51 i 55); jednakze
gdy cheemy go zastosowaé do obliczania powierzehni prostokatow, to
krzywoliniowy nomogram z rysunku 49 okaze si¢ wygodniejszy. Tam
na prostopadlych osiach papiern milimetrowego odkladamy bezposrednio
dlugofei bokéw prostokata i mozemy odezytac za pomoceg tego nomogramu
pole prostokata bez pomiaru dlugosci jego bokéw. Nalezy w tym celu
przylozy¢ prostokat dwoma bokami do osi nomogramu 49, a wierzcholek
wskaze na plaszezyznie linie 2 o kocie réownej powierzehni prostokgta
(z uwzglednieniem moduléw obranych na osiach). Podany na rysunku 49
przyklad odezytu uzyskano obrysowujge przylozone w ten sposéb do
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nomogramu pudelko zapalek. Uwzgledniajge moduly na osiach tego
nomogramu a=/f=J)/10 ecm dostajemy, ze powierzchnia gérnej Scianki
pudeltka od zapalek z2~-1,9¢f =19 em® Taki nomogram, narysowany
np. na blacie stolu szklarza, mozna od razu wycechowaé¢ wartosciami
szyby o danej powierzehni (np. w zlotych), co pozwoli natychmiast
wycenié¢ kazdg prostokatng szybe.

W praktyce bardzo czesto nie znamy analitycznej postaci réwna-
nia (14). Krzywoliniowy nomogram siatkowy mozna uzyskaé¢ na pod-
stawie wynikow pomiaréw trzech wielkosei zwigzanych nieznanym
rownaniem (14).

Kiedy indziej, nawet gdy rownanie (14) jest znane, lecz ma skompli-
kowang postaé¢ analityezng, krzywoliniowy nomogram siatkowy mozna
w prosty sposdb uzyskaé analizujge samo zagadnienie, ktore doprowadza
nas do danego réwnania. Tak np. okazuje sie, ze dla dodé skomplikowa-
nego wzorn analitycznego na dokladnosé¢ obrobki mechanieznej najpro-
Sciej jest uzyska¢ nomogram siatkowy przyjmujgce jako jedng rodzine
krzywych powiekszone profile noza tokarki. Analityczne okreslenie pro-
filn noza wymagaloby wprowadzenia kilku parametrow.

§ 82. Nomogramy kolineacyjne. W geomefrii znana jest zasada
dualizmu, ktora glosi, ze kazde twierdzenie geometryczne o koincyden-
cji punktéw i prostyeh na plaszezyZznie pozostaje prawdziwe, jezeli
w jego wyslowienin zamienimy wszedzie slowo prosta slowem punkt
i na odwrot slowo punkt slowem prosta'). Zasada omawianych do-
tychezas prostoliniowych nomograméw siatkowyech polegala na tym, ze
analitycznej relacji spelniania rownania (14) przez trzy wartodei zmien-
nych x,y,z odpowiadala geometryezna relacja przecinania si¢ w jednym
punkeie trzech prostych o kotach @,y,2 wybranych z trzech jednopara-
metrowyech rodzin prostych, wycechowanych wartosciami tych zmien-
nych (rys. 50). Zastanéwmy sie obecnie, co odpowiada rdéwnanin (14)
po przetlumaczenin zasady prostoliniowych nomogramow siatkowyeh na
jezyk pojeé¢ dualnyeh.

Trzem jednoparametrowym rodzinom prostych w mysl zasady
dualizmu odpowiadajg ftrzy jednoparametrowe rodziny punktow, tj.
trzy krzywe, ktorych punkty wycechowane sg wartoseiami parametru
jako kotami. Geometrycznej relacji przecinania si¢ trzech prostych
w jednym punkeie odpowiada lezenie na jednej prostej trzech punktow
o kotach x,y,z (rys. 59). Tak wi¢e doszlidmy do sformulowania zasady
nomogramu kolineacyjnego.

1) Seciste sformulowanie zasady dualizmu znalezé mozna np. w ksiaZce
M. Stark, Geometria analityezna, Monografie Matematyezne XXVI, Warszawa-
-Wroclaw 1951, str. 432,



