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punktowi o wspélrzednej £=2,5 em, przyporzadkowaé srednig wartosé
koty #=30°. W ten spos6b konstrukecja szukanej skali, a wiee takze
posta¢ funkeji (8), zostanie jednoznacznie ustalona. Rysunek 30 przed-
stawia rozwigzanie konstrukeyjne postawionego zagadnienia. Widzimy,
ze skala uzyskana na rysunku 30 jest blizsza skali regularnej niz odpo-
1+tge

Rzutowe przeksztalcenie skal funkeyjnych w celu zblizenia ich do
regularnosci odgrywa wazng role w nomografii, o ktérej bedziemy mowili
w osobnym rozdziale.

Omoéwione trzy typy skal funkeyjnych obejmujg przypadki o naj-
wazniejszych wlasnogciach, a mianowicie:

1° skale regularne — staly blad bezwzgledny, latwosé konstrukeji,
latwos¢ odezytn,

2° gkale logarytmiczne — blad wzgledny w przyblizeniu staly, przy-
stawanie odcinkéw skali, mozna je stosowaé tylko w przedzialach
l<a<sa<b<co,

3° gkale rzutowe — latwosé konstrukeji przez rzutowanie skali re-
gularnej, mozliwod§¢ nwzglednienia przedzialéw nieskonezonych.

Précz oméwionych typéw spotykalisémy sie juz takze z innymi ty-
pami skal, np. skale funkeyj trygonometrycznyeh, potegowych itp. Przez
rzutowanie mozna je zblizyé do regularnosei.

wiadajaca jej skala é=a na rysunku 29.

§ 74. Papiery funkcyjne. Wr6émy do omawiania wykreséw funkeyj.
a [
Narysujmy np. wykres funkeji y = -g-msf'" dla 0<<e<4. Mozna w tym celu

obliczy¢ wartodei funkeji w dostatecznie gesto polozonych punktach,
np. dla wartodei # co 1/4, i-w odpowied-

o v=4v! nio obranym ukladzie wspélrzednych
) umiefeié punkty o kotach @,y zwigza-
H nych podang zaleznogcig funkeyjng. Przez
umieszezone punkty na plaszezyznie pro-

2, wadzimy linie ciggla bedaeg przyblize-
&S niem wlasciwego wykresu (rys. 31). Gdy

i %z, cheemy uzyskaé¢ dokladny wykres, tak
%%, by mozna bylo zastapi¢ obliczenia od-

:_'P czytywaniem wartodei funkeji z wykresu,

0 i 3 g ¥ ¥ musimy dokladnie i gesto obliczaé¢ war-

Rys. 381 todei funkeji. O wiele latwiej jest nary-

sowa¢ wykres funkeji y=—0,7392 4

43,628, Ta funkecja jest liniowa i wykresem jej jest linia prosta. Do
narysowania wykresu wystarczy wige znalezé dowolne dwa punkty
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prostej, przy czym mozna wybraé takie wartosci argumentu, by obli-
czenie bylo mozliwie najprostsze. Na przyklad dla «= 0 otrzy-
mujemy y=3,b28, dla =4 za§ y= 0,072. Przez punkty (0, 3,528)
i (4,0,072) prowadzimy linie prostag bedacg wykresem funkeji
y=—0,7392-} 3,528. Poréwnanie -metod rysowania wykreséw tych
dwu funkeyj sklania nas do przeanalizowania nastepujacego za-
gadnienia. Czy przez odpowiednie przeksztalcenie ukladu wspolrzednych

o 1 :
nie mozna by uzyskaé prostoliniowego wykresu funkeji y= -f,—.r”'? Oka-

zuje sie, ze jest to mozliwe przez zastgpienie podzialek na osiach ukladu
wspolrzednyeh odpowiednio dobranymi skalami funkeyjnymi.
Najprostszym rozwigzaniem postawionego zagadnienia jest zastg-

1 @
pienie podzialki na osi odcietych skalg funkeyjng §=u§w"’", Wtedy za-

3/2
H

: 3 1
leznofei y= @

odpowiada¢ bedzie zaleznosé¢ pomiedzy wspolrzednymi

= ﬁ &, gdzie »=fy jest rownaniem podzialki na osi y. Jesli wigc obie-
1]

g . L 1
rzemy na osiach réwne moduly a=f=1 em, fo wykres funkeji y = = ik

bedzie dwusieczng kata miedzy osiami (rys. 32).

Dla latwiejszego korzystania z wykresu poprowadzimy przez punkty
skali na osi odeietych i podziatki na osi rzednych dwie prostopadle ro-
dziny prostych rownoleglych. Otrzyma-

#

my w ten sposéb tzw. papier funkeyjny. k : ;
Og6lnie papierem funkeyjnym bedzie- | :l\ N

my nazywali papier poliniowany dwiema {’"‘/

rodzinami prostych réwnoleglych, ktérych glinas ‘fi'f\,-:,) D

réownania w ukladzie wspolrzednyceh &,7 sg ; ‘4

(10) Ezaf(:b'), n=pgq(y), //‘

gdzie zmienne @ i y przybieraja pewne ! /. A

wyréznione wartosci, najezesciej calkowite

wielokrotnodei ustalonej wielkosei miano- P L 11 .

wanej. Rownania (10) nazywamy rdéwna- ' 3 o

niami papieru funkeyjnego. Wielkosei mia- Rys. 32

nowane @,y nazywamy kotami punktu
o wspolrzednych &,7 wyrazonych wzorami (10).

Szezegélnym przypadkiem papiern funkeyjnego jest wspomniany
w § 72 papier milimetrowy. Jest to papier funkeyjny o réwnaniach

§=ax, n=py.
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Rysunek 32 przedstawia papier funkeyjny o réwnaniach
f=a—a"", n=Pfy (gdzie a=f=1 cm).
3/2

Prosta o réwnaniu 2 = E £ jest na tym papierze wykresem funkeji y = At
a 2

Ogdlnie, narysowana na papierze funkeyjnym o réwnaniach (10) krzywa
0 réwnaniu
§
'j’l = ﬁll" (_
(2]

g(y)=F(f()).

Na przyklad ¢éwiartka kola o promieniu »=23 em ma na rysunku 32

rownanie
£ 2 ( ?} )2
=9
(_a) * f :

2* -+ 4y° = 36,

jest wykresem funkecji

jest wiee wykresem funkeji

Rysunek 32 jest rozwigzaniem postawionego na poczgtku zagad-
nienia. 0 wyprostowaniu wykresu z rysunku 31. Jednakze naryso-
wanie odpowiedniego papieru funkeyjnego jest jeszeze bardziej ucigzliwe
niz dokladne wykreslenie krzywej na rysunku 31. Uzywanie papieru
funkeyjnego bedzie si¢ oplacalo tylko wtedy, gdy mamy do dyspozycji
gotowy papier funkeyjny (czesciej nzywane papiery funkeyjne sg dru-
kowane podobnie jak papier milimetrowy), albo tez gdy raz sporzgdziw-
szy odpowiedni papier funkeyjny bedziemy z niego wielokrotnie korzy-
stali (uzywajae go np. jako podkladke pod przezroczysty kalke lub ry-
sujge na jednym rysunku wykresy roznych funkeyj). Dlatego tez naj-
chetniej poslugujemy si¢ takim papierem funkeyjnym, ktorego mozna
uzyé¢ do wykreséw mozliwie obszernej klasy czesto uzywanych funkeyj.
Na papierze przedstawionym na rysunku 32 linia prosta

§ 1
A—+B-—-+40=0
a f

jest wykresem funkeji

Ax*?+2By+420=0;
widzimy wiee, Ze tylko dosé specjalne funkcje maja na tym papierze wy-
kres prostoliniowy.
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Wyprostowanie wykresu z rysunku 31 mozna osiggngé wieloma

sposobami poslugujae sie réznymi papierami funkeyjnymi. Czytelnik
: A ; 1 . :

sprawdzi, zZe interesujaca nas funkeja y=v2 2*? bedzie miala wykres

prostoliniowy miedzy innymi na nastepujacych papierach funkeyjnych:

- £= a7, n=py""

e §=as?, n=BY",

3. t=ae™®, gp=fe Y,

& E=af(x), n=pf(29)"),

gdzie f(x) jest dowolng funkejg okreslong, ograniczong, ciggly i monoto-
niczng w interesujgeym nas przedziale.

Najezedeiej stosowanym papierem funkeyjnym poza milimetrowym
jest papier logarytmiczny. Tak nazywany jest papier o réwnaniach
(11) E=aloge, n=plogy.

Linia prosta

=
AL iplioa—p
71 b

na papierze logarytmicznym o réwnaniach (11) jest wykresem funkeji
A loge-B logy+4 =0,
to jest funkeji
giyP=D, gdze  9>0, y>0, D=10"°>0.
Widzimy, ze wszystkie funkeje potegowe
y=ka", gdzie k>0,

majq na papierze logarytmicznym wykres prostoliniowy.
Chege narysowaé na papierze logarytmicznym wykres rozwazanej
uprzednio funkeji

musimy jednak zastrzee, Ze nie potrafimy tego zrobié¢ dla calego prze-
dzialu 0 <@ <4. Poniewaz

lim loga= — oo,

&£ -0

wiee wykres w tym przedziale musialby by¢é nieograniczony. Papiery
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logarytmiczne mozna zatem stosowaé tylko w przypadku 0<a<a<b.
Gdyby zmienna @ przybierala tylko warto$ci ujemne z przedzialu
a<x<b<0 nalezaloby najpierw dokonaé¢ podstawienia z=—x. W pray-

1
padku funkeji y= Emaf2 przedzialy ujemne argumentu s oczywiscie nie-

mozliwe z uwagi na nieokreslonosé funkeji dla ujemnych argumentow,
ale stosujge podstawienie 2= —a mozemy narysowaé na papierze loga-
rytmicznym np. wykres funkcji

y=—22° W przedziale —3<e<—1.

Rysunek 33 przedstawia arkusz papieru logarytmicznego o réwnych
modutach na osiach a=f=6,25 cm 1 przedzialach kot 1<a<<10000,
1<y<300 (drukuje si¢ takze papiery logarytmiczne o innych modulach).
Narysujmy na nim wykres funkeji

Logarytmujge obustronnie to wyrazenie ofrzymujemy
3
logy= 3 loge—log2
i, podstawiajge (11) przy a=pg, dostajemy

N— 3 E—alog?2.

1
Wykres funkeji y= 2’2 jest wige linig prostg o wspolezynniku kierun-
kowym 3/2 przecinajacg of £=0 (¢=1) w punkcie o wspéhrzednej —« log2.
Aby narysowaé te prosty, wystarczy znalezé dowolne jej dwa punkty,
Lisre,
np. dla #=4 otrzymujemy y=§.43;2=4’ a dla ¢=64 otrzymujemy
1 i ;
y=§-643-"=256. Znajdujae na papierze logarytmicznym dwa punkty
o kotach (4,4) oraz (64, 256) mozemy przez te punkty poprowadzié¢ prostg
bedacy wykresem funkeji

1
=

o 3/2
Y= .

Podobnie narysowano na rysunku 33 wykresy funkeyj
y=na', y=>5a",
100

y=——"oH1, y=12,b,
ar
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Na odwrét, gdy dana jest dowolna prosta na papierze logaryt-
micznym, np. prosta [, to znajdujgce jej wspolezynnik kierunkowy n
i kote y, punktu przecigcia z osig £=0 mamy rownanie

i)

£
=mn—-+logy,,
7! 7!

czyli

Y= .ff‘,.'i"” .

Z rysunku 33 dla prostej ! odezytujemy y,~ 7,5, a biorgc wspélrzedne
7, 1 & punktéw przeciecia tej prostej z osiami obliczamy

Prosta [ jest wiee wykresem funkeji
y=f(o)~ 1,60~ %2.

Innym papierem czesto uzywanym w praktyce jest papier pdlloga-
rytmiczny (semilogarytmiczny) o réwnaniach

£

s=ak&,
(12)
n=p logy.
Linia prosta
ALl g
@ I

na papierze pétlogarytmicznym o réwnaniach (12) jest wykresem funkeji
danej réwnaniem

Az+B logy+0=0,
to jest funkeji
y=ka”
gdzie
k=10"92>0 i a=10"42> 0.

Widzimy wiee, ze wszystkie funkeje wykladnicze majq na papierze pol-
logarytmicznym wykres prostoliniowy. Nie mamy tutaj zadnych ogra-
niczen na przedzialy zmiennogei argumentu @. Mozna narysowaé wykres
kazdej funkcji wykladniczej dla kazdego skonczonego przedziale a<<a<b,
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Rysunek 34 przedstawia fragment arkusza papiern pollogarytmicznego
o réwnaniach
&=1cm-a, —H<<®

10,

STS
n=9 em-logy, 1<y <20.
Na papierze tym narysowane sg wykresy funkeji

y=-¢", y=+4 _0,10,14:’ Y=0520,8""" g = oA,
Rysujemy je obliczajae wartosei funkeji w dwoeh dowolnych punktach
i prowadzgce prostyg przez dwa punkty o kotach réwnych obliczonym
wartosciom. Na odwrét, gdy dana jest dowolna prosta na papierze potlo-
garytmicznym, np. prosta I, to odezytujac koty (x,,¥,) i (#,,%,) dowolnych
dwu punktow tej prostej mamy
h=ka™,  y,=ka®.

Dzielge stronami te réwnosei otrzymujemy

Yo, -

Y1

&g — @I

(¢
czyli
( Yy )Ut-n_- - o)
g=—= 5
LB
Wspélezynnik & obliczymy teraz ze wzoru
s —&y f(Ta - 2))
A‘ZL’:":“_H:;‘?:(:'-') ;
T

Przyjmujac @, =0, ,=10 odezytujemy z rysunku 34 #,~2,5, #.~1,5
i obliczamy :

1/10
a~ (7) ~ 0,95, k=vy~2,5.
b

Prosta 1 jest wiee wykresem funkeji wykladniczej
y=f(x)~2,5-0,95".

Papieru logarytmicznego i poélogarytmicznego uzywa sie czesto
do aproksymacji funkeji, gdy dane sg jej wartosei (dokladne lub przy-
blizone) w pewnych punktach. Pokazemy to na dwoch przykladach.

PrzyKrAD 1. Cisnienie gazu p i jego objetodé » zwigzane sy zalez-
noscig
(13) pv” = constans.
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Na podstawie szedciu obserwacji
p(kg/em?) 0,5 15050 00h | 8 20000 =525 15 3,0
v (litry) 1,60 1,00 0,75 0,62 0,562 0,47

nalezy wyznaczy¢ parametry réwnania (13).

Na papierze logarytmicznym o réwnych modulach a=pf=6,25 ¢cm
umieszezamy punkty o kotach p, » nzyskanych z obserwacji. Na rysunku
35 widzimy, ze wszystkie punkty niemal dokladnie lezg na' ,jednej linii
prostej. Prosta ta przechodzi przez punkt p=1, »=1 i ma wspélczynmk
katowy 7~ —0,70. Prosta na rysunku 35 jest wiec w przyblizeniu wy-
kresem funkecji

0,70

v=p"%" eczyli po'*=1.

PrzYKEAD 2. Amplituda drgania tlumionego 4 jest funkejg w ylda.d-
niczg czasu

(14) A—Ase "

Z pomiaréw otrzymano nastepujgce wartosei amplitudy:
t(sek) b 10 15 20 2b 30 35 40
A(mm) 64 52 42 356 29 23 20 16

Na podstawie tych obserwacji nalezy wyznaczyé parametry réwnania (14).
Posta¢ wykladnicza funkeji (14) wskazuje na moznodé zastosowania
papieru poéllogarytmicznego. Istotnie, na papierze péllogarytmicznym

on 100
-t
‘ 90
80
20 B\
=l 5
ha i Gl M
v(litry) 2D \\
P, F,
q Afm) \\
40
, N
0,9 A 30 \
0,5
07 ]
20
2 &l
0,6 =
NG N
0%
: N
04 10
03 06 07 0 09 13 : 2,5 ; 0. 5 100 15 20 25 30 35
plkgfem?) f(sek)
Rys. 35 Rys. 36

(rys. 36) wyniki pomiaréw ukladajy sie¢ niemal dokladnie na linii prostej.
Latwo odezytaé, ze jest ona w przyblizeniu wykresem funkeji

A—176 e—(l_l)ﬂ'}!

Metody numeryezne i graficzne — 22
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Odezytujae koty @, y na papierze logarytmicznym Ilub kote y na
papierze pollogarytmicznym korzystaliSmy ze skali logarytmicznej. Zgod-
nie z podstawowg wlasnogeig skal logarytmicznych koty te odezytujemy
z bledem wzglednym w przyblizeniu stalym na calym arkuszu. Jest to
wazna wlasnosé papieréw logarytmicznych, ktéra sklania nas do wykresla-
nia funkeji na tych papierach nawet wtedy, gdy jej wykres nie bedzie
linig prostg. Stosujac papier milimetrowy popelniamy staly blad bez-
wzgledny. W tych wiee najezestszych w praktyce przypadkach, gdy in-
teresuje nas blad wzgledny, wykres na papierze milimetrowym jest nie-
dokladny tam, gdzie wartodci funkeji sg male i przesadnie dokladny
w miejscach, gdzie funkeja przybiera wartosei duze. Gdy np. wyréwnujemy
na papierze milimetrowym dane doswiadczalne o stalym bledzie wzgled-
nym, to male odchylenia w pewnych miejscach wykresu moga byé bar-
dziej istotne niz odchylenia duze przy duzych wartodeiach funkeji. Na
papierze logarytmicznym takie same odchylenia punktow eksperymental-
nych od aproksymacji sg wszedzie rOwnie istotne.

§ 75. Anamorfoza. Papiery funkeyjne otrzymalismy w wyniku ta-
kiego przeksztalcenia plaszezyzny, ktore wykres danej funkeji przeksztalea
w linie prostg. Takg transformacje bedziemy nazywali anamorfozq. Jak
widzielismy, do danej funkeji y=F(x) istnieje wiele réznych papier6w
funkeyjnyeh, na ktéryeh funkeja ma jako wykres lini¢ prostg. Anamor-
foze mozna wiee realizowaé¢ na wiele sposobéw. W rozpatrywanym przy-
kladzie funkeji y=a"*/2 widzieliémy, ze mozna bylo przy anamorfozie
dowolnie ustali¢ skale na jednej osi, dobierajac tylko odpowiednig skale
na osi drugiej. Podobnie gdy cheemy uzyskaé prostoliniowy wykres
dowolnej funkeji monotonieznej y=F (x), mozna jedng skale wybraé¢ do-
wolnie, np. przyjmujje

f=af().

Skale na drugiej osi otrzymamy obierajge dowolny modul g i eliminu-
jac z ukladu réwnan

(15) y=F (),
3l f=af(a),
(17) 2:»5 +k

-

zmienne & i 2. Podstawiajge (16) do (17) dostajemy

; =nf(x)+k
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i przyjmnjac, ze x=®(y) jest funkejg odwrotng do funkeji (15) otrzymu-
jemy ostatecznie

n=BInf(D(y)) +k].

Anamorfoz¢ mozemy takze realizowadé graficznie wychodzge wprost
od wykresu funkeji y=1F(x), a wiee nie zakladajac nawet znajomosei
analitycznego wyrazenia funkeji. Postepowanie takie nazywa sie gra-
fieana anamorfozq.

Niech na rysunku 37 krzywa K przedstawia wykres funkeji y=F(x)
w dowolnym ukladzie wspéhrzednych &,7. Na osi & zaznaczono dla przej-
rzystosei tylko dowolne trzy koty @,,,,#,. Kotom tym odpowiadaja
na osi » punkty o kotach y,,y,,y; réwnych wartociom funkeji w odpo-
wiednich punktach. Niech dana bedzie takze dowolna prosta L, w kto-
rg w wyniku anamorfozy ma sie przeksztalcié krzywa K, oraz na osi &
rownoleglej ‘do & dowolna skala zmiennej », na ktérg przy anamorfo-
zie ma przejs¢ skala @ z osi &.

Anamorfoze graficzng przeprowadzamy w sposéb :nastepuj@cy.
Przez punkty o kotach x; na osi & prowadzimy linie réwnolegle do osi 3
az do przecigcia z krzywg K. Przez uzyskane punkty K, krzywej K pro-
wadzimy teraz proste réwnolegle do osi &

i .“\.'
az do przecigcia z prostymi réwnoleglymi (& Ly L
do osi # i wystawionymi w odpowiednich * ¥ R = ,\f
punktach nowej skali na osi &'. Otrzymu- % 7 /1,},’
jemy w ten sposéb punkty K; pomocniczej Yy (g (6
krzywej K'. Krzywa ta jest wykresem : P .
funkeji y=F (x) w ukladzie wspolrzednych | % A 1] ¢
&'y . Punkty K; rzutujemy teraz réwno- 4 -\I. ¥ —=
legle do osi # na prostyg L uzyskujac na L X Y
niej punkty Z;. Punkty te rzutujemy row- Aol

¥,

nolegle do osi & na dowolng of %’ réwno-
legly do osi %, a uzyskanym punktom przypisnjemy koty y; = F(a,).
W ten sposéb uzyskujemy na osi ' skale y, ktéra wraz z dang skaly @
na osi & tworzy papier funkeyjny, taki ze prosta L jest na nim wykresem
funkeji y=F ().

Konstrukeja jest duzo prostsza, jezeli nie musimy zmieniaé skali a.
W takim przypadku rzutujemy bezposrednio punkty krzywej K rowno-
legle do osi #» na prostg L i uzyskane punkty prostej L réwnolegle
do osi & na of 7'

22*



