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§ 72 . U k ł a d y w s p ó ł r z ę d n y c h . S t w o r z o n a p r z e z D e s c a r t e s ' a g e o m e t r i a 
w s p ó ł r z ę d n y c h stała się p o t ę ż n y m ś r o d k i e m p r o w a d z ą c y m w w i e l u g a ­
łęz iach w i e d z y d o n o w y c h i w a ż n y c h w y n i k ó w . U ł a t w i ł a o n a k o n t a k t 
m a t e m a t y k i z i n n y m i n a u k a m i r o z s z e r z a j ą c o g r o m n i e z a k r e s j e j z a s t o ­
s o w a ń . D z i ś z p e w n o ś c i ą n i e m a t a k i e j d z i e d z i n y w i e d z y , w k t ó r e j i s tn ie jące 
związk i i za leżnośc i p o m i ę d z y r ó ż n y m i w i e l k o ś c i a m i n i e b y ł y b y p r z e d s t a ­
w i a n e w y k r e ś l n i e . P r z e z swą p r o s t o t ę , p r z e j r z y s t o ś ć i w y s t a r c z a j ą c ą n a 
<>»ół d l a p r a k t y k i d o k ł a d n o ś ć m e t o d y g r a f i c z n e z y s k a ł y s o b i e p o w s z e c h n e 
o b y w a t e l s t w o i d o t ego s t o p n i a d o n i c h p r z y w y k l i ś m y , że g d y m ó w i m y : 
z m i e n n a y j e s t f u n k c j ą z m i e n n e j x, o ł ó w e k n a s z n i e m a l p o d ś w i a d o m i e 
kreśli n a p a p i e r z e k r z y w ą w u k ł a d z i e w s p ó ł r z ę d n y c h x,y. 

M e t o d a w s p ó ł r z ę d n y c h p o l e g a n a t y m , że k a ż d e j w i e l k o ś c i m i a n o -
A v a n e j x o u s t a l o n y m w y m i a r z e w s p o s ó b w z a j e m n i e j e d n o z n a c z n y 1 ) 
p r z y p o r z ą d k o w u j e m y p u n k t p r o s t e j . L i c z b y r z e c z y w i s t e u w a ż a m y z a 
wie lkośc i m i a n o w a n e o w y m i a r z e 3 i p o m i j a m y t e n w y m i a r p r z y i c h z a p i ­
s i e 2 ) . W t y m c e l u o b i e r a m y n a d a n e j p r o s t e j Z p e w i e n p u n k t p o c z ą t k o w y 0 , 
u s t a l a m y z w r o t d o d a t n i i p e w i e n o d c i n e k j a k o j e d n o s t k ę d ł u g o ś c i . T ę 
j e d n o s t k ę d ł u g o ś c i b ę d z i e m y n a z y w a l i modułem. P r o s t ą Z w r a z z u s t a l o n y m 
z w r o t e m , p o c z ą t k i e m 0 i m o d u ł e m a b ę d z i e m y n a z y w a l i osią łiczbową. 
W i e l k o ś c i m i a n o w a n e j x p r z y p o r z ą d k u j e m y t a k i p u n k t P o s i l i c z b o w e j , 
k t ó r y j e s t o d l e g ł y o d p o c z ą t k u O o C=ax, p r z y c z y m o d l e g ł o ś ć t ę l i c z y m y 
d o d a t n i o , g d y p u n k t P l e ż y p o t e j s t r o n i e p u n k t u 0, k t ó r ą w s k a z u j e d o ­
d a t n i k i e r u n e k o s i , i u j e m n i e , g d y p u n k t P l e ż y p o p r z e c i w n e j s t r o n i e 
p u n k t u 0. W i e l k o ś ć £ b ę d z i e m y n a z y w a l i współrzędną p u n k t u P i d a w a l i 

') Wzajemna jednoznaczność przyporządkowania oznacza, że każdej wielkości 
o ustalonym wymiarze przyporządkowujemy dokładnie jeden punkt prostej i każdy 
punkt prostej jest przyporządkowany dokładnio jednej wielkości o d a n y m wymiarze . 

2) Nie precyzujemy tutaj pojęcia wielkości mianowanej . Teorię wielkości 
mianowanych znaleźć można w pracy : S. D r o b o t , 0 analizie wymiarowej, Zasto . 
sowania M a t e m a t y k i I I , l (1954). 
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j e j w y m i a r d ł u g o ś c i ( m m , c m ) . W i e l k o ś ć x b ę d z i e m y n a z y w a b kotą p u n k t u 
P . K o t a m o ż e b y ć l i czbą r z e c z y w i s t ą l u b też m i e ć d o w o l n y w y m i a r ( n p . 
c m - s e k " 1 , v o l t i t p . ) . M o d u ł o w i a n a d a j e m y z a w s z e w y m i a r t a k i , b y o b i e 
s t r o n y r ó w n o ś c i C=ax m i a ł y w y m i a r z g o d n y . N a r y s u n k u 15 p o k a z a n o n a 
o s i l i c z b o w e j o m o d u l e e t = 3 c m p u n k t y o d p o w i a d a j ą c e k o t o m — 2 , 3 / 4 , 
2 ,47 . 

D o g o d n i e j e s t z a w c z a s u z a z n a c z y ć n a o s i k r e s k a m i p u n k t y , k t ó r y c h 
k o t y są w i e l k o ś c i a m i w y r ó ż n i o n y m i ( n p . c a ł k o w i t e w i e l o k r o t n o ś c i 5 v o l t , 
k ą t y co 1°, w s z y s t k i e l i c z b y c a ł k o w i t e l u b u ł a m k i o m i a n o w n i k u 10) . 

£ £ _̂  2,4? 

Rys . 15 Rys . 16 

Z b i ó r p u n k t ó w w y r ó ż n i o n y c h n a o s i k r e s k a m i c z y k o t a m i i l e ż ą c y c h 
w r ó w n y c h o d s t ę p a c h n a z y w a m y podzialką. P o d z i a l k a u ł a t w i a o d n a j ­
d y w a n i e p u n k t ó w n a o s i i o d c z y t y w a n i e i c h k o t . N a r y s u n k u 10 p o k a z a n o 
d l a p r z y k ł a d u i ) odz ia łkę o m o d u l e a = l c m i k r e s k a c h co 0 , 1 , p r z y ~ e z y m 
k o t y są w y p i s a n e t y l k o p r z y k r e s k a c h o d p o w i a d a j ą c y c h l i c z b o m c a ł k o w i ­
t y m . D l a ła twie j s ze j o r i e n t a c j i p u n k t y o k o t a c h b ę d ą c y c h w i e l o k r o t n o ś ­
c i a m i u ł a m k a 1/2 w y r ó ż n i o n o dłuższą kreską. Z p o m o c ą t a k i e j p o d z i a l k i 
m o ż e m y n p . ł a t w o o d n a l e ź ć n a o s i p u n k t P j o d p o w i a d a j ą c y l i c z b i e 

= — 0 , 7 9 i d l a p u n k t u P 2 o d c z y t a ć k o t ę . T 2 = 1 , 5 4 . P o d z i a l k i o m o d u l e 
a = l c m z k r e s k a m i co 0,1 s p o t y k a m y 
z w y k l e n a t z w . l i n i j k a c h . T r ó j g r a n i a s t a 
l i n i j k a t e c h n i c z n a z a o p a t r z o n a j e s t w 6 
p o d z i a l e k o r ó ż n y c h m o d u ł a c h . P r z y 
c z ę s t y m p o s ł u g i w a n i u się p o d z i a ł k a m i 
o r ó ż n y c h m o d u ł a c h w y g o d n i e j e s t s p o ­
r z ą d z i ć uniwersalną podzialkę p r z e d s t a ­
w i o n ą n a r y s u n k u 1 7 . K o n s t r u k c j a j e j 
p o l e g a n a c e n t r a l n y m r z u t o w a n i u p o ­
d z i a l k i w y k o n a n e j p r z y u s t a l o n y m m o ­
d u l e ( n p . n a r y s u n k u 17 j e s t t o p o ­
d z i a l k a o m o d u l e a = 4 c m ) n a p r o s t e 
r ó w n o l e g ł e . 

M a j ą c d o d y s p o z y c j i d o k ł a d n i e w y k o n a n ą p o d z i a l k ę p o t r a f i m y b e z 
w iększe j t r u d n o ś c i u m i e ś c i ć n a n i e j p u n k t z b ł ę d e m w s p ó ł r z ę d n e j n i e 
p r z e k r a c z a j ą c y m 0,2 m m . P o d o b n i e z taką samą d o k ł a d n o ś c i ą m o ż e m y 
o d c z y t a ć w s p ó ł r z ę d n ą n a r y s o w a n e g o p u n k t u . B ł ę d o w i z l f w s p ó ł r z ę d n e j £ 

, , , AC 0,2 m m 
o d p o w i a d a b ł ą d Ax = — = - — k o t y x. W i d z i m y w ięc , że z w i ę k s z a ­

łaś . 17 
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j ą c o d p o w i e d n i o m o d u ł a m o ż e m y d o w o l n i e z m n i e j s z y ć b ł ę d y k o t w y n i ­
k a j ą c e z n i e d o k ł a d n e g o o d c z y t y w a n i a p o d z i a ł k i l u b n i e d o k ł a d n e g o o d ­
n a j d y w a n i a n a n i e j p u n k t ó w . 

P o d o b n i e j a k w i e l k o ś c i o m m i a n o w a n y m p r z y p o r z ą d k o w a l i ś m y p u n k t y 
p r o s t e j , m o ż e m y p a r o m w i e l k o ś c i m i a n o w a n y c h p r z y p o r z ą d k o w a ć p u n k t y 
p ł a s z c z y z n y . O b i e r a m y w t y m c e l u t z w . prostokątny układ współrzędnych, 
tj. d w i e p r o s t o p a d ł e os ie l i c z b o w e o w s p ó l n y m p o c z ą t k u O z w a n y m począt­
kiem układu współrzędnych. J e d n ą z o s i r y s u j e m y z w y k l e p o z i o m o i n a z y ­
w a m y osią odciętych; drugą p i o n o w ą n a z y w a m y osią rzędnych. P a r z e 
wie lkośc i (x,y) p r z y p o r z ą d k o w u j e m y p u n k t P , k t ó r e g o p r o s t o p a d l e r z u t y 
n a o ś r z ę d n y c h i oś o d c i ę t y c h o d p o w i a d a j ą n a t y c h o s i a c h w i e l k o ś c i o m 
x i y. W y m i a r w i e l k o ś c i x m o ż e b y ć i n n y niż w y m i a r wie lkośc i y. Jeże l i a j e s t 
m o d u ł e m o s i r z ę d n y c h , a fi m o d u ł e m os i o d c i ę t y c h , to p r o s t o p a d ł e r z u t y 
p u n k t u P n a os ie o d c i n a j ą n a n i c h o d c i n k i o d ł u g o ś c i a c h £ = ax, v=fiy. 
W i e l k o ś c i f, ij m a j ą c e w y m i a r d ł u g o ś c i b ę d z i e m y n a z y w a l i współrzędnymi 
p u n k t u P , a x, y kotami p u n k t u P . M o d u ł o m a i fi przypisujemy t a k i e 
w y m i a r y , a b y wie lkośc i £ i ax o r a z n i fty m i a ł y z g o d n e w y m i a r y . 

Częs to w y g o d n i e j j e s t z r e z y g n o w a ć z w a r u n k u p r o s t o p a d ł o ś c i o s i 
u k ł a d u . M a m y w t e d y d o c z y n i e n i a z t z w . ukośnokątnym układem współ­
rzędnych. W s p ó ł r z ę d n y m i p u n k t u w u k ł a d z i e u k o ś n o k ą t n y m są — p o d o b ­
n i e j a k w układz ie p r o s t o k ą t n y m — w s p ó ł r z ę d n e r z u t ó w p u n k t u n a os ie , 
z tą t y l k o różn icą , że z a m i a s t p r o s t o p a d l e p u n k t r z u t u j e się n a każdą 
z o s i r ó w n o l e g l e d o o s i d r u g i e j . 

O d w z o r u j m y n a p ł a s z c z y ź n i e w s z y s t k i e p a r y k o t (.'',.'/) spe łn ia jących 
r e l a c j ę y=f(x). Z a l e ż n o ś c i y=f(x) w iążące j k o t y o d p o w i a d a za l eżność 
n—{3f(Cla) m i ę d z y w s p ó ł r z ę d n y m i . U z y s k a m y w t e n s p o s ó b w y k r e s f u n k c j i 
f(x). J eże l i f u n k c j a f(x) j e s t c iąg ła , j e j w y k r e s p r z e d s t a w i a k r z y w ą ciągłą. 
N a p r z y k ł a d n a r y s u n k u 18 w i d z i m y w y k r e s f u n k c j i y=\ogx n a r y s o w a n y 

p r z y m o d u ł a c h a = 0 , 5 c m i fi=2,5 c m 
' J ^ ^ * " " " " " f " a o d c i ę t y c h z p r z e d z i a ł u l < a ; < 1 0 . 

-^""•""""^ U z y s k a n y w y k r e s p o z w a l a z o r i e n t o -
w a ć się w p r z e b i e g u f u n k c j i y=\c>gx, 

°'5' y/r a t a k ż e w p e w n y m s t o p n i u m o ż e 
/ z a s t ą p i ć t a b l i c e l o g a r y t m i c z n e , g d y ż 

/ m o ż e m y z w y k r e s u o d c z y t a ć d l a 
' * ? i s 6 ? « 9 w x ( j a n e g o x p r z y b l i ż o n ą w a r t o ś ć l o g a?. 

R y S . i 8 W t y m c e l u n a l e ż y w p u n k c i e o k o c i e 
x n a o s i o d c i ę t y c h w y s t a w i ć r ó w n o ­

ległą d o o s i r z ę d n y c h i p u n k t p rzec i ę c ia t e j p r o s t e j z w y k r e s e m f u n k c j i 
r z u t o w a ć p r o s t o p a d l e n a o ś r z ę d n y c h . U z y s k a n y w t e n s p o s ó b p u n k t 
n a o s i r z ę d n y c h m a k o t ę y r ó w n ą s z u k a n e j w a r t o ś c i y=\ogx. P r z e p r o w a ­
d z a j ą c op isaną k o n s t r u k c j ę w o d w r o t n y m k i e r u n k u , t j . w y c h o d z ą c z p u n k t u 
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o k o c i e y n a o s i r z ę d n y c h , m o ż e m y znaleźć n a o s i o d c i ę t y c h p u n k t o k o c i e 
x spe łn ia jące j r ó w n a n i e \ogx=y. D l a u ła twien ia p o s t ę p o w a n i a m o ż e m y 
z a w c z a s u n a r y s o w a ć n a w y k r e s i e d w i e r o d z i n y p r o s t y c h p r o s t o p a d ł y c h 
d o o s i u k ł a d u w s p ó ł r z ę d n y c h i p r z e c h o d z ą c y c h p r z e z p u n k t y p o d z i a ł e k 
n a r y s o w a n y c h n a o s i a c h . U z y s k u j e m y w t e n s p o s ó b t z w . papier mili­
metrowy. W h a n d l u p o d tą n a z w ą s p o t y k a m y p a p i e r , w k t ó r y m o d s t ę p y 
m i ę d z y sąs iednimi l i n i a m i r ó w n o l e g ł y m i są 1 m m ; b ę d z i e m y j e d n a k 
u ż y w a l i t e j n a z w y d l a k a ż d e g o p a p i e r u z d w i e m a p r o s t o p a d ł y m i r o d z i ­
n a m i p r o s t y c h r ó w n o l e g ł y c h , jeże l i t y l k o w k a ż d e j z r o d z i n o d s t ę p y 
m i ę d z y sąs iednimi l i n i a m i są stałe . U ż y c i e p a p i e r u m i l i m e t r o w e g o u ł a t w i a 
r y s o w a n i e i k o r z y s t a n i e z w y k r e s u . 

S t o s u j ą c p o s t ę p o w a n i e o p i s a n e n s p r z y k ł a d z i e f u n k c j i f(x)=\ogx m o -

żerny o t r z y m a ć z w y k r e s u t y l k o p r z y b l i ż o n e w a r t o ś c i f u n k c j i . B ł ą d Ax= -
a 

k o t y x n a o s i o d c i ę t y c h p o c i ą g a z a sobą b ł ą d k o t y y n a o s i r z ę d n y c h Ay = 
= \f'(x0)\Ax, g d z i e x — Ax<x()<x-\-Ax. P o n a d t o d o c h o d z ą j e s z c z e n i e u ­
n i k n i o n e b ł ę d y w y k o n a n i a w y k r e s u , b ł ę d y w y n i k a j ą c e z k o n s t r u k c j i 
g e o m e t r y c z n e j p r o s t o p a d ł e g o r z u t o w a n i a i w y z n a c z a n i a p u n k t u p r z e ­
c ięc ia z linią w y k r e s u o r a z b ł ą d o d c z y t y w a n i a k o t y y. U ż y c i e p a p i e r u 
m i l i m e t r o w e g o z m n i e j s z a z n a c z n i e b ł ę d y r z u t o w a n i a , zaś d o k ł a d n e w y ­
kreś lenie k r z y w e j m o ż l i w i e c ienką linią z w i ę k s z a d o k ł a d n o ś ć w y z n a c z e ­
n i a p u n k t u n a k r z y w e j . 

§ 73. S k a l e f u n k c y j n e . W y o b r a ź m y s o b i e t e r a z , że p o d o b n i e j a k p o ­
s t ę p o w a l i ś m y z p o j e d y n c z y m p u n k t e m n a o s i o d c i ę t y c h a?, w y z n a c z a j ą c n a 
p o d s t a w i e w y k r e s u w a r t o ś ć f u n k c j i f(x) = \ogx, p o s t ą p i m y t e r a z z w s z y s t ­
k i m i p u n k t a m i p o d z i a ł k i z m i e n n e j x. W s z y s t k i e p u n k t y p o d z i a ł k i n a o s i o d ­
c i ę t y c h z r z u t u j e m y r ó w n o l e g l e d o o s i y, 
r z ę d n y c h n a w y k r e s f u n k c j i i u z y s k a n e ' 
w t e n s p o s ó b p u n k t y n a k r z y w e j z r z u ­
t u j e m y r ó w n o l e g l e d o o s i o d c i ę t y c h 
n a oś r z ę d n y c h . U z y s k a n y m n a o s i ' ' . 
r z ę d n y c h o b r a z o m p u n k t ó w podz ia łk i 
z o s i o d c i ę t y c h p r z y p o r z ą d k u j e m y 
i c h d a w n e k o t y x ( r y s . 19 ) . W t e n 
s p o s ó b n a o s i r z ę d n y c h p r ó c z p i e r - R y s . 19 
w o t n e j p o d z i a ł k i z m i e n n e j y o t r z y ­
m a l i ś m y t a k z w a n ą skalę łoi/arytmiczną z m i e n n e j x. N a s k a l i t e j p u n k t 
o k o c i e x m a w s p ó ł r z ę d n ą n=B \ogx, g d z i e B — j a k p o p r z e d n i o — j e s t 
modułem n a o s i r z ę d n y c h . K ó w n a n i e 

Tj = B logx 

z w a n e równaniem skali lot/arytmiczne} p o d a j e związek m i ę d z y k o t a m i 
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i w s p ó ł r z ę d n y m i p u n k t ó w s k a l i l o g a r y t m i c z n e j . R ó w n a n i e t o w y z n a c z a 
c a ł k o w i c i e skalę l o g a r y t m i c z n ą i p o z w a l a ją s k o n s t r u o w a ć n a doAvolnej 
o s i ( n p . n a o s i £ o m o d u l e a) n ieza leżnie o d w y k r e s u f u n k c j i y = logx 
i k o n s t r u k c j i raitowania. D l a k a ż d e j w a r t o ś c i k o t y x m o ż e m y n a p o d s t a ­
w i e r ó w n a n i a £ = « logx o b l i c z y ć w s p ó ł r z ę d n ą £ i w y z n a c z y ć n a o s i p u n k t 
o d p o w i a d a j ą c y d a n e j k o c i e . O c z y w i ś c i e m u s i m y się o g r a n i c z y ć t y l k o d o 
p e w n e g o p r z e d z i a ł u a r g u m e n t ó w x. N a p r z y k ł a d n a r y s u n k u 19 p o k a ­
z a n a j e s t k o n s t r u k c j a s k a l i l o g a r y t m i c z n e j o m o d u l e 2,5 c m d l a z m i e n ­
n e j x z p r z e d z i a ł u l < a ; < 1 0 . R y s u n e k 20 p r z e d s t a w i a skalę o l w n a -
n i u £ = 12 ,5 c m - l o g a ? d l a l < a ; < 2 , 5 . 

A n a l o g i c z n i e , j a k k o n s t r u o w a l i ś m y skalę l o g a r y t m i c z n ą , m o ż e m y 
s p o r z ą d z i ć skalę i n n e j f u n k c j i f(x). W t y m c e l u k o t o m x z i n t e r e s u -

R y s . 20 R y s . 21 

j ą c e g o n a s p r z e d z i a ł u p r z y p o r z ą d k u j e m y t a k i e p u n k t y o s i , k t ó ­
r y c h w s p ó ł r z ę d n e £ spełnia ją r ó w n a n i e 

(1) £=<*f{x), a^x^.b, 

g d z i e a j e s t d o w o l n i e o b r a n y m m o d u ł e m . 
Równanie sJcali (1) w r a z z p o d a n y m p r z e d z i a ł e m z m i e n n e j n ieza leż ­

n e j okreś la j e d n o z n a c z n i e skalę . N a p r z y k ł a d r y s u n e k 2 1 p r z e d s t a w i a 
ska lę f u n k c y j n ą o r ó w n a n i u £ = 2 c m - t g ; r d l a — 45° 45° . I n n y m 
j e s z c z e p r z y k ł a d e m s k a l i f u n k c y j n e j j e s t d o w o l n a p o d z i a ł k a , n p . p r z e d ­
s t a w i o n a n a r y s u n k u 16 p o d z i a ł k a o r ó w n a n i u £ = 1 cm-a? d l a — 2 < a ? < 3 . 
J e s t t o s k a l a f u n k c j i f(x)=x. 

P r z y w p r o w a d z e n i u s k a l f u n k c y j n y c h m u s i m y z a s t r z e c , że n i e d l a 
k a ż d e j f u n k c j i i n i e d l a k a ż d e g o p r z e d z i a ł u m o ż n a b ę d z i e s k o n s t r u o w a ć 
skalę . N a p r z y k ł a d n i e m o ż e m y n a r y s o w a ć s k a l i f u n k c j i f(x)=tgx d l a 
0 ° < a ; < 9 0 ° . F u n k c j a t g a ; j e s t w t y m p r z e d z i a l e n i e o g r a n i c z o n a i , j a k k o l ­
w i e k m a ł y p r z y j ę l i b y ś m y m o d u ł a, s k a l a m u s i a ł a b y b y ć n i e s k o ń c z e n i e 
d ł u g a . N a i n n e t r u d n o ś c i n a t r a f i m y c h c ą c n a r y s o w a ć skalę f u n k c j i f(x) = 
= x-sina? w p r z e d z i a l e 0 < a ; < 2 7 i ; . F u n k c j a t a j e s t o g r a n i c z o n a , a l e k a ż d ą 
w a r t o ś ć pośredn ią m i ę d z y m i n i m u m a m a k s i m u m p r z y b i e r a w t y m p r z e ­
d z i a l e d w u k r o t n i e . O z n a c z a t o , że p o z a s k r a j n y m i p u n k t a m i s k a l i k a ż d y 
j e j p u n k t m i a ł b y d w i e r ó ż n e k o t y . D l a un ikn ięc ia t y c h t r u d n o ś c i b ę d z i e m y 
d a l e j z a k ł a d a l i , że w p r z e d z i a l e [a,b] f u n k c j a f(x) j e s t o g r a n i c z o n a i m o -
n o t o n i c z n a . 

S k a l e f u n k c y j n e są p o d s t a w o w y m n a r z ę d z i e m w i ę k s z o ś c i m e t o d r a ­
c h u n k u g r a f i c z n e g o . N a j p r o s t s z y m i b e z p o ś r e d n i m i c h z a s t o s o w a n i e m 
j e s t o b l i c z a n i e w a r t o ś c i f u n k c j i f(x) w d a n y m p u n k c i e x0 i z a d a n i e o d -
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w r o t n e , p o l e g a j ą c e n a z n a l e z i e n i u w a r t o ś c i a r g u m e n t u x0, g d y d a n a j e s t 
wartośić f u n k c j i f{x0). W t y m c e l u n a j w y g o d n i e j j e s t r a z e m ze skalą 
£ = a / ( i r ) u m i e ś c i ć p o d r u g i e j s t r o n i e o s i skalę w a r t o ś c i f u n k c j i , t j . p o d z i a ł k ę 
£=ay. T a k j e s t n a r y s o w a n a s k a l a l o g a r y t m i c z n a n a o s i r z ę d n y c h n a r y ­
s u n k u 1 9 . J e s t t o s z c z e g ó l n y p r z y p a d e k t a k z w a n e j siedli podwójnej. J e ­
żeli x i y są k o t a m i t e g o s a m e g o p u n k t u P s k a l i p o d w ó j n e j o r ó w n a n i a c h 
£=af(x) i £=ay, t o z a c h o d z i r ó w n o ś ć y=f(x), c z y h k o t y p o d z i a ł k i C = ay 
są w a r t o ś c i a m i f u n k c j i f(x) d l a a r g u m e n t u r ó w n e g o k o t o m s k a l i f u n k c y j ­
n e j C=af(x). N a p r z y k ł a d n a r y s u n k u 22 p o k a z a n a j e s t p o d w ó j n a s k a l a 
f u n k c j i 

T = / ( f f ) = 2 7 r l / - ° 
r 9 

d l a 9 5 0 c m / s e k 2 < < 7 < 1 0 0 0 c m / s e k 2 i ? 0 = 1 0 0 c m . P o j e d n e j s t r o n i e o s i 
m a m y skalę o r ó w n a n i u 

, / l 0 0 c m 
f = 1 0 0 c m / s e k - 2 ^ y — - — , 

p o d r u g i e j s t r o n i e p o d z i a ł k ę 

1 = 1 0 0 c m / s e k - I . 

P o d w ó j n a s k a l a n a r y s u n k u 22 p o z w a l a d l a d o w o l n e j w a r t o ś c i p r z y ś p i e ­
s z e n i a z i e m s k i e g o g z d a n e g o przedz ia łu [950 c m / s e k 2 , 1000 c m / s e k 2 ] 

T 1,98 199 2J00 2pi 202 2f>7 2,04 sek 
1, , , ,| , , , ,| , , , | , , , , | , , ! | | 

£ 1000 990 980 970 960 950 IU.SCK 

R y s . 22 
z n a l e ź ć o k r e s w a h a ń w a h a d ł a o d ł u g o ś c i Z 0 = 1 0 0 c m l u b n a o d w r ó t — 
d l a d o w o l n e j w a r t o ś c i o k r e s u T z n a l e ź ć w i e l k o ś ć p rzyśp i eszen ia z i e m s k i e g o 
g, p r z y k t ó r y m w a h a d ł o o d ł u g o ś c i Z0 = 1 0 0 c m m a o k r e s w a h a ń T. 

O g ó l n i e skalą podwójną n a z w i e m y d w i e s k a l e f u n k c y j n e o r ó w n a n i a c h 
| = a/(a?) i $=p°g(,y) u m i e s z c z o n e p o d w u s t r o n a c h t e j s a m e j o s i . Jeże l i 
x i y są k o t a m i t e g o s a m e g o p u n k t u P s k a l i p o d w ó j n e j , t o z a c h o d z i r ó w -

U O ń 6 af(x) = f}g(y). 

S p o r z ą d ź m y d l a p r z y k ł a d u skalę p o d w ó j n ą r o z p a t r y w a n e j j u ż f u n k c j i 

rr, . , / ł 0 0 C n i 

T = / ( f l f ) = 2 « y — - — , 

g d z i e 9 5 0 c m / s e k 2 ^ * / ^ 1 0 0 0 c m / s e k 2 i f u n k c j i 
T=h(l) = 2n " j / 

9 8 1 c m / s e k ; 2 t 
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g d z i e p r z e d z i a ł l d o b i e r a m y t a k , b y f u n k c j a h(l) zmien ia ła się w t y c h 
s a m y c h g r a n i c a c h co f(g). 

P r z y p o m o c y p o d w ó j n e j s k a l i p r z e d s t a w i o n e j n a r y s u n k u 23 m o ­
ż e m y , b e z p o ś r e d n i o o d c z y t u j ą c k o t ę o d p o w i e d n i e g o p u n k t u , o d p o w i e ­
d z i e ć n a n a s t ę p u j ą c e p y t a n i a : 

a) J a k ą d ł u g o ś ć l m u s i m i e ć w a h a d ł o , a b y p r z y p r z y ś p i e s z e n i u z i e m ­
s k i m # „ = 9 8 1 c m / s e k 2 m i a ł o t e n s a m o k r e s co w a h a d ł o o d ł u g o ś c i Z0==i<00 c m 

l 98 99 100 101 102 Wi cni 
—I t,... I, • •. 1, • • I, , , , , — 

g 1000 090 980 970 900 930 CIII. Sek 
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p r z y d a n y m p r z y ś p i e s z e n i u z i e m s k i m g"! ( N p . d l a g r = 9 9 0 c m / s e k 2 o d c z y ­
t u j e m y ze s k a l i Z = 9 9 , l c m ) . 

b ) J a k i e m u s i b y ć p r z y ś p i e s z e n i e z i e m s k i e g, b y w a h a d ł o o d ł u g o ś c i 
Z 0 = 1 0 0 c m m i a ł o t e n s a m o k r e s w a h a ń co w a h a d ł o o d a n e j d ł u g o ś c i l 
p r z y p r z y ś p i e s z e n i u z i e m s k i m <7 0 =981 c m / s e k 2 ( N p . d l a £ = 1 0 2 , 5 c m o d ­
c z y t u j e m y ze s k a l i g r=957 c m / s e k 2 ) . 

N a r y s u j m y t e r a z d w i e s k a l e C = af(x) i r]=Pg{x) n a b r z e g a c h d w u 
p a s k ó w p a p i e r u , t a k b y m o ż n a j e b y ł o s k ł a d a ć z e sobą u z y s k u j ą c w t e n 
s p o s ó b skalę p o d w ó j n ą . N a l e ż y w t y m c e l u p r z y ł o ż y ć o b i e s k a l e d o s i e b i e 
t a k , b y się p o k r y w a ł y i c h p o c z ą t k i , t o j e s t p u n k t y , o d k t ó r y c h l i c z y m y 
w s p ó ł r z ę d n e £ i w, a z w r o t y o b u s k a l b y ł y z g o d n e . N a p r z y k ł a d n a r y s u n k u 

X 
1 ? ? ł ' 10 20 40 tOO 
1 

y 
? j * ; 6 . " 8 9 10 
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24 w i d z i m y skalę p o d w ó j n ą u z y s k a n ą z p r z y ł o ż e n i a d o s i e b i e d w u s k a l 
o r ó w n a n i a c h 

1 = 2 , 5 cm- logx d l a l < a ? < ; i 0 0 , 

ry = 5 c m - l o g y d l a l ^ i / ^ l O . 

K o t y x i y o d p o w i a d a j ą c y c h s o b i e p u n k t ó w o b u s k a l spełnia ją r ó w n o ś ć 

2,5 c m - l o g a ? = 5 c m - l o g i / , 

t o j e s t p o u p r o s z c z e n i u p r z e z 2,5 c m 

l o g a ; = 2 l o g i / , 
c z y l i 

x=y2 l u b y-=^ x. 

K ł a d ą c n p . y = 4 , 5 m o ż e m y o d c z y t a ć n a s k a l i x=y2<v2Q. P o d o b n i e 

d l a # = 1 0 o d c z y t u j e m y ? /=|/a ; s^3,2 . 
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P r z e s u ń m y t e r a z górną, skalę , t a k b y j e j p o c z ą t e k , t j . p u n k t o k o c i e 1 
p o k r y ł się z p u n k t e m s k a l i d o l n e j o k o c i e y0 i w s p ó ł r z ę d n e j rj0=8g(y0). 
N a r y s u n k u 2 5 n a r y s o w a n e są s k a l e z r y s u n k u 2 4 , p r z y c z y m p o c z ą t e k 
s k a l i g ó r n e j p r z e s u n i ę t o d o p u n k t u o k o c i e i / 0 = l , 7 n a s k a l i d o l n e j . W t a ­
k i m p o ł o ż e n i u w s p ó ł r z ę d n e £ i w p o k r y w a j ą c y c h się p u n k t ó w o b u s k a l 
spełnia ją r ó w n o ś ć n=n0-ł-C. O d p o w i a d a j ą c e t y m p u n k t o m k o t y x i y 
spełnia ją r ó w n o ś ć 

(2) Pg(y) = f}g(y0) + af(x). 

W n a s z y m p r z y p a d k u m a m y 

5 c m - l o g i / = 5 c m - l o g y 0 + 2 , 5 c m - l o g a ? , 
c z y l i 

log;f/ = l o g y 0 + ^ l o g . » 

i p o p r z e k s z t a ł c e n i u 

y = y„]/x l u b x = ^ . 

D l a o z n a c z o n y c h n a r y s u n k u w a r t o ś c i y0=l,7, x=6 o d c z y t u j e m y 

y = l , 7 | / 6 ^ 4 , 2 . 

E ó w n a n i e (2) w y r a ż a j ą c e z w i ą z e k m i ę d z y k o t a m i p r z e s u n i ę t y c h s k a l 
j e s t p o d s t a w ą t e o r i i suwaka logarytmicznego, k t ó r e m u p o ś w i ę c i m y n a s t ę p n y 
r o z d z i a ł . 

E o z p a t r z m y skalę f u n k c y j n ą o r ó w n a n i u C = af(x). N a w e t w t e d y , 
g d y j e s t o n a b a r d z o p r e c y z y j n i e w y k o n a n a , n i e m o ż e m y n a n i e j u m i e ś c i ć 
d o k ł a d n i e p u n k t u o d a n e j k o c i e a n i 
t eż d o k ł a d n i e o d c z y t a ć k o t y z a z n a c z o ­
n e g o p u n k t u . I s t n i e j e p e w n a g r a n i c z -

.>' - /?-

20 ->0J0 30 
8 9 W 
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n a w i e l k o ś ć d, z w i ą z a n a z f i z j o l o g i ą ] 
l u d z k i e g o w z r o k u , t a k a że n i e p o t r a ­
f i m y j u ż o d r ó ż n i ć p u n k t ó w o d l e g ł y c h 
0 m n i e j n iż 6. P o n a d t o b ł ą d o d c z y t u c z y l o k a l i z a c j i p u n k t u p o w i ę k s z a j ą 
j e s z c z e n i e d o k ł a d n o ś c i w y k o n a n i a s k a l i , a t a k ż e b ł ę d y p r z e p r o w a d z a n e j 
n a o k o interpolacji, w p r z y p a d k u g d y p u n k t n i e p o k r y w a się z żadną 
z k r e s e k s k a l i . 

P r z y j m i j m y , że p o t r a f i m y u m i e ś c i ć p u n k t n a s k a l i l u b o d c z y t a ć j e g o 
p o ł o ż e n i e z b ł ę d e m w s p ó ł r z ę d n e j n i e p r z e k r a c z a j ą c y m w i e l k o ś c i z l f . 
Z w y k l e m o ż n a p r z y j ą ć A£ = 0 ,5 m m ; p r z y s t a r a n n y m w y k o n a n i u s k a l i 
1 p e w n e j w p r a w i e w p o s ł u g i w a n i u się nią m o ż n a o b n i ż y ć tę w i e l k o ś ć 
d o 0 ,2 m m , a n a w e t d o 0 ,1 m m ( s u w a k l o g a r y t m i c z n y ) . Przyjmijmy 

Metody numeryczne i graficzne — 21 
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r ó w n i e ż , że w r o z p a t r y w a n y m p r z e d z i a l e [a,b] f u n k c j a f(x) j e s t c iągła 
i r ó ż n i c z k o w a n i a w e w n ą t r z t ego p r z e d z i a ł u . B ł ę d o w i A£ w s p ó ł r z ę d n e j f 
o d p o w i a d a w t e d y b ł ą d Ax k o t y x z w i ą z a n y z p o p r z e d n i m r ó w n o ś c i ą 

AC = a\f'(x0)\ Ax, g d z i e x — Ax<xQ<x+Ax, 

z k t ó r e j o t r z y m u j e m y 

AS 
(3) Ax--

«l/'(*o)l 

Z w z o r u (3) w i d z i m y , że w p r z e c i w i e ń s t w i e d o b ł ę d u w s p ó ł r z ę d n e j AC, 
k t ó r y n i e za l eży o d p o ł o ż e n i a p u n k t u n a s k a l i , b ł ą d Ax k o t y x j e s t n a o g ó ł 
z a l e ż n y o d x. J e d y n i e w p r z y p a d k u f u n k c j i l i n i o w e j / ( « ) = to-|-mmamy 
f'(x) = Tc i b ł ą d k o t y Ax j e s t s ta ły n a ca łe j s k a l i . W t y m p r z y p a d k u s k a l a 
f u n k c y j n a j e s t p o d z i a l k ą o m o d u l e ha i p o c z ą t k u p r z e s u n i ę t y m d o p u n k t u 
o w s p ó ł r z ę d n e j ani. 

S k a l a f u n k c j i l i n i o w e j f(x) = Jcx-{-m z w a n a sTcalą regularną m a w i ę c 
d w i e b a r d z o w a ż n e w z a s t o s o w a n i a c h p r a k t y c z n y c h w ł a s n o ś c i : 

a) B ł ą d b e z w z g l ę d n y Ax o d c z y t u k o t y j e s t s ta ły n a ca łe j d ł u g o ś c i 
s k a l i r e g u l a r n e j . 

b ) S k a l a r e g u l a r n a j e s t podz ia łką , t j . o d s t ę p y m i ę d z y sąs iednimi 
k r e s k a m i t e j s k a l i są r ó w n e . U ł a t w i a t o b a r d z o k o n s t r u k c j ę i p o s ł u g i w a ­
n i e się skalą ( ł a t w o ś ć i n t e r p o l a c j i ) . 

S k a l ę regularną w y z n a c z a j ą c a ł k o w i c i e d o w o l n e d w a j e j p u n k t y . 
Jeże l i k o c i e xx o d p o w i a d a p u n k t Px o w s p ó ł r z ę d n e j £ n a k o c i e x2 — 
p u n k t P 2 o w s p ó ł r z ę d n e j f 2 , t o s k a l a l i n i o w a m a r ó w n a n i e 

X2 Xi 

a z a t e m s z u k a n a s k a l a j e s t p o d z i a ł k ą o m o d u l e a = — — — i p o c z ą t k u 
x2 Xi 

w p u n k c i e o w s p ó ł r z ę d n e j £ 0
 = £i — aXi- K o n s t r u k c y j n i e n a j ł a t w i e j u z y s k a ć 

skalę l in iową k o r z y s t a j ą c z u n i w e r s a l n e j p o d z i a ł k i ( r y s . 17) l u b p r z e z 
r z u t o w a n i e c e n t r a l n e d o w o l n e j p o d z i a ł k i z p r o s t e j r ó w n o l e g ł e j d o d a n e j 
t a k , b y p u n k t y p o d z i a ł k i o k o t a c h xx, x2 p r z e s z ł y p r z y r z u t o w a n i u w p u n k t y 
Pi, P 2 . 

O b o k n a j p r o s t s z e j s k a l i r e g u l a r n e j o g r o m n ą ro lę o d g r y w a w m e t o d a c h 
g r a f i c z n y c h slcala logarytmiczna. P o n i e w a ż l o g a r y t m y o r ó ż n y c h z a s a ­
d a c h różnią się t y l k o s t a ł y m c z y n n i k i e m , m o ż e m y w i ę c z a j ą ć się t y l k o 
skalą l o g a r y t m u dz i es i ę tnego y=logx. S k a l e l o g a r y t m ó w o i n n y c h z a ­
s a d a c h u z y s k a m y z m i e n i a j ą c o d p o w i e d n i o m o d u ł . 
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Z e w z o r u (3) o t r z y m u j e m y d l a s k a l i l o g a r y t m i c z n e j 

a|/'(a?0)| aM ' 

g d z i e J f = loge?a 0 , 4 3 4 3 . M a m y s tąd 

Ax Ax Ax AC 
= —— o r a z 

x0 aM x x. 

Ax\x0 — x\ (Ax)2 

x0x x (x— Ax) 

B ł ą d w z g l ę d n y Ax\x k o t y x n a s k a l i l o g a r y t m i c z n e j j e s t w i ę c w p r z y ­
b l i żen iu w ie lkośc ią stałą. 

D r u g a w a ż n a w ł a s n o ś ć s k a l i l o g a r y t m i c z n e j £ = a l o g a ; w y n i k a z e 
w z o r u log(10 f c a; ) = ft-f-loga\ Jeś l i n a r y s u j e m y skalę f = a l o g o ; d l a p o d s t a ­
w o w e g o p r z e d z i a ł u l < o ; < 1 0 ( 0 < | < a ) , t o n a s t ę p n y p r z e d z i a ł 1 0 < c c < 1 0 0 
( a < f < 2 a ) u z y s k a m y b a r d z o ł a t w o , p r z e s u w a j ą c n a r y s o w a n ą część s k a l i 
o o d c i n e k a w d o d a t n i m k i e r u n k u o s i , p r z y c z y m k o t y p u n k t ó w s k a l i 
n a l e ż y dz i e s i ę c i okro tn ie z w i ę k s z y ć . P o d o b n i e p r z e s u w a j ą c p o d s t a w o w y 
o d c i n e k s k a l i ( 1 < » < 1 0 ) o o d c i n e k a w s t ronę p r z e c i w n ą i z m n i e j s z a j ą c 
dz i e s i ę c i okro tn ie k o t y p u n k t ó w u z y s k a m y skalę l o g a r y t m i c z n ą w p r z e ­
d z i a l e 0,1^x^.1. T a k w i ę c k a ż d y o d c i n e k s k a l i l o g a r y t m i c z n e j | = a l o g a : 
d l a 1 0 f c < o ? < 1 0 f e + 1 , g d z i e Jc j e s t d o w o l n ą l i czbą ca łkowi tą , p r z y s t a j e d o 
p o d s t a w o w e g o p r z e d z i a ł u l < a ? < 1 0 s k a l i l o g a r y t m i c z n e j . P o w y ż s z a w ł a s ­
n o ś ć s p r o w a d z a z a g a d n i e n i e k o n s t r u k c j i s k a l i l o g a r y t m i c z n e j d o k o n s t r u k c j i 
j e j p o d s t a w o w e g o p r z e d z i a ł u . A b y u n i k n ą ć ż m u d n e g o w p r a k t y c e w y z n a ­
c z a n i a s k a l i l o g a r y t m i c z n e j z a p o m o c ą o d c z y t a n y c h z t a b l i c w a r t o ś c i 
l o g a r y t m ó w , m o ż e m y s k o p i o w a ć skalę l o g a r y t m i c z n ą z s u w a k a l u b z p a ­
p i e r u l o g a r y t m i c z n e g o , o k t ó r y m b ę d z i e m y m ó w i l i w p a r a g r a f i e n a s t ę p ­
n y m . M a j ą c skalę l o g a r y t m i c z n ą o p e w n y m m o d u l e a ( n p . skalę o m o d u l e 
a = 2 5 c m n a s u w a k u ) m o ż e m y ł a t w o u z y s k a ć skalę l o g a r y t m i c z n ą o m o ­
d u l e i n n y m p r z e z c e n t r a l n e r z u t o w a n i e n a pros tą równo leg łą . G d y p o s ł u ­
g u j e m y się c zęs to s k a l a m i l o g a r y t m i c z n y m i o r ó ż n y c h m o d u ł a c h , w a r t o 
j e s t s p o r z ą d z i ć uniwersa lną skalę l o g a r y t m i c z n ą , ana log i c zną d o u n i w e r ­
s a l n e j p o d z i a ł k i p o k a z a n e j n a r y s u n k u 1 7 . 

Ska lę l o g a r y t m i c z n ą p o d o b n i e j a k skalę regularną w y z n a c z a j ą d o ­
w o l n e d w a j e j p u n k t y . Jeże l i p u n k t o m o k o c i e x1 o d p o w i a d a n a o s i w s p ó ł ­
r z ę d n a £j ( U c z o n a o d d o w o l n e g o p u n k t u ) , a p u n k t o w i o k o c i e x2 — w s p ó ł ­
r z ę d n a f 2 , t o m o d u ł s k a l i o b l i c z y m y z e w z o r u 

a = 
logfls,—lógą' 

a p o c z ą t e k s k a l i b ę d z i e się z n a j d o w a ł w p u n k c i e o w s p ó ł r z ę d n e j £o = £i — 

— a l o g » 1 = f 2 — a l o g # 2 . P r z y g r a f i c z n e j k o n s t r u k c j i s k a l i l o g a r y t m i c z n e j 
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n a p o d s t a w i e d a n y c h d w u j e j p u n k t ó w n i e m u s i m y n a w e t o b l i c z a ć m o ­
d u ł u a n i w y z n a c z a ć p o c z ą t k u s k a l i . N i e c h n p . k o ń c e o d c i n k a o d ł u g o ś c i 
3 ,5 c m m a j ą k o t y 2 i 6. N a l e ż y u z u p e ł n i ć skalę l o g a r y t m i c z n ą w e w n ą t r z 
t e g o o d c i n k a . E y s u n e k 26 p o k a z u j e g r a f i c z n e r o z w i ą z a n i e t ego z a d a ­

n i a p r z y u ż y c i u f r a g m e n t u s k a l i l o g a ­
r y t m i c z n e j o m o d u l e a = 1 2 , 5 c m s k o ­
p i o w a n e j z s u w a k a . 

Z a j m i e m y się o b e c n i e skalą t a k 
z w a n e j funkcji homograficznej 

ax-\- b 
y = f{x) 

ad-

cx-\-d' 

bc=£0. 

j a k w y k a ż e m y — Ska lę f u n k c j i (4) n a z y w a m y skalą rzutową, g d y ż 
m o ż n a ją s k o n s t r u o w a ć p r z e z r z u t o w a n i e p o d z i a ł k i . 

N i e c h n a o s i £ ( r y s . 27) d a n a b ę d z i e s k a l a f u n k c j i (4) o r ó w n a n i u 
£=af(x). O b i e r z m y n a n i e j d o w o l n y p u n k t o k o c i e x0 ( n a r y s . 27 x0=3) 
spe łn ia jące j w a r u n e k cx0+d^0 ( w p r z e c i w n y m r a z i e b y ł b y t o b o w i e m 
p u n k t w n i e s k o ń c z o n o ś c i ) . P r z e z p u n k t t e n p r o A \ a d z i m y d o w o l n i e inną 
o ś n i r y s u j e m y n a n i e j p o d z i a ł k ę o r ó w n a n i u v=f3x, taką b y p u n k t p r z e ­
c i ęc ia o s i m i a ł n a p o d z i a ł c e i s k a l i 
r z u t o w e j t ę samą k o t ę x0. U d o w o d ­
n i m y , że skalę r z u t o w ą £ = af(x) 
m o ż n a u z y s k a ć p r z e z c e n t r a l n e r z u ­
t o w a n i e p o d z i a ł k i w=flx, g d y w y k a ­
ż e m y , ż e w s z y s t k i e p r o s t e ł ą c z ą c e , 
p u n k t y o j e d n a k o w y c h k o t a c h n a p o ­
dz ia ł ce i s k a l i p rzec ina ją się w j e d ­
n y m p u n k c i e . W t y m c e l u p r z y j m i j ­
m y os ie £ = £ — £ 0 i rj = n — v0 ( g d z i e 
rjQ = fix0 i £ 0 = « / ( i r 0 ) ) j a k o os ie u k o ś -

n o k ą t n e g o u k ł a d u w s p ó ł r z ę d n y c h . P r o s t a ł ą cząca p u n k t o k o c i e x n a s k a l i 
r z u t o w e j z p u n k t e m o t e j s a m e j k o c i e n a p o d z i a ł c e m a w o b r a n y m u k ł a ­
d z i e w s p ó ł r z ę d n y c h r ó w n a n i e o d c i n k o w e 1 ) 

R y s . 27 

(5) + af(x)-af{xu) (ix — (ix0 

- 1 = 0 , 

1) W ukośnokijptnym układzie współrzędnych, tak jak w prostokątnym, każda 
PTOBta ma równanie liniowe; każde równanie liniowe jest równaniem jakiejś prostej . 
Ponieważ, jak łatwo sprawdzić, Współrzędne punktów ( a + /(a;)— af(xa),0) i (0,/Sa; — 
— /;./•„) spełniają równanie liniowe (5) , więc jest ono równaniem prostej przechodzą­

cej przez te p u n k t y . 
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c z y l i , p o p o d s t a w i e n i u f u n k c j i f(x) ze w z o r u (4) , r ó w n a n i e 

l r> 

+ n.._ „ t - i = o-ax + b ax0 + b\ $(x — x0) 

cx+d cx0-\-d) 

P o d s t a w i a j ą c d o t ego r ó w n a n i a d o w o l n e d w i e w a r t o ś c i k o t xx i x2 r ó ż n e 
o d x0 d o s t a j e m y d w a r ó w n a n i a 

^ 1 0 
3(xl—x0) ~ ' 

(6) 

/ axx -f- b ax0 + b\ 

\cx1-\-d cx0 Ą-d) 

I ax2 + b ax0 -f- b \ 

\cx2-\-d cx0+d) 

Ą 1 = 0. 
S(co. —x0) 

G d y c ^ O , u k ł a d (6) m a d o k ł a d n i e j e d n o r o z w i ą z a n i e 

_ a(ad-bc) — ft(cx0 + d) 
(7) fr——7 — T T , V = • 

Są t o w s p ó ł r z ę d n e p u n k t u 8 p rzec i ę c ia p r o s t y c h ł ą c z ą c y c h p u n k t y o j e d ­
n a k o w y c h k o t a c h a?j o r a z x2 n a s k a l i r z u t o w e j i p o d z i a ł c e . U z y s k a n e r o z ­
w iązan ia (7) n i e zależą o d xx i x2, w i ę c w s z y s t k i e p r o s t e (5), ł ączące p u n k t y 
o j e d n a k o w y c h k o t a c h n a s k a l i r z u t o w e j i p o d z i a ł c e , p r z e c h o d z ą p r z e z 

ax-\-b 
p u n k t 8. S k a l a r z u t o w a f = a — jest więc r z u t e m z p u n k t u *S p o d z i a l k i 

cx+d 
n=ffx. Ś r o d e k r z u t o w a n i a S m o ż n a w y z n a c z y ć z p r z e c i ę c i a d o w o l n y c h 
d w ó c h p r o s t y c h ł ą c z ą c y c h p a r y p u n k t ó w o t e j s a m e j k o c i e n a s k a l i i p o ­
d z i a ł c e . 

P o z o s t a j e d o r o z p a t r z e n i a p r z y p a d e k , g d y c = 0 . W t e d y f u n k c j a 
h o m o g r a f i c z n a (4) sprowadza się d o l i n i o w e j i s k a l a r z u t o w a d o s k a l i 
r e g u l a r n e j . U k ł a d (6) m a w t e d y t y l k o n i e s k o ń c z o n e r o z w i ą z a n i a i zgodnie 
z t w i e r d z e n i e m T a l e s a p r o s t e łączące p u n k t y o j e d n a k o w y c h k o t a c h 
n a o b u s k a l a c h są rÓAvnoległe. W t y m p r z y p a d k u u z y s k u j e m y w i ę c r z u t o ­
w a n i e r ó w n o l e g l e ( ś rodek r z u t o w a n i a S j e s t p u n k t e m w n i e s k o ń c z o n o ś c i ) . 

N a odAvrót m o ż n a w y k a z a ć , że k a ż d e r z u t o w a n i e p o d z i a l k i d a j e 
skalę f u n k c j i p o s t a c i (4) . G d y ś r o d e k r z u t o w a n i a S jest w n i e s k o ń c z o n o ś c i * 
l u b g d y p r o s t a , n a k t ó r ą r z u t u j e m y , j e s t r ó w n o l e g ł a do p o d z i a l k i , o t r z y ­
m u j e m y skalę regularną, k t ó r a j e s t s z c z e g ó l n y m przypadkiem s k a l i 
rzutowej. 
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Z p r z e p r o w a d z o n e g o d o w o d u w y n i k a , że d o w y z n a c z e n i a s k a l i r z u ­
t o w e j w y s t a r c z a z n a ć d o w o l n e j e j t r z y p u n k t y 1 ) . P r z e z j e d e n z n i c h p r o w a ­
d z i m y dowolną, p ros tą i n a n i e j r y s u j e m y p o d z i a l k ę t a k , b y p u n k t p r z e ­
c ięc ia m i a l n a p o d z i a ł c e tę samą k o t ę co n a s k a l i . Ł ą c z ą c l i n i a m i p r o s t y m i 
p o z o s t a ł e d w a d a n e p u n k t y s k a l i z o d p o w i a d a j ą c y m i i m p u n k t a m i o t y c h 
s a m y c h k o t a c h n a p o d z i a ł c e , z n a j d u j e m y w p u n k c i e p rzec i ę c ia t y c h p r o s ­
t y c h ś r o d e k 8, z k t ó r e g o na leży r z u t o w a ć p o d z i a l k ę , a b y u z u p e ł n i ć skalę 
r z u t o w ą . Z d o w o d u p o p r z e d n i e g o t w i e r d z e n i a w y n i k a t a k ż e j e d n o z n a c z ­
n o ś ć t a k i e j k o n s t r u k c j i . I s t n i e j e j e d n a i t y l k o j e d n a s k a l a r z u t o w a , k t ó r a 
w d a n y c h t r z e c h p u n k t a c h m a d a n e k o t y , w i ę c p r z y k o n s t r u k c j i s k a l i 
r z u t o w e j k a ż d a p r o s t a p r z e c h o d z ą c a p r z e z j e d e n z t r z e c h d a n y c h p u n k t ó w 
i d o w o l n a p o d z i a ł k a n a te j p r o s t e j , b y l e b y t y l k o p u n k t p rzec i ę c ia m i a ł 
t ę samą k o t ę n a p o d z i a ł c e i n a s k a l i , p r o w a d z i d o t e g o s a m e g o w y n i k u . 

x + l 
N a r y s u j m y d l a p r z y k ł a d u skalę r z u t o w ą £=1 c m - . W t y m c e l u 

CO — 1. 
o b l i c z m y w s p ó ł r z ę d n e d o w o l n y c h t r z e c h p u n k t ó w s k a l i . D l a %=— 1 , 0, 2 

m a m y o d p o w i e d n i o £=0 c m , —1 c m , 
/ / 3 c m . E y s u j ą c d o w o l n ą pros tą i o b i e -

4{\ I r a j ą c n a n i e j d o w o l n y p u n k t p o c z ą t -
j\ | ' k o w y i z w r o t , o d n a j d u j e m y n a p r o s -

k 11 ' t e j o b r a n e t r z y p u n k t y . P r z e z j e d e n 
2 / \ \j ' z t y c h p u n k t ó w , n p . p r z e z p u n k t 
/ . / S o S f c * » ^ 0 k ° c i e —1 p r o w a d z i m y pros tą i n a 

y ~ ^ t \ n i e j r y s u j e m y p o d z i a l k ę o d o w o l n y m 
ol^\/'n'^\\ m o d u l e n p . / ? = 0 , 7 5 c m . Ś r o d e k r z u -

- / y //i I\\ \. t o w a n i a $ z n a j d u j e m y j a k o p u n k t 
~'ł^/ •+ H H J « \ ! \ i - p r ze c i ę c ia p r o s t y c h ł ą c z ą c y c h p u n k t y 
/ ' / ^ o k o t a c h 0 i 2 n a s k a l i i p o d z i a ł c e . 

- 2 / / 

1/ R z u t u j ą c n a s t ę p n i e p o d z i a l k ę z p u n k -
--}' t u 8 u z u p e ł n i a m y skalę ( r y s . 28 ) . 

R y s . 28 Z w r ó ć m y u w a g ę n a t o , ż e n a 
r y s u n k u 28 u z y s k a l i ś m y w w y n i k u 

k o n s t r u k c j i s k a l i r z u t o w e j p u n k t o k o c i e 00. J e s t t o p u n k t p rzec i ę c ia 
J) Mogłoby się zdawać, że do wyznaczenia skali rzutowej trzeba czterech punk 

tów, bo funkcja (4) zawiera cztery nieznane parametry a, b, c, cl. T a k jednak nie 
jest, gdyż do wyznaczenia funkcji (4) wystarczy znać tylko stosunki pomiędzy t y m i 
parametrami . Przez podzielenie l icznika i mianownika w wyrażeniu (4) np . przoz u 
(gdy aj^O) można funkcję f(x) sprowadzić do postaci 

x+b' 
c'x+d' ' 

gdzie występują już tylko trzy paramotry. 
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z osią f p r o s t e j r ó w n o l e g ł e j d o p o d z i a ł k i i p r z e c h o d z ą c e j p r z e z ś r o d e k 
r z u t o w a n i a 8. Z r ó w n a n i a s k a l i r z u t o w e j m a m y 

ax-\- b a 
f ^ = n m £ = l i m a j = a — ( d l a c ^ O ) . 

S k a l a r z u t o w a , w o d r ó ż n i e n i u o d s k a l d o t y c h c z a s o m a w i a n y c h , p r z y 
c ^ O p r z y p o r z ą d k o w u j e k o c i e x = 00 p u n k t o s k o ń c z o n e j w s p ó ł r z ę d n e j 

£ = a
 a . W i d z i m y n a t o m i a s t n a r y s u n k u 2 8 , że p o ł ą c z e n i e p u n k t u p o d z i a ł k i 

c 
0 k o c i e 1 ze ' ś r o d k i e m r z u t o w a n i a S d a j e pros tą r ó w n o l e g ł ą do s k a l i r z u ­
t o w e j . P u n k t o k o c i e 1 j e s t w i ę c punktem niewłaściwym r o z w a ż a n e j s k a l i 

ax-\-b 
r z u t o w e j . I s t o t n i e f u n k c j a f(x) = — — (ad — bc^-0) m a p u n k t n iec iąg łośc i 

cx+d 
d l a x=—d/c i o b i e j e d n o s t r o n n e g r a n i c e są w t y m p u n k c i e n i e s k o ń c z o n e . 
P u n k t o w i o k o c i e x= — djc n i e o d p o w i a d a w i ę c n a s k a l i r z u t o w e j ż a d e n 
p u n k t o s k o ń c z o n e j w s p ó ł r z ę d n e j f. 

N a s k a l i r z u t o w e j b ł ą d Ax k o t y x s p o w o d o w a n y b ł ę d e m AC w s p ó ł ­
r z ę d n e j f j e s t r ó w n y n a m o c y Avzoru (3) 

A£ AS AC(cx0+df 
(7) Aa)= - — — - = — = — j — (x-Ax<x0<x+Ax). 

a\f \xo)\ • \ad—bc\ a\ad — bc\ 
a {cx0+df 

W i d z i m y , że d l a c ^ O z a r ó w n o b ł ą d b e z w z g l ę d n y Ax, j a k i b ł ą d w z g l ę d ­
n y Ax\x zmien ia ją się w r a z "ze zmianą w a r t o ś c i k o t y x. B ł ą d Ax 
d ą ż y d o z e r a , g d y x0 d ą ż y d o —d/c (a w i ę c g d y p u n k t n a s k a l i o d d a l a 
się d o p o ł o ż o n e g o w n i e s k o ń c z o n o ś c i p u n k t u o k o c i e — d/c). G d y x0 d ą ż y 
d o 00, p u n k t y s k a l i zagęszcza ją się w o k ó ł p u n k t u o w s p ó ł r z ę d n e j | = a (a /c) 
1 b ł ą d Ax r ośn ie n i e o g r a n i c z e n i e . 

W p r z y p a d k u g d y c = 0 , b ł ą d b e z w z g l ę d n y Ax j e s t s ta ły , g d y ż w t e d y 
— j a k j u ż w i d z i e l i ś m y — s k a l a r z u t o w a r e d u k u j e się d o s k a l i r e g u l a r -

la b\ 

I n n y m p r z y p a d k i e m s z c z e g ó l n y m s k a l i r z u t o w e j j e s t s k a l a f u n k c j i 
f(x)=l/x n a z y w a n a skałą odwrotności. E y s u j e m y ją op isaną m e t o d ą k o n ­
s t r u k c j i s k a l r z u t o w y c h p r z y j m u j ą c z w y k l e p u n k t y o k o t a c h x=0, 1, 00. 

P o d o b n i e j a k skalę r z u t o w ą k o n s t r u u j e m y skalę ogó ln i e j s ze j f u n k c j i 

aw(x)4-b 
( 8 ) f ^ - ^ + a M - ^ ° > -
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O t r z y m u j e m y ją p r z e z r z u t o w a n i e s k a l i f u n k c j i qj(x). D l a p r z y k ł a d u 
n a r y s u j e m y skalę f u n k c j i 

(9) f(x)= 
s i u . / ' t g . r 

cos# + s i n a ; 1 + t g * 
0 ° < ; » < 6 0 o , 

p r z e z r z u t o w a n i e s k a l i f u n k c j i q?(x) = tgx. S k a l a f u n k c j i f(x) w p o d a n y m 
p r z e d z i a l e m a m i e ć d ł u g o ś ć 5 c m (rrs. 29) . 

Z w a r u n k u n a d ł u g o ś ć s k a l i z n a j d u j e m y j e j m o d u ł 

6 c m 5 c m 
/ ( 6 0 ° ) - / ( 0 ° ) 0 ,634 

7,89 c m . 

D o u z y s k a n i a s z u k a n e j s k a l i t r z e b a p r ó c z z n a n y c h k o ń c ó w s k a l i 
m i e ć j e s z c z e d o w o l n y j e j p u n k t 
w e w n ę t r z n y . N a p r z y k ł a d d l a 
# = 45° m a m y f(x) = 0,5 i | ^ 
^ 7 , 8 9 c m - 0 , 5 « t ; 3 , 9 4 c m . N a o d ­
c i n k u o d ł u g o ś c i 5 c m ( n a r y s . 
29 o d c i n e k p o z i o m y ) m o ż e m y 
t e r a z z a z n a c z y ć t r z y p u n k t y 
s z u k a n e j s k a l i . Są t o k o ń c e o d ­
c i n k a , k t ó r e o z n a c z y m y s k r a j ­
n y m i w a r t o ś c i a m i k o t x = 0° 
i x= 60° o r a z p u n k t o o b l i c z o n e j 
k o c i e x = 45° i w s p ó ł r z ę d n e j 
| = 3,94 c m ( w s p ó ł r z ę d n ą o d ­
m i e r z a m y o d p u n k t u x = 0° , 
k t ó r y j e s t p o c z ą t k i e m s k a l i ) . 
N a s t ę p n i e p r z e z p o c z ą t e k s k a l i 
p r o w a d z i m y pros tą u k o ś n ą , n a 
k t ó r e j r y s u j e m y skalę p o m o c ­

niczą o r ó w n a n i u f = 3 , 7 5 c m - t g x ' ; k i e r u n e k i m o d u ł t e j s k a l i o b r a l i ś m y 
zupe łn ie d o w o l n i e . Ł ą c z y m y p r o s t y m i p u n k t y o b u s k a l o t y c h s a m y c h 
k o t a c h 45° i 60 ° . P u n k t p rzec i ę c ia t y c h p r o s t y c h j e s t ś r o d k i e m r z u t o ­
w a n i a 8. R z u t u j ą c z p u n k t u S skalę p o m o c n i c z ą u z u p e ł n i a m y szukaną 
ska lę f u n k c j i (9). 

N a r y s u n k u 29 o b o k s k a l i p o m o c n i c z e j C'=8tgx' ( / ?=3 ,75 c m ) n a ­
r y s o w a l i ś m y t a k ż e p o d z i a ł k ę n'=8y'. E z u t u j ą c t ę podz ia lkę . z t e g o s a -

1 tga> 
m e g o ś r o d k a 8 u z y s k u j e m y o b o k s z u k a n e j s k a l i £ = u j~7~^ (a = 7,89 c m ) 

R y s . 29 
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skalę rzutową, n=a 
1 + 2/ 

U z y s k a l i ś m y w t e n s p o s ó b skalę p o d w ó j n ą 

tga? 
1 + tgx ' 

n = a 
y 

1 + 2/ 

p o w s t a ł ą p r z e z r z u t o w a n i e z p u n k t u $ p o d w ó j n e j s k a l i p o m o c n i c z e j 

? = Btgx', n' = By'. 

N a o b u p o d w ó j n y c h s k a l a c h k o t y x i y t y c h s a m y c h p u n k t ó w spełnia ją 
r ó w n o ś ć y=tgx. O b i e p o d w ó j n e s k a l e m o g ą w i ę c s ł u ż y ć d o o d c z y t u k ą t a 
x, g d y z n a n y j e s t j e g o t a n g e n s y, l u b — n a o d w r ó t — o d c z y t u t a n g e n s a y, 

g d y z n a n y j e s t ką t x. O b i e s k a l e = tga?' i g = a — ^ są r e g u l a r n e , 

w i ę c o d c z y t a n a w a r t o ś ć k ą t a a? b ę d z i e o b a r c z o n a b ł ę d e m zla; r ó ż n y m w r ó ż ­
n y c h m i e j s c a c h s k a l i . Z r y s u n k u 29 w i d a ć j e d n a k w y r a ź n i e , że s k a l a 

t ga ; 
j e s t b a r d z i e j z b l i ż o n a d o r e g u l a r n e j niż s k a l a p o m o c n i c z a . 

l + t g » 
W i d z i m y w i ę e , że r z u t o w a n i e s k a l i m o ż e p o p r a w i ć j e j r e g u l a r n o ś ć . 
M o ż n a się z a p y t a ć , j a k ą f u n k c j ę p o s t a c i (8) n a j l e p i e j j e s t o b r a ć , b y 
u z y s k a n a s k a l a £ = af(x) m o ż ­
l i w i e n a j l e p i e j p o p r a w i ł a n i e -
r e g u l a r n o ś ć d a n e j s k a l i £ ' = 
=pcp(x') w u s t a l o n y m p r z e d z i a l e 
p^x'^q. 

W o d p o w i e d z i n a t o p y t a ­
n i e m o ż n a p o d a ć p e w i e n p r o s t y 
s p o s ó b p o s t ę p o w a n i a p r o w a 
d z ą c y d o w y b o r u o d p o w i e d n i e j 
f u n k c j i h o m o g r a f i c z n e j . Z a k ł a ­
d a j ą c t y l k o p o s t a ć (8) f u n k c j i 
f(x) w i e m y , że s k a l a Ś = af(x) 
p o A \ s t a n i e p r z e z r z u t o w a n i e s k a l i 
C' = (3cp(x'). D w a s p o ś r ó d t r z e c h 
p u n k t ó w , k t ó r e w y z n a c z a j ą r z u t o w a n i e są u s t a l o n e , b o k o ń c e o b u s k a l 
m u s z ą s o b i e o d p o w i a d a ć . P o z o s t a j e d o u s t a l e n i a j e s z c z e j e d e n p u n k t s k a l i . 
N i e s p r e c y z o w a n y dokładnie w a r u n e k moż l iw ie n a j l e p s z e g o p o p r a w i e n i a 
regularności m o ż e m y zas tąp i ć p r o s t y m i n a t u r a l n y m w a r u n k i e m , a b y 
środek s k a l i m i a ł k o t ę r ó w n ą średnie j a r y t m e t y c z n e j k o t k o ń c ó w s k a l i . 
W r a c a j ą c do p o p r z e d n i e g o p r z y k ł a d u . gd\ c h c e m y przez r z u t o w a n i e 
p o p r a w i ć r e g u l a r n o ś ć s k a l i C' = 6tgx' d l a 0 0 <aj<60 0 , n a l e ż y — w m y ś l 
s f o r m u ł o w a n e g o w a r u n k u — ś r o d k o w i r o z p o r z ą d z a n e g o o d c i n k a , t o j e s t 

R y s . 30 
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p u n k t o w i o w s p ó ł r z ę d n e j 1 = 2 , 5 c m , p r z y p o r z ą d k o w a ć średnią w a r t o ś ć 
k o t y x=30°. W t e n s p o s ó b k o n s t r u k c j a s z u k a n e j s k a l i , a w i ę c t a k ż e 
p o s t a ć f u n k c j i (8), z o s t a n i e j e d n o z n a c z n i e u s t a l o n a . B y s u n e k 3 0 p r z e d ­
s t a w i a r o z w i ą z a n i e k o n s t r u k c y j n e p o s t a w i o n e g o z a g a d n i e n i a . W i d z i m y , 
że s k a l a u z y s k a n a n a r y s u n k u 3 0 j e s t b l i ższa s k a l i r e g u l a r n e j n iż o d p o -

tgfl? 
w i a d a j ą c a j e j s k a l a f = a n a r y s u n k u 2 9 . 

l+tgx 
E z u t o w e p r z e k s z t a ł c e n i e s k a l f u n k c y j n y c h w c e l u zb l i żen ia i c h d o 

regu larnośc i o d g r y w a w a ż n ą ro lę w nomografii, o k t ó r e j b ę d z i e m y m ó w i l i 
w o s o b n y m r o z d z i a l e . 

O m ó w i o n e t r z y t y p y s k a l f u n k c y j n y c h o b e j m u j ą p r z y p a d k i o n a j ­
w a ż n i e j s z y c h w ł a s n o ś c i a c h , a m i a n o w i c i e : 

1 ° s k a l e r e g u l a r n e — sta ły b ł ą d b e z w z g l ę d n y , ł a t w o ś ć k o n s t r u k c j i , 
ł a t w o ś ć o d c z y t u , 

2° s k a l e l o g a r y t m i c z n e — b ł ą d w z g l ę d n y w p r z y b l i ż e n i u s ta ły , p r z y ­
s t a w a n i e o d c i n k ó w s k a l i , m o ż n a j e stosoAvać t y l k o w p r z e d z i a ł a c h 
0 < a^.x^.b<oo, 

3° s k a l e r z u t o w e — ł a t w o ś ć k o n s t r u k c j i p r z e z r z u t o w a n i e s k a l i r e ­
g u l a r n e j , m o ż l i w o ś ć u w z g l ę d n i e n i a p r z e d z i a ł ó w n i e s k o ń c z o n y c h . 

P r ó c z o m ó w i o n y c h t y p ó w s p o t y k a l i ś m y się j u ż t a k ż e z i n n y m i t y ­
p a m i s k a l , n p . s k a l e f u n k c y j t r y g o n o m e t r y c z n y c h , p o t ę g o w y c h i t p . P r z e z 
r z u t o w a n i e m o ż n a j e z b l i ż y ć d o regu larnośc i . 

§ 7 4 . P a p i e r y f u n k c y j n e . W r ó ć m y d o o m a w i a n i a w y k r e s ó w f u n k c y j . 

N a r y s u j m y n p . w y k r e s f u n k c j i y= - x3/2 d l a 0 < a ; < 4 . M o ż n a w t y m c e l u 

o b l i c z y ć war toś c i f u n k c j i w d o s t a t e c z n i e g ę s t o p o ł o ż o n y c h p u n k t a c h , 
n p . d l a w a r t o ś c i x co 1 / 4 , i w o d p o w i e d -

, v r 7 > ' ' n i o o b r a n y m u k ł a d z i e w s p ó ł r z ę d n y c h 
u m i e ś c i ć p u n k t y o k o t a c h x,y z w i ą z a ­
n y c h p o d a n ą za leżnośc ią f u n k c y j n ą . P r z e z 
u m i e s z c z o n e p u n k t y n a p ł a s z c z y ź n i e p r o ­
w a d z i m y l inię ciągłą b ę d ą c ą p r z y b l i ż e ­
n i e m w ł a ś c i w e g o w y k r e s u ( r y s . 31 ) . G d y 
c h c e m y u z y s k a ć d o k ł a d n y w y k r e s , t a k 
b y m o ż n a b y ł o z a s t ą p i ć o b l i c z e n i a o d -
czytyA\aniem w a r t o ś c i f u n k c j i z w y k r e s u , 
m u s i m y d o k ł a d n i e i g ę s t o o b l i c z a ć A\rar-

Kv>. :n t o ś c i f u n k c j i . O w i e l e łatAviej j e s t n a r y ­
s o w a ć Avykres f u n k c j i y = — 0,739aj + 

+ 3 , 5 2 8 . T a f u n k c j a j e s t l i n i o w a i w y k r e s e m j e j j e s t h n i a p r o s t a . D o 
n a r y s o w a n i a Avykresu w y s t a r c z y w i ę c z n a l e ź ć doAyolne dAva p u n k t y 


