ROZDZIAL VIII
SKALE I PAPIERY FUNKCYJNE

§ 72. Uklady wspolrzednych. Stworzona przez Descartes’a geometria
wspolrzednyeh stala sie poteznym srodkiem prowadzgeym w wielu ga-
leziach wiedzy do nowych i waznych wynikéw. Ulatwila ona kontakt
matematyki z innymi naukami rozszerzajac ogromnie zakres jej zasto-
sowar.. Dzi§ z pewnoscig nie ma takiej dziedziny wiedzy, w ktoérej istniejace
zwigzki i zaleznosei pomiedzy réznymi wielkofciami nie bylyby przedsta-
wiane wykredlnie. Przez swg prostote, przejrzystosé i wystarczajacy na
ogol dla praktyki dokladnosé metody graficzne zyskaly sobie powszechne
obywatelstwo i do tego stopnia do nich przywyklismy, ze gdy méwimy :
zmienna ¥y jest funkejp zmiennej x, oléwek nasz niemal podfwiadomie
kredli na papierze krzywa w ukladzie wspolrzednych a,.

Metoda wspolrzednych polega na tym, ze kazdej wielkosei miano-
wanej @ o ustalonym wymiarze w sposoéb wzajemnie jednoznaczny!)
przyporzadkowujemy punkt prostej. Liczby rzeczywiste uwazamy za
wielkosei mianowane o wymiarze 1 i pomijamy ten wymiar przy ich zapi-
sie?). W tym celu obieramy na danej prostej I pewien punkt poczatkowy 0,
ustalamy zwrot dodatni i pewien odecinek jako. jednostke diugosci. Te
jednostke dlugodci bedziemy nazywali modulem. Prostyg I wraz z ustalonym
zwrotem, poczgtkiem O i modulem « bedziemy nazywali osiq liczbowa.
Wielkodei mianowanej @ przyporzadkujemy taki punkt P osi liczbowej,
ktory jest odlegly od poczgtku O o &é=ax, przy czym odleglo$é te liczymy
dodatnio, gdy punkt P lezy po tej stronie punktu 0, ktéra wskazuje do-
datni kierunek osi, i ujemnie, gdy punkt P lezy po przeciwnej stronie
punktu 0. Wielkogé & bedziemy nazywali wspdlrzedng punktu P i dawali

1) Wzajemna jednoznacznoié przyporzadkowania oznacza, Ze kazdej wielkosdei
o ustalonym wymiarze przyporzadkowujemy dokladnie jeden punkt prostej i kazdy
punkt prostej jest przyporzadkowany dokladnie jednej wielkosci o danym wymiarze.

?) Nie preeyzujemy tutaj pojecia wielko&ei mianowanej. Teorie wielkodei
mianowanych znalezé mozna w pracy: 8, Drobot, O analizie wymiarowej, Zasto-
sowania Matematyki IT, 1 (1954).
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jej wymiar dlugodei (mm, em). Wielkogé # bedziemy nazywali kotq punktu
P. Kota moze by¢ liczbg rzeczywistg lub tez mieé dowolny wymiar (np.
em-sek ™', volt itp.). Modulowi « nadajemy zawsze wymiar taki, by obie
strony réwnosei £=ax mialy wymiar zgodny. Na rysunku 15 pokazano na
osi liezbowej o module ¢=1 em punkty odpowiadajace kotom —2, 3/4,
2,47.

Dogodnie jest zawezasu zaznaczy¢ na osi kreskami punkty, ktérych
koty sa wielkodeiami wyréznionymi (np. calkowite wielokrotnosci 5 volt,
katy co 1°, wszystkie liczby calkowite Iub ulamki o mianowniku 10).
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Rys. 15 Rys. 16

Zbiér punktow wyréznionych na osi kreskami czy kotami i lezgeych
w réwnych odstepach nazywamy podzialkq. Podziatka ulatwia odnaj-
dywanie punktéw na osi i odezytywanie ich kot. Na rysunku 16 pokazano
dla przykladu podzialke o module =1 em i kreskach co 0,1, przy czym
koty sg wypisane tylko przy kreskach odpowiadajgeych liczbom catkowi-
tym. Dla latwiejszej orientacji punkty o kotach bedacyech wielokrotnos-
ciami ulamka 1/2 wyrézniono dluzszg kreskg. Z pomoca takiej podzialki
mozemy np. latwo odnalezé¢ na osi punkt P, odpowiadajacy liczbie
2y —=—0,79 i dla punktu P, odezytaé¢ kote wx,=1,54. Podzialki o module
a=1 cm z kreskami co 0,1 spotykamy
zwykle na tzw. linijkach. Tréjgraniasta
linijka techniezna zaopatrzona jest w 6
podzialek o réznych modulach. Przy
czestym poslugiwaniu sie podzialkami
o réznych modulach wygodnie jest spo-
rzedzié uniwersalng podzialke przedsta-
wiong na rysunku 17. Konstrukeja jej
polega na centralnym rzutowaniu po-
dzialki wykonanej przy ustalonym mo-
dule (np. na rysunku 17 jest to po-
dzialka o module « =4 cm) na proste Rys. 17

réwnolegle.

Majac do dyspozyeji dokladnie wykonang podzialke potrafimy bez
wiekszej trudnodei umiedei¢ na niej punkt z bledem wspdlrzednej nie
przekraczajaeym 0,2 mm. Podobnie z taka samg dokladnodcig mozemy
odezytadé wspolrzedng narysowanego punktu. Bledowi 4& wspélrzednej &

4 0,2 mm
odpowiada blad Az =-- ;— -’—a koty @. Widzimy wige, ze zwieksza-

|
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jac odpowiednio modul ¢ mozemy dowolnie zmniejszy¢ bledy kot wyni-
kajace z niedokladnego odezytywania podzialki lub niedokladnego od-
najdywania na niej punktow.

Podobnie jak wielkodciom mianowanym przyporzadkowalismy punkty
prostej, mozemy parom wielkodei mianowanych przyporzadkowaé punkty
plaszezyzny. Obieramy w tym celu tzw. prostokatny wklad wspolrzednyeh,
tj. dwie prostopadle osie liczbowe o wspélnym poezgtku O zwanym poeczql-
kiem willadw wspolrzednyeh. Jedng z osi rysujemy zwykle poziomo i nazy-
wamy osiq odeigtych; drugg pionowa nazywamy osiq rzednych. Parze
wielkosei (a,y) przyporzadkowujemy punkt P, ktorego prostopadle rzuty
na o$ rzednych i o odeietych odpowiadaja na tych osiach wielkogeiom
i y. Wymiar wielkosei 2 moze bydé inny niz wymiar wielkogei y. Jezeli a jest
modulem osi rzednych, 2 f modulem osi odcietych, to prostopadle rzuty
punktu P na osie odeinajg na nich odeinki o dlugosciach &=awx, n=/_py.
Wielkodei & » majace wymiar dlugodei bedziemy nazywali wspolrzednymi
punktu P, a @, y kotami punktu P. Modulom « i f przypisujemy takie
wymiary, aby wielkogei & i ax oraz 5 i fy mialy zgodne wymiary.

Czesto wygodniej jest zrezygnowaé¢ z warunku prostopadlogei osi
ukladu., Mamy wtedy do czynienia z tzw. wkosnokatnym ukladem wspot-
rz¢dnych. Wspolrzednymi punktu w ukladzie ukognokgtnym sg — podob-
nie jak w ukladzie prostokgtnym — wspilrzedne rzutéow punktu na osie,
z tg tylko roznicg, ze zamiast prostopadle punkt rzutuje si¢ na kazdg
z osi rownolegle do osi drugie;j.

Odwzorujmy na plaszezyznie wszystkie pary kot (x,y) spelniajaeych
relacje y=f(x). Zaleznosci y=f(x) wigzacej koty odpowiada zaleznosé
n=pf(&|a) miedzy wspllrzednymi. Uzyskamy w ten sposob wykres funkeji
f(x). Jezeli funkcja f(x) jest ciggla, jej wykres przedstawia krzywa ciggly.
Na przykiad na rysunku 18 widzimy wykres funkcji y=logz narysowany
Ay przy modulach ¢=0,6 em i f=2,56 em
! dla odeietyeh z przedzialu 1<z <<10.
Uzyskany wykres pozwala zoriento-
wac sie w przebiegu funkeji y=loga,
a takze w pewnym stopniu moze
zastgpi¢ tablice logarytmiczne, gdyz
mozemy z wykresu odezytaé dla
danego @ przyblizong wartodé loga.

Rys. 18 W tym celu nalezy w punkeie o kocie

x na osi odeietych wystawié réwno-

legla do osi rzednych i punkt przeciecia tej prostej z wykresem funkeji
rzutowaé prostopadle na of rzednych. Uzyskany w ten spos6b punkt
na osi rzednych ma kote y réwng szukanej wartosei y=loga. Przeprowa-
dzajac opisang konstrukeje w odwrotnym kierunku, tj. wychodzge z punktu

0,5
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o kocie i na osi rzednych, mozemy znaleZé na osi odeietych punkt o kocie
x spelniajacej réwnanie logw=y. Dla ulatwienia postepowania mozemy
zawezasu narysowaé¢ na wykresie dwie rodziny prostyeh prostopadlych
do osi ukladu wspoélrzednych i przechodzacyech przez punkty podzialek
narysowanych na osiach. Uzyskujemy w ten sposéb tzw. papier mili-
metrowy. W handlu pod tg nazwg spotykamy papier, w ktorym odstepy
miedzy sgsiednimi liniami réwnoleglymi sg 1 mm; bedziemy jednak
uzywali tej nazwy dla kazdego papiernu z dwiema prostopadlymi rodzi-
nami prostych réwnoleglych, jezeli tylko w kazdej z rodzin odstepy
miedzy sgsiednimi liniami sg stale. Uzyeie papieru milimetrowego unlatwia
rysowanie i korzystanie z wykresu.

Stosujac postegpowanie opisane ne przykladzie funkeji f(x)=logx mo-
zemy otrzymad z wykresu tylko przyblizone wartodei funkeji. Blad Ae= %
koty @« na osi odcietych pocigga za sobg blad koty y na osi rzednych Ay=
=|f"(x,)| Az, gdzie x— Arx<w,<w-+Adr. Ponadto dochodzy jeszcze nieu-
niknione bledy wykonania wykresu, bledy wynikajgce z konstrukeji
geometrycznej prostopadlego rzutowania i wyznaczania punktu prze-
ciecia z linig wykresu oraz blad odezytywania koty y. Uzycie papieru
milimetrowego zmniejsza znacznie bledy rzutowania, zas dokladne wy-
kreglenie krzywej mozliwie cienkg linig zwieksza dokladnosé wyznacze-
nia punktu na krzywej.

§73. Skale funkeyjne. Wyobrazmy sobie teraz, ze podobnie jak po-
stepowalismy z pojedynczym punktem na osi odcietych 2, wyznaczajge na
podstawie wykresu wartodé funkeji f(x)= logx, postapimy teraz z wszyst-
kimi punktami podzialki zmiennej x. Wszystkie punkty podzialkina osi od-
cietych zrzutujemy réwnolegle do osi va
rzednyeh na wykres funkejii uzyskane 1 {w
w ten spos6b punkty na krzywej zrzu-  {
tujemy réownolegle do osi odecigtych ==
na of rzednych. Uzyskanym na osi ‘-—7/
rzednych obrazom punktow podzialki -’7

I

z osi odcietych przyporzadkujemy
ich dawne koty @« (rys. 19). W ten I T A S T Y VAR A [T
spos6b na osi rzednych procz pier- Rys. 19

wotnej podzialki zmiennej y otrzy-

malismy tak zwang skale logarytmiczng zmiennej x. Na skali tej punkt
o kocie @ ma wspélrzedng = f loge, gdzie f — jak poprzednio — jest
modulem na osi rzednych. Réwnanie

n=p logw
zwane réwnaniem skali logarytmicznej podaje zwigzek miedzy kotami
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i wspélrzednymi punktéw skali logarytmicznej. Réwnanie to wyznacza
calkowicie skale logarytmiczng i pozwala jg skonstruowaé na dowolnej
osi (np. na osi & o module ) niezaleznie od wykresu funkeji y=logw
i konstrukeji rzutowania. Dla kazdej wartodei koty # mozemy na podsta-
wie réwnania &=a loga obliczyé wspoélrzedng & i wyznaczy¢ na osi punkt
odpowiadajacy danej kocie. Oczywiscie musimy sie ograniczy¢ tylko do
pewnego przedzialu argumentéow . Na przyklad na rysunkun 19 poka-
zana jest konstrukeja skali logarytmicznej o module 2,6 em dla zmien-
nej x z przedzialu 1<z<{10. Rysunek 20 przedstawia skal¢ o réwna-
niu £=12,6 em-logz dla 1<o<2,5.

Analogicznie, jak konstruowaliSmy skale logarytmiczng, mozemy
sporzadzi¢ skale innej funkeji f(xz). W tym celu kotom x z interesu-

/ L5 &0 25 X 45" 50% =15% 0" 45" 307 0 &k

Rys. 20 Rys. 21

jacego nas przedzialu e<x<<b przyporzadkujemy takie punkty osi, kté-
rych wspéhrzedne & spelniajg réwnanie
(1) f=af(x), a<a<b,

gdzie a jest dowolnie obranym modulem.

Rownanie skali (1) wraz z podanym przedzialem zmiennej niezalez-
nej okredla jednoznacznie skale. Na przyklad rysunek 21 przedstawia
skale funkeyjng o réwnaniu &=2em-tge dla —45°<az<4 45° Innym
jeszeze przykladem skali funkeyjnej jest dowolna podziatka, np. przed-
stawiona na rysunku 16 podzialka o réwnaniu £=1em-2 dla —2<<a<3.
Jest to skala funkeji f(z)=e.

Przy wprowadzeniu skal funkeyjnych musimy zastrzee, ze nie dla
kazdej funkeji i nie dla kazdego przedzialu mozna bedzie skonstruowaé
skale. Na przyklad nie mozemy narysowaé skali funkeji f(z)=tge dla
0°<e<90°. Funkecja tga jest w tym przedziale nieograniczona i, jakkol-
wiek maly przyjeliby§my modul a, skala musialaby byé¢ nieskonczenie
diuga. Na inne trudnogci natrafimy chege narysowadé skale funkeji f(z)=
=wx-8ine w przedziale 0<<x< 2x. Funkecja ta jest ograniczona, ale kazda
wartosé posrednia miedzy minimum a maksimum przybiera w tym prze-
dziale dwukrotnie. Oznacza to, ze poza skrajnymi punktami skali kazdy
jej punkt mialby dwie rézne koty. Dla uniknie¢cia tych trudnosci bedziemy
dalej zakladali, ze w przedziale [a,b] funkecja f(x) jest ograniczona i mo-
notoniczna.

Skale funkcyjne sg podstawowym narzedziem wiekszosei metod ra-
chunku graficznego. Najprostszym i bezposrednim ich zastosowaniem
jest obliczanie wartosci funkeji f(x) w danym punkecie x, i zadanie od-
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wrotne, polegajace na znalezieniu wartosci argumentu x,, gdy dana jest
wartodé funkeji f(z,). W tym celu najwygodniej jest razem ze skala
E=af () umiesci¢ po drugiej stronie osi skale wartogei funkeji, tj. podziatke
E=ay. Tak jest narysowana skala logarytmiczna na osi rzednych na ry-
sunku 19. Jest to szezegbélny przypadek tak zwanej skali podwdjnej. Je-
zeli @ i y s kotami tego samego punktu P skali podwéjnej o rownaniach
E=af(x) i &=ay, to zachodzi ré6wnosé y=j(x), ezyli koty podzialki &=ay
sg wartosciami funkeji f(x) dla argumentu réwnego kotom skali funkeyj-
nej é=af(x). Na przyklad na rysunku 22 pokazana jest podwéjna skala

funkeji .
l

T=F(g)=2xn ]/ =

g

dla 950 em /sek’< g<<1000 cm/sek® i ;=100 em. Po jednej stronie osi
mamy skale o réwnaniu

100 em

?

=100 cm /sek-2x l/
po drugiej stronie podzialke
£=100 em [sek 7.

Podwdjna skala na rysunku 22 pozwala dla dowolnej wartosei przyspie-
szenia ziemskiego ¢ z danego przedzialu [950 em/sek®, 1000 cm /sek?]

T 198 199 200 a0 a0 203 204 sek
L 1 1 1 1 L L 1 L 1 i il | ™
g 1000 990 a0 970 960 o0 m.sek "
Rys. 22

znalezé okres wahan wahadla o dlugodei ;=100 em lub na odwrét —
dla dowolnej wartosci okresu 7' znalezé wielkosé przyspieszenia ziemskiego
g, przy ktéorym wahadlo o dlugosci [,=100 em ma okres wahan 7.
Ogdlnie skalq podwdjng nazwiemy dwie skale funkeyjne o réwnaniach
E=af(w) i £=f¢g(y) umieszczone po dwu stronach tej samej osi. Jezeli
@ iy sg kotami tego samego punktu P skali podwdjnej, to zachodzi row-

¢
i af (@) =g (y).
SporzadZzmy dla przykladu skale podwdjng rozpatrytvanej juz funkeji

/100 em
T=f(9)=2n —', g s

gdzie 950 em/sek®<¢g<1000 em/sek® i funkeji

l
T—h(l)=2 ]/7__
e 981 em [sek* ’
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gdzie przedzial | dobieramy tak, by funkeja h(l) zmieniala si¢ w tych
samych granicach co f(g).

Przy pomocy podwdjnej skali przedstawionej na rysunku 23 mo-
zemy, bezposrednio odezytujge kote odpowiedniego punktu, odpowie-
dzie¢ na nastepujace pytania:

a) Jaka dlugosé I musi mie¢ wahadlo, aby przy przyspieszeniu ziem-
skim g,=981 em /sek® mialo ten sam okres co wahadlo o dtugosei 7,=100 em

| 9% G 100 1 102 105 cin

1 ’ 1 ll 1 ' 1 ' 1 II 1 1 ; 1 L el
o 1000 490 950 970 960 w0 cm. sek *
o

Rys. 23

przy danym przyspieszenin ziemskim ¢? (Np. dla g=990 em/sek® odezy-
tujemy ze skali 1=99,1 em).

b) Jakie musi byé przyépieszenie ziemskie g, by wahadlo o dlugosei
l,=100 em mialo ten sam okres wahan co wahadlo o danej dlugodci [
przy przy$pieszeniu ziemskim ¢,=981 cm/sek® (Np. dla [=102,5 em od-
czytujerhy ze skali ¢=957 em [sek?).

Narysujmy teraz dwie skale &=af(z) i n=fg(x) na brzegach dwu
paskow papieru, tak by mozna je bylo skladaé¢ ze sobg uzyskujac w ten
spos6b skale podwdjng. Nalezy w tym celu przylozyé obie skale do siebie
tak, by si¢ pokrywaly ich poezgtki, to jest punkty, od ktérych liczymy
wspolrzedne &1 5, a zwroty obu skal byly zgodne. Na przyklad na rysunku

x5

1 2 3 f 5 f‘ﬂ o0 : Jll')l , .I'n‘tl')
1 > S T RS A

Rys. 24

24 widzimy skale podwdjng uzyskang z przylozenia do siebie dwu skal
o réwnaniach
£=2,b em-loge dla 1<2<100,
7 =>5 em-logy dla, 1<y<10. _
Koty @ i y odpowiadajacych sobie punktéw obu skal spelniaja réwnosé
2,5 em-loge=>5 em-logy,
to jest po uproszezeniu przez 2.5 em
loge=2 logy,
czyli
e=y* b y=ya.
Kladge np. y=4,0 mozemy odezytaé na skali z=»*~20. Podobnie
dla =10 odezytujemy y=) x~3,2.
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Przesunimy teraz gérng skale, tak by jej poczatek, tj. punkt o kocie 1
pokryl sie z punktem skali dolnej o kocie y, i wspélrzednej u,=fg(y,)-
Na rysunku 25 narysowane sg skale z rysunku 24, przy czym poczatek
skali gérnej przesunieto do punktu o kocie y,=1,7 na skali dolnej. W ta-
kim polozenin wspolrzedne & i 5 pokrywajacych si¢ punktéw obu skal
spelniaja réwnodé 7=+ & Odpowiadajace tym punktom koty = i y
spelniaja réwnosé

(2) By (y)=Fg(y)+af(w).
W naszym przypadku mamy
b em-logy=>5 em-logy,+ 2,6 em-loga,
czyli
1

logy=1logy,+ - -logx
i po przeksztalceniu
Y’
Yo

Dla oznaczonych na rysunku wartodei y,=1,7, =6 odezytujemy

Y= yU]/E IRTah - r—

: y=1,Ty6~4,2.

Rownanie (2) wyrazajaee zwigzek miedzy kotami przesunietych skal
jest podstawg teorii suwaka logarytmicznego, ktéremu poswiecimy nastepny
rozdzial,

Rozpatrzmy skale funkeyjng o réwnaniu é=af(x). Nawet whedy,
gdy jest ona bardzo precyzyjnie wykonana, nie mozemy na niej umiesecié
dokladnie punktu o danej kocie ani
tez dokladnie odezytad koty zaznaczo- T
nego punktu. Istnieje pewna granicz- —7 f ;‘"0 _.3‘03 ;‘:;a -
na wielkosé o, zwigzana z fizjologig |y "'—“—7?—":
ludzkiego wzroku, taka ze nie potra-
fimy juz odréznié punktow odleglych
0 mniej niz 4. Ponadto blad odezytu czy lokalizacji punktu powiekszaja
jeszeze niedokladnosei wykonania skali, a takze bledy przeprowadzanej
na oko interpolacji, w przypadkn gdy punkt nie pokrywa si¢ z zadng
z kresek skali.

Przyjmijmy, ze potrafimy umiedeci¢ punkt na skali lub odezytaé jego
polozenie z bledem wspéhrzednej nie przekraczajgeym wielkosei A&,
Ziwykle mozna przyjaé A5=0,50 mm; przy starannym wykonaniun skali
i pewnej wprawie w poslugiwaniu si¢ nig mozna obnizyé te wielkosé
do 0,2 mm, a nawet do 0,1 mm (suwak logarytmiczny). Przyjmijmy -

Rys. 25

Metody numeryezne i graficzne — 21
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r6wniez, ze w rozpatrywanym przedziale [a,b] funkeja f(x) jest ciggla
i rézniczkowalna wewngtrz tego przedzialu. Bledowi A& wspélrzednej &
odpowiada wtedy blad Az koty x zwigzany z poprzednim réwnoseig

Aé=alf' (x,)| Az, gdzie a—Av<wz, <-4 Az,

z ktorej otrzymujemy

a4¢

3 r=— .

= alf (@)

Z wzoru (3) widzimy, Ze w przeciwienstwie do bledu wspoélrzednej A&,
ktéry nie zalezy od polozenia punktu na skali, blad 4z koty @ jest na og6l
zalezny od x. Jedynie w przypadku funkeji liniowej f(2)= ke-+m mamy
f'(z)=Fk i blad koty Ax jest staly na calej skali. W tym przypadku skala
funkeyjna jest podzialkg o module ke i poczatku przesunietym do punktu
o wspoélrzednej am.

Skala funkeji liniowej f(z)=kx-m zwana skalq regularng ma wiec
dwie bardzo wazne w zastosowaniach praktycznych wlasnodei:

a) Blad bezwzgledny Az odezytu koty jest staly na calej dlugosci
skali regularnej.

b) Skala regularna jest podziatkg, tj. odstepy miedzy sgsiednimi
kreskami tej skali s3 réwne. Ulatwia to bardzo konstrukeje i postugiwa-
nie sie skalg (latwosé interpolacji).

Skale regularng wyznaczajg calkowicie dowolne dwa jej punkty.
Jezeli kocie @, odpowiada punkt P, o wspoélrzednej &, a kocie @, —
punkt P, o wspéhrzednej &,, to skala liniowa ma réwnanie

= .é_:‘?__é (x—ay) 4§,
&Ly — Iy

&— &

a zatem szukana skala jest podzialkg o module a= i poezatku

Ly 1

w punkecie o wspolrzednej &,=§& — ax,. Konstrukeyjnie najlatwiej uzyskadé
skale liniowg korzystajae z uniwersalnej podzialki (rys.17) lub przez
rzutowanie centralne dowolnej podzialki z prostej réwnoleglej do danej
tak, by punkty podzialki o kotach @, , @, przeszly przy rzutowaniu w punkty
PPy

Obok najprostszej skali regularnej ogromng role odgrywa w metodach
graficznych skala logarytmiczna. Poniewaz logarytmy o réznych zasa-
dach réznig sie tylko stalym ezynnikiem, mozemy wiec zajaé sie tylko
skalg logarytmu dziesietnego y=Iloga. Skale logarytméw o innych za-
sadach uzyskamy zmieniajge odpowiednio modul.
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Ze wzoru (3) otrzymujemy dla skali logarytmicznej

4é wo A&

alf (@) ol ’

gdzie M =loge~0,4343. Mamy stad

Ax A& ’ Ax Az
= oraz |—— —

Ax|zy— 2
: 3 B
X, all | = &,

(Az)*

By S o (x— Ax)

Blad wzgledny Az/x koty x na skali logarytmicznej jest wiee w przy-
blizeniu wielkodcig stalq.

Druga wazna wilasnodé skali logarytmiczne] &=« loge wynika ze
wzoru log (10*2) =k loga. Jedli narysujemy skale é=aloga dla podsta-
wowego przedzialu 1<<e<<10 (0<<é<a), to nastepny przedzial 10<a<100
(a<E<2a) uzyskamy bardzo latwo, przesuwajac narysowang czesé skali
0 odcinek a« w dodatnim kierunku osi, przy czym koty punktéw skali
nalezy dziesieciokrotnie zwigkszyé. Podobnie przesuwajae podstawowy
odeinek skali (1<2#<C10) o odcinek a w strone przeciwng i zmniejszajge
dziesieciokrotnie koty punktéw uzyskamy skale logarytmiczng w prze-
dziale 0,1<<w<C1. Tak wiec kazdy odcinek skali logarytmicznej &é=a loga
dla 10*<2<10¥*!, gdzie k jest dowolng liczba calkowity, przystaje do
podstawowego przedzialu 1<w<10 skali logarytmicznej. Powyzsza wlas-
nosé sprowadza zagadnienie konstrukeji skali logarytmicznej do konstrukeji
jej podstawowego przedzialu. Aby unikngé Zmudnego w praktyce wyzna-
czania skali logarytmicznej za pomoca odezytanych z tablic wartosei
logarytmoéw, mozemy skopiowaé skale logarytmiezng z suwaka lub z pa-
pieru logarytmicznego, o ktérym bedziemy mowili w paragrafie nastep-
nym. Majge skale logarytmiczng o pewnym module « (np. skale o module
a=25 cm na suwaku) mozemy latwo uzyskaé skale logarytmiczng o mo-
dule innym przez centralne rzutowanie na prostg réwnolegla. Gdy postu-
gujemy si¢ czesto skalami logarytmicznymi o réznych modulach, warto
jest sporzadzi¢ uniwersalng skale logarytmiczng, analogiczng do uniwer-
salnej podzialki pokazanej na rysunku 17.

Skale logarytmiczng podobnie jak skale regularng wyznaczaja do-
wolne dwa jej punkty. Jezeli punktowi o kocie @, odpowiada na osi wspol-
rzedna &, (liczona od dowolnego punktu), a punktowi o kocie x, — wspol-
rzedna &, to modul skali obliczymy ze wzoru

&— &
Q= ——
logw, — log®,
a poczgtek skali bedzie si¢ znajdowal w punkeie o wspéhzednej &,=& —
—aloga,= & — alogw,. Przy graficznej konstrukeji skali logarytmicznej

21
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na podstawie danych dwu jej punkt6w nie musimy nawet oblicza¢ mo-
dulu ani wyznaczaé poczatku skali. Niech np. korice odcinka o dlugosei
3,5 em maja koty 2 i 6. Nalezy uzupelni¢ skalg¢ logarytmiczng wewngatrz
tego odecinka. Rysunek 26 pokazuje graficzne rozwigzanie tego zada-
nia przy uzyeciu fragmentu skali loga-
rytmicznej o module a=12,5 em sko-
piowanej z suwaka.

Zajmiemy si¢ obecnie skalg tak
zwanej funkeji homograficenej

; 3 X ar-4b
: 5 ED) y=f@)=——,
Rys. 26 i ce+d

8928 ad—be#0.

Skale funkeji (4) nazywamy skalq rzutowaq, gdyz — jak wykazemy —
mozna jg skonstruowaé przez rzutowanie podzialki.

Niech na osi & (rys.27) dana bedzie skala funkeji (4) o rownaniu
&= af(x). Obierzmy na niej dowolny punkt o kocie z, (na rys. 27 z,=3)
spelniajacej warunek cr,+d=0 (w przeciwnym razie bylby to bowiem
punkt w nieskoriczonodci). Przez punkt ten prowadzimy dowolnie inng
0§ 7 i rysujemy na niej podzialke o réwnaniu 5 =pgz, takq by punkt prze-
ciecia osi mial na podzialee i skali
rzutowej te sama kote z,. Udowod-
nimy, ze skale rzutowg §&=af(w)
mozna uzyskaé przez centralne rzu-
towanie podzialki n=_fz, gdy wyka-
zemy, ze wszystkie proste lgczace
punkty o jednakowych kotach na po-
dzialce i skali przecinajg si¢ w jed-
nym punkcie. W tym celu przyjmij- 2
my osie & =& — & in=n— 1y, (gdzie Rys. 27
no=Pxy 1 &=af(x,)) jako osie ukos-
nokgtnego ukladu wspoélrzednych. Prosta lgczgea punkt o koeie @ na skali
rzutowej z punktem o tej samej kocie na podzialce ma w obranym ukla-
dzie wspohrzednych réwnanie odcinkowel)

& 7 ok
af @) —af(@y) | Po—pu;

1) W ukoénokatnym ukladzie wspélrzédnyeh, tak jak w prostokatnym, kazda
prosta ma réwnanie liniowe; kazde réwnanie liniowe jest réwnaniem jakiej§ prostej.
Poniewaz, jak latwo sprawdzié, wspélrzedne punktéw (a-+ f(w) — af(w,),0) i (0,pz—
— pay) spelniaja réwnanie liniowe (5), wige jest ono réwnaniem prostej przechodza-
cej przez te punkty.

)

1=0,
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czyli, po podstawieniu funkeji f(z) ze wzoru (4), réwnanie
3 7
G R S Tl e T e o 5]
( ar+b  awx,}+b ) B (x— a,)
d (= :

ca - d cxy+d

Podstawiajac do tego réwnania dowolne dwie wartosei kot @, i , rézne
od x, dostajemy dwa réwnania

Trey

o AL S
( ar,+b  ax,+ b) B (a2, —a,)
u

cr,+d cry+d

2

& ; 7
x =2 HIs
( ar,+b  axy+ b) B (@, —a,)
(43 —=
ey d cry+d

L=

Gdy ¢+#0, uklad (6) ma dokladnie jedno rozwigzanie

= _ a(ad—be) . —f(exy+d)
(7) =, p=— -

¢(cx, -+ d) ¢
Sa to wspolrzedne punktu S przecieeia prostych laczaceych punkty o jed-
nakowych kotach x, oraz &, na skali rzutowej i podzialce. Uzyskane roz-
wigzania (7) nie zalezg od @, i w,, wiec wszystkie proste (5), laczace punkty
0 jednakowych kotach na skali rzutowej i podzialce, przechodzy przez
punkt S. Skala rzutowa £=a 2—;——:— : jest wiee rzutem z punktu S podzialki
n=px. Srodek rzutowania § mozna wyznaczy¢ z przeciecia dowolnych
dwdéch prostyeh lgezgeych pary punktow o tej samej kocie na skali i po-
dzialce.

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, gdy e¢=0. Wtedy funkcja
homograficzna (4) sprowadza sie do liniowej i skala rzutowa do skali
regularnej. Uklad (6) ma wtedy tylko nieskonczone rozwigzania i zgodnie
z twierdzeniem Talesa proste lgezgee punkty o jednakowych kotach
na obu skalach sg réwnolegle. 'W tym przypadku uzyskujemy wiec rzuto-
wanie rownolegle (srodek rzutowania 8 jest punktem w nieskonczonosei).

Na odwrét mozna wykazaé, ze kazde rzutowanie podzialki daje
skale funkeji postaci (4). Gdy srodek rzatowania S jest w nieskonczonoscis
Inb gdy prosta, na ktérg rzutujemy, jest rownolegla do podzialki, otrzy-
mujemy skale regularng, ktora jest szezegélnym przypadkiem skali
rzutowe;j.
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7 przeprowadzonego dowodu wynika, ze do wyznaczenia skali rzu-
towej wystarcza znaé¢ dowolne jej trzy punkty'). Przez jeden z nich prowa-
dzimy dowolng prostg i na niej rysujemy podzialke tak, by punkt prze-
cigcia mial na podzialce te samg kote co na skali. Lgezge liniami prostymi
pozostate dwa dane punkty skali z odpowiadajgeymi im punktami o tych
samych kotach na podzialce, znajdujemy w punkcie przeciecia tych pros-
tych §rodek S, z ktorego nalezy rzutowaé podzialke, aby uzupelié skale
rzutowg. Z dowodu poprzedniego twierdzenia wynika takze jednoznacz-
nosé takiej konstrukeji. Istnieje jedna i tylko jedna skala rzutowa, ktéra
w danych trzech punktach ma dane koty, wiee przy konstrukeji skali
rzutowej kazda prosta przechodzgea przez jeden z trzech danych punktow
i dowolna podzialka na tej prostej, byleby tylko punkt przecig¢cia mial
te samg kote na podzialece i na skali, prowadzi do tego samego wyniku.

1
+1, W tym celu

@
Narysujmy dla przykladu skal¢ rzutowg &=1 cm:

obliczmy wspoélrzedne dowolnych trzech punktéw skali. Dla #=—1, 0, 2
: mamy odpowiednio &= 0 em, —1 cm,
3 em. Rysujge dowolng prostg i obie-
rajac na niej dowolny punkt poczat-
kowy i zwrot, odnajdujemy na pros-
tej obrane trzy punkty. Przez jeden
z tych punktéw, np. przez punkt
0 kocie —1 prowadzimy prosty i na
niej rysujemy podzialke o dowolnym
module np. f=0,75 em. Srodek rzu-
towania S znajdujemy jako punkt
przeciecia prostyeh lacezaeyeh punkty
o kotach 01 2 na skali i podzialce.
Rzutujge nastepnie podzialtke z punk-
tu S uzupeliamy skale (rys. 28).
Rys. 28 Zwroémy uwage na to, ze na

rysunku 28 uzyskaliSmy w wyniku

konstrukeji skali rzutowej punkt o kocie oo. Jest to punkt przecigcia

1) Mogloby sie zdawad, Ze do wyznaczenia skali rzutowej trzeba czterech punk
téw, bo funkeja (4) zawiera ecztery nieznane paramefry @, b, ¢, d. Tak jednak nie
jest, gdyz do wyznaczenia funkeji (4) wystarezy znaé tylko stosunki pomigdzy tymi
parametrami. Przez podzielenie licznika i mianownika w wyrazeniu (4) np. przez a
(gdy a#0) mozna funkeje f(z) sprowadzié do postaci

@+ b’
o’w+d’

(@)=

gdzie wystepujg jui tylko trzy parametry,
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z osig & prostej réwnoleglej do podzialki i przechodzgcej przez srodek
rzutowania S. Z réwnania skali rzutowej mamy

3.5 3 ar-+b a
E,=limé=lima =a— (dla e3£0).
T —r 00 & —co (.‘.T—[—fl ©

Skala rzutowa, w odréznieniu od skal dotychezas omawianych, przy
¢#0 przyporzadkowuje kocie x=oo punkt o skonczonej wspoélrzednej

a
&= a . Widzimy natomiast na rysunku 28, ze polaczenie punktu podzialki
¢

o kocie 1 ze grodkiem rzutowania S daje prostg rownolegly do skali rzu-

towej. Punkt o kocie 1 jest wiec punktem niewlasciwym rozwazanej skali
ar-b

rzutowej. Istotnie funkeja f(z)= --—--:“;d (ad— be=~0) ma punkt niecigglodei
o -

dla = —d/e i obie jednostronne granice sg w tym punkeie nieskonczone.

Punktowi o kocie #= —d/e¢ nie odpowiada wiec na skali rzutowej zaden

punkt o skoiiczonej wspélrzednej &.

Na skali rzutowej blad Az koty 2 spowodowany bledem A& pr()l—
rzednej & jest réwny na moecy wzorn (3)

A& A& A& (e, —l—d}
¥ 9= - = —_—— — "—-.il <1, ? A.‘, .
(Bgle a|f'(@y)] . {ad — be| ~a|ad— be| (&= RS S O
R
(exy+- d)”

Widzimy, ze dla e¢5:0 zar6wno blad bezwzgledny Aw, jak i blad wzgled-
ny Az/r zmieniaja si¢ wraz ze zmiang wartosei koty x. Blad Az
dazy do zera, gdy x, dazy do —d/e (a wiec gdy punkt na skali oddala
sie do polozonego w nieskornczonosei punktu o kocie —d/e). Gdy x, dazy
do oo, punkty skali zageszczajg sie wokél punktu o wspélrzednej &= a(a/e)
i blad Ax roénie nieograniczenie.

W przypadku gdy ¢=0, blad bezwzgledny Az jest staly, gdyz wtedy
— jak juz widzieli§my — skala rzutowa redukuje si¢ do skali regular-

P (a b)

nej é=a dm+ al
Innym przypadkiem szezegélnym skali rzutowej jest skala funkeji
f(@)=1 [z nazywana skalq odwrotno$ci. Rysujemy jg opisang metodg kon-

strukeji skal rzutowych przyjmujae zwykle punkty o kotach =0, 1, co.
Podobnie jak skale rzutowg konstruujemy skale ogoélniejszej funkeji

_ap(@)tb ;
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Otrzymujemy ja przez rzutowanie skali funkeji @(z). Dla przykladu
narysujemy skale funkeji

sina tgx
(9) fl@)= = ,  0°<a<60°,
Ccos& - sinw 14 tgx

przez rzutowanie skali funkeji ¢ (v)=tge. Skala funkeji f(z) w podanym
przedziale ma mieé¢ dlugosé 5 em (r-s. 29).
Z warunku na dlugosé¢ skali znajdujemy jej modul

h em D em 7.89
- = o cm.
4= 7605 —f(0°) 0638 ¢

Do uzyskania szukanej skali trzeba précz znanych koneéw skali
mieé¢ jeszeze dowolny jej punkt
wewnetrzny. Na przyklad dla
r=45° mamy f(2)=05b i &~
~7,89 em+0,5~3,94 em. Na od-
cinku o dlugodei 5 em (na rys.
29 odeinek poziomy) mozemy
teraz zaznaczyé trzy punkty
szukanej skali. Sg to konee od-
cinka, ktore oznaczymy skraj-
nymi wartosciami kot @ = 0°
i =607 oraz punkt o obliczonej
kocie x =45 1 wspélrzednej
£ =394 em (wspolrzedng od-
mierzamy od punktu @ = 0°,
ktory jest poczatkiem skali).
Nastepnie przez poezgtek skali
Rys. 29 prowadzimy prosta ukofng, na
ktérej rysujemy skale pomoc-
niczg o rownaniu §'=3,756 em-tga’; kierunek i modul tej skali obraliSmy
zupelnie dowolnie. Lgczymy prostymi punkty obu skal o tych samych
kotach 45° i 60°. Punkt przecigcia tych prostych jest Srodkiem rzuto-
wania 8. Rzutujge z punktu S skale pomocniczg uzupelniamy szukang
skale funkeji (9).
Na rysunku 29 obok skali pomocniczej &' =g tga’ (f=3,75 em) na-
rysowalismy takze podzialke #»'=py’. Rzutujge te podzialke z tego sa-
tgxe

=17,89
L iteo (a=17,89 em)

mego Srodka § uzyskujemy obok szukanej skali £=a
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Y - ¥ . -
skale rzutowy 7=a 1 '{_ . UzyskaliSmy w ten spos6b skale podwojng

3 tgx Y
s=a— - n=

: a—
14 tgx 1+y
powstalg przez rzutowanie z punktu 8 podwdijnej skali pomocniczej

F=ptga’, =By

Na obu podwéjnych skalach koty x i y tych samyeh punktow spelniaja
rownosé y=tgx. Obie podwdijne skale mogg wiee stuzyé do odezytu kata
x, gdy znany jest jego tangens y, lub — na odwrét — odezytu tangensa y,

> &

gdy znany jest kat . Obie skale &'=pf tga' i §=a ——— nie sg regularne,
: 14-tga
wige odezytana wartosé kata @ bedzie obarezona bledem Az réznym w réz-

nych miejscach skali. Z rysunku 29 widaé¢ jednak wyraznie, ze skala

NEa e . L :
E:ul ‘”1— jest bardziej zblizona do regularnej niz skala pomoenicza.
+tgx

Widzimy wiee, ze rzutowanie skali moze poprawié jej regularnosé.
Mozna si¢ zapytaé, jaka funkeje postaci (8) najlepiej jest obraé, by
uzyskana skala &= af(x) moz-
liwie najlepiej poprawila nie-
regularnosé danej skali & =
=f@(x') wustalonym przedziale
p<=ax'<q.

W odpowiedzi na to pyta-
nie mozna podaé¢ pewien prosty
spos6éb  postepowania prowa-
dzgey do wyboru odpowiedniej
funkeji homograficznej. Zakla-
dajge tylko postaé¢ (8) funkeji
f(x) wiemy, ze skala &=af(w)
powstanie przez rzutowanie skali Rys. 30
&= fp(x'). Dwa sposrod trzech
punktow, ktore wyznaczaja rzutowanie sg ustalone, bo konece obu skal
muszg sobie odpowiadaé¢. Pozostaje do ustalenia jeszceze jeden punkt skali.
Niesprecyzowany dokladnie warunek mozliwie najlepszego poprawienia
regularnodei mozemy zastapi¢ prostym i naturalnym warunkiem, aby
grodek skali mial kote rowng sredniej arytmetycznej kot koneéw skali.
Wracajace do poprzedniego przykladu, gdy cheemy przez rzutowanie
poprawié¢ regularnodé skali &'=pftga’ dla 0°<w<60°, nalezy — w mysl
sformulowanego warunku — srodkowi rozporzgdzanego odcinka, to jest
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punktowi o wspélrzednej £=2,5 em, przyporzadkowaé srednig wartosé
koty #=30°. W ten spos6b konstrukecja szukanej skali, a wiee takze
posta¢ funkeji (8), zostanie jednoznacznie ustalona. Rysunek 30 przed-
stawia rozwigzanie konstrukeyjne postawionego zagadnienia. Widzimy,
ze skala uzyskana na rysunku 30 jest blizsza skali regularnej niz odpo-
1+tge

Rzutowe przeksztalcenie skal funkeyjnych w celu zblizenia ich do
regularnosci odgrywa wazng role w nomografii, o ktérej bedziemy mowili
w osobnym rozdziale.

Omoéwione trzy typy skal funkeyjnych obejmujg przypadki o naj-
wazniejszych wlasnogciach, a mianowicie:

1° skale regularne — staly blad bezwzgledny, latwosé konstrukeji,
latwos¢ odezytn,

2° gkale logarytmiczne — blad wzgledny w przyblizeniu staly, przy-
stawanie odcinkéw skali, mozna je stosowaé tylko w przedzialach
l<a<sa<b<co,

3° gkale rzutowe — latwosé konstrukeji przez rzutowanie skali re-
gularnej, mozliwod§¢ nwzglednienia przedzialéw nieskonezonych.

Précz oméwionych typéw spotykalisémy sie juz takze z innymi ty-
pami skal, np. skale funkeyj trygonometrycznyeh, potegowych itp. Przez
rzutowanie mozna je zblizyé do regularnosei.

wiadajaca jej skala é=a na rysunku 29.

§ 74. Papiery funkcyjne. Wr6émy do omawiania wykreséw funkeyj.
a [
Narysujmy np. wykres funkeji y = -g-msf'" dla 0<<e<4. Mozna w tym celu

obliczy¢ wartodei funkeji w dostatecznie gesto polozonych punktach,
np. dla wartodei # co 1/4, i-w odpowied-

o v=4v! nio obranym ukladzie wspélrzednych
) umiefeié punkty o kotach @,y zwigza-
H nych podang zaleznogcig funkeyjng. Przez
umieszezone punkty na plaszezyznie pro-

2, wadzimy linie ciggla bedaeg przyblize-
&S niem wlasciwego wykresu (rys. 31). Gdy

i %z, cheemy uzyskaé¢ dokladny wykres, tak
%%, by mozna bylo zastapi¢ obliczenia od-

:_'P czytywaniem wartodei funkeji z wykresu,

0 i 3 g ¥ ¥ musimy dokladnie i gesto obliczaé¢ war-

Rys. 381 todei funkeji. O wiele latwiej jest nary-

sowa¢ wykres funkeji y=—0,7392 4

43,628, Ta funkecja jest liniowa i wykresem jej jest linia prosta. Do
narysowania wykresu wystarczy wige znalezé dowolne dwa punkty



