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Na moey (73) jest

D bta
(87) L= ..q ‘El'. _i_ ;

- (i=0,1,2,3).

Wzér (68) przybierze postaé
b

. b—a
I= , f(@)de = T (Yot U1+ Y2t ¥s),

gdzie f(x) jest wielomianem interpolacyjnym funkeji F(z), ktéry w punk-
tach (87) ma z funkcjg F(z) te same wartosei ¥y,%,,%.,%;. Punkty (87)

b
obliczamy z wartosci (86). Blad, z jakim liczba I przybliza catke [ F(x)dw,
@

szacujemy ze wzoru (80).

Czytelnik interesujacy si¢ metoda Czebyszewa moze znaleZé bar-
dziej szczegbélowe informacje w cytowanej juz ksigzce Sz. E. Mike-
ladzego!) jak réwniez w ksigzee 1. P. Natansona 2).

Warto tu jednak podkredlié, ze S.N.Bernsztejn udowodnil,
iz uklad (84) nie ma rozwigzan rzeczy wistych dla n>9. Wiadomo réwniez,
ze dla n=8 uklad ten nie ma rozwigzan rzeczywistych. Natomiast
dla n=1,2,...,7 uklad (84) ma rozwigzanie rzeczywiste, znalezione przez
P. L. Czebyszewa.

§ 68. Metoda Gaussa. Metodg Gaussa nazywamy sposéb obliczania

b
wartodei prayblizonej I calki [ F(z)dx ze wzoru (68), w ktérym yo,9,,...
a

ooy Y, Oznaczajy wartodei tej funkeji w punktach z,2,,...,2,, odpo-
wiadajacych wedlug wzoru (73) wartodciom &,&,,...,&, zmiennej po-
mocniczej & a liczby Ag,A4,,...,4,,&,&,...,&, dobiera si¢ tak, by
byla spelniona jak najwieksza liczba réwnan typu (75), tzn. tak, by wzoér
(68) byl dokladny dla wielomianéw f(z) mozliwie wysokiego stopnia.

b
Zakladamy, ze dana funkcja F(z), ktérej catke [F(x)de mamy obli-
a

czyé, ma w przedziale [a,b] pochodng FC"*)(z) rzedu 2n-+2 i ze
zachodzi nier6wnosc My, < F™ (o)< M, ,, gdzie M;,,,, M3, .,
sg stalymi, skad

(88) 1F(2“+2]('E) — F2n+2| g M2ﬂ+27

1) Ibidem, str. 345. .
*) . II. Harauncon, Koncmpyrmuenas meopus ynryuii, Mocksa-Jlennurpa
1949, str. 641.



§ 68. Metoda Gaussa 301

gdzie
M3 . .— M,

in42

M3, .+ M, +2
. 277‘ J]‘{2ﬂ+3 = 9

(888)  Fapo=

Punkty @y,2,,...,@, i liczby 4,,4,,...,4, dobierzemy tak, by wzér (68)
byl prawdziwy dla wszelkich wielomianéw f(2) stopnia 2n+1. W tym celu
wprowadzamy dla wygody nowg zmienng &, okreslong wzorem (69). Wtedy

punktom zy,,,...,z, odpowiadaja wartosei &, &,,...,&, okreslone wzorem
+1
(73), a calce I ze wzoru (68) — catka [ ¢(&)dé, zwigzana z calky I wzorem
-1

(70). Funkeja ¢ (&) zwigzana jest z funkeja f(z) wzorem (69a) i jest oczy-
widcie wielomianem stopnia 2n + 1 jak funkeja f(z). Aby wzér (68) byl
dokladny dla wszelkich wielomianéw stopnia 2n--1, potrzeba i wystar-
cza, aby wzér (71) byl dokladny dla wielomianéw tegoz stopnia. Niech

@(E)=apt a1+ &+ g g £
Stad
(89)  yi=F(@) =g (E)=ao+a it asEtoretatan B (i=0,1,...,m)
oraz
+1 E
(90) [ @(&)dE=2a,+ - ag+...+ S
= : R TR R BT T

Podstawiajgc wzory (89) i (90) do (71) i przyréwnujae wspolezynniki przy
gy Uyye.eylay g PO Obu stronach znaku réwnosei (co zapewnia prawdziwosé
wzoru (71) dla wszelkich wartosei ag,a,,...,a4,,,) otrzymujemy uklad
2n+2 réwnan z 2n 42 niewiadomymi A, 4,,...,4,,&0,&14.005&,2

Al
‘l.‘ A;: 1,
Pl
n
‘l E"Aiz U,
i=0

no 1
_}, §id;= 3"

i=0

(91) »

n
1 p2n1
i‘}_a Ef,H- A,=U
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Zajmiemy sie teraz rozwigzaniem tego ukladu. W tym celu wprowa-
dzimy wielomian pomocniczy
(92) Ya(8)=(E—&0)(E—§1)...(6—6;)
i wykazemy, ze na to, by liczby &,&,,...,§&, byly pierwiastkami ukladu
(91), tzn. by wzoér (71) byl prawdziwy dla wszelkich wielomianow stopnia
2n-1, potrzeba i wystarcza, by funkeja o, (&) byla ortogonalna do kazdego
wielomianu o¢(£&) stopnia co najwyzej n, tzn. by

+1
(93) [ vu(&o(&)as=o0.

-1

Koniecznosé warunku (93) wynika z faktu, iz funkeja
gpn(&t):Wn(5)3(5)2(5—50)(§—51)--{5—511)9(5)

jest wielomianem stopnia co najwyzej 2n--1, wiee na mocy (71) ma byé

+1

[ @u(6)as=24,@,(£0)+ 24, Py(&1)+- - -+ 24, B, (£,)=0.
=] .

Wykazemy teraz dostateczno$¢ warunku (93). Niech ¢(&) bedzie
dowolnym wielomianem stopnia co najwyzej 2n-+1. Dzielage wielomian
@ (&) przez wielomian w, (&) otrzymujemy

(94) ¢ (§)=0(&)yn(&)+e(8),
gdzie o(&) i p(&) sa wielomianami stopnia co najwyzej n.
Na mocy (93) jest zatem

+1 +1

(95) [ w&)ag = [ o(5)as.
-1

=]

Poniewaz — jak wykazalismy — uklad (75) ma zawsze dla ustalonych
i réznych &,&,,...,&, dokladnie jedno rozwigzanie dla A,,4,,...,4,
i wtedy wzor (68) jest prawdziwy dla wszelkich wielomianéw stopnia n,
wiec zawsze mozna znalezé takie liczby A,,4,,...44,, ze bedzie

+1

(96) | el&)ds=A,0(&)+ 4 0(£)+. ..+ Ay 0(&n).

-1
Ale na moey (94) jest
(97) ¢(E{)=U(E§)'{’n(5{)+9(§{) i=0,1,...,n,
a poniewaz ze wzoru (92) wynika, ze y,(&) =0, wiec

(98) ¢ (&)= 0(&).
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Ostatecznie na moey (95), (96) i (98) jest
+1
] P(§)déE =A,p(&)+A19(&)+ ... +Ap(&a),
—1
czyli wzér (71) jest prawdziwy dla dowolnego wielomianu stopnia co naj-
wyzej 2n-+1.

WykazaliSmy zatem, ze aby uklad (91) mial rozwigzanie, potrzeba
i wystarcza, by liezby §&,,&,,...,&, byly pierwiastkami wielomianu
y,(®) stopnia n--1, ortogonalnego do wszystkich wielomianéw sto-
pnia co najwyzej n. Otéz wiemy juz, ze wielomiany Legendre’a (44)
z rozdzialu IV tworzg uklad ortogonalny, wiec mozna przyjaé, ze
liczby &, &,,...,&, spelniajace uklad (91) sg pierwiastkami wielo-
mianu Legendre’a stopnia n-+1. Nalezy jeszcze wykazaé, ze liczby
Eoy&ry...y &, 89 rzeczywiste 1 lezg w przedziale [—1,4-1] oraz zbadad,
czy uklad (91) ma tylko jedno rozwigzanie. Ot6z liczby &,,&,,...,&, sa
rzeczywiste i lezg w przedziale (—1,-41) (a wiee i w przedziale [—1,+4-1])
na mocy twierdzenia 1 z rozdzialu IV, § 35. Mozna réwniez dowiesé
(dowéd pomijamy) na gruncie teorii szeregéw ortogonalnych, ze jezeli
warunek (93) jest spelniony dla vy, (&)=W,(&) i p,(&) =W,(&), to W, (&) =
=0W, (&), gdzie C jest stalg.

Niech w szeczeg6lnosci W, (&)=vy,(§), W,o(&)=P, (&), gdzie wielo-
mian y, (&) dany jest wzorem (92), a P, (&) jest (n+1)-ym wielomianem
Legendre’a. Mamy v, (&) =CP,,,(&). Poréwnujac wspélezynniki przy
najwyzszej potedze & wielomianéw v, (&) i P, (&) dochodzimy do wnios-
ku, ze wspélezynnik przy &' w wielomianie P, .,(&) jest réwny 1/C.
Dla P, .,(&) mamy na mocy wzoru (39) z rozdzialu TV

1 dﬂ+1

PO i aen 0T

:2?_—”—('"-}—1)—' {(2N+ 2){2?@"{-]).(ﬂ+2)$ﬂ+l-!*].
(2n-+2)!

Zatem wspolezynnik przy &**! jest r6wny T T

i mamy
1 (2n42)!
¢ = P+ DI’

skad

31‘[{:: +-1)17?

(2n -;—?3)!

=
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i wreszcie
2™ [(n41)!72

G WlE) = o)l

Pn+1(§)'

Pierwiastki wielomianu y, (&) sa zatem pierwiastkami wielomianu Legen-
dre’a P, (&). Wynika stad, ze uklad (91) ma tylko jedno rozwigzanie
na &,&,...,&, & mianowicie pierwiastki wielomianu P, ,,(£). Poprzednio
wykazaliSmy juz (patrz uklad (75)), ze przy ustalonych i réznych
&yy E1yenny &, uklad ma dokladnie jedno rozwigzanie na 4,,4,,...,4,. Osta-
tecznie zatem wnioskujemy, ze uklad (91) ma zawsze dokladnie jedno
rozwigzanie na Ay, A,,..., 4, &, Ey..., &,y a wezystkie liczby &, &,...,&,
lezg w przedziale (—1,-+1) i sa pierwiastkami wielomianu Legendre’a
stopnia n-1.

Uklad (91) rozwigzujemy zatem w ten sposob, ze obliczamy pierwiastki
odpowiedniego wielomianu Legendre’a, podstawiamy je do ukladu i z pierw-
szych n-+1 réwnan, ktére sy liniowe wzgledem wspoélezynnikéw 4,,4,,...,
A,, obliczamy te wspoélezynniki,

Pozostaje do oméwienia sprawa dokladnosei, z jakg liczba I obli-

]
czona ze wzoru (68) w metodzie Gaussa przybliza szukang catke f F(z)de.

Wzoér (68) jest dokladny dla wszelkich wielomianéw (2n--1)-go stopnia.
Niech f(x) bedzie wielomianem interpolacyjnym (2n-1)-go stopnia dla
funkeji #'(2) i niech obie te funkeje majg te same wartosei nie tylko w punk-
tach @,,@,...,2,, zwigzanych z pierwiastkami &,,é&,,...,&, ukladu (91)
wzorem (73), ale ponadto w réznych pomiedzy sobg punktach @, ,,2, .,
vveyypyy. Na mocy wzoru (8) z rozdzialu IV jest

en+t 9){5} — F:u +2

F(x) —f(x) = TR (0 — @) (@ — @) ... (@ — Xy 1) +
i {2:2:_"::)! (@ — @) (@ — @y). .. (2 — Doy,
czyli
F(x)—f(@) — Fania (@ — @) (@ — @)+« « (& — Tapy1) I <
(2n+2)! |
Moy

= (2n4-2)! | (@— @) (@ — ). (@ — Tyn 1)1

gdzie liczby F,, ., My, . sa okreslone wzorami (88a).
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Na moey (36), (37) i'(GS) mozemy zatem napisaé, ze
."J

[ F(a@)dw= (b— a)(AgYo+A1 4y + ... +Apyy) +

(]

P2ﬂ+2
(2?5—!—2)?.{ ( ‘TD) ('1: "'('- LT l)dlpi

M,,,
== 2042 I|(‘”—3’u)(fﬂ"xl)-—-(ﬂ’—m'z';+1)[d=f-

@n+2)!,
Przechodzimy teraz do granicy, gdy @;,,,,—; (i=0,1,...,%). Otrzy-
mujemy
b
(100)  [F(2)dw=(b—a)(AoYo+ Ay i+ -+ +A,9,) +

(]

+ﬁ‘2n+2 (b — ﬂ-)2u+3 I(j: ﬂ[2ﬂ+2 (b " a)Z’l+3K,

gdzie :
1 1 2n43
= onto)i (b——a) (X =z (e — ) ... (@ — 2,) de,
czyli na moey (69), (73) a nu.«:‘t‘.gpuie (92) 1 (99)
1- (1ymes
x_—_.{é_ﬂ-_-l_é)!(é) J e —ee =g~ ede =
1 1\
:(2-:z.+2i'!(2) I ba() 6 =
=1
243 9Nl =+
_(_2-;1.12)!(‘]?) [(»Eiiﬂ v Sl

czyli, na moey wzoru (42) z rozdzialu 1V, ostatecznie

SR S oL
T o+ 3 [Ento)P

Skonstruowanie wzoru (100) sprowadza si¢ zatem do:

1°  obliczenia pierwiastkow &,&,...,&  wiclomianu Legendre’a
(n-41)-go stopnia,

2° podstawienia pierwiastkow &, &,,..., &, do pierwszych n-1 réwnan
ukladu (91) i obliczenia z powstalego w ten sposéb ukladu (75) wspoélezyn-
nikow Ag,Ayy000ydp,y

Metody numeryezne | graficzne — 20

(101)
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3° podstawienia £=§; (i=0,1,...,n) do wzoréw (69) i obliczenia
punktéw zy,@;,...,2,, w ktorych nalezy oblicza¢ wartosei y,=F(x,),
n==F (), ..., y,=F(x,) danej funkeji F(w),

4° obliczenia liczby K ze wzoru (101),

5° podstawienia obliczonych liczb A,,4,,...,4,,K do wzoru (100).

Niech np. n=3. Ze wzoréw (44) z rozdzialu IV mamy wielomian Le-
gendre’a czwartego stopnia

Poey e s i 3
DT girashed?
ktorego pierwiastkami sg
L/ 15+2/30
E3: == En = I/ Wi'l ~ 0,861136312,

(102) L. 2 TG

/15—21/30

fi=—5= ] —;—'—'?—’— ~ 0,339981044.
i)

Podstawiajge te liczby do ukladu (75) otrzymujemy
A +-4,+4,+4,=1,

/1542130 /15—2/30
V T(:h—A.ﬁ} ——— (4, — 4y =0,
15’ 2 30 LS " -.“0 ]
SV g e M
35 35 3

H -L /: 0 3 - /- ]-’C -—; -_"30";"
l/(—)——.—v/—) (As—A4,) + lf (;- = : ) (4y—4,) =0,
35 35

18 — /30
iy V2 ~0,173927423,
i
18+ /30
i _-i:;}-_ ~ 0,326072577.
&
Ze wzoréw (69) mamy
b— b-+a

(103) m="l g+ (5=0,1,2,3),
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a ze wzoru (101)

1 (4 1

Ko e
9 (81 1778112000

Wzér (100) przybiera zatem dla n=3 postaé

b R
8 —1/30
J F(“‘)d’w = (b —a) I:_'"'_"]_‘ (¥o+ lJ""i) + s ]/ ("h‘}‘ ?)'2)] -
72 T2
1 9 1 9
+ Trrei000 L~ Y £ Trgitacee e®— o)

gdzie wartosei y,,9,,%.,¥; nalezy oblicza¢ w punktach (103). W tablicy IX
na koneu ksigzki podano wzory Gaussa (100) dla n=0,1,2,3,4.

d:
PrzZYKELAD 9. Obliczymy calke f EE;— z przykladéw 6, 7 i'8 za po-
2

mocg wzoru Gaussa (100) dla n=2.
W przypadku n=2 wzér ten ma postaé (por. tablica I1X)

b

¢ =
(104) [ Pla)do == (590 + 89, +5Y) + oo Fylb—a) &

]
2016000

a

1 7
+ 5016000 "¢~ "

a wartodei y,,y,,y. nalezy obliczyé w punktach x,,z,,2,, spelniajgcych

wzory (103) przy &,=—&,= '/l
Zatem
~2,1127017, @,~2,0, a,~2,8872983,
skad

1
o= 1 =1,336956 £ 0,0000005,
i 0

1
=t 1,091357 - 0,0000005,

Yy = = 0,943110 - 0,0000005.
Ty

20*
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Z przykladu 8 wiemy, iz mozna przyja¢ F,=362, M,=358. Zatem
wzbr (104) przybierze postaé
3

dx 1 ) 20
fﬂ s (5+1,336956 4+ 8-1,091357 4 5-0,943110)

4 = (5 -+ 8 4 B)( - 0,0000005) 4 — 02 958
- D 15 D = = =
18 ! 2016000 & 2016000

—1,11840--0,0000008-0,0000005 +0,00018 -
+0,0000005-0,000178 =1,11858+0,00018.

§ 69. Metody numeryczne obliczania calek niewlaSeiwych. Do
obliczania przyblizonych wartodei calek niewlasciwych uzywa sie najcze-
fciej dwoch sposob6w. Pierwszy polega na przeksztalceniu calki niewlagei-
wej na wladciwg przez dobrane odpowiednio podstawienie, drugi na aprok-
symacji funkeji podealkowej takg funkejg, ktorej calka tatwo sie daje
obliezy¢. Oba sposoby zilustrujemy przykladem.

PrzvKEAD 10. Obliczy¢ calke

_ l dx
L f s R
Y+ 3z
1]
z dokladnogeig do 0,0005.
Sposob I. Aby dang calke przeksztalei¢ na calke wladciwg, stosujemy
podstawienie

(105) Vo=u, czyli a@=u
Wiedy
1
du
(106) I:zf-},.__.
J v u +3

Przedzial calkowania [0,1] podzielimy na m réwnych czesei i do kazdej
z nich zastosujemy wzor Gaussa dla n=1. Aby oszacowaé, jak duza musi
by¢é¢ liezba m, by blad przyblizenia calki (106) nie przekroczyl 0,0005,
musimy wpierw oszacowaé¢ pochodng F™(u) funkeji podealkowej

1

(].U?} F{H) = — -._-'_—..
Vu'+43
Obliczamy, ze

L&

FO(u) = ———— (1002 — 243u® + 432u* — 27)
V (u*+3)°
oraz
— 360u*
FO(u) = ————e (2u* — 93u° + 396u* — 189).
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Rozwigzemy réwnanie

2u™ — 93u® + 396u* — 189=0.
Podstawiajac «'=2z mamy

223 — 9322 1 3962 — 189=0.

Roéownanie to ma w przedziale 0<<z<1 tylko jeden pierwiastek z,=0,5466 -+
+0,00005. Zatem pochodna FO(u) staje sie zerem w przedziale 0<<u<1
dla u=0 i u=}/0,5466 -+ 0,00005. Pochodna F®(u) moze zatem przyj-
mowad¢ wartodei ekstremalne w przedziale 0<u<1 tylko w punktach

W=10, %= i/h,mms i_t),ti(){li)ﬁ i u=1. W tych punktach mamy

i — 324 4 = :
F9(0)= — 5 ok 3 =—2,31 40,01,

V3

FO (10,5466 4 0,00005 ) = 5,57 -4 0,01,
F“]{l) Lo ].[)3 j: n,('l .

Zatem dla 0<u<1 jest —24<FY(u)<5,6. Przyjmujemy na mocy
wzorow (88a)

5,6 —2.4 5,612.4
Fe=—"—"""=16: oraz, M,=—""_=4,
e 2

Przedzial calkowania dzielimy na m czesei i do kazdej z nich stosuje-
my wzir Gaussa dla n=1. Blad przyblizenia calki (106) ma byé zatem
1 1 : = . .
M 1350 4 (—) <0,00005, skad m > }/2. Przyjmujemy m = 2. Aby zasto-
L m
sowa¢ do przedzialow [0, 0,5] i [0,5, 1] wzér Gaussa dla n=1 (por.
tablica 1X), obliczamy jeszeze na mocy wzorn (107), ze

3—y/3
Yo=F (]7)') — 0,57734 -+ 0,000002,

— 0,57504 + 0,000003,

9—3
Y= F( 250 ) = 0,56482 -+ 0,000002,
( ) = 0,52416 + 0,000001 .,
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Ostatecznie mamy

1 —‘)‘[__{?fo‘{“.h‘f‘_f Ya)+2- Eﬁ-l,{-;.éé;tz.

Sl o (pt ] G0
4320 3:3]

[0 6034 -+ T (0,000002 + 0,000003 -+ 0,000002 4 0,000001) -

+0,00002 -+ 0,000005 - o,ooouss] =
—1,12072 + 0,00013 = 1,1207 -+ 0,0002.

Sposéb II. Rozwiazemy to samo zadanie inaczej. Niech

(108) 1

1
—— = —— R(z).
ya*+3z 3w
Zatem

Rozwijamy funkeje R(x) w szereg Maclaurina

1{(_,,]=1_“_"‘.+ fxnf_im_ﬁﬁg_ 36a® . Ta® gk 77t
6 24 432 10368 6912 ' 248832
Ziatem
1 1 aye  PYe  brYx 3507 )x
Vot 0 Yao 6Y3 24/3 4323 T Josesys
wYs | 1Yo

6912)/3 24883213
Szereg B (x) jest zbiezny dla 0<x<1 i przemienny. Mozna zatem szacowaé
reszte tego szeregu pierwszym opuszezonym wyrazem. Jest w ten spo-
86b dla 0<e<1

T il el C by @ +:s’p’_aj' ba® |/J: 35" Y/
V@+3z 3z 6Y3 243 432)/3  10368)/3
Tw ]/.T
— — 40,00018,

6912Y/3
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{1

poniewaz ——— — < 0,00018. Na mocy (35) mamy stgd
248832 1/3
1 1 5 =
] _.__”" ) _1 I (J'-_ a1 a2 4 1 T _' i 1 BT '5.‘)- P
. i.f'.;l,‘" - S V 3. 6 24 432 10368
u 1]
_ ' 2" dx 4 0,00018 =
6912
1 L 1 D 35 1 ;
= — 2 ——+—— + — ——140,00018 =
V3 15 108 2808 88128 10369

= 1,1207 4 0,0002.

Jak widaé z powyzszego, drugi sposob okazal sie¢ w danym zadaniu ;
prostszy.

§70. Calkowanie graficzne. Metody graficznego calkowania po-
legaja na wykorzystanin geometrycznej interpretacji calki oznaczonej
jako pola pewnego obszaru. Dla danej calki '

h
I= [ F(w)ds
sporzadza si¢ wykres funkeji y=F(x) w przedziale [a,b] i mierzy pole
ograniczone narysowang krzywg, rzednymi w punktach z=a, 2=b i osig
@ (rys. 13). Pomiar pola mozna wykona¢ réznymi sposobami. Gdy zg-
dana dokladnogé nie jest duza, np. jezeli blad wzgledny moze siegac 1°/y,
to pomiar pola moze by¢ wykonany planimetrem?).

Gdy cheemy powiekszyé dokladnosé pomiaru pola, mozemy sporzg-
dzi¢ wykres funkecji y = F (z) na papierze milimetrowym i liezy¢, ile kwadra-
cikow o boku 1 mm zawiera dany obszar. Mozna réwniez poslugiwaé sie
metodg trapezéw lub metodg Simpsona z tym, ze wartosei yo,¥%ys...3%,
funkeji F(2) mierzy sie na wykresie.

Dokladno$é otrzymywanych z wykresu wartosei przyblizonych
calki I zalezy od dokladnodei wykresu krzywej y=F(x) i od dokladnosei
pomiaru pola ograniczonego ta krzywg, rzednymi w punktach s=a i @=b
oraz  osig . :

Oatkowanie graficzne ma duze znaczenie szczegélnie wtedy, gdy
funkecja podealkowa F(v) dana jest z doswiadezenia. Mozemy mieé¢ whedy
dany jej wykres i obliczy¢ jej calke oznaczong bez uciekania si¢ do wzoréw
analitycznych.

1) Opis planimetru czytelnik znajdzie np. w ksigzee: A. H. Kpuaos, Jdexyuu
0 npubaugcennva ewnucaenusw, Mocksa-Jlenunrpan 1950, str, 110 i nastegpne,
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§ 71. Wybor metody numerycznej calkowania. Najdokladniejsza
z opisanych w niniejszym rozdziale metod przyblizonego calkowania jest
metoda Gaussa. Ma ona jednak duze wady. Pierwszg z nich jest to, ze
wspolrzedne punktéw, w ktérych nalezy obliczy¢ wartosei funkeji pod-
calkowej, jak rowniez wspolezynniki przy tych wartoseciach, nie sg na ogol
liczbami ,,okraglymi”. Powoduje to niejednokrotnie koniecznosé zmudnej
interpolacji miedzy znanymi wartofciami funkeji podcalkowej i zwieksza
ogblng ilod¢ potrzebnyech rachunkéw. Drugg wadg jest trudnodé szaco-
wania bledu przez szacowanie wartosei pochodnyech wysokich rzedow.

Obie wady sg na ogdl nieistotne, gdy mamy do ezynienia z funkejami
danymi z doswiadezenia. Wtedy zaklada sie z gbry, ze dana funkcja pod-
calkowa jest wielomianem okreglonego stopnia i dobiera si¢ wzor przybli-
zonego calkowania dokladny dla wielomianéw tego stopnia. W ten spo-
s0b oszacowanie bledu odpada. Z drugiej strony przy wykonywaniu
dodwiadezen jest nam eczesto obojetne, dla jakich wartosei zmiennej nie-
zaleznej nalezy pomierzy¢ wartosci funkeji podealkowej. Jezeli np. zmienng
niezalezng jest czas, to na ogol nie sprawia nam roznicy, czy bedziemy
mierzyli wartodé funkeji podcalkowej np. punktualnie o godz 11, czy tez
0 11 godz 37 min 24 sek. Mozemy zatem czesto tak zaplanowaé dogwiad-
czenie, aby otrzymad te wartodei funkeji podealkowej, ktére sa potrzebne
do wzorn Gaussa.

W przypadku gdy dobdér wartosei zmiennej niezaleznej w réwnych
odstepach wyraznie ulatwia obliczanie funkeji, korzystamy zazwyczaj
ze wzorow Newtona-Cotesa, a wiee w szezegélnosei z metody trapezow
i metody Simpsona. Z metodg trapezéw moze konkurowaé metoda Gaussa
dla n=0, ktorg mozna by nazwaé¢ metoda prostokqtéw, poniewaz zamienia
ona obliczanie danej calki na obliczanie p6l prostokatiow.

Metode Newtona-Cotesa mozna stosowaé dwojako. Albo dobieraé
wzory mozliwie dokladne dla calego przedzialu calkowania, albo dzielié
caly przedzial na czesei i stosowaé do kazdej z tych czedei wzory nizszego
rzedu. Na przyklad w celu obliczenia calki

-

dx
Inax
2

zastosowaliSmy w przykladzie 8 wzér Newtona-Cotesa dla n =4,
a w przykladzie 7 metode Simpsona, czyli metode Newtona-Cotesa dla
n=2, ale za to do mniejszych przedzialow calkowania. Blad otrzy-
manych przyblizen byl w obu przykladach tego samego rzedu. Przy
wigkszej liczbie punktéow dzielgeych przedzial calkowania blad przy-
blizenn otrzymywanych metodg Simpsona jest czesto mniejszy niz blad
przyblizenn otrzymywanych metodg Newtona-Cotesa dla wigkszych war-
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todci parametru n. Mozna nawet udowodnié¢?t), ze jezeli I, (k=1,2,...)
jest przyblizeniem danej calki I, uzyskanym ze wzorn Newtona-Cotesa
dla n=k, to ciag przyblizen I1,,I,,1,,... nie jest na ogél zbiezny.
Jedli natomiast 7, (k=1,2,...) oznacza przyblizenie danej calki [
obliczanej w przedziale [a,f], uzyskane przez stosowanie ustalonego
wzoru Newtona-Cotesa, a wiee np. wzoru Simpsona, do kazdej z m réw-
nych czesci, na jakie podzielono caly przedzial calkowania, to cigg pray-
blizeni 1,,1,,... jest zawsze zbiezny do calki I, co wynika ze wzoru (81),

p—a

z ktorego po podstawieniu b— a= otrzymujemy lim m K = 0.

m H— o0

Jezeli jeszeze wezmiemy pod uwage, ze trudnosé szacowania bledu
w metfodzie Newtona-Cotesa wzrasta na ogdl szybko ze wzrostem wartosei
parametru n, dojdziemy do wniosku, ze na ogél najwygodniej jest stoso-
wad te metode dla malych wartosei n, tzn. np. dla n=1 (metoda trapezow)
czy n=2 (metoda Simpsona), ale za to nie do calego przedzialu calkowania,
lecz do jego ezesei, co zostalo ogdélnie wykonane we wzorach (50) i (59).
Mozna tez zamiast metody trapezow uzyé bardzo podobnej metody Gaussa
dla n=0.

Metode Newtona-Cotesa dla n>>2 stosuje sie zazwyczaj w przypadku
funkeyj danych z doswiadezenia, gdy — z tych czy innych wzgledow —
wartosci funkeyj podealkowyeh dane sa w rownooddalonych od siebie
punktach, co nie pozwala uzy¢ metody Gaussa. Poniewaz zaklada sie
-z reguly, ze funkecja podcalkowa jest wielomianem okreflonego stopnia,
oszacowanie bledu nie jest na ogdl potrzebne.

Gdy bledy doswiadezalne obeigzajace wartosei funkeji podealkowej
sg tak duze, ze musimy sie z nimi powaznie liczyé, dobrze jest unzywad
metody Czebyszewa, poniewaz w tej metodzie bledy wartodei funkeji
podealkowej maja najmniejszy wplyw na wartosé przyblizong calki.

Jezeli wreszeie funkeja podealkowa daje sie rozwijaé¢ w szereg pote-
gowy, to na ogél bardzo dobrg metodg calkowania tej funkeji jest metoda
calkowania jej szeregu potegowego wyraz po wyrazie. Metoda szeregow
potegowych jest zazwyezaj prostsza od metod pozostalych, szezegdlnie
wtedy, gdy szeregi sa szybko zbiezne.

1) Dowdd znajdzie ezytelnik w ksigzee: W. I1. Harauncon, Konempyrmusnas
meopusa ¢pynryuii, Mockpa-JIenuurpan 1949, rozdzial VI.



