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N a m o c y (73) j e s t 

b—a b-\-a 
(87) .xi = - ^ - ^ i + - ^ - (t = 0 , 1 , 2 , 3 ) . 

W z ó r (68) p r z y b i e r z e p o s t a ć 

7 = f f(x)dx = b - ^ (y0+y!+y2 + y3), 
a 

g d z i e f(x) j e s t w i e l o m i a n e m i n t e r p o l a c y j n y m f u n k c j i F(x), k t ó r y w p u n k ­
t a c h (87) m a z f u n k c j ą F(x) t e s a m e w a r t o ś c i y0,y1,y2,y3- P u n k t y (87) 

& 

o b l i c z a m y z w a r t o ś c i (86) . B ł ą d , z j a k i m h c z b a 7 p r z y b h ż a ca łkę JF(x)dx, 
a 

s z a c u j e m y ze w z o r u (80) . 
C z y t e l n i k in te resu jący się m e t o d ą C z e b y s z e w a m o ż e z n a l e ź ć b a r ­

d z i e j s z c z e g ó ł o w e i n f o r m a c j e w c y t o w a n e j j u ż ks iążce S z . E . M i k e -
l a d z e g o 1 ) j a k r ó w n i e ż w ks iążce I . P . N a t a n s o n a 2 ) . 

W a r t o t u j e d n a k p o d k r e ś l i ć , że S . N . B e r n s z t e j n u d o w o d n i ł , 
iż u k ł a d (84) n i e m a r o z w i ą z a ń r z e c z y w i s t y c h d l a n > 9 . W i a d o m o r ó w n i e ż , 
ż e d l a n = 8 u k ł a d t e n n i e m a r o z w i ą z a ń r z e c z y w i s t y c h . N a t o m i a s t 
d l a n = l , 2 , . . . , 7 u k ł a d (84) m a r o z w i ą z a n i e r z e c z y w i s t e , z n a l e z i o n e p r z e z 
P . L . C z e b y s z e w a . 
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w a r t o ś c i p r z y b h ż o n e j I ca łk i j'F(x)dx ze w z o r u (68) , w k t ó r y m y0,yi,... 
a 

...,yn o z n a c z a j ą w a r t o ś c i t e j f u n k c j i w p u n k t a c h x 0 , x 1 , . . . , x n , o d p o ­
w i a d a j ą c y c h w e d ł u g w z o r u (73) w a r t o ś c i o m £ o , £ i , . - . , £ n z m i e n n e j p o ­
m o c n i c z e j |, a l i c z b y A 0 , A n . . . , A n , £„ d o b i e r a się t a k , b y 
b y ł a spe łn iona j a k n a j w i ę k s z a h c z b a r ó w n a ń t y p u (75) , t z n . t a k , b y w z ó r 
(68) b y ł d o k ł a d n y d l a w i e l o m i a n ó w f(x) m o ż l i w i e w y s o k i e g o s t o p n i a . 

b 
Z a k ł a d a m y , że d a n a f u n k c j a F(x), k t ó r e j c a ł k ę fF(x)dx m a m y o b l i -

a 

c z y ć , m a w p r z e d z i a l e [a,b] p o c h o d n ą F(2n+2)(x) r z ę d u 2TO+2 i ż e 
z a c h o d z i n i e r ó w n o ś ć M 2 n + 2 ^ F ( 2 n + 2 ) ( x ) ^ M 2

¥
n + 2 , g d z i e M 2 n + i , M£n+2 

są s t a ł y m i , s k ą d 

(88) \ F M ( x ) - F 2 n + 2 \ ^ M 2 n + 2 , 

') Ibidem, Ktr. 345. 
a) H . II . H a T a H C O H , KoncmpyKrnuenan mcopun rfiyHKąuu, MocKBa-JIeHHiirpaA 

1949, str. 641. 



§ 68. Metoda Gaussa •SOI 

g d z i e 

l*Qa.\ V — - ^ 2 " + 2 + - ^ 2 ~ n + 2 ; M _ -^2rH-2 ~ ^ 2 n + 2 
' » » a ' - P 2 n + 2 — 2 i K t 2 n + 2 — 2 ' 

P u n k t y x0,x1,...,xn i l i c z b y A0,Alt...,An d o b i e r z e m y t a k , b y w z ó r (68) 
b y ł p r a w d z i w y d l a w s z e l k i c h w i e l o m i a n ó w f(x) s t o p n i a 2n+l. W t y m c e l u 
w p r o w a d z a m y d l a w y g o d y nową, zmienną f , okreś loną w z o r e m (69) . W t e d y 
p u n k t o m x0,x1,...,xn o d p o w i a d a j ą w a r t o ś c i | 0 , £ x , . . . , f n okreś l one w z o r e m 

+1 

(73) , a c a ł c e / z e w z o r u (68) — c a ł k a j <p(|)d£, z w i ą z a n a z ca łką I w z o r e m 
- i 

(70) . F u n k c j a 95(1) z w i ą z a n a j e s t z f u n k c j ą f(x) w z o r e m (69a) i j e s t o c z y ­
wiśc ie w i e l o m i a n e m s t o p n i a 2n + l j a k f u n k c j a f(x). A b y w z ó r (68) b y ł 
d o k ł a d n y d l a w s z e l k i c h w i e l o m i a n ó w s t o p n i a 2n+l, p o t r z e b a i w y s t a r ­
c z a , a b y w z ó r (71) b y ł d o k ł a d n y d l a w i e l o m i a n ó w t e g o ż s t o p n i a . M e c h 

C€(C) = a0 + aiC + a2¥ + . . . + a 2 n + 1 i 2 n + 1 . 
S t ą d 

(89) yi=f(xi)=qj(£A = a0 + a1^ + a2^ + ...+u2H + ir-n+l ( t = 0 , 1 , . . . , « ) 

o r a z 

2 
(90) f (p(C)dC = 2a0+ —a2 + . . . + 

2n + l 

P o d s t a w i a j ą c w z o r y (89) i (90) d o (71) i p r z y r ó w n u j ą c w s p ó ł c z y n n i k i p r z y 
a 0 , a 1 , . . . , a 2 „ + 1 p o o b u s t r o n a c h z n a k u r ó w n o ś c i (co z a p e w n i a p r a w d z i w o ś ć 
w z o r u (71) d l a w s z e l k i c h w a r t o ś c i a0,a1,...,a2n+l) o t r z y m u j e m y u k ł a d 
2 n + 2 r ó w n a ń z 2 n + 2 n i e w i a d o m y m i A0,Al,...,An,£0,£x,...,Sn: 

i = 0 

i - o 

n 1 

i = 0 3 ' 
(91) 

i = 0 

n 

1 ^ 
1 

V fi2. 2n+l 0. 
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Z a j m i e m y się t e r a z r o z w i ą z a n i e m tego u k ł a d u . W t y m c e l u w p r o w a ­
d z i m y w i e l o m i a n p o m o c n i c z y 

(92) V n ( * ) = f i ) • • • ( f ^ f » ) 

i w y k a ż e m y , ż e n a t o , b y l i c z b y f 0 , £ x , . . . , f n b y ł y p i e r w i a s t k a m i u k ł a d u 
(91) , t z n . b y w z ó r (71) b y ł p r a w d z i w y d l a w s z e l k i c h w i e l o m i a n ó w s t o p n i a 
2 w 4 - l , p o t r z e b a i w y s t a r c z a , b y f u n k c j a fn(i) b y ł a o r t o g o n a l n a d o k a ż d e g o 
w i e l o m i a n u o-( l ) s t o p n i a co n a j w y ż e j n, t z n . b y 

+i 

(93) J V n ( f ) o - ( f ) « - £ = 0. 
—i 

K o n i e c z n o ś ć w a r u n k u (93) w y n i k a z f a k t u , iż f u n k c j a 

0n(S)=yin(i)o(i) = ( i - i o ) ( i - i 1 ) . . . ( i - i n ) a ( i ) 

j e s t w i e l o m i a n e m s t o p n i a co n a j w y ż e j 2 n + l , w i ę c n a m o c y (71) m a b y ć 

+i 
/ 0n(S)dS = 2Ao0Mo) + 2A10n(Si) + ... + 2AMSn) = O. 

- i 

W y k a ż e m y t e r a z d o s t a t e c z n o ś ć w a r u n k u (93) . N i e c h <p(f) b ę d z i e 
d o w o l n y m w i e l o m i a n e m s t o p n i a co n a j w y ż e j 2 n + l . D z i e l ą c w i e l o m i a n 
<p (£) p r z e z w i e l o m i a n y n ( £ ) o t r z y m u j e m y 

(94) cpU) = o($)Wn(!;) + Q(C), 

g d z i e a (i) i g ( f ) są w i e l o m i a n a m i s t o p n i a co n a j w y ż e j n. 
N a m o c y (93) j e s t z a t e m 

(95) / tp{i)ds = / Q{ł)de. 
—i - i 

P o n i e w a ż — j a k w y k a z a l i ś m y — u k ł a d (75) m a z a w s z e d l a u s t a l o n y c h 
i r ó ż n y c h £ 0 > f i > " ' ł £ n d o k ł a d n i e j e d n o r o z w i ą z a n i e d l a A{)1A1,...,An 

i w t e d y w z ó r (68) j e s t p r a w d z i w y d l a w s z e l k i c h w i e l o m i a n ó w s t o p n i a n, 
w i ę c z a w s z e m o ż n a zna leźć t a k i e l i c z b y A0,A1,...-,An, że b ę d z i e 

(96) j Q{S)dS = A9Q(^)+AlQ(^) + ...+Ane(U-
- i 

A l e n a m o c y (94) j e s t 

(97) « t y « V ( ^ C * # + d « i = 0,l,...,n, 

a p o n i e w a ż ze w z o r u (92) w y n i k a , że y>n(ii) = 0, w ię c 

(98) 9?(*<)= <?(£<)• 
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O s t a t e c z n i e n a m o c y (95) , (96) i (98) j e s t 

f <p(S)d$=A0<p(C0) + A1<p(C1)+...+An<p(U, 
—i 

c z y l i w z ó r (71) j e s t p r a w d z i w y d l a d o w o l n e g o w i e l o m i a n u s t o p n i a co n a j ­
w y ż e j 2n + l. 

W y k a z a l i ś m y z a t e m , że a b y u k ł a d (91) m i a ł r o z w i ą z a n i e , p o t r z e b a 
i w y s t a r c z a , b y l i c z b y f 0, f Y , . . . , |„ b y ł y p i e r w i a s t k a m i w i e l o m i a n u 
fn(x) s t o p n i a n + l, o r t o g o n a l n e g o d o w s z y s t k i c h w i e l o m i a n ó w s t o ­
p n i a co n a j w y ż e j n. O t ó ż w i e m y j u ż , że w i e l o m i a n y L e g e n d r e ' a (44) 
z r o z d z i a ł u I V t w o r z ą u k ł a d o r t o g o n a l n y , w i ę c m o ż n a p r z y j ą ć , że 
l i c z b y £ „ , £ ! , . . . , £ „ spe łn ia jące u k ł a d (91) są p i e r w i a s t k a m i w i e l o ­
m i a n u L e g e n d r e ' a s t o p n i a n + l . N a l e ż y j e s z c z e w y k a z a ć , ż e U c z b y 
f o , f f B są r z e c z y w i s t e i leżą w p r z e d z i a l e [ —1,+1] o r a z z b a d a ć , 
c z y u k ł a d (91) m a t y l k o j e d n o rozwiązan ie . O t ó ż l i c z b y f 0 , £ i , . . . , l „ są 
r z e c z y w i s t e i leżą w p r z e d z i a l e (—1,+1) (a w i ę c i w p r z e d z i a l e [—1, + 1]) 
n a m o c y t w i e r d z e n i a 1 z r o z d z i a ł u I V , § 3 5 . M o ż n a r ó w n i e ż doAvieść 
( d o w ó d p o m i j a m y ) n a g r u n c i e t e o r i i s z e r e g ó w o r t o g o n a l n y c h , że jeżeU 
w a r u n e k (93) j e s t s p e ł n i o n y d l a y>n(S) = W1{S) i = W 2 ( f ) , t o w j l ) = 
= C W 2 ( | ) , g d z i e C j e s t stałą. 

N i e c h w s z c z e g ó l n o ś c i W1(t) = y)n(£), T V 2 ( | ) = P n + 1 ( f ) , g d z i e w i e l o ­
m i a n y> n(f) d a n y j e s t w z o r e m (92), a P „ + 1 ( £ ) j e s t ( » + l ) - y m w i e l o m i a n e m 
L e g e n d r e ' a . M a m y y>n{£) = O P n + 1 ( | ) . P o r ó w n u j ą c w s p ó ł c z y n n i k i p r z y 
n a j w y ż s z e j p o t ę d z e | w i e l o m i a n ó w y n ( f ) i P n + 1 ( £ ) d o c h o d z i m y d o w n i o s ­
k u , że w s p ó ł c z y n n i k p r z y £ n + 1 w w i e l o m i a n i e P n + 1 ( f ) j e s t r ó w n y 1/(7. 
D l a P n + 1 ( | ) m a m y n a m o c y w z o r u (39) z r o z d z i a ł u I V 

1 dn+1 

P » + l ^ ) = = 2 n + 1 ( 7 i + l ) ! " d f S T 1 ( f " + + , " ) = 

= 2 " + 1 ( T O + l ) ! [ ( 2 n + 2 ) ( 2 n + 1 ) - - - ( n + 2 ) r + 1 + --- ]-

(2n + 2)! 
Z a t e m w s p ó ł c z y n n i k p r z y f n + 1 j e s t r ó w n y ^ n + 1 ^ _|_ "]2 * m a m y 

1 (2n+2) ! 

0 2 " + 1 [ ( n + l ) ! ] * ' 

skąd 

c = 2 » + ł [ ( n + l ) ! ] t 

(2w+2)j 
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i w r e s z c i e 

(99) * ( * ) • l n , 1 / ^ n + 1 ( l ) -( 2 n + 2 ) 

P i e r w i a s t k i w i e l o m i a n u y>n(£) są z a t e m p i e r w i a s t k a m i w i e l o m i a n u L e g e n -
d r e ' a Pn+1(£). W y n i k a s tąd , ż e u k ł a d (91) m a t y l k o j e d n o r o z w i ą z a n i e 
n a f o j f i j ' " > f n > a m i a n o w i c i e p i e r w i a s t k i w i e l o m i a n u P n + 1 ( f ) . P o p r z e d n i o 
w y k a z a l i ś m y j u ż ( p a t r z u k ł a d (75)), że p r z y u s t a l o n y c h i r ó ż n y c h 
f 0 , f j , . . . , | n u k ł a d m a d o k ł a d n i e j e d n o r o z w i ą z a n i e n a A0, Ax,..., J . n . O s t a ­
t e c z n i e z a t e m w n i o s k u j e m y , że u k ł a d (91) m a z a w s z e d o k ł a d n i e j e d n o 
r o z w i ą z a n i e n a A0, Ax,..., An, f x , f , , , . . , £ » , a w s z y s t k i e h c z b y f 0 , f x , . . . , f „ 
leżą w p r z e d z i a l e ( —1,+1) i są p i e r w i a s t k a m i w i e l o m i a n u L e g e n d r e ' a 
s t o p n i a n+l. 

U k ł a d (91) r o z w i ą z u j e m y z a t e m w t e n s p o s ó b , że o b l i c z a m y p i e r w i a s t k i 
o d p o w i e d n i e g o w i e l o m i a n u L e g e n d r e ' a , p o d s t a w i a m y j e d o u k ł a d u i z p i e r w ­
s z y c h n+l r ó w n a ń , k t ó r e są h n i o w e w z g l ę d e m w s p ó ł c z y n n i k ó w A0,Ax,..., 
An, o b h c z a m y t e w s p ó ł c z y n n i k i . 

P o z o s t a j e d o o m ó w i e n i a s p r a w a d o k ł a d n o ś c i , z j a k ą l i c z b a I o b l i -
b 

c z o n a ze w z o r u (68) w m e t o d z i e G a u s s a p r z y b l i ż a szukaną c a ł k ę j F(x)dx. 
a 

W z ó r (68) j e s t d o k ł a d n y d l a w s z e l k i c h w i e l o m i a n ó w (2n+l)-go s t o p n i a . 
M e c h f(x) b ę d z i e w i e l o m i a n e m i n t e r p o l a c y j n y m ( 2 w + l ) - g o s t o p n i a d l a 
f u n k c j i F (x) i n i e c h o b i e t e f u n k c j e m a j ą t e s a m e w a r t o ś c i n i e t y l k o w p u n k ­
t a c h x0,x1,...,xn, z w i ą z a n y c h z p i e r w i a s t k a m i | 0 , u k ł a d u (91) 
w z o r e m (73), a l e p o n a d t o w r ó ż n y c h p o m i ę d z y sobą p u n k t a c h x n + 1 , x n + 2 1 

. . . , x 2 n + 1 . N a m o c y w z o r u (8) z r o z d z i a ł u I V j e s t 

7^(2" +2) (t\ _ w 

F(x) -f(x) = , J G J 2 , 1 + 2 (x - x 0 ) ( x - X l ) . . . ( x - x 2 n , , ) + ( 2 n + 2 ) ! 

' lii . 2 

c z y l i 

F 
F(x)-f(x)- ( 2 w y ' ( x - x 0 ) ( x - x l ) . . . ( x - x 2 n + 1 ) < 

M 
* ^ ^ ^ - } \ ( X - X a ) { X - X l ) - - - ( x - X 2 n + l)\, 

g d z i e h c z b y F 2 n + 2 , M2n+2 są o k r e ś l o n e w z o r a m i (88a) . 
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N a m o c y (36) , (37) i (68) m o ż e m y z a t e m n a p i s a ć , że 

j F(x)dx=(b-a){A0y0+A1yl + ...+Anyn) + 

a 
b 

F C 

+ ( 2 w + 2 ) i J (x-xo)(x-xi)---(x-x2n+i)dx± 
a 

b 

± 2 w , J I (ę - ko) ( x - x l ) . . . ( x - x2n+l)\dx. 

a 

P r z e c h o d z i m y t e r a z d o g r a n i c y , g d y x i + n + l ^ x t ( i = 0 , ! , . . . , « ) . O t r z y ­
m u j e m y 

b 

(100) f F(x)dx = (6 - a)(A0y0+A1y1+... +Anyn) + 
° "*•» 

+ ^ 2 „ + 2 ( f t - a ) 2 » + 3 7 t : ± M2n+2(b - afn+3K, 
g d z i e 

6 
7JL = I (x — x0)2(x — xlf...(x — xnfdx, 

(2n+2)l\b-aj J 

c z y h n a m o c y (69) , (73) a n a s t ę p n i e (92) i (99) 
+ i 

i /I \2n+3 f 

^ - r a W J [ « - « « - « . > • • • « - « ] • « = 
- i 

i / 1 \2n+* r 
= ( ^ + 2 j i U J J d i = 

- i 

1 | i p 2 ^ [ ( n + l ) ! ] ' + 1 

( 2 » + 2 ) » \ 2 / [(2ra + 2 ) ! ] 2 j j l ł + , W r " i 

c z y h , n a m o c y w z o r u (42) z r o z d z i a ł u I V , o s t a t e c z n i e 

1 [ ( » + ! ) ! ] " ( 1 0 1 ) K = 
2 » + 3 [(2// ! 2 ) ! 

S k o n s t r u o w a n i e w z o r u (100) sprowadza się z a t e m d o : 
1° o b l i c z e n i a p i e r w i a s t k ó w £ „ , £ , , . . . , £ „ w i e l o m i a n u L e g e n d r e ' a 

( n - f - l ) - g o s t o p n i a , 
2° p o d s t a w i e n i a p i e r w i a s t k ó w £ 0 , £ n d o p i e r w s z y c h n+1 r ó w n a ń 

u k ł a d u (91) i o b l i c z e n i a z p o w s t a ł e g o w t e n s p o s ó b uk ładu (75) w s p ó ł c z y n ­
n i k ó w A 0 , A n . . . , A n , 

Mri.niy numeryczne i graflcsne 80 
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3° p o d s t a w i e n i a | = | f (i=0,l,...,n) d o w z o r ó w (69) i o b l i c z e n i a 
p u n k t ó w x0,x1,...,xn, w k t ó r y c h n a l e ż y o b l i c z a ć w a r t o ś c i y0=F(x0), 
yl=F(x1), yn=F{xn) d a n e j f u n k c j i F(x), 

4° o b l i c z e n i a l i c z b y K z e w z o r u (101) , 
5° p o d s t a w i e n i a o b h c z o n y c h h c z b J . 0 , J - n . . . , A n , K d o w z o r u (100) . 
M e c h n p . n=3. Z e w z o r ó w (44) z r o z d z i a ł u I V m a m y w i e l o m i a n L e -

g e n d r e ' a c z w a r t e g o s t o p n i a 

3 5 1 5 . 3 

k t ó r e g o p i e r w i a s t k a m i są 

, / l 5 + 2 i / 3 0 
? » = - f 0 = y — ^ « 0 , 8 6 1 1 3 6 3 1 2 , 

(102) 
, / l 5 — 2 |/30 

= - f , = 1/ ^ « 0 , 3 3 9 9 8 1 0 4 4 . 
3 5 

P o d s t a w i a j ą c te h c z b y d o u k ł a d u (75) o t r z y m u j e m y 

A 0 + A1 + A 2 + A 3 = 1, 

- 1 / l 5 + 2 v / 3 0 - . / l 5 - 2 i / 3 0 , 

1 5 + 2 i / 3 0 , , 1 5 - 2 j / 3 0 , , 1 

3 5 35 • " 3 

3 

s k ą d 

18 - j / 3 0 
y ł 0 = y t 3 = J : R a 0 , 1 7 3 9 2 7 4 2 3 , 

18 + ] / 3 0 
^. = A2 = % 0 , 3 2 6 0 7 2 5 7 7 . 

72 ' 

Z e w z o r ó w (69) m a m y 

i — a 6 + a 
(103) ^ st + JI_ ( i = = 0 , l , 2 , 3 ) , 



§ 68. Metoda Gaussa 3 0 7 

a ze w z o r u (101) 

*=I .< 4 ! >' 
9 ( 8 ! ) 3 ~~ 1 7 7 8 1 1 2 0 0 0 ' 

W z ó r (100) p r z y b i e r a z a t e m d l a w = 3 p o s t a ć 

r - n / ^ T 1 8 - 1 / 3 0 , , l 8 + i / 3 0 l 
J F ( a ? ) ^ = (6 - a) |̂  J | ( ? / o + y, ) + — (?/i + ?/ 2)J + 

+ 1 FJb-a)9± MJb-af, 
1 7 7 8 1 1 2 0 0 0 8 V ' ^ 1 7 7 8 1 1 2 0 0 0 8 V ; ' 

g d z i e w a r t o ś c i y0, y1} y2, y3 n a l e ż y o b l i c z a ć w p u n k t a c h (103) . W t a b h c y I X 
n a k o ń c u ks iążk i p o d a n o w z o r y G a u s s a (100) d l a n = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 . 

3
r dx 

P R Z Y K Ł A D 9. O b l i c z y m y c a ł k ę z p r z y k ł a d ó w 6, 7 i ' 8 z a p o -
^ Ina; 

m o c ą w z o r u G a u s s a (100) d l a n = 2 . 
W p r z y p a d k u n—2 w z ó r t e n m a p o s t a ć ( p o r . t a b l i c a I X ) 

6 6 — a 1 
(104) / F(x)dx = ~ (5y0 + 8 V l + B y , ) + F6(b - a ) 7 ± 

± MAb-a)\ 
2 0 1 6 0 0 0 6 ^ " 

a w a r t o ś c i y0,yi,y2 n a l e ż y o b h c z y ć w p u n k t a c h x0,x1,x2, s p e ł n i a j ą c y c h 

i / i o 
w z o r y (103) p r z y £ 2 = - | 0 = r-— t* 0 , 7 7 4 5 9 6 6 6 9 , ^ = 0 . 

o 
Z a t e m 

x0<* 2 , 1 1 2 7 0 1 7 , a ; 1 « » 2 , 5 , x21* 2 , 8 8 7 2 9 8 3 , 

s k ą d 

y„ = = 1 ,336956 ± 0 , 0 0 0 0 0 0 5 , 
l n x„ 

1 
= = 1 ,091357 ± 0 , 0 0 0 0 0 0 5 , 

Ino?! 

1 
y2 = = 0 , 9 4 3 1 1 0 ± 0 , 0 0 0 0 0 0 5 . 

I na : , 

20* 



308 V I I . Metody numeryczne i graficzne różniczkowania i całkowania 

Z p r z y k ł a d u 8 w i e m y , iż m o ż n a p r z y j ą ć P 6 = 3 6 2 , J f 6 = 3 5 8 . Z a t e m 
w z ó r (104) p r z y b i e r z e p o s t a ć 

3 
dx 1 

(5 • 1,336956 + 8 • 1,091357 + 5 • 0,943110) + l n * 18 
2 

1 3 6 2 3 5 8 
+ - (5 + 8 + 5) ( ± 0 ,0000005) + — - _ ± 

18 2016000 2016000 

= 1 , 1 1 8 4 0 ± 0 , 0 0 0 0 0 0 8 ± 0 , 0 0 0 0 0 0 5 + 0 , 0 0 0 1 8 ± 

±0 ,0000005±0 ,000178=1 ,11858±0 ,00018 . 

§ 6 9 . M e t o d y n u m e r y c z n e o b l i c z a n i a c a ł e k n i e w ł a ś c i w y c h . D o 
o b h c z a n i a p r z y b l i ż o n y c h w a r t o ś c i ca ł ek n i e w ł a ś c i w y c h u ż y w a się n a j c z ę ­
ście j d w ó c h s p o s o b ó w . P i e r w s z y p o l e g a n a p r z e k s z t a ł c e n i u ca łk i n i ewłaśc i ­
w e j n a właśc iwą p r z e z d o b r a n e o d p o w i e d n i o p o d s t a w i e n i e , d r u g i n a a p r o k ­
s y m a c j i f u n k c j i p o d c a ł k o w e j taką funkc ją , k t ó r e j c a ł k a ł a t w o się d a j e 
o b l i c z y ć . O b a s p o s o b y z i l u s t r u j e m y p r z y k ł a d e m . 

P R Z Y K Ł A D 10. O b l i c z y ć c a ł k ę 
i 

dx 

\/x3+3x 
o 

z d o k ł a d n o ś c i ą d o 0 , 0 0 0 5 . 
S p o s ó b I . A b y daną c a ł k ę p r z e k s z t a ł c i ć n a ca łkę właśc iwą , s t o s u j e m y 

p o d s t a w i e n i e 

(105) ]/x = u> c z y l i x = ti2. 

W t e d y 

C du 
<106» l I = 2 ) w . 

o 
] / V + 3 

Przedz ia ł c a ł k o w a n i a [0 ,1 ] p o d z i e l i m y n a m r ó w n y c h częśc i i d o k a ż d e j 
z n i c h z a s t o s u j e m y w z ó r G a u s s a d l a n—l. A b y o s z a c o w a ć , j a k d u ż a m u s i 
b y ć l i c z b a m , b y b ł ą d p r z y b l i ż e n i a ca łk i (106) n i e p r z e k r o c z y ł 0 , 0 0 0 5 , 
m u s i m y w p i e r w o s z a c o w a ć p o c h o d n ą P ( 4 ) ( « ) f u n k c j i p o d c a ł k o w e j 

i 
( 1 0 7 ) F(u) = 

|/w 4 + 3 
O b l i c z a m y , że 

12 
F<*Hu) = , (IOTO 1 2 — 2 4 3 « 8 + 4 3 2 « 4 - 27) 

] / ( w 4 + 3 ) 9 

o r a z 
3 6 0 w 3 

F^iu) = _ ( 2 « 1 2 - 9 3 M 8 + 3 9 6 « 4 - 1 8 9 ) . 
ł V + 3 ) » 



9 
§ 69. Metody numeryczne obliczania całek niewłaściwych 3 0 9 

E o z w i ą ż e m y r ó w n a n i e 

2un - 93uB + 396% 4 - 189 = 0 . 

P o d s t a w i a j ą c u%=z m a m y 

2z3 - 9 3 z 2 + 3 9 6 z - 189 = 0 . 

R ó w n a n i e t o m a w p r z e d z i a l e 0 < 2 ^ 1 t y l k o j e d e n p i e r w i a s t e k z1=0,5466 + 
+ 0 , 0 0 0 0 5 . Z a t e m p o c h o d n a P ( 5 ) ( w ) s t a j e się z e r e m w p r z e d z i a l e 0 < M < 1 

d l a M = 0 i u=|/0,5466 ± 0 , 0 0 0 0 5 . P o c h o d n a P ( 4 ) ( w ) m o ż e z a t e m p r z y j ­
m o w a ć w a r t o ś c i e k s t r e m a l n e w p r z e d z i a l e O ^ n ^ l t y l k o w p u n k t a c h 
w==0, u = jVo ,5466 + 0 ,00005 i u=l. W t y c h p u n k t a c h m a m y 

... — 3 2 4 4 , -
p W ( 0 ) = = 1 /3 = - 2 ,31 ± 0 , 0 1 , 

j / 3 9 3 

P ( 4 ) ( j V o , 5 4 6 l T ± 0 ,00005 ) = 5,57 ± 0 , 0 1 , 

P l l ) ( l ) = 4 ,03 + 0 , 0 1 . 

Z a t e m d l a 0 < w < l j e s t — 2 , 4 < P ( 4 ) ( w ) < 5 , 6 . P r z y j m u j e m y n a m o c y 
wzorów 7 (88a) 

5 , 6 - 2 , 4 . , 5 , 6 + 2 , 4 
F . = - = l j 6 o r a z M.= ' = 4 . 

4 * 2 2 

Przedział c a ł k o w a n i a d z i e l i m y n a m częśc i i d o k a ż d e j z n i c h s t o s u j e ­
m y w z ó r G a u s s a d l a n = l. B ł ą d p r z y b l i ż e n i a całki (106) m a b y ć z a t e m 

m — — ' 4 1 —) < 0 , 0 0 0 0 5 , skąd m>yf2. P r z y j m u j e m y m = 2. A b y z a s t o -
4 3 2 0 \ml 

s o w a ć d o p r z e d z i a ł ó w [0 , 0 ,5] i [0 ,5 , 1] w z ó r G a u s s a d l a w = l ( p o r . 
t a b l i c a I X ) , o b l i c z a m y j e s z c z e n a m o c y w z o r u (107) , że 

y°=F{—jf-) - ° , 5 7 7 3 4 ± 0 , 0 0 0 0 0 2 , r • 

13 + l / 3 \ 
y1 = F[—^k—I = 0 ,57504 ± 0 , 0 0 0 0 0 3 , 

/ 9 - i / 3 , 
2 / a = W — ) = 0 , 5 6 4 8 2 ± 0 , 0 0 0 0 0 2 , 

\ 12 

2/3 = ^19 ^ 3 ) = 0 ,52416 ± 0 , 0 0 0 0 0 1 . 



3 1 0 V I I . Metody numeryczne i graficzne różniczkowania i całkowania 

O s t a t e c z n i e m a m y 

T l 1 1 1 1 1 
I = 2 — (T/O+ yi+yz+ya) + 2 1 ,6- — ± 2 4 - — = 

= 2 ^0 ,56034 ± i - ( 0 ,000002 + 0 ,000003 + 0 ,000002 + 0 , 0 0 0 0 0 1 ) + 

+ 0 ,00002 ± 0 ,000005 ± 0 , 0 0 0 0 5 8 j = 

= 1 ,12072 ± 0 ,00013 = 1,1207 ± 0 , 0 0 0 2 . 

S p o s ó b I I . B o z w i ą ż e m y t o s a m o z a d a n i e i n a c z e j . M e c h 

(108) ~rF= = -T=*W- • ^''(^^htii 'SP 
]/x3 + 3x \/3x 

Z a t e m 

1 / 3T\~2 

1 + 3 

B o z w i j a m y f u n k c j ę R(x) w s z e r e g M a c l a u r i n a 

a? x* 5x6 3r,xB 7x10 77x12 

R(x) = l 1 1 U. 
6 24 4 3 2 1 0 3 6 8 6 9 1 2 2 4 8 8 3 2 

• 

Z a t e m 

1 i x\/x ^ x3\/x 5 « V x ^ 3bx'\/x 

l x?-'r3x \/3x 6 / 3 2 4 [ / 3 4 3 2 j / 3 1 0 3 6 8 j / 3 

7x9\]/x 77xlli/x 
+ 

6 9 1 2 ] / 3 2 4 8 8 3 2 } / 3 

S z e r e g R(x) j e s t z b i e ż n y d l a 0 < . r < l i p r z e m i e n n y . M o ż n a z a t e m s z a c o w a ć 
resz tę t e g o s z e r e g u p i e r w s z y m o p u s z c z o n y m w y r a z e m . J e s t w t e n s p o ­
s ó b d l a 0 < a ? ^ l 

1 1 x\'x xsi/x 5x5\/x 35x''i/x 
+ -h= -T= + 

^ + 3 0 ; }/Sx 6 / 3 2 4 / 3 4 3 2 j / 3 1 0 3 6 8 / 3 

7x9l/x 
±0,00018 6 9 1 2 / 3 



§ 69 . Metody numeryczne obliczania całek niewłaściwych 3 1 1 

77 ' " V f ś 

p o n i e w a ż — = < 0 , 0 0 0 1 8 . N a m o c y (35) m a m y stąd 
248832 j / 3 

i i 
(lX 1 Cl i .. 1 1,9 -1 7 1 11 •> , 35 „ 

X-1'2 x3/2-\ X1'2 a r " 2 H a ; 1 5 ' 2 — ]/a?+3x ]/3 J T 6 " ' 2 4 4 3 2 ~ ' 1 0 3 6 8 

— X19'2\ dx ± 0 ,00018 = 
0912 / 

1 / 1 1 5 35 1 \ 
= — 2 1 h ± 0 ,00018 = 

j / 3 \ 1 5 108 2 8 0 8 88128 1 0 3 0 9 / 

= 1,1207 ± 0 , 0 0 0 2 . 

J a k widać" z p o w y ż s z e g o , d r u g i s p o s ó b o k a z a ł się w d a n y m z a d a n i u 
p r o s t s z y . 

§ 70. C a ł k o w a n i e g r a f i c z n e . M e t o d y g r a f i c z n e g o c a ł k o w a n i a p o ­
legają n a w y k o r z y s t a n i u g e o m e t r y c z n e j i n t e r p r e t a c j i ca łk i o z n a c z o n e j 
j a k o p o l a p e w n e g o o b s z a r u . D l a d a n e j ca łk i 

b 

1 = j F[x)dx 
a 

s p o r z ą d z a się w y k r e s f u n k c j i y=F(x) w p r z e d z i a l e [a,b] i m i e r z y p o l e 
o g r a n i c z o n e n a r y s o w a n ą k r z y w ą , r z ę d n y m i w p u n k t a c h x=a, x=b i osią 
x ( r y s . 13) . P o m i a r p o l a m o ż n a w y k o n a ć r ó ż n y m i s p o s o b a m i . G d y żą­
d a n a d o k ł a d n o ś ć n i e j e s t d u ż a , n p . jeże l i b ł ą d w z g l ę d n y m o ż e s ięgać l ° / 0 , 
t o p o m i a r p o l a m o ż e b y ć w y k o n a n y planimetrem1). 

G d y c h c e m y p o w i ę k s z y ć d o k ł a d n o ś ć p o m i a r u p o l a , m o ż e m y sporzą ­
d z i ć w y k r e s f u n k c j i y=F (x) n a p a p i e r z e m i h m e t r o w y m i l i c z y ć , i l e k w a d r a ­
c i k ó w o b o k u 1 m m z a w i e r a d a n y o b s z a r . M o ż n a r ó w n i e ż p o s ł u g i w a ć się 
m e t o d ą t r a p e z ó w l u b m e t o d ą S i m p s o n a z t y m , że w a r t o ś c i y0,yi,...,yn 

f u n k c j i F(x) m i e r z y się n a w y k r e s i e . 
D o k ł a d n o ś ć o t r z y m y w a n y c h z w y k r e s u w a r t o ś c i p r z y b h ż o n y c h 

całki I za l eży o d d o k ł a d n o ś c i w y k r e s u k r z y w e j y=F(x) i o d d o k ł a d n o ś c i 
p o m i a r u p o l a o g r a n i c z o n e g o tą k r z y w ą , r z ę d n y m i w p u n k t a c h x=a i x=b 
o r a z osią x. 

C a ł k o w a n i e g r a f i c z n e m a d u ż e z n a c z e n i e s z czegó ln ie w t e d y , g d y 
f u n k c j a p o d c a ł k o w a F(x) d a n a j e s t z d o ś w i a d c z e n i a . M o ż e m y m i e ć w t e d y 
d a n y j e j w y k r e s i o b l i c z y ć j e j ca łkę o z n a c z o n ą b e z u c i e k a n i a się d o w z o r ó w 
a n a l i t y c z n y c h . 

') Opis p lanimetru czytelnik znajdzie np. w książce: A . H . K p h i n o B , Jlenifuu 
o npu6jiuotcenHbix euHUCAeuuny;, MoCKBa-JIemiHrpafl 1950, str. 110 i następne, 



3 1 2 VII . Metody numeryczne i graficzne różniczkowania i całkowania 

§ 7 1 . W y b ó r m e t o d y n u m e r y c z n e j c a ł k o w a n i a . N a j d o k ł a d n i e j s z a 
z o p i s a n y c h w n i n i e j s z y m r o z d z i a l e m e t o d p r z y b l i ż o n e g o c a ł k o w a n i a j e s t 
m e t o d a G a u s s a . M a o n a j e d n a k d u ż e w a d y . P ie rwszą z n i c h j e s t t o , że 
w s p ó ł r z ę d n e p u n k t ó w , w k t ó r y c h n a l e ż y o b l i c z y ć w a r t o ś c i f u n k c j i p o d ­
c a ł k o w e j , j a k r ó w n i e ż w s p ó ł c z y n n i k i p r z y t y c h w a r t o ś c i a c h , n i e są n a o g ó ł 
l i c z b a m i „ o k r ą g ł y m i " . P o w o d u j e t o n i e j e d n o k r o t n i e k o n i e c z n o ś ć ż m u d n e j 
i n t e r p o l a c j i m i ę d z y z n a n y m i w a r t o ś c i a m i f u n k c j i p o d c a ł k o w e j i zw iększa 
ogó lną i l ość p o t r z e b n y c h r a c h u n k ó w . D r u g ą w a d ą j e s t t r u d n o ś ć s z a c o ­
w a n i a b ł ę d u p r z e z s z a c o w a n i e w a r t o ś c i p o c h o d n y c h w y s o k i c h r z ę d ó w . 

O b i e w a d y są n a o g ó ł n i e i s t o t n e , g d y m a m y d o c z y n i e n i a z f u n k c j a m i 
d a n y m i z d o ś w i a d c z e n i a . W t e d y z a k ł a d a się z g ó r y , że d a n a f u n k c j a p o d ­
c a ł k o w a j e s t w i e l o m i a n e m o k r e ś l o n e g o s t o p n i a i d o b i e r a się w z ó r p r z y b l i ­
ż o n e g o c a ł k o w a n i a d o k ł a d n y d l a w i e l o m i a n ó w tego s t o p n i a . W t e n s p o ­
s ó b o s z a c o w a n i e b ł ę d u o d p a d a . Z d r u g i e j s t r o n y p r z y w y k o n y w a n i u 
d o ś w i a d c z e ń j e s t n a m c z ę s t o o b o j ę t n e , d l a j a k i c h w a r t o ś c i z m i e n n e j n i e ­
za leżne j n a l e ż y p o m i e r z y ć w a r t o ś c i f u n k c j i p o d c a ł k o w e j . Jeże l i n p . z m i e n n ą 
niezależną j e s t c z a s , t o n a o g ó ł n i e s p r a w i a n a m r ó ż n i c y , c z y b ę d z i e m y 
m i e r z y l i w a r t o ś ć f u n k c j i p o d c a ł k o w e j n p . p u n k t u a l n i e o g o d z 1 1 , c z y t eż 
0 1 1 g o d z 37 m i n 24 sek . M o ż e m y z a t e m częs to t a k z a p l a n o w a ć d o ś w i a d ­
c z e n i e , a b y o t r z y m a ć t e w a r t o ś c i f u n k c j i p o d c a ł k o w e j , k t ó r e są p o t r z e b n e 
d o w z o r u G a u s s a . 

W p r z y p a d k u g d y d o b ó r w a r t o ś c i z m i e n n e j n ieza leżne j w r ó w n y c h 
o d s t ę p a c h w y r a ź n i e u ł a t w i a o b l i c z a n i e f u n k c j i , k o r z y s t a m y z a z w y c z a j 
z e w z o r ó w N e w t o n a - C o t e s a , a w i ę c w s z c z e g ó l n o ś c i z m e t o d y t r a p e z ó w 
1 m e t o d y S i m p s o n a . Z m e t o d ą t r a p e z ó w m o ż e k o n k u r o w a ć m e t o d a G a u s s a 
d l a n = 0, k t ó r ą m o ż n a b y n a z w a ć metodą prostokątów, p o n i e w a ż z a m i e n i a 
o n a o b l i c z a n i e d a n e j ca łk i n a o b l i c z a n i e p ó l p r o s t o k ą t ó w . 

M e t o d ę N e w t o n a - C o t e s a m o ż n a s t o s o w a ć d w o j a k o . A l b o d o b i e r a ć 
w z o r y m o ż l i w i e d o k ł a d n e d l a ca łego p r z e d z i a ł u c a ł k o w a n i a , a l b o dz ie l i ć 
c a ł y p r z e d z i a ł n a częśc i i s t o s o w a ć d o k a ż d e j z t y c h częśc i w z o r y n i ż szego 
r z ę d u . N a p r z y k ł a d w c e l u o b l i c z e n i a ca łk i 

z a s t o s o w a l i ś m y w p r z y k ł a d z i e 8 w z ó r N e w t o n a - C o t e s a d l a n = Ł, 
a w p r z y k ł a d z i e 7 m e t o d ę S i m p s o n a , c z y h m e t o d ę N e w t o n a - C o t e s a d l a 
n=2, a l e z a t o d o m n i e j s z y c h p r z e d z i a ł ó w c a ł k o w a n i a . B ł ą d o t r z y ­
m a n y c h p r z y b l i ż e ń b y ł w o b u p r z y k ł a d a c h t e g o s a m e g o r z ę d u . P r z y 
większe j l i c z b i e p u n k t ó w d z i e l ą c y c h p r z e d z i a ł c a ł k o w a n i a b ł ą d p r z y ­
b l i żeń o t r z y m y w a n y c h m e t o d ą S i m p s o n a j e s t c z ę s t o m n i e j s z y n i ż b ł ą d 
p r z y b l i ż e ń o t r z y m y w a n y c h m e t o d ą N e w t o n a - C o t e s a d l a w i ę k s z y c h w a r -

3 

2 



§ 7 1 . Wybór metody numerycznej całkowania 

t ośc i p a r a m e t r u n. M o ż n a n a w e t u d o w o d n i ć 1 ) , ż e jeżel i Ik (k = l,2,...) 
j e s t p r z y b l i ż e n i e m d a n e j ca łk i 7, u z y s k a n y m ze w z o r u N e w t o n a - C o t e s a 
d l a n = k, t o c iąg p r z y b l i ż e ń J i , ^ j , ' Z s , . . ' ; n i e j e s t n a o g ó ł z b i e ż n y . 

Jeś l i n a t o m i a s t Ik (Jc=l,2,...) o z n a c z a p r z y b l i ż e n i e d a n e j ca łk i 7 
o b l i c z a n e j w p r z e d z i a l e [ « , / ? ] , u z y s k a n e p r z e z s t o s o w a n i e u s t a l o n e g o 
w z o r u N e w t o n a - C o t e s a , a w i ę c n p . w z o r u S i m p s o n a , d o k a ż d e j z m r ó w ­
n y c h częśc i , n a j a k i e p o d z i e l o n o c a ł y przedz ia ł c a ł k o w a n i a , t o c iąg p r z y ­
b l i żeń 7 j , j e s t z a w s z e z b i e ż n y d o całki 7, co w y n i k a ze w z o r u (81) , 

z k t ó r e g o p o p o d s t a w i e n i u b—a=——- o t r z y m u j e m y l i m w . 7 t = 0 . 

JeżeU j e s z c z e w e ź m i e m y p o d u w a g ę , że t r u d n o ś ć s z a c o w a n i a b ł ę d u 
w m e t o d z i e N e w t o n a - C o t e s a w z r a s t a n a o g ó ł s z y b k o ze w z r o s t e m w a r t o ś c i 
p a r a m e t r u n, d o j d z i e m y d o w n i o s k u , że n a o g ó ł n a j w y g o d n i e j j e s t s t o s o ­
w a ć tę m e t o d ę d l a m a ł y c h w a r t o ś c i » , t z n . n p . d l a n=l ( m e t o d a t r a p e z ó w ) 
e z y n=2 ( m e t o d a S i m p s o n a ) , a l e z a t o n i e d o c a ł e g o przedz ia łu c a ł k o w a n i a , 
l e c z d o j e g o częśc i , co zos ta ło o g ó l n i e w y k o n a n e w e w z o r a c h (50) i (59) . 
M o ż n a też z a m i a s t m e t o d y t r a p e z ó w u ż y ć b a r d z o p o d o b n e j m e t o d y G a u s s a 
d l a n = 0. 

M e t o d ę N e w t o n a - C o t e s a d l a n>2 s t o s u j e się z a z w y c z a j w p r z y p a d k u 
f u n k c y j d a n y c h z d o ś w i a d c z e n i a , g d y — z t y c h c z y i n n y c h w z g l ę d ó w -
w a r t o ś c i f u n k c y j p o d c a ł k o w y c h d a n e są w r ó w n o o d d a l o n y c h o d s i eb i e 
p u n k t a c h , co n i e p o z w a l a u ż y ć m e t o d y G a u s s a . P o n i e w a ż z a k ł a d a się 
z r e g u ł y , że f u n k c j a podcałkowa j e s t w i e l o m i a n e m o k r e ś l o n e g o s t o p n i a , 
o s z a c o w a n i e b ł ę d u n i e j e s t n a o g ó ł p o t r z e b n e . 

G d y b ł ę d y d o ś w i a d c z a l n e o b c i ą ż a j ą c e w a r t o ś c i f u n k c j i p o d c a ł k o w e j 
są t a k d u ż e , że m u s i m y się z n i m i p o w a ż n i e l i c z y ć , d o b r z e j e s t u ż y w a ć 
m e t o d y C z e b y s z e w a , p o n i e w a ż w te j m e t o d z i e b ł ędy wartośc i f u n k c j i 
p o d c a ł k o w e j m a j ą n a j m n i e j s z y w p ł y w n a w a r t o ś ć p r z y b l i ż o n ą ca łk i . 

Jeże l i w r e s z c i e f u n k c j a p o d c a ł k o w a d a j e się r o z w i j a ć w s z e r e g p o t ę ­
g o w y , t o n a o g ó ł b a r d z o d o b r ą m e t o d ą c a ł k o w a n i a t e j f u n k c j i j e s t m e t o d a 
c a ł k o w a n i a j e j s z e r e g u p o t ę g o w e g o w y r a z p o w y r a z i e . M e t o d a s z e r e g ó w 
p o t ę g o w y c h j e s t z a z w y c z a j p r o s t s z a o d m e t o d p o z o s t a ł y c h , szczegó ln ie 
w t e d y , g d y s z e r e g i są s z y b k o z b i e ż n e . 

*) Dowód znajdzie czytelnik w książce: H . II. H a T a n c o H , KoncmpyKmuenasi 
meopun (fiyiiKuuu, MocKiia-JIeniiHrpan 1949, rozdział V I . 


