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1 1
Ponadto h=—= 1 i na mocy (59)
n

3

"da:_

Inez

1
= 5 (1,4427044:1,23315 4-2-1,09136 + 4-0,08853 4 0,91024) +

1
+ ]—0(10,000005 -+ 4+:0,000005 -+ 2-0,000005 -+ 4 -0,000005 -+ 0,000005) —

A e e L
180 R RY sk B

=1,11853 + 0,000002 -+ 0,000005 — 0,00027 4+ 0,000001 + 0,00026 =
=1,1183 -+ 0,00031.
Zobaczmy jeszeze, jak wypadloby oszacowanie bledu ze wzoru (65).
Na moey (60) jest 7, =1,11853, a na mocy (63)
1
I~ 5 (1,442704-4-1,09136 -+ 0,91024) ~ 1,11973.

Ze wzoru (65) otrzymujemy wtedy blad B, przyblizenia I,

B o 111853 —1,11973  —0,0012
Sk At 15 5 15

= —0,00008.

§ 66. Metoda Newtona-Cotesa. Zar6wno w metodzie trapezéw,
jak 1 w metodzie Simpsona calkowanie przyblizone polegalo na zastapie-
niu funkeji podeatkowej F(x) jej wielomianem interpolacyjnym f(x),
ktory w metodzie trapezow byl pierwszego, a w metodzie Simp-
sona — drugiego stopnia. Naturalnym uogdélnieniem tamtych dwéch me-
tod jest metoda, polegajaca na zastgpieniu pod znakiem ecalki funkeji
F(x) jej wielomianem interpolacyjnym n-tego stopnia f(xz), ktéry w réz-
nych pomiedzy sobg punktach z,,#,,...,», przybiera wartosei y,=F(x,),
n=rF@), ..., y,=F(z,). Wtedy przyjmuje si¢ jak w poprzednich me-
todach, ze

2 y
(67) _[ F(z)de~ J f(w)de.
Q@ a

Zanim przejdziemy do oszacowania bledu takiego przyblizenia,
zwr6¢my uwage, ze przez analogi¢ do poprzednich metod wolno sie spo-
19+
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dziewaé, iz mozna tak dobraé liczby 4,,4,,...,4,, aby wzér
b

(68) I= .l'f('rv)f?-rz (b—a)(4oyo+A1 % +-.-+449,)

[
byl prawdziwy dla dowolnego wielomianu f(x) stopnia co najwyzej =,
jezeli we wzorze (68) podstawié za y,,%;,...,¥, wartosci tego wielomianu
w punktach @,,2,,...,4,. Aby obliczy¢ wspéleczynniki 4,,4,,...,4,,
wygodnie jest wprowadzi¢ nowg zmienng

20— a—b b—a b+ a
L y BT St
Wtedy
b—a bt+a
(692) i(m)zf(—z— +-—-‘_,—)=ap(5),

gdzie ¢ (&) jest, podobnie jak funkecja f(:c),' wielomianem stopnia co
najwyzej n oraz
+1

b—a
(70) I=— f‘}'{éldf.
_'|
Ze wzoréow (68) i (70) wynika, Ze
+1
(71) [9(&)d5=24,9,+ 24,5+ ...+ 24,9,
-1

Wzér ten ma byé prawdziwy dla wszelkich wielomianéw ¢ (&) stopnia
co najwyzej n. Niech

p(§)=ay+a, &+ f1252+---+‘1:15n-
Wtedy

: 2 2
(72) _ifws)d&=2au+ 3ttt o,
gdzie

:n—~1 dla = nieparzystych,
m=

n dla n parzystych.
Z drugiej strony

Yi=[ (@)= (&) (1=0,1,...,n),
gdzie

(73) fi=—— (i=0,1,.,.,n).
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Zatem
(74) Yi= g by Gk b & (=0, )

Podstawiajge wzory (72) i (74) do (71) i przyréwnujge wspolezynniki
PrZy ag,ay,...,a, Ppo obu stronach znaku réwnodei, co zapewnia prawdzi-
wosé wzoru (71) dla wszelkich «y,ay,...,a,, otrzymujemy nastepujgcy
uklad n réwnan liniowych z n niewiadomymi A4,,4,,...,4,:

,\-_1.(1; — 1,

d
=0

n
O .
‘l - ."1.."_ — 0,
i=0

s 1
N A
-'—_*.,'E* S

dla »n nieparzystych,

\’ E'A;=p, gdzie =

1
i=0 l 1 dla  »n parzystych.

Uklad (75) ma zawsze dokladnie jedno rozwigzanie, poniewaz jego
wyznacznik charakterystyczny jest tzw. wyznacznikiem Vandermonde’al),
a wiee réznym od zera dla réznych pomiedzy soba liczb &,&,...,&,.
Ale &, &,,...,&, sa na mocy (69) rézne, bowiem zalozyliSmy, ze w,,2,,...,o,
83 roézne.

Niech teraz

(76) ri=a+i—— (1=0,1,...,2).
W szezegdlnosei jest wtedy xy=a i x,=0b. Na moey (69) jest

—a
2a+4 2 a——— —a—>b
n

7 = < B
(76a) & g tﬂ

1) Patrz np. W. Sierpinski, Zasady algebry wyészej, Warszawa-Wroclaw 1951,
sir. 20.
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oraz
2 2
&+ & i=t——14+(n—12)——1=0.
n n
Niech
n
= dla n parzystych,
(77) k=
n—1 2
I e dla = nieparzystych.

Uklad (75) jest teraz réwnowazny ukladowi

A=A, i, 1=0,1,...,k,

L 1 1 A, dla = parzystych
DA sy=7, alhe y={ i
im0 2 2 0 dla n nieparzystych,
k " 1
2 &A=
(78) s
. 1
2545
- 1
\ 2."“A=___.._... >
%o 3 2(2%+1)

gdzie & (i=0,1,...,k) sa liczbami okreflonymi wzorami (76a).
Z ukladu (78) obliczamy A4,,4,,...,4, i podstawiamy ‘do (68). Obli-
b

czenie wartofei przyblizonej I calki 'f F(z)dr z tak otrzymanego wzoru
a

(68) nosi nazwe metody Newtona-Cotesa. -

Zauwazmy, ze dla n parzystych wzor (68) jest prawdziwy rowniez
dla kazdego wielomianu f(«) stopnia n--1. Jezeli bowiem ¢ (&)= a,+ o, £+
+ vt ap g EMY to wzbr (72) jest nadal prawdziwy, a wzér (74) przybiera
postaé yi=ao+ oy &+ oo+ gy &1 (i=0,1,...,n). Podstawiajgc te wzory
do (71) i przyrownywajac wspolezynniki przy ag,dy,..., 4,4 oOtrzymujemy

n
nadal uklad (75), ale ponadto réwnanie ¥ &*'A;=0. Réwnanie to jest
s =0

spelnione na mocy wzoru (76a) i pierwszego z rownan (78).

Gdyby&my zatem zamiast wielomianu interpolacyjnego f(x) stopnia
n obliczyli wielomian interpolacyjny f*(xz) stopnia n4- 1, ktéry nie tylko
w punktach x,,a,,...,2,, ale ponadto w dowolnym punkcie z,,, z prze-
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dzialu [a,b] mialby te same wartosei, co funkeja F(x), to mielibysmy

h

(68a) I= [ f(@)do= [ j*(a)dz.

Pozostaje do omdwienia sprawa dokladnosei, z jakg calka I obli-
b

czona ze wzoru (68) przybliza catke fF (x)dze danej funkeji F(z). Zakla-
a

damy, ze funkecja F(x) ma w przedziale [a,b] ciggla pochodng rzedu n-1,
jesli wielomian interpolacyjny f(«) jest stopnia » nieparzystego, a ciggla
pochodng (n-+2)-go rzedu, jesli wielomian jest stopnia n parzystego.
Niech '
n dla n» nieparzystych,
“ln+1 dla n parzystych

Oraz

(79) Mo <SP (@) <My, .

Ziatem

(79a) | FED (@) —Fy 3| < Mgy

gdzie

(79D) N M;*_,_I;M,_,l AR e Ms+1;Ms+1 :

Niech dalej bedzie

| f(x) dla = nieparzystych,
(@)=
| f*(x) dla n parzystych
Na moey wzoru (8) z rozdzialu IV jest

F(.H—])(,ﬁ}_Fs 2
F(x)—g(x)= TR T (1 — @) (X — @) .+ . (2 — @g) +

Y
g I P M@ =)@ —a,),
gdzie # jest liczba dobrang do @ i zawarta w przedziale (a,b). Gdy n jest
liezbg parzysta, to xy=w, ., jest dowolng liezbg z przedzialu [a,b].
Zatem

+

Bk Tt
| F () — g (@) — m(m— Do) (@—@y) ... (2— )| <

My

=
(84 1)!

(@ —mo) (@—y)... (@—a,)].
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Zatem na mocey (36), (37) i (68a) jest

b b b
F
(80) !F(m)da::!f(a:)dm-g— (s_:;‘)! J(x—wn)(m—m,)...{mrm,)dmi
M,
:I: =
(s o BRER
Oszacowanie bledu we wzorze (80) mozna poprawi¢. Mozna dowiedé?),
ze prawdziwy jest wzoér
b

b
fF(m)dmsz(x)dm—{— Fas f{'v @) (x— 2y)... (2 — x,)dw &

b
[l@—a) (@—a)...(a—a,)| do.

(s-+1)!
£ ot f (@) (@—)...(0—2,)da,
gdzie dla n parzystych z,=x, ,=a,,.
Wzér ten po uproszezeniu i po podstawieniu (68) ma postad
b
(81) [F(@)dw=(b—a)(AdoYo+A1th+ .. +Autn) + K, + K| M,
a
gdzie liczby A,,A4,,...,A, oblieza si¢ z ukladu (78), liczby F,, , i M, ,
okreglone sg wzorem (79b) oraz

2 h—a\" gty e X b '2 g
T ) JESESSHE= .. (8 ntyae
dla. » nieparzystych,

2 (b—a)mra S : n\2 :
oY f (-1 —2... 5_(2,)) :

dla n parzystych

(Bla) v K=

Niech np. n=4. Ze wzoru (77) otrzymujemy k=2, a ze wzoru (76a)
1 1
¢i=—1, &=— X &=0, &= o &,=1. Uklad (78) przybiera postaé

1

il
A=A, 4,=4;, Ao+A,+ '2'-‘4:;”-*:'2':

1 1 i 1
RN =0 S R 0 R
I B R T e

') Np. bezpodrednio na mocy twierdzenia udowodnionego w ksiazce: II[. E-
Muakxexmanse, Yucaennwe memodsn mamemamuveckozo anaauga, Mockpa 1953,
str. 312-321.
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skad

7 32 12 32
It ey L Ao s

7
90’ 90’ 90’ 90’ 90

Ze wzoru (8la) otrzymujemy

2
!,_2 b—a\’ AR St 8 b—a)'r
ST (B E4e—L)(E T e T e
0

Zatem wzdr (81) dla n—=4 ma postac

b
b—a
(82)  [F(@)dw == = (Tyo+32y:+ 1295+ 8295+ Ty,) —
a v

8 b=a\" 8 (b—-a)"
TN, N (b BEcls; 7 ey (<Al
945 6( 4 )i945 I\

W tablicy VIII na korcu ksigzki podane sg wzory (81) Newtona-Cotesa
dla n=1,2,...,6. !

PRZYKEAD 8. Obliczyé¢ catke z przykladéw 6 i 7 stosujge wzor (82)
Mamy zatem obliczyé calke

da
Inx
Jest
o=2,00, 2,—=2,25, 2,=25, 2,=2,13,  2,—=3,00
oraz
1
= - = 1,44270 -+ 0,000005
N THo00 =2 !
=-—=1,2331b + 0,000005
N In2,25 3 540, )
1 ik ..
Y=g 5o = 109136 0,000005,
e = 0,98853 -1 0,000005
Y InZean P :

o 0,91024 - 0,000005.
T e s b
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Ponadto
1 \(® 2 : :
——| =—5—(60In°2+274 In*$ 4675 In’# 41020 In*z+-
Inx ’In‘x
+900 In®z-4-360).
Poniewaz
1 (7) =0
(_) =_——{‘3h() In®x+4-1764 In°x+ 4872 In*z+4
Inx ' In®

+8820 In* 2410500 In* 2+ 7560 Ina 4 2520),

1 \®
(o) <0
Ina

wiec dla 2<e<<3 jest

1 stgd
(6) (6) ©
5< ) é( = ) é( ) <720.
Te=3 111&’,' T=2
Przyjmujemy Mg =4, M;=720 i na mocy (79a) mamy F,= 362,
M= 358.
Ostatecznie

* di 1
’ Rl 50 (7-1,44270+ 32-1,23315+12-1,09136 4+ 32-0,98853 -+

i 0,91024) + {. + 324124 32 4+7)(-0,000005) —

Ok -362 l’ 2 (gl —1,1183 4+ 0,00023
945 TG 47 :

Jak widaé z poréwnania z wynikiem uzyskanym metodg Simpsona,
wynik jest ten sam, a oszacowanie bledu ze wzoru (82) jest nieco doklad-
niejsze.

§67. Metoda Czebyszewa. Mozna uzyskaé spelnienie réwnan
ukladu (75) na innej drodze niz opisana w poprzednim paragrafie.
Mozna mianowicie ustali¢ z géry wartodei wspolezynnikéw A,,4,,...,4,
z tym jedynie warunkiem, by spelnialy pierwsze z réwnan ukladu
(75), tzn. warunek

(83) Zﬂ: 4;=1,

Tl
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a liczby &,,&,,...,&, dobraé¢ tak, by byly spelnione pozostale réwnania
ukladu (75) i ponadto réwnanie o

2 &t 4=y,

i=0

1
gdzie y=0 dla n parzystych i y=——— dla n nieparzystych, tzn. uklad

n-+42
n Bl 1 n ;
(84) 2&64,=0, &A= gl D & A=y,
i=0 i=0 i=0

b
Gdy wartofei funkeji F(w), ktoérej calke [F(x)dx nalezy obliezyé,

dane s z do$wiadezenia i nalezy si¢ powaznie liczy¢ z bledami tych war-
todei, wygodnie jest przyjaé

(85) P R RE T

n

nlisy

n+1

Mozna latwo wykaza¢ (dowdd pomijamy), ze whtedy na ogél bledy wartosei

funkeji majg najmniejszy wplyw na blad przyblizenia (68) calki f}’(:n)dx.
Metoda Czebyszewa nazywamy wlasnie obliczanie wa.rt.oéciﬂ przybli-

zonej calki be (w)dx ze wzoru (68), w ktérym wspoélezynniki 4,,4,,...,4,,

dane sy wzorem -(85), a wartosei ¥,,%;,...,%, funkcji F(x) oblicza sie
w punktach xy,2,,...,2,, ktére 8g zwigzane wzorem (73) z pierwiastkami
EoyE1yeeny &, ukdadu (84).

Niech np. n=3. Wtedy na mocy (85) jest 4,=4,=4,=4,=1/4
i uklad (84) ma postaé

§u+£1+$2+‘53=01 'Eg+£:{+§:+$§=0!

S+84 8+ 8=-

1
S drdtdra=

Uklad ten ma tylko jedno rozwigzanie spelniajace warunek

§0< $1< Ez< ES ’
mianowicie

2 —2y5
50:_]/5_4__,'/_@—0:94654 *]/?---Emo 187592

15

5—2)/5 5-2/5
i — ]/—15’/._ ~ —0,187592, £y = ]/Jfﬁ'/— ~ 0,794654

(86)
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Na moey (73) jest

D bta
(87) L= ..q ‘El'. _i_ ;

- (i=0,1,2,3).

Wzér (68) przybierze postaé
b

. b—a
I= , f(@)de = T (Yot U1+ Y2t ¥s),

gdzie f(x) jest wielomianem interpolacyjnym funkeji F(z), ktéry w punk-
tach (87) ma z funkcjg F(z) te same wartosei ¥y,%,,%.,%;. Punkty (87)

b
obliczamy z wartosci (86). Blad, z jakim liczba I przybliza catke [ F(x)dw,
@

szacujemy ze wzoru (80).

Czytelnik interesujacy si¢ metoda Czebyszewa moze znaleZé bar-
dziej szczegbélowe informacje w cytowanej juz ksigzce Sz. E. Mike-
ladzego!) jak réwniez w ksigzee 1. P. Natansona 2).

Warto tu jednak podkredlié, ze S.N.Bernsztejn udowodnil,
iz uklad (84) nie ma rozwigzan rzeczy wistych dla n>9. Wiadomo réwniez,
ze dla n=8 uklad ten nie ma rozwigzan rzeczywistych. Natomiast
dla n=1,2,...,7 uklad (84) ma rozwigzanie rzeczywiste, znalezione przez
P. L. Czebyszewa.

§ 68. Metoda Gaussa. Metodg Gaussa nazywamy sposéb obliczania

b
wartodei prayblizonej I calki [ F(z)dx ze wzoru (68), w ktérym yo,9,,...
a

ooy Y, Oznaczajy wartodei tej funkeji w punktach z,2,,...,2,, odpo-
wiadajacych wedlug wzoru (73) wartodciom &,&,,...,&, zmiennej po-
mocniczej & a liczby Ag,A4,,...,4,,&,&,...,&, dobiera si¢ tak, by
byla spelniona jak najwieksza liczba réwnan typu (75), tzn. tak, by wzoér
(68) byl dokladny dla wielomianéw f(z) mozliwie wysokiego stopnia.

b
Zakladamy, ze dana funkcja F(z), ktérej catke [F(x)de mamy obli-
a

czyé, ma w przedziale [a,b] pochodng FC"*)(z) rzedu 2n-+2 i ze
zachodzi nier6wnosc My, < F™ (o)< M, ,, gdzie M;,,,, M3, .,
sg stalymi, skad

(88) 1F(2“+2]('E) — F2n+2| g M2ﬂ+27

1) Ibidem, str. 345. .
*) . II. Harauncon, Koncmpyrmuenas meopus ynryuii, Mocksa-Jlennurpa
1949, str. 641.



