
§ 62. Szacowanie błędu L>7:» 

B . Metody numeryczne i graficzne całkowania 
§ 6 2 . S z a c o w a n i e b ł ę d u . S z a c o w a n i e b ł ę d u c a ł k o w a n i a p r z y b l i ż o ­

n e g o j e s t n a o g ó ł p r o s t s z e , n iż s z a c o w a n i e b ł ę d ó w p r z y b l i ż o n e g o r ó ż n i c z ­
k o w a n i a . N i e c h n p . f u n k c j a f(x) p r z y b l i ż a f u n k c j ę F(x) w p r z e d z i a l e [ a , 6 ] 
i n i e c h d o k ł a d n o ś ć t ego p r z y b l i ż e n i a b ę d z i e o k r e ś l o n a n i e r ó w n o ś c i ą 

(34) \F{x)-f(x)\^B d l a 

, g d z i e B j e s t p e w n ą stalą. N i e c h f u n k c j e F(x) i f(x) b ę d ą c a ł k o w a l n e w p r z e ­
d z i a l e [a,b]. W t e d y 

6 6 i b 

jF(x)dx- ff{x)dx\ = j[F(x)-f(x)]dx < 
a a I a 

b b 

< f \F(x)-f(x)\dx^B f dx = B(b-a). 
a a 

b 
Jeże l i z a t e m spe łn i ona j e s t n i e r ó w n o ś ć (34) , t o jf(x)dx p r z y b l i ż a 

6 ° 
jF(x)dx z d o k ł a d n o ś c i ą d o B(b — a), c z y l i 

(35) jF(x)dx — jf(x)dx t^B(b-a). 

Jeże l i d o k ł a d n o ś ć , z j a k ą f u n k c j a f(x) p r z y b l i ż a f u n k c j ę F(x) w p r z e ­
d z i a l e [a,b], j e s t o k r e ś l o n a n i e r ó w n o ś c i ą 

(36) ' \F(x)-f(x)\^<p(x), 

g d z i e <p{x) j e s t f u n k c j ą c a ł k o w a l n ą w p r z e d z i a l e [ a , o ] , t o o t r z y m u j e m y 

(37) f F(x)dx - j f(x)dx\ < j \F(x)-f(x)\dx^ f <p(x)dx. 

§ 6>. M e t o d a s z e r e g ó w p o t ę g o w y c h . N i e c h b ę d z i e d a n a f u n k c j a 
F(x) r o z w i j a l n a w s z e r e g |)otęgo\vy w o t o c z e n i u p u n k t u x0 

(38) F(x) = a0 + a1(x — x0) + a2(x—x0)* + ... 

z b i e ż n y w p r z e d z i a l e x0—r<x<x0+r. N i e c h a, b b ę d ą l i c z b a m i spe łn ia ­
j ą c y m i n i e r ó w n o ś ć x0—r<a<b<x0+r. Z a d a n i e p o l e g a n a o b l i c z e n i u 

6 
w a r t o ś c i p r z y b l i ż o n e j całki J F(x)dx. 

a 

N i e c h sn(x) b ę d z i e n-tą sumą częśc i ową s z e r e g u (38) , t j . 

(39) 8n{x) = a0+a1(x — x0)+... + aa {x - a? 0) n . 
1 8 * 



270 VI I . Metody numeryczne i graficzne różniczkowania i całkowania 

Metoda szeregów potęgowych p o l e g a n a p r z y j ę c i u , że 

6 b 
JF(x)dx aa Jsn(x)dx. 
a a 

O s z a c u j e m y b ł ą d tego p r z y b l i ż e n i a . C a ł k u j ą c s z e r e g (38) w y r a z p o w y r a ­
z i e o t r z y m u j e m y 

(40) 0{x) = J F(x)dx = 

--C + a0{x-x0) + a1{x-x0f+ ...Ą Ł-an(x — x0)n+l +, 
2 n + 1 

--C + a0(x-x0) + — O j ( a ? — x 0 ) 2 + . . . + 
z 

1 0(n+2)(fi) 
+ —— an{x-Xor+1+ j — ^ (x-oc0)n+2 = 

n + l (n + 2)l 

--C+a0{x — x0)+^-a1(x — x0)2+...+ 

1 F(n+l)(£) 

g d z i e G j e s t d o w o l n ą stałą, a | l i czbą d o b r a o ą d o a; i z a w a r t ą m i ę d z y x0 

i Z a t e m 

6 r i i 
JF(x)dx= \c + a0(b-x0) + - a 1 ( b - x 0 ) 2 + . . . + ——- an(b-x0)n+1 + 
i L 2 n + l ' 

- [(7 + a 0 ( a - a - 0 ) + ^ - a 1 ( o - a ; 0 ) 2 + . . . H ~ a n ( a - x 0 ) n + 1 + 
z n + l 

(n+2)| v ° ' J 
6 6 b 

= Ja0dx + j al(x — x0)dx+...+ j an(x—x0)n dx + 
a a a 

( n + 2 )J V ° ' ( w + 2 ) ! V 0 1 

r 1 
= J sn{x)dx+ [ ^ w + l , ( f 6 ) ( 6 - a » o ) H + 1 - ^ n + , ) ( f B ) ( « - ^ ) n + I ] . S (w + 2 ) ! 



§ 63. Metoda szeregów potęgowych 2 7 7 

Jeże l i M~+1^F(n+1)(x)^M++1, g d z i e M~+1 i M++l są s t a ł y m i , d l a 
w a r t o ś c i z m i e n n e j x z a w a r t y c h m i ę d z y n a j m n i e j s z ą i na jw iększą z l i c z b 
x0,a,b, t o m a m y 

6 6 B 

(41) J F(x)dx = J sn(x)dx+ " + 1 , 

g d z i e 

(42) A - i > 3 < 5 n + I < J 9 2 - i ) 4 , 

a 

A = m i n [ (b - x 0 ) n + 2 , M++1 ( i - 0 O ) " + 2 ] , 

D 2 = m a x [ i ¥ - + 1 ( 6 - 0 O ) " + 2 , i l / + + 1 ( & - z 0 f + 2 ] , 

D 3 = m a x [ J / - + 1 ( a - 0 o r + 2 , ( a - x0)n+2], 

Bi=mm[M-+1(a-x0)n+2,Mi+1(a-x0)n+2]. 

Jeśl i w sz czegó lnośc i | P ( n + 1 ) ( # ) K J f , g d z i e .M" j e s t stalą, t o 

(43) \Bn+1\^M[\b-xQ\n+2+\a-x0\n+2]. 

Jeśl i s z e r e g (40) j e s t p r z e m i e n n y , t o m o ż n a s z a c o w a ć j e g o resz tę 
p i e r w s z y m o p u s z c z o n y m w y r a z e m . J e s t w t e d y 

B n + i l<Vf i l 
(n + 2 ) ! w + 2 

(42a) 

c z y l i v 

(43a) \Bn+l\^\F^(x0)\[\b-x0\n+2+\a-x0\n+2]. 

P R Z Y K Ł A D 5. O b l i c z y ć ca łkę 
0,3 

e * aa; 
o 

z d o k ł a d n o ś c i ą d o 0 , 0 0 0 0 1 . 
S z u k a m y o d p o w i e d n i e j s u m y c z ę ś c i o w e j (39) s z e r e g u M a c l a u r i n a 

2 
f u n k c j i F(x) = e~x. W t y m c e l u o b l i c z a m y 

F(x) = e-*, F(0)=1, a 0 = P ( 0 ) = l , 

a , F'(0) 
F'(x) = -2xe~x , P ' ( 0 ) = 0, « i = — f p = ° i 

P " ( 0 ) 
P " ( 0 ) = ( 4 ^ - 2 ) e - % P " ( 0 ) = - 2 , a 2 = - ^ = - l , 

9 J " " ( 0 ) 
P ' " ( i r ) = ( - 8 a ; 3 + 1 2 a ; ) e - x , P " ' ( 0 ) = 0 , a 3 = = 0 , 

3 ! 



2 7 8 V I I . Metody numeryczne i graficzne różniczkowania i całkowania 

F^(x) = (16x*-4:8x2+12)e-x, P < 4 ) ( 0 ) = 1 2 , « 4 = — ^ — = 0 , 5 , 

P ( 5 ) ( 0 ) 
Fi5)(x) = (-32x5 + 160x3- J P ( 5 ) ( 0 ) = 0 , a5 = — - f - ^ = 0 , 

^ ' 5 ! 
— 120#)e , 

-P<6)(#) = ( 6 4 # 6 - 4 8 0 a ; 4 + 7 2 0 a : 2 - ^ < 6 ) ( 0 ) = - 1 2 0 , 
- 1 2 0 ) e~x% 

a. = 
JK«)(0) 1 

6 ! " " 6 

P r ó b u j e m y , c z y m o ż n a b ę d z i e p r z y j ą ć w e w z o r a c h (39) i (41) n=5: 
D l a 0 < a ? < 0 , 3 j e s t 

(45) - 1 2 0 < 64x6- 480# 4 + 720# 2 - 1 2 0 < - 5 9 . 

I s t o t n i e , f u n k c j a 6 4 w 3 — 4 8 0 M 2 + 7 2 0 W — 1 2 0 n i e m a e k s t r e m ó w w p r z e ­
d z i a l e (0, 0,09),* w i ę c p r z y b i e r a w a r t o ś c i e k s t r e m a l n e n a k r a ń c a c h t ego 
przedz ia łu . D l a u = 0 o t r z y m u j e m y w a r t o ś ć n a j m n i e j s z ą — 1 2 0 , d l a u = 0 ,09 
w a r t o ś ć na jwiększą — 5 9 , 0 4 1 3 4 4 . 

J e s t d a l e j 

(46) 0 , 9 1 ^ c - z 2 < l d l a 0^x^0,3. 

N a m o c y (45) i (46) j e s t 

- 1 2 0 < J " 6 ) (a?) < - 53 d l a 0 < x < 0 ,3 , 

a s tąd n a m o c y (42) d l a a=x0=0 i 6 = 0 ,3 

- 0 ,0263 < - 120 • 0 , 3 7 ^ B6 < - 5 3 • 0 , 3 7 < - 0 , 0 1 1 5 . 

Jeże l i p r z y j ą ć B6= — 0 , 0 1 8 9 ± 0 , 0 0 7 4 , t o 

B B 
!L t ł _ = _ J = _ 0 , 000004 ± 0 , 0 0 0 0 0 2 . 

( n + 2 ) ! 7 ! ' ' 

B ł ą d j e s t d o s t a t e c z n i e m a ł y , w i ę c p r z y j m u j e m y n = 5 . Z a t e m f u n k c j a (39) 
p r z y b i e r a p o s t a ć 

si(x) = l - x 2 + -^xi 

f *s(x)dx=\x - y + j g j l = 0 , 2 9 1 2 4 3 . 



§ 6 3 . Metoda szeregów potęgowych 2 7 9 

Z a t e m o s t a t e c z n i e 

0,3 

f e~łdx= 0 , 2 9 1 2 4 3 - 0 , 0 0 0 0 0 4 ± 0 ,000002 = 0 ,29124 ± 0 , 0 0 0 0 0 3 . 
o 

Z a d a n i e p o w y ż s z e m o ż n a r o z w i ą z a ć j e s z c z e i n a c z e j . P o d s t a w i a j ą c 
z= — x2 d o z n a n e g o r o z w i n i ę c i a f u n k c j i ez w s z e r e g M a c l a u r i n a 

z z2 z3 

e = 1 + l ! + 2 T + 3 ! + - ' 

o t r z y m u j e m y 

e-x* = \ - — + — — — + 
1 ! 2 ! 3 ! 

X2 X* xb 

S z e r e g t e n j e s t z b i e ż n y d l a k a ż d e j w a r t o ś c i z m i e n n e j . 7 ' 1 ) . Ca łku jąc go 
w y r a z p o w y r a z i e d o s t a j e m y 

0{x)= [e-x<>dx=C + x-^—- + 
3 - 1 ! 5 - 2 ! 7 - 3 ! ' 

g d z i e C j e s t stałą. 
J e s t z a t e m 

\e~łdx-= 0(0,3) - 0(0) =*0,Z- M 4 *rt ^ S & 4 ... 
{ ' 3 - 1 ! 5 - 2 ! 7 - 3 ! 

P o n i e w a ż s z e r e g t e n j e s t p r z e m i e n n y , j ego resztę s z a c u j e się p i e r w s z y m 
o p u s z c z o n y m w y r a z e m . Z a t e m 

V 0 , 3 3 0 , 3 5 0 , 3 7 

f e~x dx = 0 ,3 + - ? — - ± ——- = 0 ,29124 ± 0 , 0 0 0 0 1 . 
{ ' 3 - 1 ! 5 - 2 ! 7 - 3 ! 

§ 64 . M e t o d a t r a p e z ó w . D a n a j e s t f u n k c j a F(x) m a j ą c a w p r z e ­
d z i a l e [a,b] drugą p o c h o d n a . N i e c h d l a a^.x^.b b ę d z i e M2 ^F"(x)^.M2

¥, 
g d z i e , M£ są s t a l e , c z y l i 

(47) \F"(x)-F2\^M2, g d z i e F2= ^ ' , J f , = 2
 g

 2 . 

C h c ą c o b l i c z y ć ca łkę 1= jF(x)dx m o ż e m y s k o r z y s t a ć z i n t e r p r e t a c j i 
a 

g e o m e t r y c z n e j t e j ca łki . J a k w i a d o m o , c a ł k a I j e s t p o l e m o b s z a r u o g r a ­
n i c z o n e g o k r z y w ą y=F(x), osią x i r z ę d n y m i w p u n k t a c h x=a i x=b 
( r y s . 13) . 

') Patrz np. F . L e j a , Rachunek różniczkowy i całkowy, Warszawa 1954, str. 191. 



2 8 0 V I I . Metody numeryczne i graficzne różniczkowania i całkowania 

Metoda trapezów p o l e g a n a p r z y j ę c i u p o l a P t r a p e z u ABGD z a 
w a r t o ś ć przybl iżoną, ca łk i I. 

O s z a c u j e m y b ł ą d , j a k i p o p e ł n i a m y s t o su jąc t ę m e t o d ę . M e c h F(a) = y0, 
F(b) = yx. W t e d y 

„ b—a 
P=^-(yo+yi)-

Z d r u g i e j s t r o n y 

Jf{x)dx, 

R y s . 13 g d z i e y=f(x) j e s t prostą , p r z e c h o d z ą c ą p r z e z p u n k t y 
(a,y0) i F u n k c j a f(x) j e s t w i e l o m i a n e m i n t e r ­

p o l a c y j n y m p i e r w s z e g o s t o p n i a d l a f u n k c j i F(x), w i ę c n a m o c y w z o r u (8) 
z r o z d z i a ł u I V j e s t 

F"m 
F(x)-f(x)=—^- («-.•)(•- b)= 

F"(ti)-F2 i v v ^ A , w Ł\ = (x -a)(x-b)+ - (x— a) (x—b), 

g d z i e a^x^b, £ j e s t h c z b ą d o b r a n ą d o a; i leżącą w e w n ą t r z p r z e d z i a ł u 
[a,b], a F2 — h c z b ą okreś loną w z o r e m (47) . Z a t e m n a m o c y (47) 

F(x)-f(x)-F
2

2 (x-a)(x-b) 

a n a m o c y (36) i (37) 

(48) 

M2 

^-—(x-a)(b-x), 

M, 
JF(x)dx— ff(x)dx—2f(x—a)(x—b)dx < — - j (x—a)(b—x)dx 

S t ą d o t r z y m u j e m y 

(48a) fF{x)dx 
b — a F2 , M2 

~ 2 ^ < y o + y . ) - ~ (b - af± —i (b - a)3 

J e ż e h b ł ą d — M2(b— a)3 w y p a d a z b y t d u ż y , m o ż n a p r z e d z i a ł [a,b] 
12 

p o d z i e l i ć n a częśc i i z a s t o s o w a ć w y ż e j o p i s a n e p o s t ę p o w a n i e d o k a ż d e j 
częśc i z o s o b n a . G e o m e t r y c z n i e p o s t ę p o w a n i e ^ 
t a k i e p o l e g a n a zas tąp ien iu ł u k u k r z y w e j y = 
=F(x) w p r z e d z i a l e [a,b] linią ł a m a n ą y=f(x) 
( r y s . 14) . 

Z a ł ó ż m y d l a p r o s t o t y , że p r z e d z i a ł [a,b\ ~Q[ 
zos ta ł p o d z i e l o n y n a n r ó w n y c h części p u n k ­
t a m i X1,X2,...,Xn_1 {a<X1<X2<...<Xn_1<b). R y 8 . u 



§ 64. Metoda trapezów 2 8 1 

N i e c h k a ż d a z t y c h częśc i m a d ł u g o ś ć h. Z a t e m 

(49) ft=(6 — o ) / n . 

N i e c h y0=F(a), y1=F(x1), y2=F(x2), yn_1=F(xn_l), yn=F(b). M a m y 

jf(x)dx = j f{x)dxĄ- J f(x)dx+ ... + j f(x)dx 

i n a m o c y (48) 
6 h 1 1 

(50) JF(x)dx = -(y0+2y1+2y2+...+2yn_1 + yJ-~nF2h3±—nM2h3, 

g d z i e h j e s t liczbą, okreś loną w z o r e m (49) . 

P R Z Y K Ł A D 6. M e t o d ą t r a p e z ó w o b l i c z y ć ca łkę 

1 = 

3 

dx 

Ina ; 
z d o k ł a d n o ś c i ą d o 0 , 0 0 1 . 

M u s i m y n a j p i e r w usta l i ć l i c zbę n c zęśc i , n a j a k i e n a l e ż y p o d z i e U ć 
p r z e d z i a ł [ 2 , 3 ] , a b y m o ż n a b y ł o ze w z o r u (50) u z y s k a ć p r z y b l i ż e n i e s z u ­
k a n e j ca łk i I z d o k ł a d n o ś c i ą żądaną . W t y m c e l u p r z y j m i e m y , że o b l i c z e ­
n i a p o m o c n i c z e n i e dadzą łącznie b ł ę d u w i ę k s z e g o n iż 0 , 0 0 0 5 . W t a k i m 
r a z i e w y s t a r c z y p r z y j ą ć t a k d u ż e n, a b y 

— n M2h3< 0 , 0 0 0 5 . 
12 2 ' 

N a m o c y (49) i (50) m a b y ć z a t e m 

1 M2 , 5 0 0 
< 0 , 0 0 0 5 , c z y l i n2> M2. 

12 n2 ' ' J 3 2 

A l e 
l n a ; + 2 

x2 ln3x 

/ l n o ; - f - 2 \ ' 2 

P o n i e w a ż F"'(x)<0 d l a 2^x^3, w i ę c 

i w e w z o r z e (47) m o ż n a p r z y j ą ć 

0 , 2 5 + 2 , 0 3 , " ' 2 , 0 3 - 0 , 2 5 
F2=——7^—— = 1,14 o r a z M2=- — — - = 0 , 8 9 . 



2 8 2 V I I . Metody numeryczne i graficzne różniczkowania i całkowania 

M a m y z a t e m d o b r a ć t a k i e n, a b y n 2 > - ^ - 0 , 8 9 . S t ą d w 2 > 1 4 9 i w > 1 2 , 2 . 

26 
P r z y j m u j e m y n=13. Z a t e m a = a ? 0 = — - , a v 

27 

T 3 

2S 

U 
38 

• , X l i ~ 1 3 ' 

b—x 13 
39 

1 3 
i , a b y m o ż n a b y ł o u ż y ć w z o r u (50) , n a l e ż y o b l i c z y ć w a r t o ś c i 

Vo,Vi,---,Vn f u n k c j i Ina ; 
w t y c h p u n k t a c h . W a r t o ś c i f u n k c j i Ina ; o d c z y ­

t u j e m y w t a b l i c a c h . W y g o d n i e j e s t p r o w a d z i ć o b l i c z e n i a w e d ł u g n a s t ę ­
p u j ą c e g o s c h e m a t u : 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 

26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 

ln 130), 111*,= ln 1 3 * , - l n 13 
l n * , 

Suma 

3,258097 
3,295837 
3,332205 
3,367296 
3,401197 
3,433987 
3,465736 
3,496508 
3,526361 
3,555348 
3,583519 
3,610918 
3,637586 
3,663562 

0,693148 
0,730888 
0,767256 
0,802347 
0,836248 
0,869038 
0,900787 
0,931559 
0,961412 
0,990399 
1,018570 
1,045969 
1,072637 
1,098613 

1,44269 
1,36820 
1,30335 
1,24634 
1,19582 
1,15070 
1,11014 
1,07347 
1,04014 
1,00969 
0,98177 
0,95605 
0,93228 
0,91024 

1,44269 

13,36795 

13,36795 

0,91024 

S=y0+2{yl+y1+ ... +ylt) + y 1 3 = 29.08883 

W a r t o ś c i y0,yi,...,yn b y ł y l i c z o n e z d o k ł a d n o ś c i ą d o 0 , 0 0 0 0 0 5 
w i ę c s u m ę 8 m o ż e m y z a p i s a ć j a k o r ó w n ą 2 9 , 0 8 8 8 3 ± 0 , 0 0 0 1 3 . 

N a m o c y (49) j e s t h=1/13. Z e w z o r u (50) o t r z y m u j e m y 

3 
dx 

I n a ; 

= - L • 2 9 , 0 8 8 8 3 ± ± • 0 , 0 0 0 1 3 - i - • 1 3 • 1,14 • | y ± - L • 13 • 0 ,89 • ^ 

= 1 ,11880 ± 0 , 0 0 0 0 1 ± 0 , 0 0 0 0 0 5 - 0 , 0 0 0 5 6 ± 0 , 0 0 0 0 0 5 ± 0 , 0 0 0 4 4 = 

= 1,118 ± 0 , 0 0 0 7 . 



§ 65. Metoda Siinpsona 2 8 3 

§ 6 5 . M e t o d a S i i n p s o n a . D a n a j e s t f u n k c j a F(x), m a j ą c a w p r z e ­
d z i a l e [a,b] p o c h o d n e d o c z w a r t e g o r z ę d u włączn ie . M e c h d l a a^.x^b 

Mi~^F^(x)^M+, 'M;^FW{x)^M+, 

g d z i e M3, Mt, Ml, Mf są stałe . S t ą d 

(51) \F^(x)-F3\^Mi, ^W-FA^Mt, 

g d z i e Ft = ł ^ 1 , M i =
 1

 2
 1 ( i = 3 , 4 ) . 

Z a d a n i e p o l e g a , j a k w p o p r z e d n i c h m e t o d a c h , n a o b h c z e n i u w a r t o ś c i 
& 

p r z y b l i ż o n e j ca łk i I=jF(x)clx. K o r z y s t a m y , j a k w m e t o d z i e t r a p e z ó w , 
a 

z i n t e r p r e t a c j i g e o m e t r y c z n e j ca łk i I. P o l e o b s z a r u z a k r e s k o w a n e g o n a 
r y s u n k u 13 j e s t właśn ie r ó w n e / , a o b s z a r t e n z a s t ą p i m y o b s z a r e m 
o g r a n i c z o n y m osią x, r z ę d n y m i w p u n k t a c h x=a, x—b o r a z p a r a b o l ą 
y = f(x)=ax2+8x+y, p r z e c h o d z ą c ą p r z e z p u n k t y D , N i C k r z y w e j 
y=F(x). P o l e t ego o b s z a r u 

6 

P = f f(x)dx 
a 

j e s t p r z y b l i ż e n i e m p o l a I. W y r a z i m y p o l e P j a k o f u n k c j ę r z ę d n y c h p u n k ­
t ó w D , N, G i o s z a c u j e m y b ł ą d , z j a k i m h c z b a P p r z y b l i ż a l i c z b ę I. 

i a + b 
P u n k t D m a odc i ę tą a, p u n k t N odc i ę tą , p u n k t C o d c i ę t ą b. 

2 
la + b\ 

M e c h y0=F(a), yx=:F[—— I i y2=F(b). Z a t e m p u n k t y D, N i C m a j ą 

w s p ó ł r z ę d n e 
I a+b \ 

D(a,y0), i V l - y - , 2 / , l , C(b,y2). 

P a r a b o l a y = ax2+6x+y p r z e c h o d z i p r z e z t e p u n k t y , g d y 

2 y o - 4 y , + 2 y 2 ( - 3 f e - a ) y 0 + ( 4 & + 4 a ) y 1 + ( - & - 3 a ) y 2 

(b2 + ab)y0-4:aby1 + (ab + a2) y2 

(b-a)2 

A l e 
6 b a 8 

P = Jf(x)dx = f (ax2+px+y)dx= -(*»- a3)+ M 6 2 - a2) + y(b-a). 
a 
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P o d s t a w i a j ą c t u o b l i c z o n e w a r t o ś c i a, /? i y, o t r z y m u j e m y p o u p o -
rządkoAvaniu 

(52) 

O s z a c u j e m y b ł ą d , z j a k i m l i c z b a P p r z y b l i ż a l i c z b ę I. W t y m c e l u z a u ­
w a ż m y , że p a r a b o l a y=f{x) = ax2+fix+y j e s t d l a f u n k c j i F(x) w i e l o m i a ­
n e m i n t e r p o l a c y j n y m d r u g i e g o s t o p n i a . Z a t e m n a m o c y w z o r u (8) z r o z ­
dz ia łu I V j e s t 

F(x)-f(x)±= —^-{x- a) L 

F™(C)-F3 

a+b 
(x-b)= 

I a+b\ F3 I a+b\ 
(x-a)\x — - \ ( x - b ) + 6 (x-a)\x ~ U x - b ) , 

g d z i e a < # < 6 , f j e s t l i czbą d o b r a n ą d o a? i leżącą w p r z e d z i a l e (a,b), a F3 

j e s t l i czbą okreś loną w z o r e m (51) . N a m o c y (51) o t r z y m u j e m y s tąd 

F(x)-f (x) - F
&

3 (x-a)(x- ^tL) (x-b) 

M3 

(x-a) x — (b-x), 

a n a m o c y (36) i (37) 

o o b 

JF(x)dx— jf(x)dx— - y - j ( x - a) {x- 6 j ( x - b ) < l x 
a a a 

. M 3 r 
< lx— a 

6 J 

) x — (b—x)dx, 

s k ą d p o w y k o n a n i u o b l i c z e ń , p o u p o r z ą d k o w a n i u i p o p o d s t a w i e n i u (52) 
j e s t 

(53) 
/' , b-a M3(b-af 

jF(x)dx= —— (y0 + 4y1 + y2)± 
192 

O s z a c o w a n i e b ł ę d u m o ż n a j e s z c z e p o p r a w i ć . W t y m c e l u w p r o w a d z a ­
m y o b s z a r o p o l u 8 o g r a n i c z o n y osią x, r z ę d n y m i w p u n k t a c h x=a, x=b 
o r a z k r z y w ą y = g(x) = Ax3 + Bxi +Cx+JJ, p r z e c h o d z ą c ą p r z e z 4 p u n k t y 
_ , . . . [a+b _ \ la+b m \ 
k r z y w e j y=F(x), a m i a n o w i c i e : (a,y0), I - - z, V l I, I - — 4- z, yx I, 
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la+b \ » la+b \ 
{b,y2), g d z i e y0 = F(a), ^ = ^ 1 — z), 9 l = + «], y2=F{b),&z 

. . . . , b—a 
j e s t l i czbą spe łnia jącą n i e r ó w n o ś ć 0 < 2 < — - — . 

2 
K r z y w a y — g(x)=Ax3+Bx2+Cx+D p r z e c h o d z i p r z e z t e p u n k t y , 

g d y 
* * ( y 0 — 2 ( 6 — a ) { y i ^ y i ) 

A = 
z{b-a) [ 4 z 2 - ( b - a ) 2 ] 

- 4 z ( 2 6 + q ) y 0 + [ 2 z ( p - a ) + 3 ( b 2 - a 2 ) ] ^ 

2 ( 6 - o ) O s 2 - ( 6 - a ) 2 ] 

[2g(b - a) - 3 (b2 - a 2 ) ] y t + 4*(fr + 2 a ) y 2 

+ z(b-a)[±z2-(b-a)2] 

[-4z3+z(5b2+6ab+a2)]y0 

z{b-a)[4z2-(b-a)2] 

(54) [ - 2 * ( f e 2 - a Ł ) - ( 6 - a) (& 3 + 4 a f t + o ' ) ] y i 
« ( & - a ) [ 4 « * - ( 6 —oj*] 

[ _ 2 z ( 6 2 - a2) + (b- a) (ft2 + 4a& + a2)} yx 

z{b-a)[4*?-(b-a)2] ' 

[ 4z 3 - z{b2+ 6ab + 5 a 2 ) ] y 2 

z{b-a)[Iz2- (b- a ) 2 ] ' + 

[ 4 z 3 & - gft (5 + a)2] y , + [2ga& (b-a) + ab(b2-a2)]^ 

z{b-a)[4^-(b-a)2] 

[2zab{b—a)—ab(b2—a2)]yl+[—4z3a + za(b+ a)2]y2 

+ z(b-a)[4z2-(b-a)2] 

M a m y z a t e m 

-*4. -B 0 
0 = / </(*)<Łr = — (b*-a4) + — (b3-a3)+ -(b2-a2)+D(b-a), 

a p o p o d s t a w i e n i u w z o r ó w (54) i p o u p o r z ą d k o w a n i u — 

(55) 8 = ^ , { [12* 2 - (b - a)2],,,- 2 (b - a)2 ( y , + Jh) + 

+ [12z2-(b-a)2]y2\ 
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O s z a c u j e m y b ł ą d , z j a k i m l i c z b a 8 p r z y b l i ż a l i c z b ę Z . W t y m c e l u 
z a u w a ż m y , że f u n k c j a y=g(x)=Ax3+Bx2+Cx+B j e s t d l a f u n k c j i F(x) 
w i e l o m i a n e m i n t e r p o l a c y j n y m t r z e c i e g o s t o p n i a . Z a t e m n a m o c y w z o r u 
(8) z r o z d z i a ł u I V m a m y d l a a^x^b 

FW(C)-F, I a 
— (x-a)\x--

24 
' z\ [% — ^ - — b) Ą (a? — I 

+ 
FA. J a 
—(x-a)\x7 

+ b W a + b 
~ M U i * 

g d z i e £ j e s t l i czbą z p r z e d z i a ł u (a,b) d o b r a n ą d o x, a F4 — l i czbą okreś loną 
w z o r e m (51) . N a m o c y t e g o ż w z o r u j e s t 

FŁ 

F(x)-g(x)- — (x-a)\x ^ ^ ± l + z } ( x - a - ± ± - z ) ( x - b ) 

2 4 

a+b 
(x— a) lx h z 

+ b 
z (x—b) 

a s tąd n a m o c y (36) i (37) 

J F(x)dx— j g(x)dx 

>— (x— a) ix \-z 

i f 4 

~24~ 

a+b 
2 

f {x-a)i 
o » 

a + b 
z (x—b)dx 

a+b \la + b 
— z— x\\- \- z— xl (b — x) dx + 

a+b 

+ j {x-a)lx — 
a + b V 
— - « 

+ j (x—a)lx — 
a+b \ 

a + b , \ /a+b 

2 

a+b 

| — h * — * j (b—x)dx+ 

a+b 
z\ lx — - z) (b — x)dx 

P o o b l i c z e n i u ca łek , p o u p o r z ą d k o w a n i u i p o p o d s t a w i e n i u fg{x)dx=S 
a 

ze w z o r u (55) o t r z y m u j e m y 
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b b— a 
(56) / F(x)da= [[12Z2-(b-a)2]y0-2(b-a)2(yl+yi) + 

i 6 [ 4 s — [b—a) ] 

+ [12^ 2 - ( 6 - « ) 2 ] ? / 2 | - -- g* Q ^ [(& - « ) 5 - 2 0 r (6 - a ) 3 ] ± 

± —— M4[(b — af — 20(b—a)3z2 + 80(b — a)2z3 — 64**]. 
2 8 8 0 

P r z e c h o d z i m y t e r a z d o g r a n i c y , g d y z->0. K r z y w a y = g(x) p r z e c h o d z i 
w g r a n i c y p r z e z 3 p u n k t y k r z y w e j y=F(x): 

(a+b \ 
(a,Vo), I 2 , 2 / i l , ( M a ) , 

la+b\ '&\ 
g d z i e 2/1 = hm2/! = l i m i / i = - F I - - I , i w ś r o d k o w y m z t y c h t r z e c h p u n k -

z-t-o z-+o \ 2 I 
t ó w j e s t s t y c z n a d o k r z y w e j y=F(x). W m i e j s c e w z o r u (56) o t r z y m u ­
j e m y 

^ b CL 1 
(57) / F(x)dx=^(y()+4y1 + y 2 ) - — F i ( b - a f ± .—-M,(b-a)s. 

N i e c h S=limS. Z e w z o r u (55) m a m y 

^ = - ^ - ^ ( j / o + 4 t / i + ? / 2 ) . 
o 

Z p o r ó w n a n i a p o l a S z p o l e m P o b l i c z o n y m ze w z o r u (52) w i d a ć , że p o l a 
t e są r ó w n e , c h o ć są p o l a m i r ó ż n y c h o b s z a r ó w . M o ż e m y z a t e m u w a ż a ć 

b 
o s z a c o w a n i e b ł ę d u , z j a k i m l i c z b a S p r z y b l i ż a h c z b ę I=jF(x)dx, r ó w n o -

a 
cześnie z a o s z a c o w a n i e b ł ę d u , z j a k i m h c z b a P p r z y b l i ż a l i c z b ę I. O s z a c o ­
w a n i e b ł ę d u w e w z o r z e (57) j e s t n a o g ó l l e p s z e niż w e w z o r z e (53) . 

Jeśl i b ł ą d o b h c z o n y ze w z o r u (57) w y p a d a z a d u ż y , m o ż e m y — p o ­
d o b n i e j a k w m e t o d z i e t r a p e z ó w — p o d z i e l i ć p rzedz ia ł [a,b] n a częśc i 
i z a s t o s o w a ć w z ó r (57) d o k a ż d e j częśc i z o s o b n a . 

Z a ł ó ż m y , że p r z e d z i a ł [a,b] z os ta ł p o d z i e l o n y n a n r ó w n y c h częśc i 
p u n k t a m i xl,x2,...,xn_i (a<x1<x2<... <xn_l<b). N i e c h k a ż d a z t y c h 
częśc i m a d ł u g o ś ć h. Z a t e m 

b — a 
(58) h= . 

n 

N i e c h d a l e j y0 = F(a), y1 = F(x1), yn_1=F(xn_1), yn=F(b). Z a k l a -



2 8 8 V I I . Metody numeryczne i graficzne różniczkowania i całkowania 

d a m y , że n j e s t l i czbą parzys tą , i s t o s u j e m y w z ó r (57) k o l e j n o d o p r z e ­
d z i a ł ó w [a,x2], |> 2 ,a ; 4 ] , [xn_2,b]. M a m y 

b x^ XĄ b 

fF(x)dx=j F(x)dx+ f F(x)dx + ...+ f F(x)dx 
a a x% S n - a 

i n a m o c y (57) 

(59) jF(x)dx=^[y0+±(y1 + y 3 + . . . + yn_1) + 
a 

+ 2 (y2+y,+... + yn-2) + y»] - - ^ n F * fe5± Jffi*1**h"» 

g d z i e h j e s t l i czbą okreś loną w z o r e m (58) . 
O p i s a n y w y ż e j s p o s ó b o b l i c z a n i a c a ł e k o z n a c z o n y c h n o s i n a z w ę 

metody Simpsona. 
S z a c o w a n i e b ł ę d u ze w z o r u (59) b y w a n i e r a z b a r d z o ż m u d n e ze w z g l ę d u 

n a k o n i e c z n o ś ć s z a c o w a n i a c z w a r t e j p o c h o d n e j f u n k c j i F(x) w p r z e d z i a l e 
[a,b]. M o ż n a n i e k i e d y o t r z y m a ć i n f o r m a c j e o b ł ę d z i e p r z y b l i ż e n i a o b l i ­
c z a n e g o ze w z o r u (59) , s t o su jąc m e t o d ę p o d o b n ą d o u ż y t e j p r z y w y p r o w a ­
d z a n i u w z o r ó w (25) c z y (33) d l a p o c h o d n y c h . 

W t y m c e l u r o z u m u j e m y n a s t ę p u j ą c o . N i e c h It b ę d z i e p r z y b l i ż e n i e m 
6 

ca łk i I=jF{x)dx, o b l i c z o n y m ze w z o r u (59) , t z n . 
a 

(60) ( 2 / 0 + 4 ^ + 2 y 2 + . . . + 4 y n _ 1 + yn) 

i n i e c h 

Z a ł ó ż m y d a l e j , że w e w z o r z e (51) j e s t 

(61) Fw(x)^const = Ft, skąd J T 4 w O . 

W t e d y n a m o c y (59) m o ż e m y n a p i s a ć 

(62) l w i , — nF.h5, B, —nF.h5. 
v ; 1 8 0 4 ' 1 180 4 

N i e c h n b ę d z i e l i czbą p o d z i e l n ą p r z e z 4 i n i e c h I 2 b ę d z i e p r z y b l i ż e ­
n i e m ca łk i I o b l i c z o n y m z e w z o r u (59) p r z y p o d z i a l e p r z e d z i a ł u [a,b] 
n a d w a r a z y m n i e j c zęśc i , a l e z a t o d w a r a z y w i ę k s z y c h . J e s t w i ę c 

2h 
(63) J 2 = - ^ ( y o + 4 y 2 + 2 y 4 + 4 t / 6 + . . . + 4 y n _ 2 + t / n ) 
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o r a z 
1 71 

I^I2 F,(2hf, 
2 180 2 4 1 " 

c z y l i 

(64) 1 6 - - 3 — nF.hs. 

2 180 4 

N a m o c y (62) i (64) j e s t 

IY —I2 s& 1 HBl, 
skąd 

1,-1, (65) Bl( 

15 

D o k ł a d n o ś ć o s z a c o w a n i a b ł ę d u B1 ze w z o r u (65) za l eży o d d o k ł a d n o ś c i , 
z j a k ą spe łn i ona j e s t r ó w n o ś ć (61) . G d y f u n k c j a F(x) j e s t w i e l o m i a n e m 
s t o p n i a c z w a r t e g o , w z ó r (65) p o z w a l a o b l i c z y ć b ł ą d B1 zupe łn ie d o k ł a d n i e . 

W z ó r (65) d a j e n a o g ó ł g r u b e o s z a c o w a n i e b ł ę d u Bly l e c z j e s t b a r d z o 
p r o s t y . W p r z y p a d k u j e g o s t o s o w a n i a m e t o d a S i m p s o n a s p r o w a d z a się 
d o : 

1° o b l i c z e n i a p r z y b l i ż e n i a I1 ze w z o r u (60) d l a l i c z b y n p o d z i e l -
ne j p r z e z 4 , 

2° o b l i c z e n i a p r z y b l i ż e n i a I2 ze w z o r u ( 6 3 ) ; z a u w a ż y ć t u n a l e ż y , 
iż w s z y s t k i e p o t r z e b n e w a r t o ś c i 2/0>2/2)2/4>--->2/» z o s t a ł y j u ż o b l i c z o n e 
d l a p r z y b l i ż e n i a I u 

3° o s z a c o w a n i a b ł ę d u ze w z o r u (65) . 
P o r ó w n u j ą c ze sobą w z o r y (50) i (59) ł a t w o z a u w a ż y ć , że m e t o d a 

S i m p s o n a p o z w a l a p r z y t a k i m s a m y m n a k ł a d z i e p r a c y o b l i c z a ć p r z y b l i ­
ż o n e w a r t o ś c i c a ł e k o z n a c z o n y c h n a o g ó ł ze z n a c z n i e większą d o k ł a d n o ś c i ą 
n iż m e t o d a t r a p e z ó w . M e t o d a S i m p s o n a j e s t j e d n ą z n a j c z ę ś c i e j u ż y w a n y c h 
m e t o d n u m e r y c z n e g o c a ł k o w a n i a . 

P R Z Y K Ł A D 7. O b l i c z y m y m e t o d ą S i m p s o n a z d o k ł a d n o ś c i ą d o O.oo i 

r 3» 
ca łkę z p r z y k ł a d u 6, t z n . c a ł k ę . 

J mx 
W t y m c e l u m u s i m y n a j p i e r w usta l i ć h c z b ę n częśc i , n a k t ó r e p o ­

d z i e l i m y przedz ia ł [ 2 ,3 ] . D o b i e r a m y n t a k , a b y n a m o c y (59) b y ł o 

1 
(66) — - n J f 4 f t 5 < 0 , 0 0 0 5 , 

1 8 0 

p r z e z n a c z a j ą c resztę d o p u s z c z a l n e g o b ł ę d u n a zaokrąg len ie w y n i k ó w 
w o b l i c z e n i a c h p o m o c n i c z y c h . 

Metody numeryczne i graflczno — 19 
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O b l i c z a m y , że 

/ 1 V*> 2 
= - j — = - ( 3 1 n 3 a ; + l . l l n 2 a ; + 1 8 1 n r c + 1 2 ) . 

\\nx / x* l i r a ; 

P o n i e w a ż p i a t a p o c h o d n a 

/ 1 \ ( S ) - 2 
= - = — ^ ( 1 2 1 n 4 a + 5 0 1 n 3 Z ' + 1 0 5 1 n 2 : r + 1 2 0 1 n a ' + 6 0 ) 

\\nxj a;6 I n 0 * 

j e s t u j e m n a d l a 2 < # < 3 , w i ę c w t y m p r z e d z i a l e j e s t 

/ 1 \(4) / J W4) / 1 W4) 

°'7< i < h— <24»1-
\ l n a ? / x = 3 \ l n j ' / \ l n a ; / x = 2 

N a m o c y w z o r u (51) m a m y 
' 2 4 , 1 + 0 , 7 „ 2 4 , 1 - 0 , 7 
P 4 = = 1 2 , 4 o r a z J f 4 = — = 1 1 , 7 . 

2 2 
J e s t d a l e j 

6 - a 3 - 2 1 

w i ę c n i e r ó w n o ś ć (66) m o ż e m y n a p i s a ć w p o s t a c i 

< 0 , 0 0 0 5 , 1 1 , 7 
1 8 0 w 4 

skąd n > 3 , 3 . P r z y j m u j e m y w = 4 . 

M a m y a ? 0 = 2 , 0 0 , #i = 2 , 2 5 , a;2 = 2 , 5 0 , x 3 = 2 , 7 5 , a ; 4 = 3 , 0 0 , o r a z 

1 
2/o = 0 0 = - 1 ' 4 4 2 7 0 ± 0 ' 0 0 0 0 0 5 ' 

2 / 1 = h r J 2 5 = 1 ' 2 3 3 1 5 ± ° » o o o o o r » , 

1 
2 / 2 = j ^ 2 5 0 = 1 ,09136 ± 0 , 0 0 0 0 0 5 , 

2 / 3 = 7 5 = 0 ,98853 ± 0 , 0 0 0 0 0 5 , 

1 
y4 = = 0 ,91024 ± 0 , 0 0 0 0 0 5 . 
J * l n 3 , 0 0 ' ^ ' 

file:////nxj
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1 1 
P o n a d t o h — —= — i n a m o c y (59) 

n 4 

3 

r dx 
J lnx 

2 

1 
= — ( 1 , 4 4 2 7 0 + 4 • 1 , 2 3 3 1 5 + 2 -1 ,09136 + 4 • 0 ,98853 + 0 ,91024) + 

i 
+ 777 ( ± 0 , 0 0 0 0 0 5 ± 4 • 0 ,000005 ± 2 -0 ,000005 ± 4 • 0 ,000005 ± 0 ,000005) — 

i i i i 
4 - 1 2 , 4 - - < - ± 4 - 1 1 , 7 - ^ 

180 ' 4 S 1 8 0 ' 4 5 

= 1 ,11853 ± 0 ,000002 ± 0 ,000005 - 0 ,00027 ± 0 ,000001 ± 0 ,00026 = 

= 1 ,1183 ± 0 , 0 0 0 3 1 . 

Z o b a c z m y j e s z c z e , j a k w y p a d ł o b y o s z a c o w a n i e b ł ę d u ze w z o r u (65) . 
N a m o c y (60) j e s t i \ = 1 ,11853 , a n a m o c y (63) 

7 2 s s - (1 ,44270 + 4 • 1 ,09136 + 0 ,91024) » 1 ,11973 . 

Z e w z o r u (65) o t r z y m u j e m y w t e d y b ł ą d Bx p r z y b l i ż e n i a 7 X 

1 , 1 1 8 5 3 - 1 , 1 1 9 7 3 - 0 , 0 0 1 2 
B1 ^ -1 = — = - 0 , 0 0 0 0 8 . 
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§ 66 . M e t o d a N e w t o n a - C o t e s a . Z a r ó w n o w m e t o d z i e t r a p e z ó w , 
j a k i w m e t o d z i e S i m p s o n a c a ł k o w a n i e p r z y b l i ż o n e p o l e g a ł o n a zas tąp ie ­
n i u f u n k c j i p o d c a ł k o w e j F(x) j e j w i e l o m i a n e m i n t e r p o l a c y j n y m f(x), 
k t ó r y w m e t o d z i e t r a p e z ó w b y ł p i e r w s z e g o , a w m e t o d z i e S i m p ­
s o n a — d r u g i e g o s t o p n i a . N a t u r a l n y m u o g ó l n i e n i e m t a m t y c h d w ó c h m e ­
t o d j e s t m e t o d a , p o l e g a j ą c a n a zas tąp ien iu p o d z n a k i e m c a ł k i f u n k c j i 
F(x) j e j w i e l o m i a n e m i n t e r p o l a c y j n y m « - t e g o s t o p n i a f(x), k t ó r y w r ó ż ­
n y c h p o m i ę d z y sobą p u n k t a c h x0,x1,...,xn p r z y b i e r a w a r t o ś c i y0—F(xa), 
y1—F(x1), yn=F(xn). W t e d y p r z y j m u j e się j a k w p o p r z e d n i c h m e ­
t o d a c h , że 

b b . 
(67) (F(x)dxrv ff(x)dx. 

a a 

Z a n i m p r z e j d z i e m y do o s z a c o w a n i a b ł ę d u t a k i e g o p r z y b l i ż e n i a , 
z w r ó ć m y u w a g ę , że p r z e z ana log i ę d o p o p r z e d n i c h m e t o d w o l n o się s p o -
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