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§ 62. Szacowanie bledu

B. Metody numeryczne i graficzne calkowania

§ 62. Szacowanie bledu. Szacowanie bledu calkowania przyblizo-
nego jest na ogo6l prostsze, niz szacowanie bledéw przyblizonego rézniez-
kowania. Niech np. funkeja f(2) przybliza funkeje F(2) w przedziale [a,b]
i niech dokladnos¢ tego przyblizenia bedzie okreslona nieréwnosecig
(34) |P(x)—f(x)|<B dla a<ae<d,
gdzie B jest pewng stalg. Niech funkeje F () i f(2) beda calkowalne w prze-
dziale [a,b]. Wtedy

b b b

l ] F(z)de— ] f(x)de = [ [ £ (x) ——f(.v}]d‘b '

! f1

b b

< [P (@) —f(@)de <B [ dv=B(b—a).

b
Jezeli zatem spelniona jest nieréwnosé (34), to ff(r)ir przybliza

fF(r)d.r z dokladnoseia do B(b—a), czyli

(35) IfF(r)th —fj{:)dx| < B(b— a).

Jezeli dokladnodé, z jaka funkeja f(x) przybliza funkeje F(z) w prze-
dziale [a,b], jest okreflona nieréwnoscig
(36) 4 | B (2)— f(@)] < (@),

gdzie ¢ (x) jewl‘ funkejg m}km\-’alna, w przedziale [a, b], to otrzymujemy
| b

(37) | | F(r)rfv—ff(r)dtl J |F (2)—f(x)|de < fcp(:z:)th

§ 63. Metoda szeregow potegowych. Niech bedzie dana funkeja
F(x) rozwijalna w szereg potegowy w otoczeniu punktu w,

(38) F(x)= ay+ a, (2 —20)+ as(@— 20)* ...

zbiezny w przedziale x,—r<a<ax,+r. Niech a, b bedy liczbami spelia-
jacymi nieréwnos¢ wx,—r<a<<b<w,+r. Zadanie polega na obliczenin

b
wartodci przyblizonej calki [ F(2)da.
Niech s, (x) bedzie n-tg sumg czesciowg szeregu (38), tj.

(39) Sn(m):ao+al(-”_xa)‘i'---”i‘“-n(x_wo)n-
18%
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Metoda szeregow potegowych polega na przyjeciu, ze

b b

[F(@)de ~ [ s,(2)de.

@ a

Oszacujemy blad tego przyblizenia. Calkujac szereg (38) wyraz po wyra-
zie otrzymujemy

(40) @(z) = fF(m)d:c =

i’ 1
=0 +ay(@— ) + 8, (B—m) 2 e g (a— o =

n-+1
1 2
=C+aa(x“mn)+5 a (2—xp)" +... +
—{_ 1 4 (m_? )n+1+ ﬂ+2](’5) (w_m )ﬂ_|.2_
OISR (n+2)! o
1 2
=G+%(fﬂ—%}+3 a4 (2—2) + ...+
1 n+1 "H)(E) N2
A ﬂ——i-la”(m_%) “|’( To)t (@— )" "7,

gdzie C jest dowolng staly, a & liczbg dobrang do @ i zawartyg miedzy @,
i @. Zatem

b
[ F@)ia =[0 b —a) + g GO ok (b=

n+1

+ %f,i’ G—o+t] -
~[o+ata—a+ Gaa—af+..t s e
+FE"TS‘:’ e -

b b b
= [ ade+ [a(@—a)de+...+ [ a,(@—a)" do+

_F(n+l)($b} ( % ﬂ+2_Fﬂ+I)(Eﬂ)
(n+2)! . (n+2)!

(a—ap)"+?=

[F®HD (&) (b— @)™ H* —F"*D (&) (a— 20)"+],

b
zafs“(m)dm-{— PR
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Jezeli M, <F")(x)<M},,, gdzie M, , i M} , s3 stalymi, dla
wartosei zmiennej @ zawartych miedzy najmniejszg i najwiekszg z liczb
zy,a,b, to mamy

41 F(2)da = d it
(41) l (@) fs(w)m+(+2),
gdzie

(‘1'2) DI“Dsan+1£D2'—‘D49
&

Dy=min[ My, (b— @)™, M1 (b— ao)™+2],
Dy=max [ My, (b— zo)***, Mt (b— o)1,
Dy=max [ M, ,(a— x)"** , M, | (a— @) ],
Dy=min[ M, (a— o))" M}, (a— 2)"**].
Jesdli w szezegélnosei |F™+Y(z)| < M, gdzie M jest staly, to
(43) Bl < MIb—zyf™ [a—a,*+2].

(42a)

Jefli szereg (40) jest przemienny, to mozna szacowaé jego reszte
pierwszym opuszezonym wyrazem. Jest wtedy

e/ e S gl e
ezyli \
(43a) 1By, 1| SIF®HD (1) [|D— | 2 4 |a— 2| +2].
PrzYKEAD b. Obliczy¢ calke
}'ae‘”gdw
0

z dokladnogcig do 0,00001.
Szukamy odpomedme] sumy czedciowej (39) szeregu Maclaurina

funkeji F(w)——e" W tym celu obliczamy

F(r)=e"%, F(0)=1, ay=F(0)=1,
2 F' (0
F’(.’B)=—2¢I}6_z, F'(O):O, a1=—1(!—) =10
a F.H 0
F" () = (42*—2)e™", F'(0)=—2, ay= 2(1 : =—1,
F“f{o)

P (z) = (—8a*+12z)e%, F"'(0)=0, ay=
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() 4 2 2 A : F®(0)
F(x) =(16a"—48a°+12)¢~", F¥(0)=12, Gus i —0,5,
76) (0
FO(2) = (— 820"+ 1600 — FO/(0)=0, g =22 =0,
. 9 1
—120x) e~ ™,
6 6 1 2 ¢ , Fw(o) 1
FO(2) = (640°— 4800'+ 1200 —  FO(0)=—120, @="—=—".
D .

—120)e s

.................................

Probujemy, czy mozna bedzie przyja¢ we wzorach (39) i (41) n=>5:
Dla 0<ae<<0,3 jest

(45) — 120 < 642°— 480x* 4- 7202* — 120 < — 59.

Istotnie, funkeja 64u®—480u*+720u—120 nie ma ekstreméw w prze-
dziale (0, 0,09),” wige przybiera wartodei ekstremalne na kratecach tego
przedzialn. Dla #= 0 otrzymujemy wartos¢ najmniejszg — 120, dla w= 0,09
wartosé najwiekszg —59,041344.

Jest dalej

(46) 0,91 <e <1 dla 0<2<0,3.
Na moey (45) i (46) jest
—120< PO (2)<—53 dla 0<a<0,3,
a stad na moey (42) dla a=2,=0 i b=0,3
—0,0263 < —120-0,3"< By < — 53-0,3"< — 0,0115.
Jezeli przyja¢ By=—0,01894-0,0074, to

Br|+1 1% Bﬁ ALs
PR Y Rt T 0,000004 - 0,000002.

Blad jest dostateeznie maly, wige przyjmujemy n=>5. Zatem funkcja (39)
przybiera postaé

ss(x)=1—:c2+—i~a:‘

0,3

=0,201243.

0.3 wa a:‘r,
85 () dow = (w—— +——-)
,,f : a0

|0
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Zatem ostatecznie

3

0,
[ e dw=0,291243—-0,000004 + 0,000002 = 0,20124 +-0,000003.
(1]

Zadanie powyzsze mozna rozwigzaé jeszeze inaczej. Podstawiajac

z=—a* do znanego rozwinigcia funkeji ¢ w szereg Maclaurina

£ z BN

e=1+—4—+—4...

RO AT

ofrzymujemy

e o o b

e =1—— - —— 4 ...

1! 2 21 3! ’

Szereg ten jest zbiezny dla kazdej wartosei zmiennej z1). Calkujae go
wyraz po wyrazie dostajemy

3 5 3

T &

31 U 5al el

@ ()= [ e do=C0+4o —

gdzie O jest stalg.
Jest zatem

0,3 N 23 a5 a7

. 0,3 0,3 0
fe“'" de=D(0,3) — D(0)=0,3 — —— + —>— — 02 .
t 311 i 159t 7-3!

Poniewaz szereg ten jest przemienny, jego reszte szacuje sie pierwszym
opuszezonym wyrazem. Zatem

0,3 03 a5 a7
LAT = A0S 0,3 0,3 o
4 ¢ ? do=0,3 — ks + ek 0,29124 - 0,00001,

§ 64. Metoda trapezow. Dana jest funkcja F(x) majaca w prze-
dziale [a,b] drugga pochodng. Niech dla a<<wx<b bedzie M, <F"" (x)< M.,
gdzie M, , M, sy stale, czyli
MMy MF—M;
._.L, 7, L__JE_

2 X 2

et

(47) |F(2)—F,\<M,, gdzie F,=

b
Chege obliezyé calke I= [ F(x)dx mozemy skorzystaé z interpretacji
a

geometrycznej tej catki. Jak wiadomo, calka [ jest polem obszarun ogra-
niczonego krzywg y=1F(x), osig @ i rzednymi w punktach x=a i 2=
(rys. 13).

1) Patrz np. F. Leja, Rachunek réiniczkowy i catkowy, Warszawa 1954, str. 191,
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Metoda trapezow polega na przyjeciu pola P trapezu ABOD za
wartodé przyblizong calki 1.

Oszacujemy blad, jaki popelniamy stosujac te metode. Niech F(a)=1y,,
F(b)=y,. Wtedy

h—
P=

yex) :
7 drugiej strony

b
P= [f(@)da,

Rys. 13 gdzie y—=j(x) jest prosta, przechodzgcq przez punkty

(a,y,) i (b,y,). Funkeja f(x) jest wielomianem inter-

polacyjnym pierwszego stopnia dla funkeji #(x), wiee na moey wzoru (8)
z rozdzialu IV jest

Ffl
F@)—f@)="" (o a)(0—b)=
F” — 7
O o—a)o— Bt 20— a) (@),

gdzie a<ax<b, & jest liczbg dobrang do @ i lezgcyg wewngtrz przedzialu
[a,b], a F, — liczbg okreslong wzorem (47). Zatem na moey (47)

F, M
‘F(w)—f(ar)—-é (w—a)(m_—b)' <5 l@e—a)—a),
a na mocy (36) i (37)

f(a‘—a}(x b)da;‘ f(:v a)(b—a)do.

Stad otrzymmemy
b
b—a r, M
(48a) fF(m)dw:-. = Wot9)— 55 (b— )’ —* (b—a)’.
a
Jezeli bl@d M 2 (b— a)® wypada zbyt duzy, mozna przedzial [a,b]

podzielié na czeém i zastosowaé¢ wyzej opisane postepowanie do kazdej
czesci z osobna. Geometrycznie postepowanie
%Iy

takie polega na zastgpienin luku krzywej y=

=F(xz) w przedziale [a,b] linig lamang y=f ()

(rys. 14). % / .
Zalézmy dla prostoty, ze przedzial [a,b] //é é X
zostal podzielony na » réwnych czedei punk- ot R

tami  @,y,...,0,_; (@<t <@B;<...<@,_,< D). Rys. 14
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Niech kazda z tych czesci ma dilugosé h. Zatem
(49) h=(b—a)/n.
Niech ?)’0:11{“): N=F (1)), Y3=F (@), ..., Yp_1=F(@n_,), Yo="F (b). Mamy

ff(r)dw—ff(w)dx+ff(w)dw+ +f /(@) dw
Tyl
i na mocy (48)
(/]

1
(50) ff*(w)dw——(ywzmzyw A2 Y= Rk n I,

gdzie h jest liczbg okreflong wzorem (49).
PrzvEEAD 6. Metoda trapezdéw obliczy¢ calke

3
~ dy

Ina

z dokladnogeig do 0,001.

Musimy najpierw ustali¢ liczbe n ezefei, na jakie nalezy podzielié
przedzial [2,3], aby mozna bylo ze wzoru (50) uzyskaé przyblizenie szu-
kanej calki I z dokladnodcig zgdang. W tym celu przyjmiemy, Ze oblicze-
nia pomocnicze nie dadzg lgeznie bledu wigkszego niz 0,0005. W takim
razie wystarczy przyjaé¢ tak duze n, aby

1
= nM,h*< 0,0005.
Na mocy (49) i (50) ma byé zatem

1 M . 500
nz <0,0005,  cayli w'>——M,.

12
Ale
1 1 Inet-2
.F” = =
(@) (ln::c) o Inx
i
o Ina}2Y 2

Poniewaz F'"(v)<0 dla 2<2<3, wige
lnS—+—" In24+2

25< g3 e ST (0)< sy <2/03
i we wzorze (47) mozna przy]qé
0,25 42,03 2,03— 0,25
L L AMERPPRBNMIER T O ) G 2

2
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. 500 J

Mamy zatem dobraé¢ takie n, aby n > 0,89. Stad n*>149 i n>12,2.
Ty - Jpe 26 27 28 38

Przyjmujemy n= 13. Zatem G=To="7os T, = 15" = giiie-ss @i =75

=le— 13 i, aby mozna bylo uzyé¢ wzoru (50), nalezy obliczyé wartosei

1
Yoy Yy s---y Y13 Tunkeji o w tyeh punktach. Wartodei funkeji In@ odezy-
na

tujemy w tablicach. Wygodnie jest prowadzi¢ obliczenia wedlug naste-
pujacego schematu:

i 13, In 13, Inz, = In 13z, — In13 Y, = —I- Suma
Ing,
l
0o | 26 3,258007 0,603148 1,44269 1,44269
1 | o7 3,205837 0,730888 1,36820
o | 28 3,332205 0767256 1,30335
3 | 29 3.367206 0,802347 1,24634
4 | 30 3.401197 0,836248 1,19582
g |in 3433087 0,869038 1,15070
6 | 32 3,465736 0,900787 1,11014 13,36795
7 | 33 3,496508 0,931550 1,07347
8 | 34 3,526361 0,961412 1,04014 13,36795
9 35 3,6556348 0.990399 1,00969
10 | 36 3,583519 1,018570 0,98177
11 | 37 3,610018 1,045969 0,95605
12 | 38| 3.637586 1,072637 | 0,93228
13 | 30 3663562 1,098613 | 091024 0,91024
|
S=yo+ 2(ys+ Yat oo + Y12) + Y= 20,08883

Wartosei ¥g,%15:-+3%13 hyfy liczone z dokladnoseig do 0,000005,
wiee sume S mozemy zapisa¢ jako réowng 29,088834-0,00013.
Na moey (49) jest h=1/13. Ze wzoru (50) otrzymujemy
3
de

Inz

: 29,0 83—!—1 0,00013 - 13-1,14 1 - 13- 0,89 ol
B T bkt T ol A U T U il T

— 1,11880 -+ 0,00001 - 0,000005 — 0,00056 -+ 0,000005 -t 0,00044 =
— 1,118 + 0,0007.
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§ 65. Metoda Simpsona. Dana jest funkeja F(xz), majaca w prze-
dziale [a,b] pochodne do czwartego rzedu wlgeznie. Niech dla a<<@z <b

M; <FO@<MF, M;<F@)<M{],

gdzie My, M5, My, M{ sa stale. Stad

(51) |FO (2) —F| < M,, |F®(@)—F,|<M,,
MF-+M: ME—M:
gdzie F,— — ’; L0 ap= SN TG gy,

Zadanie polega, jak w poprzednich metodach, na obliczeniu wartosci
b
przyblizonej calki I=[F(x)dx. Korzystamy, jak w metodzie trapezéw,

z interpretacji geometrycznej calki I. Pole obszaru zakreskowanego na
rysunku 13 jest wlasnie réowne I, a obszar ten zastapimy obszarem
ograniczonym osig @, rzednymi w punktach x=a, x=0>b oraz paraboly
y=f(x)= aw?*4- fo+ y, przechodzgcg przez punkty D, N i € krzywej
y=1I(x). Pole tego obszaru

b
P= ff(w}dm

jest przyblizeniem pola I. Wyrazimy pole P jako funkeje rzednych punk-
tow D, N, € i oszacujemy blad, z jakim liczba P przybliza liczbe I.

b
Punkt D ma odcieta @, punkt N odcieta %, punkt ¢ odeietg b.

b
Niech y,—=F(a), ¥;— F(“"'

-

) i y,=F(b). Zatem punkty D, N i ¢ majy

wspblrzedne
a-+b
D(a,y,), N( ) 3)'1)! C(b,ys).
Parabola y= aa®+pa-+y przechodzi przez te punkty, gdy

2y, —4Y,+2Y, A8 (—3b—a)y,+ (4b+4a)y,+ (—b—3a)y.
P A (b—a)’ ’

(b4 ab)y,— daby, -+ (ab+-a’) y,
Y3 (b o i a)z J
Ale

b b
P— [ f(a)dn = [ (aa* +poty)do= 2 (" — @)+ b 02— a)+y(0—a).
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Podstawiajac tn obliczone wartosei a, # i y, otrzymujemy po upo-
rzgdkowaniu

h—a
(52) P= e (Yot 4Y1 + ¥a)-

Oszacujemy blad, z jakim liczba P przybliza liczbe I. W tym celu zau-
wazmy, ze parabola y=f(z)=ax*+fe-ty jest dla funkeji ¥ (2) wielomia-
nem interpolacyjnym drugiego stopnia. Zatem na moecy wzoru (8) z roz-
dzialu IV jest

FO () ( at+b

R ] P [

_ E9)—F,
&, 6

(@ )(m—i‘---—)(m 0+ 2 @—a)a— 2200,

gdzie a<w<b, & jest liczby dobrang do = i lezgcg w przedziale (a,b), a F,
jest liczbg okredlong wzorem (51). Na moey (51) otrzymujemy stad

‘F(x)~f(r)—- (r—a}(m—“;‘—”)(m)

/8 o a+b|
—63 (;n-a}‘x— 2—‘(b—m),

a na moey (36) i (37)

b b b
UF(x)dm—Jf(w)dx_ .i:;i f(:s— a) (m— “%’b)(m—b)dm =

M ' +b |
g%f(m— a)|o— a_‘)_ (b—x)dw,

]
a

skad po wykonaniu obliczen, po uporzgdkowaniu i po podstawieniu (52)
jest

b b My(b— a)*
(53) [P@@= 2 (ot a4y £ 2

Oszacowanie bledu mozna jeszeze poprawié. W tym celu wprowadza-
my obszar o polu S ograniczony osig @, rzednymi w punktach z=a, x=>b
oraz krzywa y= g(x)= Aa’+ Ba*+ Ox+ D, przechodzgcy przez 4 punkty

b b
krzywej y=F(x), a mianowicie: (a,y,), (a+ —z,yl), (a—l— +z, yl),

2
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b a b
(b:ys)i gdZie Yo= F(a): -‘;l;'F(%' _2): e F(a:—l—_’ +2), yEZF(b)s az

b=
jest liczbg spelniajaeg nieréwnosé 0 <z<< —22.
Krzywa y=g(x)=Aa*{Ba*+COx+D przechodzi przez te punkty,
gdy
_ 42(Yy—Y,)—2(b—a) (:f_h_— )
T 2(b—a)[42*— (b— a)*]

?

—42(2b+a)y,+[22(b— a)+3 (b*— a®) 17
2(b— a)[42°— (b— a)*]

[22(b— a)— 3 (b*— ﬂg)El +42(b+2a)y,
2(b— a)[42* — (b— a)*]

it/

e [*4z3+2(ob2+_ﬁq£_—t~_e§)]Jo
2(b—a)[42*— (b— a)’]
(54) [-—3’*(1; —a*)— (b—a)(b*+ lab-{-a )]?h
2(b—a)[¢* — (b—a)’]

[ —22(b*— a*)+ (b— a) (b* + 4ab + a2)]1h

T - — (e

[42* — 2(b*+ 6ab + Ha )]J-,
2(b— a)[42*— (b— a)*]

P |

[4~3b—zb{b+ a)*1y,+[22ab(b— a) + ab(b‘—a’)]g,!1
2(b—a)[42*— (b—a)’]

(2 zab(b—a)—ub(b — )]yl+[ 4z3a+za(b+ a) 1v:
+ 2(b— a)[42° — (b— a)*] :

D=

_+_

Mamy zatem

: A B o,
§= [gl@)dn="(0'— )+ 5 (' —a')+ 5 (0 — @)+ Db~ a);

a po podstawieniu wzoréw (54) i po uporzadkowaniu —

(88)  B= g

ST —apy (1120 — 0= 0F 19— 20— ai{Gh+ 3+

+[122* — (b— a)*]ys} -
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Oszacujemy blad, z jakim liczba S przybliza liczbe I. W tym celu
zauwazmy, ze funkecja y=g(z)=Ax3+ Br*+-Cx-+D jest dla funkeji F(x)
wielomianem interpolacyjnym trzeciego stopnia. Zatem na mocy wzoru
(8) z rozdzialu IV mamy dla a<z<b

(4) b
F(x)—g(x)= i (E)}L F, 25 (m_ a;—b b z) (w_ a+b _z) I
F +¢ a-+tb
=t 2;‘ (x—a) (al»‘ il ag___)..lf_ z) (;L'— TG z) (@—b),

gdzie & jest liczbg z przedzialn (a,b) dobrang do x, a F, — liczby okreslong
wzorem (H1). Na mocy tegoz wzoru jest

1

F, of " ateh b ‘
F(x)— g(x)— {x—a)(m-———ﬁ—z)(w——-}—-—z) {w—b)\g

24
{m—a)(x_ig_h :—:)(;r— ag_b—z)(a:—b)l,

L4
== ‘)4'

a stad na mocy (36) i (37)

b b
f.F(a:)dw— [g(@)dz—

_% b(a:— a)(m—%ﬂ—}-z)(a:— a;_b—z)(m—b)da: <
L3R

g%ﬁ a- (x—a)(%b—z—x)(aj;b+z,—-m)(b—:v)ti’w+
ash,,

+M£ (m—a)(:c—a;b+z)(a:b+z—x)(b—m)dw+

-

b
-+ f (a:»—-a)(a:—aTH—}—z)(w—%b—z) (b—a)dx

a-+b
._i,....|.g

b
Po obliczeniu calek, po uporzgdkowaniu i po podstawieniu [g(z)de =S
a

ze wzoru (bH) otrzymujemy
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b

(56) J'F(w)dmz o

= _ D2 — 2 = f 2 2, =
6[42°— (b— a)*] (128" — (b— a)]go— 2(b— @ (T + Ha)+

1
-I-[li’.zz-— (b— a.)z]?;2= N -

LS iy LB AR
9ag0 LLe—a) =207 (b—a)]+

1 : 0 2
-+ 5880 M,[(b—a)’—20(b— a)*s*+80(b— a)*2* — 642°].
Przechodzimy teraz do granicy, gdy z— 0. Krzywa y = ¢ (x) przechodzi
w granicy przez 3 punkty krzywej y=1F(z):

a-b

(@yY0), ( B

:?fl): (by92),

gdzie y,=limy,=limy,= F
Z—0 g0

tow jest styczna do krzywej y=1F(xr). W miejsce wzoru (56) otrzymu-

jemy

(a—{—b

= —), i w frodkowym z tych trzech punk-

b

5 . b—a 1 1
(57) ,‘.I F(z)de= st (Yot 4yy + ¥a) — T F,(b— a)*+ 2—8—8-631,, (b— a)’.

Niech S=1imS. Ze wzorn (55) mamy
o—0

S e
S= B (Yot 4y +92).

7 poréwnania pola S z polem P obliczonym ze wzoru (52) widaé, ze pola

te sg réowne, choé sg polami réznych obszaréw. Mozemy zatem uwazaé
(/]
oszacowanie bledu, z jakim liczba S przybliza liczbe I= [F (x)dz, réwno-

@
czesfnie za oszacowanie bledu, z jakim ‘diczba P przybliza liczbe I. Oszaco-
wanie bledu we wzorze (57) jest na ogd6l lepsze niz we wzorze (53).

Jedli blad obliczony ze wzoru (57) wypada za duzy, mozemy — po-
dobnie jak w metodzie trapezow — podzieli¢ przedzial [a,b] na czesei
i zastosowaé wzor (H7) do kazdej ezesci z osobna.

Zalézmy, ze przedzial [a,b] zostal podzielony na n réwnych czedei
punktami @;,%5,...,8, 1 (e< <t < ... <2, ;< b). Niech kazda z tych
czedeli ma dlugodé h. Zatem

b—a

(58) e
n

Niech dalej yo=F(a), ¥1=PF (@), ..., Yo 1=F(@n_1); Yn=F(b). Zakla-
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damy, ze n jest liczbg parzystg, i stosujemy wzoér (57) kolejno do prze-

dzialow [a,2,], [@s;%;]y ---y [@n_g,0]. Mamy
b xy Xy b
fIf’(m)r?-.rzf F{m)dm+f F(z)do+-...+ f F(x)dax
a a oy . Y

i na moey (57)
P h
(69) [ F(@)dz= -y [y +4 W+ Yat ot Yua) +

1 |
F2(Ys+Ysteeit Yns) +Ynl— ﬁ"”’F-zhsi' 180 nM e,

gdzie h jest liczba okreflong wzorem (58).

Opisany wyzej sposéb obliczania calek oznaczonych nosi nazwe
metody Simpsona.

Szacowanie bledu ze wzoru (59) bywa nieraz bardzo zmudne ze wzgledu
na koniecznodé szacowania czwartej pochodnej funkeji () w przedziale
[a,b]. Mozna niekiedy otrzymaé informacje o bledzie przyblizenia obli-
czanego ze wzoru (59), stosujac metode podobng do uzytej przy wyprowa-
dzaniu wzoréw (25) czy (33) dla pochodnych.

W tym celu rozumujemy nastepujgco. Niech I, bedzie przyblizeniem

b
calkki I= [F(x)dx, obliczonym ze wzoru (59), tzn.
a

(60) I,= 2 (Yo +491+2Y2+ <o . +4Yp 1+ Yn)
i niech
I-1,=B,.
Zalézmy dalej, ze we wzorze (Hl) jest
(61) P9 (z)~const="F,, skad M,~0.

Wtedy na mocy (59) mozemy napisaé

nF 0.

1 Tyt

Niech n bedzie liczbg podzielng przez 4 i niech I, bedzie przyblize-
niem ecalki I obliczonym ze wzoru (59) przy podziale przedzialu [a,b]
na dwa razy mniej czesci, ale za to dwa razy wiekszych. Jest wiec

2h
(63) Iz=?(yo+‘i?fz+ 20+ 4Ys+ oot W2+ Yn)
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oraz

] 1R T
e 180 9 74 (2h)°,
czyli
: 1 .
(64) Ity —16-——nF, .
180
Na moey (62) i (64) jest
I,=~I1,~15B,,
skad
E I,—1,
(65) By~ —=
15

Dokladnosé¢ oszacowania bledu B, ze wzoru (65) zalezy od dokladnosei,
z jakq spelniona jest réwnosé (61). Gdy funkeja F(x) jest wielomianem
stopnia ezwartego, wzor (65) pozwala obliczy¢ blad B, zupelnie dokladnie.

Wzor (65) daje na ogél grube oszacowanie bledu B,, lecz jest bardzo
prosty. W przypadku jego stosowania metoda Simpsona sprowadza sie
do:

1° obliczenia przyblizenia I, ze wzoru (60) dla liczby » podziel-
nej przez 4,

2° obliczenia przyblizenia I, ze wzoru (63); zauwazyé¢ tu nalezy,
iz wszystkie potrzebne wartosci ¥y,%,,%;,...,Y, zostaly juz obliczone
dla przyblizenia I,,

3° oszacowania bledu ze wzoru (65).

Poréwnujae ze sobg wzory (50) i (59) latwo zauwazyé, ze metoda
Simpsona pozwala przy takim samym nakladzie pracy obliczaé przybli-
zone wartosei calek oznaczonych na ogél ze znacznie wiekszg dokladnogcig
niz metoda trapezow. Metoda Simpsona jest jedna z najezesciej uzywanych
metod numerycznego catkowania.

PrzYKEAD 7. Obliczymy metoda. Simpsona z dokladnodcia do 0,001

catke z przykladu 6, tzn. calke J‘lnw_
W tym celu musimy najpierw ustali¢ liczbe n czesei, na ktére po-

dzielimy przedziat [2,3]. Dobieramy n tak, aby na mocy (59) bylo

1
(66) 150 M1 <0,0005,

przeznaczajac reszte dopuszezalnego bledu na zaokrgglenie wynikow
w obliczeniach pomocniczych.

Metody numeryczne i graficzne — 19
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Obliczamy, ze
1@ 2
(— — ﬁ(Sln“m—l— 11 In*2+18Inz 4 12).
Inz o In’x

Poniewaz pigta pochodna

0 (R | :
(lnw) = m(ll’.lh";rz+ 50 I’z 4105 In* 2+ 120 Inz -+ 60)

jest ujemna dla 2<x<3, wiec w tym przedziale jest

1 \@ 1 \@® 1 \@
0,7 < ( ) < ( ) < (-———) < 24,1.
Ina/z=3 Inax Ine[z=2

Na moey wzoru (51) mamy

Jest dalej

wiec nieréwnosé (66) mozemy napisa¢ w postaci

3 it
180n*

<0,0005,

skad n>3,3. Przyjmujemy n=4.
Mamy z,= 2,00, @, = 2,25, ©,= 2,60, @3=2,76, x,= 3,00, oraz

1
4

U= [g g = 442704 0,000005,

Y= — 1,23315 + 0,000005

T Y TR i v b
COSSA TN 000

2= g0 = 109136 = 0,000005,
— 1 0.08853 4 0,000005

Ys= TD 7 Sa et +90, ?

1
= 000005
Y=g 50 = *91024 - 0,000005


file:////nxj
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1 1
Ponadto h=—= 1 i na mocy (59)
n

3

"da:_

Inez

1
= 5 (1,4427044:1,23315 4-2-1,09136 + 4-0,08853 4 0,91024) +

1
+ ]—0(10,000005 -+ 4+:0,000005 -+ 2-0,000005 -+ 4 -0,000005 -+ 0,000005) —

A e e L
180 R RY sk B

=1,11853 + 0,000002 -+ 0,000005 — 0,00027 4+ 0,000001 + 0,00026 =
=1,1183 -+ 0,00031.
Zobaczmy jeszeze, jak wypadloby oszacowanie bledu ze wzoru (65).
Na moey (60) jest 7, =1,11853, a na mocy (63)
1
I~ 5 (1,442704-4-1,09136 -+ 0,91024) ~ 1,11973.

Ze wzoru (65) otrzymujemy wtedy blad B, przyblizenia I,

B o 111853 —1,11973  —0,0012
Sk At 15 5 15

= —0,00008.

§ 66. Metoda Newtona-Cotesa. Zar6wno w metodzie trapezéw,
jak 1 w metodzie Simpsona calkowanie przyblizone polegalo na zastapie-
niu funkeji podeatkowej F(x) jej wielomianem interpolacyjnym f(x),
ktory w metodzie trapezow byl pierwszego, a w metodzie Simp-
sona — drugiego stopnia. Naturalnym uogdélnieniem tamtych dwéch me-
tod jest metoda, polegajaca na zastgpieniu pod znakiem ecalki funkeji
F(x) jej wielomianem interpolacyjnym n-tego stopnia f(xz), ktéry w réz-
nych pomiedzy sobg punktach z,,#,,...,», przybiera wartosei y,=F(x,),
n=rF@), ..., y,=F(z,). Wtedy przyjmuje si¢ jak w poprzednich me-
todach, ze

2 y
(67) _[ F(z)de~ J f(w)de.
Q@ a

Zanim przejdziemy do oszacowania bledu takiego przyblizenia,
zwr6¢my uwage, ze przez analogi¢ do poprzednich metod wolno sie spo-
19+



