ROZDZIAL VII

METODY NUMERYCZNE I GRAFICZNE ROZNICZKOWANIA
I CALKOWANIA

§ 57. Wstep. Metody numeryezne rézniczkowania i calkowania pole-
gajg zazwyczaj na aproksymacji danej funkeji #(x) inng funkejg f(z), na
rézniczkowaniu lub calkowaniu funkeji aproksymujacej f(z) i uzyskiwa-
niu w ten sposéb wartosei przyblizonych dla pochodnych lub calek funkeji
F(x). Z takim postepowaniem zwigzana jest nierozdzielnie koniecznosé
szacowania bledéw aproksymacji. Fakt, ze trudnosci zwigzane z oszaco-
waniem bledu aproksymacji sy nieraz wielokrotnie wigksze, niz trudnosei
obliczenia samej wartosci przyblizonej pochodnej ezy calki, nie uwalnia
bynajmniej od koniecznodci szacowania bledow.

Przy numerycznym rézniczkowanin i calkowaniu najezedciej korzysta-
my z aproksymacji danych funkeyj wielomianami uzyskiwanymi ze
wzoru Taylora albo wielomianami interpolacyjnymi.

Obliczanie przyblizonych wartofei calek oznaczonych nosi nazwe
kwadratury mechanicznej.

A. Metody numeryczne i graficzne rézniczkowania

§ 58. Szacowanie bledu. Jezeli pochodng F’(z) funkeji F(z) aprok-
symujemy funkejg f'(x), bedaca pochodng funkeji f(x) przyblizajacej
funkeje F(x), to mozna odréznié dwa sposoby szacowania bledu takiej
aproksymacji. W pierwszym z nich nie korzystamy z faktu, ze funkcje
I’ (2) i f’(x) sa pochodnymi. Mamy tu do czynienia po prostu z aproksy-
maejg jednej funkeji przez drugg, a wiee przypadek oméwiony w rozdziale
IV. Drugi sposéb polega na oszacowaniu bledu aproksymacji funkeji ' ()
przez funkeje f'(z) na podstawie znajomosci bledu, z jakim funkecja F ()
jest aproksymowana przez f(x). Zastanowimy si¢ nad drugim z tych spo-
sobdw.

Jezeli

(1) |[F(e)—f(@)| <B (a<w<b),
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gdzie B jest pewnjy stalg, to z tej nierdwnosdei nie mozna uzyskaé zadnego
oszacowania typu

|F (@)~ (@)|<C . (a<a<Db),

gdzie C jest stalg, poniewaz z nieréwnosei (1) wynika jedynie fakt, ze krzywa
y=1F(x) przebiega w pasie miedzy krzywymi y=f(x)—B i y=f(v)-+}+B,
natomiast wspolezynnik kierunkowy stycznej do krzywej F(z), a wiec
pochodna F’ (x), moze si¢ dowolnie r6zni¢ od wspoélezynnika kierunkowego
styeznej do krzywej f(«), a wiec od pochodnej f'(x), choéby liczha B
byla bardzo mala.

Analogicznie, ze znajomosei oszacowania
b

[[F(@)—f (@)} de<B,
gdzie B jest stalg, nie mozna podaé oszacowania dla
b

[17 (@)—f ()] de.

Jezeli jednak dla przyblizenia f(wx) funkeji F(x) mamy oszacowanie
 typu
(2) |F(2)—f(2)|<|p(2)] (asw<D),
gdzie funkecja @(x) jest rézniczkowalna w przedziale (a,b) i taka, ze
p(@)=0 (a<wy<b),
to z tego oszacowania wynika, iz
(3) [E" (20) — [ (@) | < 9" (2)] -
Istotnie, niech h bedzie takg liczba, aby a<w,-+h<b. Wtedy z nie-
rownogei
| (w5 + 1) —f (@g+h)| < g (@, +R)|
i z réwnosci
F (wy) —f (@) =@ ()= 0
wynika nieréwnosé

| B (g +h) —F () — [ (:39+h) 4+ (o) | <l (00 +-1) | = @ (@ +h) — p(2)]

a stgd — nieréwnosdé

F(@+h)—F (@)  f(@-+h)—f(@,)

¢ (@o+ h) — @ (@)
h h :

h

<

Przechodzge po obu stronach nieréwnodei do granicy przy h—>0 otrzy-
mujemy nieréwnosé (3).
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Nieréwnosé (3) pozwala oszacowaé¢ blad przyblizenia funkcji F'(x)
przez f'(x) tylko w pewnych ustalonych punktach, w ktérych funkeja
¢ (x) staje si¢ rOwna zeru.

Mozna jednak nieraz oszacowaé blad przyblizenia pochodnej F® ()
dowolnego rzedu k przez pochodng f*(z) w dowolnym punkecie okreglo-
nego przedzialu, gdy mamy pewne informacje dodatkowe o pochodnych
funkeji F (@), np. gdy wiemy, ze w rozpatrywanym przedziale jakas inna
pochodna funkeji F (), np. F™(x) (n>k), jest ograniczona i znamy kres
gérny jej modulu. Metody szacowania w takich przypadkach poznamy
w nastepnych paragrafach.

§ 59. Metoda szeregéw potegowych. Chcemy obliczyé pochodng
F®(z) funkeji F(z) bedacej w przedziale [x—u,|<r suma szeregu pote-
gowego :

(4) F (@)= ay+ a, (2 — ) + ay (2 — 2,)* +
gdzie
i) ¢
(o) a=" 0, (P =F@), 0!=1)

Niech g,(x) oznacza n-tg sume czedciowy szeregu (4), tzn.
(5) s @)=a+a (2 —z)+...+a, (@—z,)"
i niech n>k.

Jak wiadomo?) szereg pochodny

k-41)! k
(6) k!a,+ '("i Ay (2 — 20)+ (_+_)_ ak+2(“’—“'o)’+

jest zbiezny w przedziale |v—a,|<r. Jego suma jest réwna F™(x). Po-
chodng F®(x) bedziemy aproksymowaé¢ k-ta pochodng funkeji s, (z)
danej wzorem (5), tzn. funkejg

. (k+1)! il L
(7) 32:”](3’)23‘5!%'*'—1!—— A1 (@ —Tg) +-.. W ay (@ —ay)" .
Na mocy wzorn Taylora jest
EaC) i
L n—k T k41
FO (@)= by+ by (@—@) ++ . 4 by (@ — )" "4 - (n k—};_l)_'_ w—ag)*

gdzie
[F“"(w)li"_r F‘"’“"(%)

b=
Yo il il

= 0 Ly ey

a & ]est hc?ba} dobrsmq, do @ i zawarty miedzy @ i @,.

1) Patrz. np. F. LB]II, Rachunek réiniczkowy i catkowy, Warszawa 1954, str. 189,

Metody numeryezne | graficzne — 17
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Na mocy (4a) i (7) jest zatem

Fn+l) (&)
(n—k-+1)!

Jezeli wiadomo, ze dla & zawartych miedzy « i x, jest

Mg < FOH(EHS MY,

(8) FO(2)= s () +

(@ —ap)* 1,

gdzie M;., i My, sa stale, i jezeli

M+ M, ¥ Mo, — Mg,
—"_é_ ) n4l1 é ==t

Fﬂ+1 e

to na mocy (8)

F M
B) font oK) _ Faq pn=kily  Tnyl | g —ap, [P—FH1
(88) FO(m)=al(o)+ ot (=" ok o [a—ay|

Jezeli szereg (6) jest przemienny?), jego reszt¢ mozna szacowaé pierw-
szym opuszczonym wyrazem i zamiast (8a) mozna korzystaé ze wzoru

n-+1)! 4
(8b) PO (@)= a0k Ty afo—a
czyli na mocy (4a)

T4 @)

- FO (@)= (@) £ jo— o[+,

(n—Fk+1)!
PrzYKEAD 1. Obliczyé z dokladnosciag do 0,0001 pochodng funkeji

o ot a’

dla =2 (szereg (9) jest zbiezny dla wszystkich x).
Szereg pochodny

: z o a°
I =15 oy g
jest takze zbiezny dla wszystkich z, zatem
7 e | 1 1 1
Jo(2)=~1+ -—— ——
e o 12 144 880 86400
1) Szeregiem przemiennym nazywamy szereg
AGyg—a;+as—...
gdzie
G>ag1>0  (8=0,1,2,...) ‘i lima&z;=0.

N—ro0
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Poniewaz szereg ten jest przemienny, jego reszte szacuje si¢ pierwszym
opuszezonym wyrazem. Zatem

: 1 =4 it 1 1661
J2~x—14+-———F—————=—
2 12 144 2880 2880
z bledem mniejszym niz 86400 a zatem mniejszym niz 0,000012. Stad

J}(2)= —0,5767--0,00005.

Doszedl tu blad spowodowany zastgpieniem ulamka zwyklego przy-
blizeniem dziesietnym.

§ 60. Metoda interpolacyjna. Dana jest funkeja y=F(z), ktéra
w punktach z,,2,,...,2, (Z,<@,<...<®,) przybiera wartosci ¥g,¥is.«.sYn-
Funkeje F(x) aproksymujemy wielomianem interpolacyjnym f(z) stop-
nia » i takim, ze f(@,)=¥,, f(®)=%1, ..., f(®,)=Y,. Wielomian taki —
jak wiemy z twierdzenia 1 z rozdzialu ITI — zawsze istnieje i to tylko
jeden.

Zakladamy, ze funkcja F(x) ma w przedziale [a,b], gdzie a<wx,
i b>w,, pochodne do rzedu n-+1 wlaeznie i ze w tym przedziale jest

(10) My, <P (@) < M

n411

gdzie M, ;,M; , sy stale. Niech

Mt +Mg., ! Mt — Mo
n 2 t i ﬂ-{n+l T, +_ 2 un

(103) F-n. L

Pochodng F®™(z) (k<n) funkeji F(z) bedziemy aproksymowaé przez
pochodng f® (z) wielomianu interpolacyjnego f(z).,Zajmiemy si¢ sprawg
oszacowania bledu takiego przyblizenia. W tym celu wprowadzimy
funkeje pomocniczg

(11) ¢(2)=F (2)— ] (@) — K (¢ — o) (0 —,).. .. (0— @),

gdzie K jest stalg.

Funkecja ¢ (#) ma co najmniej n-+1 réznych pierwiastkéw @y, @,,...,2,.
Na mocy twierdzenia Rolle’a jej pochodna ma w przedziale (w,,®,) co
najmniej 7 réznych pierwiastkéw, ktore ponadto sg rézne od @y, a;,...,o,.
Na mocy tegoz twierdzenia Rolle’a pochodna ¢"(2) — jako pochodna
pochodnej ¢’(#) — ma co najmniej n—1 réznych pierwiastkéw w prze-
dziale (w,,®,). Stosujac k-krotnie twierdzenie Rolle’a dochodzimy do
wniosku, ze pochodna :

o (@) = (@) [0 (0) — K 3 5[(@—2) @—2)-.. (o~ )]

L
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ma w przedziale (x,,z,) co najmniej n—k-+1 réznych pierwiastkéow,
a w przypadku, gdy k=1, co najmniej n—k-+1=n pierwiastkéw réznych
od liezb w,,xy,...,2,. Niech z bedzie dowolng liczba nie wieksza od @,
albo nie mniejszg od ,, a w przypadku k=1 moze by¢ réwniez z=a,,
@gq..09%,_1. Niech

PO @) — 19 ()

Keim
(‘E;k" [(m—mu)(wwm,)...(m—m,,]])z " A

Liczba K zawsze istnieje, poniewaz wielomian
k

i [@—a) (@—wy)...(2—a,)]

ma wszystkie pierwiastki w przedziale (w,,2,), a w przypadku k=1
pierwiastki te sa rézne od liczb z,w,,...,o, . Przy tak dobranej stalej
K jest ¢ (%)= 0. Zatem funkeja ¢ () ma co najmniej n—k+-2 réznych
pierwiastkéw, gdyz — jak poprzednio wykazalismy — ma ona n—k-+1
réznych pierwiastkéw w przedziale (a,,2,), ktoére ponadto w przypadku
k=1 sg rézne od liczb a,,2.,...,2, ,, i pierwiastek 7, ktéry nie le-
zy wtym przedziale, albo w przypadkn k=1 moze si¢ réwnaé jednej
z liezb @y,&,,...,2, ;. Stosujemy n—k-+1 razy twierdzenie Rolle’a i do- -
chodzimy do wniosku, ze funkeja

g™ (2) =F"+) (2)— K (n+1)!
ma co najmniej jeden pierwiastek ¢ lezgey miedzy najmniejszg a naj-
wiekszg sposréd liezb x,,a,,7. Zatem
@™ () =F"(9)—K (n+1)! =0,
skad
BN ()
~ (n+1)!

Fot (o) a*

#* (@)=F® (@) - () - — [@—a) (@—a)...(0—a,)].

(n+1)!
Poniewaz ¢ (7)=0, wiee
PO (9) [ d*
(12)  F®@E)—[0(@)= (n+1()!)(dw" [(‘”_”“"“’_m‘)"'(x_w“)])x,s'

Poniewaz # bylo dowolng liczbg, spelniajacg jedynie warunek
z<®, albo zI>=a,,
a w przypadku k=1 moglo byé ponadto z=a,,&,...,&,_,, Wiec mozna
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napisa¢ ogélnie, ze dla a<w<uz,, z,<w<b, a w przypadku k=1, czyli
pochodnych pierwszego rzedu, réwniez dla @=a,,2,,...,2, ;, jest na
mocey (10) i (12)

Vi a*
13) F®(2)=j®(z)+ (nﬁl): o l@— ) (@—a)... (0—a,)]+
M, | . t
‘ 4 (w,+1+)ls 7 L@= %) (2—m,) .. (@—,)] -

Dla oy <x<a, wzor (13) nie jest na ogol prawdziwy. Gdy k=1, mozna
réwniez na innej drodze wykazaé, ze wzér (13) jest prawdziwy dla x=a,,
@y ,...,&,. Mianowicie na moey wzoru (8) z rozdzialu IV

Fn-lll -
’F(m)—f(m)— T @ B @) (=) | <
M”+1 n — =
< gy le— ) @=—a)... (=)

t na mocey (3) dla z=a,,x,,...,, jest

F d
P )= S o= o). . o= a]| <

o M
< m d_x"[(m_mo)(m—mt)---(x— 2,)]

Ale dla v=x; (i=0,1,...,n) jest

.df_[(:c—.ru)(;r-—wl)...(-’ﬂ—wn)] =
4

= (@g— ) (T3 — @y) . (Bg— B4_1) (B — i) (B — D).
Zatem
(13a)

F' () — f' (@q) — - Fuer (Xs— @) (V= @1) o o o (Bg— @4 _1) (By— D yg) oo (B — By) | <

(n+1)!

M
< (-n—{:‘;:;"' (22— @) (23— @) oo (05— @) (B — By n) - - (B — X)) |
skad wzor (13) dla k=1. Dla z#ay,,,..... w,,' nieréwnosé (13a) nie jest

na ogoél spelniona.
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Obliczenie k-tej pochodnej funkeji F(zx) metodq interpolacyjng spro-
wadza sie zatem do:

1° znalezienia wielomianu interpolacyjnego f(z), ktéry w punktach
Doy @yy...,@, Ma te same wartosci, co dana funkeja F(x),

2° obliczenia F™(x) ze wzoru (13).

Przyxeap 2. O funkeji y=F(r) wiadomo, ze

1° w punktach #=—2,1,2,4 przybiera wartosei y=4,2,—1,10,

2° ma pochodne do czwartego rzedu wlgeznie,

3° |F9 ()| <0,1 w przedziale —5<a<b.
Nalezy obliczyé pochodng %'=F'(x) w punktach —2,1,2,4.

W przykladzie 2 z rozdzialu III obliczono wielomian f(x) mozliwie
niskiego stopnia, ktéry w punktach z=—2,1,2,4 przybiera wartodei
4,2,—1,10. Otrzymano

)‘(a‘-)=%m’— %wz— %w+ '15 !
Stad
flo)=og '~ soo— o,
F(—2)af (~D)=12,  FOsfO=— ",
PO~ @)=— 5, P )=

Oszacujemy bi@dy uzyskanyech przyblizenn ze wzoru (13a):

10,1
B (—2)—f(—2) < | 5 (—2—1) (—2-2) (~2—4)‘ —0,3,
, 10,1 )
[P (1)—f' ()] < §<1+2)(1—2)(1—4)‘ —0,0375,

0,1
| (2)—f (2)| < ﬁ-(ﬁ +2)(2—1)(2—4) ‘ <0,0334,

0,1 _
|E (4)—F (4)| < 2’—4(4+2)(4—1)(4 —2)! =0,15.
Mozemy zatem napisaé¢ rozwigzanie zadania nastepujaco:
95 33
j~_~?"(—2)=~1-§E 40,3, F'(1)=—?:|:0,0375,

47 175
P (2)=— % +£0,0334,  F'(4)= - 40,15,
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Metoda interpolacyjna numerycznego rézniczkowania bardzo sie
upraszeza, gdy punkty x,,,...,2, nastepuja po sobie w réwnych od-
stepach, tzn. gdy '

Ty=a,+th, 1=0,1,...,n,
gdzie h jest pewng stalp dodatniag. Wprowadzajge nowg zmienng
&= (v—a,)/h
i piszge
&= (2;— x) [R, i=0;11'”!ﬂ's
otrzymujemy wtedy
E‘I'.= 1: .

Wielomian interpolacyjny #=/(r) mozna teraz na mocy wzoru (23)
z rozdzialu III napisa¢ w postaci

s 5.1 3 &
y=yu+ﬁyu5+ﬂ'yu(.,) +Aayo(3)+-"+d"yo(n)!
skad
'y @[ & A o d (&
R KA I [ Y
(k=1,2,...,n).
Ale
dy dy dé 1 dy dy d (dy)__l d (dy)_ 1 ay
doe  df de h A&’ de*  do\de| h at\de| h* d&
1 ogdlnie
d"y_ 1 dy
da* — WF T agd’
wiec

d*y
T —
Cah =

fonsen ) el sl
?;"_[A Yo+4 y”ﬁé’f‘ k1 + 4%y, ae \l1o +...44 yn@ ik

Mamy dalej

k 1 k

d
3 [(m— @) (€ — xl) veo(@—2,)] = -

h* -Eg,;[eh(g_l)h...(é—n)h]=

-k S e 1) (=)
-
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1 wzoér (13) moze by¢ napisany w postaci

F“ I”—k-i'l dk
(14a) W —=7® 4 (?:_:1)_!_"'d_g?[f(s“—l)...(g_n)}i
M, pn-k41 | gk ,
I__(il—l-li)! e LE(E=1). . (e=m)]].

Wzor (14) jest dlatego wygodny, ze jezeli wypiszemy go dla n=m,
mamy go tym samym dla n=Fk,k+41,...,m—1, wystarczy bowiem
uwzglednié¢ tylko odpowiednig liczbe pierwszych wyrazéw.

Zajmiemy si¢ najpierw przypadkiem, gdy k=1, tzn. przypadkiem
obliczania pochodnych pierwszego rzedu.

Dla n=8 oraz i=0,1,2,...,8 ofrzymujemy ze wzoru (14), piszgc
gi=1" (@)

Ly 1 1 1
Yo= x [Ayu— 0) Ay,+ 3 Ay,— i Ayo+
1 1 1 1
4+ B Ay,— gdsyn-f- I3 1.11?10*' Eﬁsyo]s

o 1 1 2 1 3 1 4
y1=3 [Ayo+'é-ﬁ1 Yo— 6 Ay, + —1_2—4 Yo—

1

1 1 1
o Ayo+ —3~6—A°yo— — Ao+ — A‘yo],

42 56

Sl 3 i 1
(15) 7= % [Ayo‘l‘ 9 Az!fo*" 3 Ay,— 12 A‘yo'i'

1 gl 1 il 1
2l ___Aﬁ S S _____H__AB ]
+ 35 Ay, 60 Yot Jo5 A"y, 168 4 ¥o|’
b 5 11 1
Y= % [Ayo+ 2 Ay,+ £ Ay,+ Zd‘yo—
el e L Aog L0, 1 ]
Sy Yats Ry Wl )
20A Yo+ 60490 140A Yo+ 280 Yol»

o Tk e 25
=7 [Ay,,-l— 2 Ay + 5 £y, + 12 Ayo+

1 1 . 1
+ 5 Ay, — E‘ads?fo'!' _I-"OEAT%_ ST Auyo]!
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L 9 47 7
yf=5[4m+~§awr+7fawf+154w0+
T 1 1 1
_AS b = AT s L] ]
-+ 60 '5/0‘1’6‘4?0 42Ayu+ ].GSA Yo|»

S 1 37 171
Ys= 3 [d?ln‘f' s Ayo+ 3 Ay, + l—zﬁ‘yo +

87 49 1 1
(15c.0.) =+ 10 Ay,+ 20 A%y, + 7 A'yo— 56 As!fu]:
o 13 107 319
Yr= 7 [A.'fo“i‘ 2 Ay,+ iy Ay,+ ﬁd‘yn—i—
459 . 223 363 1
S =i A, \Sraee AT I 8
- 20 A yo-+ 20 Yot 140"4 yu+8A yn]’

| 15 73 533
Vo= T3 [A?fu‘i' 5 Ay, + ?Asyo*}‘ ETY A*y,+

743 341 481

761
+ ETH Ayy+ E"Aﬁyo'f’ A Yo+ — Alyo]‘

35 280

Wspolezynniki takich wzoréw najwygodniej obliczaé rekurencyjnie.
Niech mianowicie «;, oznacza wspélezynnik we wzorze na ¥; stojacy
przy A™y, (1=0,1,2,...,m; m=1,2,...,n). Batwo jest sprawdzié, ze
wWOwezas

(=1)™-!

(16) Tom = T ’ =1, i = G _ 1 m- 11 @iy
Istotnie,

d (f)_ﬁ_ E(6=1)...(§—m+1) _

d& \m|  dé m!

0 i 0 T Sty U,
m.

FE(E—2) . (E—mt1) .. FE(E—=1)(E—2)...(E—m+2)],
skad
(—1m-?

d (& 1 i
o= [d—g (m)]e-o= —(=1)(=2)...(—m+1) =
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d
Mamy dalej (i) =¢£, skad a;= I:EE (i)]tui=l. Z drugiej strony na mo-

cy wzoru (6) z rozdzialu II

A ()= L)+ (57

o -2 O - oy
o dt \m)lemi Ldag \m—1/Jees " L@E\ m JJemi
d 3 d [&
[dE (m— ):Lni—1+ [EE (?n)]s-e_1=a“"""‘+u"“’-“" Calag. O

Niech teraz F(x) bedzie — jak poprzednio — funkejg aproksymo-
wang wielomianem f(z) i niech

F(o)=y; (i=0,1,...,n).

Na mocy (14a) mamy
"

I
=Ji+- e i(i—1)...1(=1)(=2)...(e.—n)£

(n+1)!
£ TG 1). (1) (= 2)... = )
(n+1)! :
czyli
¥ ad s Lyga® M,,“h“
Dt 8 e e s e

Mozemy zatem w przypadku k=1 zastapié wzor (14) wzorem

@0 sim g [t G )tz (), +

o0 e h® M, A"
S S s e

(n+1) (f) (n+1) (:‘)

czyli

[} 1 n
(18) ¥ R [Ayo+ au A Yo+ ayy LYo+ ...+ 45 4™ Yo] +

Fipp-temeil L Se

n n\ ’
(n+1)(i) ('n+1)(i)
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gdzie wspélezynniki a;,04,...,a;, obliczamy albo ze wzoru

- [z ()]
S a& \m/Je=i’

albo rekurencyjnie ze wzoréw (16), albo w przypadku n<8 odezytujemy
ze wzoréw (15).

Niech bedzie np. n=4. Na mocy (18), gdzie wspdlezynniki odezytu-
jemy z tabeli (15), mamy

1 . 1 1
Yo= o7 (124y,— 64y, + 4 Ay, — 34%,) + — Fsh*+ — M1,
12h D b

; 1 L 1 ! 1 1:
W= ﬁ(le?fr{" 64%y,— 2433‘0""‘4‘?}'0)‘_ %Fsh‘:f: ‘2'6'11"{5}“!

; 1 £ 1 1
(19) Ya= m—h(lz-dyn“{‘ 184%y,+ 44390_54%)"‘ '36'Fsh‘ﬂ: ‘:_;—O‘Msh‘:

!

Ys=

1 1 I
= (124y,+ 304y, + 224%y 4 34%y,) — %Fs‘h‘:{: %Msh‘s

' 1 3 1 1 :
Y= o5, 12490+ 424870+ 5248+ 254%y,) + L Fsh'+ 5 Ysh'.

Wzory (18) mozna przeksztalcié wprowadzajgc w miejsce réznic
réznice wsteczne lub centralne za posrednictwem wzoréw (28) albo (37)
z rozdzialn TI.

Najezedciej stosowane sg jednak wzory, w ktéryeh zamiast réznic
wystepuja wartosei y,,¥,...,9, funkeji F(xz) w punktach x,,2,,...,2,.
Wzory te uzyskujemy podstawiajac do (18) na moey wzorn (4) z roz-
dziatu IT

m
A’“yu=(?§) ym—(T) Yn-1+ (2)%-3— cos(=1)™ (:) Yo-

Np. w przypadku n=4 podstawiamy do wzoréw (19) wzory
AYo =Y1—Yos
A Yo=Y2— 21+ Yo,
A Y= Y3— 3Y2+ 3Y1— Yo,
A yo=Ys— 4ys+ 6y, — 4y, + ¥,
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i ofrzymujemy

: 1 - 1 1
W= 12h (—25y,148y, — 36y, 116y, — 3y,) + 5 Fsh‘ 25 5'4‘“5}"‘ y

r 1 1 1
s m{—:}? o— 10y, +18y,— 6ys+ y,) — "2_0‘F5h‘i EEMSM’

) =ity 1 1
(20) .= ﬁ(?}u“331+8y3— Ys)+ EFSE‘:': E’;ﬁMSh"

; 1 1
Yy= m(—yﬁ- 6y, —18y,+10y;+ 3y,) — Eanh‘j: 50 Mh,
PR AN )
Yo = o7 (3Yo—16y, + 36y, — 48y, + 25y,) + —Fsh" £ M h".
12h 5 5

W tablicy VII na koncu ksigzki podane sg zaréwno wzory (20), jak
i analogiczne dla n=1,2,3,5 i 6. Ogélnie mamy

( _])u—il;ln+l hﬂ M”+lhﬂ

2l
(21) 3f-£=£ [AwVot+Aut+ ... +A45pY.]+

n\ ?
i

oin(i)  win(})

gdzie

,: m-j m 3
A!’j= 2‘ (_]) ,afm(}-) (321?2?"'!”)

Moe=f
OTaz

Al’n:mz‘( _l)m“im .

PrZYKLAD 3. Obliczyé wartodci pochodnej y'=F'(x) funkeji F(x)
w punktach 0,5, 0,7, 0,9, jezeli wiadomo, ze funkcja F(x) ma w tych
punktach wartodei 1,3, 1,7, 1,2 oraz ze dla 0,6<2<0,9 zachodzi nie-
réwnosé 2,6 <F'"'(z)<4,2.

Mamy zatem y,=1,3, ¥,=1,7 i ¥,=1,2, a w tablicy VII odnajdujemy
WZOry

1 1 : i) 5
= (=3 +4y—9) + 37 h* + 3 M1,

Yo= =

3 2ol 1 1
i oh (—Y%+ ) — ‘é‘Fshzﬂ: 61‘13?!2,

’ 1 Ii : 1 X
:”==ﬁ(yﬂ-4yl+3yz)+ ';.{Fah :|:§ M,h".
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W danym przypadku jest h=0,2 i mozna przyjac

Jf,‘ = 2.6 y ."l:r;' — 4,2 ’

skad
. 42128 4,2—2.6
F,= —’-2- =34, M= ’—z_’_ —=0,8.
Zatem
Vi ] y 1 i e
Yo= g (—39+6,8—1,2)+ 2 3,4:0,04 £ . 0,8:0,04=4,205 4 0,011,
)4
v | 1 1 5
Yi= g (18 +1,2)— o 3,4:0,04 & =-0,8:0,04 = —0,273 3 0,006,
]
WL (R 1 1 5
Yi= 54 (13— 6,8+ 3,6)+ 5+3,4-0,04-+ 20,8-0,04 =—4,705 1+ 0,011.
?

Oszacowanie bledéw we wzorach (18) ezy (21) bywa niekiedy trudne,
gdyz musimy znaé liezby M., i M;,, ograniczajace pochodng F"+V(x)
danej funkeji F (x), a obliczenie tych liczb moze nastreczaé duzo trudnosei.
Mozna niekiedy ograniczyé sie do niedokladnych informacji o bledach,
ktére to informacje mozna uzyskaé¢ drogg nastepujacego rozumowania.

Niech funkecja F(x) bedzie dana w przedziale [a,b], gdzie
A< B, <D< ooo <Ly <b, oOraz ;=211 (¢=0,1,...,20). Niech T=uay
(=0,1,...; j<n/2). Niech f(z) bedzie wielomianem co najwyzej stop-
nia n, ktéry w punktach @,,2,,%,,...,2, przybiera te same wartosei co
funkcja F(x). Na moecy (12) jest

PO () (— Ry
(22) F () @)=
o+ (3]

gdzie # jest liczbg dobrang do # i zawartg w przedziale (zy,,,). Niech
g(z) bedzie wielomianem stopnia co najwyzej =, ktéry w punktach
@gy @y, Tyy..ry@y, Przybiera te same wartosei co funkeja F(z). Na mo-
cy (12) jest

=B;”

FO+D(L) (2h)"

n
(n+1) (")
. 7
gdzie ¢ jest liczbg dobrang do 7 i zawarty w przedziale (z,,2.,). Odej-
mujemy stronami réwnosé (22) od (23) i dostajemy

(23) F' (@) —g' (@)= (=1’ = Bf,

= 1= ¥ B:’fk
f'(@)—¢'(¥)=B; — B;= B, E.—l )
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czyli

n
(n+1) ¢ = (s ')
sl e ) 1)_

'(x)—g¢'(z)= B; (_F_"(ETI}F{))_ (—1y2" (n
)

Jezeli zatem mozna przyjaé, ze

(24) FO ) (z)asconst dla wy<a<ay,,
to
f
Gy B s ! [f (@) — ¢ (@)
n . i n n
Sl coniplat]
(= famliony o SR

)

Metoda szacowania bledu ze wzoru (25) polega zatem na:

17 obliczeniu wartosci pochodnej f'(x) wielomianu interpolacyjnego,
skonstruowanego na punktach z,,x,,@,,...,2,,

2° obliczenin wartosci pochodnej ¢'(#) wielomianu interpolacyjnego,
skonstruowanego na punktach z,,2,,2,,...,2,,,

3° oszacowaniu bledu przybliZenia danego przez warto§é pochodnej
pierwszego z tych wielomianéw ze wzoru (25).

Oszacowanie (25) jest zupelnie dokladne dla funkeyj F(x) bedacych
wielomianami n--1 stopnia, gdyz wtedy F®™*Y(z)= const. Mozna zatem
z grubsza powiedzieé, ze dla dowolnej funkeji F(x) oszacowanie (25)
daje zmiang bledu przyblizenia F'(z) przez pochodng f'(#) wielomianu
f(z) aproksymujgcego funkcje F(z), gdy stopien tego wielomianu po-
wiekszymy o jednogé.

Oszacowanie (25) jest na ogdl niedokladne, ale odznacza si¢ wielky
prostoty i dlatego czesto bywa stosowane w praktyce. Wymaga jednak
zawsze przyjecia zalozenia (24).

Zajmiemy sie teraz wyprowadzeniem wzor6w na pochodne wyz-
szych rzedéw.. Ograniczymy sie do przypadku obliczenia pochod-
nej F®(w) dowolnego rzedu k w jednym tylko punkcie @ =az,, tzn.
obliczenia wartodei y{? = F® (x,). Wartoscig przyblizong dla y® jest
wartodé 79 = f® (ax,). pochodnej 7 (x) wielomianu interpolacyjnego j(@)
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aproksymujacego funkcje F(x). Blad przyblizenia okreslony jest wzorem
(12) lub (13). Niech teraz bedg spelnione réwnosei ;= x,+1ih, 1=0,1,...,n
(n=>k), wtedy na mocy (14) jest

k

20) o= | 2 Lty L f )+A*‘+2yaik( L) et
4 e aé* \k+1 " \k+2

e
L yod—g‘(”)]e-o‘
Ale
( 5) _SE=1(E=2)...(6—m+1)
m| m! L

gdzie ™ oznacza wielomian czynnikowy stopnia m zmiennej £. Zatem
na moey wzoréw (12) i (16) z rozdziatu II jest

1 | ;
@) ()= o e SR,

gdzie S7,S87,...,8n_, sa liczbami Stirlinga pierwszego rodzaju (patrz
tablica II -na korecu ksigzki).
Na mocey (27) jest

dk
_(i) = mi' [m(m—1)...0m —k+1)85 &% 4

agk
+(m —1)(m —2)...(m — k)87 &~ .. .+ KSR _4 ],
skad -
dk 5 k! m
(28) d_E’E(m)e-uzf}ﬁ! m—k
Zatem wzér (26) mozna napisa¢ w postaci
¢
1
S k k41 k+1 : k+2 k+2
@0) 5= | APt g B A e B A,

1
L
Foat e A y“]
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Dla n=8 i k=2,3,...,8 otrzymujemy stq;d WZOTY

5 1 5 11 137 7
g8 = B [d-?iu_daya+ 12 Ayy— A Y + A Yo— i647y0+
L 363
560 Ay |,
it 15 29
y'ga) 27 }l‘s [Asyu A‘yu 2R Asy i} _'Asyo ‘I“ 1= A?yo
469
et O
240 Jo]:
1[ i 1Erf 967
(30) 7§ = T f-’l‘?ﬁ'n—zddyu &k 6 Aﬁyu— — A"y + 210 Asyu]s
N i o) 25 35
g5 = E LAS% ™S A°yy+ Y Ay, — 6 Aa?/u:la
[ 23
y(us} = }I-Iﬁ- Aﬁ?/u_':}ﬁj?yu o 4' /—13'.’)'0]9
il 141 7
9 =7 hA’yu =3 A“yu],
1
Y = A,

Wzory dla n<8 mozna z latwodcig otrzymaé ze wzoréw (30) uwzglednia-
jac w nich tylko wyrazy z réznicami az do A"y, wlgcznie.
Na mocy wzoru (4) z rozdzialn II
Ay, =y, — 24+ Yy,
(31) AsyCI:y:i _‘3ya+3?f1—yo:

...............

AP Yo=Yy — 87+ 28y — 56y + T0y, — 56y;+ 28y, — 8y, + ¥y 5

oraz na moey (143.)
ay & l
ag* (n+1) b0

k!
( +1)'| n— k+1|

[
ds* (n+1

Y =7+ Fp B k“[ ) + M, A
§=0

czyli na mocy (28)

(32) 9'=7" + Fp  h*HH Spt kit M, B

(n41)!
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Podstawiajge (31) do wzordéw (30) i korzystajge z oszacowan (32)
otrzymujemy wzory
Dla n=2:

i
y5 = W2 (Yo—2¥1+Y) — Fsh £ Msh.

Dla, n=3:

1 3 3 b3 [ 11
yo= i (2y9— 5y1+ 4y — Ys3) + 19 Foh*+ 19 MR,

1 3 ]
yﬁs) = e (— Y%+ 39— 3Y2+¥s) — 3 Foh+ ™y M, h.
Dla n=4:

- 1 (35 26 19 14 11 ) b
Y= e (12 Yo— 3 it o Y%— 3 Ys + 12 '!)'4) T Fsh®+ 3 MR,

(T e R ' 7
¥ = s (— 5 Yot 90— 129+ Tya— Z-‘A) + P+ MW,

yg‘)— Bt (Yo— 491+ 6y, — 4y +y,) — 2Fsh +-2 M h.

Te i analogic;me wzory dla n=>5,6 umieszezone sg w tablicy VII na
koncu ksigzki.

Podkresli¢ nalezy, ze gdy funkcja F(x) jest wielomianem stopma n,
to we wzorach podanych w tablicy VII blad jest réwny zeru, poniewaz
w tym przypadkun wielomian interpolacyjny jest identyczny z funkejg
F(x).

Bledy mozna szacowadé jeszeze inaczej. Przeprowadzajac analogiczne
rozumowania, jak w przypadku wyprowadzania wzoru (25), otrzymujemy

k) 7

Yo' — ¥
(33) Bm:;k—_i_l_u“—i,

gdzie B jest bledem przyblizenia szukanej wartosci y{¥=F® (x,) przez
wartogé 7 =f® (z,) pochodnej wielomianu interpolacyjnego f(z), zbu-

Metody numeryczne i graficzne — 18
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dowanego na punktach x,, xo+h, ..., xy+nh, a FP=g®(z,) jest war-
tosdeig poe hodnej wielomianu interpolacyjnego ¢ (), zbudowanego na punk-
tach m,, @,+2h, xo-+4h, ..., @s-+2nh.

Oszacowanie (33) jest dokladne dla wielomianéw stopnia n--1.
Dla dowolnej funkeji F(z) oszacowanie (33) daje — z grubsza mowige —
zmiane bledu przy zwigkszeniu stopnia wielomianu interpolacyjnego
0 jednosé,

PrzY KLAD 4. Obliczyé warto$¢ drugiej pochodnej funkeji F(x)

w punkeie z,=—3,5, jezeli wiadomo, ze funkeja ta jest wielomianem
trzeciego stopnia i przyjmuje w punktach z,=—3,5, @;=-—3,1, ®,=
=—2,71, x3=—2,3 wartosci y,= 3,18, Y1=2,83, ¥y,=2,49, y;=1,bl.

W tablicy VII odnajdujemy dla n=3 i k=2 wzor

AL \ i fuie 8 S i
y5 = e (2%0— 5y, +4¥.—ys) + 15 Pyl £ T M.

Poniewaz dana funkeja jest wielomianem trzeciego stopnia, wiec
FY(2)=0 i mozna przyjaé F,= M,=0. W danym przypadku h = 0,4,
wiee

TR ) _
Y9 = o (2:3,18 — 5-2,83+ 4-2,49—1,51)=4,125.

Jest to wartodé dokladna, bo M,=0.

§ 61. Rozniczkowanie graficzne. Roézniczkowanie graficzne opiera
si¢ na znanym fakeie, ze wartos¢ pochodnej funkeji f(z) w punkeie @ =ua,
Jest rowna wspélezynnikowi kierunkowemn stycznej do krzywej y=f(x)
w tymze punkecie.

Jezeli znamy wykres funkeji f(x), mozemy z latwoscig odezytaé na
wykresie wartos¢ pochodnej tej funkeji w dowolnym punkcie a=uau,.

W tym celn wystarczy przez punkt

i o wspolrzednych (—1,0) poprowadzié¢ row-

. » . - L (3

% l ( nolegly I* do stycznej [ do krzywej y=f(x)

o <1 w punkecie #=a,. Rownolegla ta przecina
I, 28 of rzednych w punkeie o rzednej réwne)

szukanej wartosei f'(x,) (rys. 12).
Istotnie, wspélezynnik kierunkowy
Rys. 12 prostej I*, jako réwny wspdélezynnikowi
kierunkowemu prostej I, jest réwny f’(@,).
Prosta I* przechodzi ponadto przez punkt (—1,0), wiee ma réwnanie
y=1"(x,)(x41). Dla #=0 mamy stad y=f"(x,), c. b. d. d.




