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I C A Ł K O W A N I A 

§ 5 7 . W s t ę p . M e t o d y n u m e r y c z n e r ó ż n i c z k o w a n i a i c a ł k o w a n i a p o l e ­
gają, z a z w y c z a j n a a p r o k s y m a c j i d a n e j f u n k c j i F(x) inną f u n k c j ą f(x), n a 
r ó ż n i c z k o w a n i u l u b c a ł k o w a n i u f u n k c j i a p r o k s y m u j ą c e j f(x) i u z y s k i w a ­
n i u w t e n s p o s ó b w a r t o ś c i p r z y b l i ż o n y c h d l a p o c h o d n y c h l u b ca łek f u n k c j i 
F(x). Z t a k i m p o s t ę p o w a n i e m z w i ą z a n a j e s t n i e r o z d z i e l n i e k o n i e c z n o ś ć 
s z a c o w a n i a b ł ę d ó w a p r o k s y m a c j i . F a k t , że t r u d n o ś c i z w i ą z a n e z o s z a c o ­
w a n i e m b ł ę d u a p r o k s y m a c j i są n i e r a z w i e l o k r o t n i e w i ę k s z e , n i ż t r u d n o ś c i 
o b l i c z e n i a s a m e j w a r t o ś c i p r z y b l i ż o n e j p o c h o d n e j c z y ca łk i , n i e u w a l n i a 
b y n a j m n i e j o d k o n i e c z n o ś c i s z a c o w a n i a b ł ę d ó w . 

P r z y n u m e r y c z n y m r ó ż n i c z k o w a n i u i c a ł k o w a n i u n a j c z ę ś c i e j k o r z y s t a ­
m y z a p r o k s y m a c j i d a n y c h f u n k c y j w i e l o m i a n a m i u z y s k i w a n y m i z e 
w z o r u T a y l o r a a l b o w i e l o m i a n a m i i n t e r p o l a c y j n y m i . 

O b l i c z a n i e p r z y b l i ż o n y c h w a r t o ś c i c a ł e k o z n a c z o n y c h n o s i n a z w ę 
kwadratury mechanicznej. 

A . Metody numeryczne i graficzne różniczkowania 

§ 5 8 . S z a c o w a n i e b ł ę d u . Jeże l i p o c h o d n ą F'(x) f u n k c j i F (x) a p r o k -
s y m u j e m y f u n k c j ą f'(x), b ę d ą c ą p o c h o d n ą f u n k c j i f(x) p r z y b l i ż a j ą c e j 
f u n k c j ę F(x), t o m o ż n a o d r ó ż n i ć d w a s p o s o b y s z a c o w a n i a b ł ę d u t a k i e j 
a p r o k s y m a c j i . W p i e r w s z y m z n i c h n i e k o r z y s t a m y z f a k t u , że f u n k c j e 
F'(x) i / ' (x) są p o c h o d n y m i . M a m y t u d o c z y n i e n i a p o p r o s t u z a p r o k s y ­
m a c j ą j e d n e j f u n k c j i p r z e z drugą, a w i ę c p r z y p a d e k o m ó w i o n y w r o z d z i a l e 
I V . D r u g i s p o s ó b p o l e g a n a o s z a c o w a n i u b ł ę d u a p r o k s y m a c j i f u n k c j i F' (x) 
p r z e z f u n k c j ę f'(x) n a p o d s t a w i e z n a j o m o ś c i b ł ę d u , z j a k i m f u n k c j a F(x) 
j e s t a p r o k s y m o w a n a p r z e z f(x). Z a s t a n o w i m y się n a d d r u g i m z t y c h s p o ­
s o b ó w . 

J e ż e h 

(1) \F(x)-f(x)\<B ( a ^ 0 < 6 ) , 
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g d z i e B j e s t p e w n ą stałą, t o z t e j n i e r ó w n o ś c i n i e m o ż n a u z y s k a ć ż a d n e g o 
o s z a c o w a n i a t y p u 

\F'(x)-f'(x)\<C (a^x^b), 

g d z i e C j e s t stałą, p o n i e w a ż z n i e r ó w n o ś c i (1) w y n i k a j e d y n i e f a k t , że k r z y w a 
y=F(x) p r z e b i e g a w p a s i e m i ę d z y k r z y w y m i y=f(x)—B i y=f(x)+B, 
n a t o m i a s t w s p ó ł c z y n n i k k i e r u n k o w y s t y c z n e j d o k r z y w e j F(x), a w i ę c 
p o c h o d n a F'(x), m o ż e się d o w o l n i e r ó ż n i ć o d w s p ó ł c z y n n i k a k i e r u n k o w e g o 
s t y c z n e j d o k r z y w e j f(x), a w i ę c o d p o c h o d n e j f'{x), c h o ć b y l i c z b a B 
b y ł a b a r d z o m a ł a . 

A n a l o g i c z n i e , z e z n a j o m o ś c i o s z a c o w a n i a 
6 ... , 

f [F(x)-f(x)fdx<B, 
a 

g d z i e B j e s t stałą, n i e m o ż n a p o d a ć o s z a c o w a n i a d l a 
b 

j[F'(x)-f'(x)f<kc. 
o 

Jeże l i j e d n a k d l a p r z y b l i ż e n i a f(x) f u n k c j i F(x) m a m y o s z a c o w a n i e 
. t y p u 

(2) \F(x)-f(x)\^\<p(x)\ (a^x^b), 

g d z i e f u n k c j a cp(x) j e s t r ó ż n i c z k o w a l n a w p r z e d z i a l e (a,b) i t a k a , że 

<p(x0) = 0 (a<x0<b), 

t o z t e g o o s z a c o w a n i a w y n i k a , iż 

(3) \F'(x0)-f'(x0)\^\cp'(x0)\. 

I s t o t n i e , n i e c h h b ę d z i e taką l iczbą, a b y a<x0-\-h<b. W t e d y z n i e ­
r ó w n o ś c i 

\F(x0 + h)-f(x0+h)\^\<p(x0 + h)\ 

i z r ó w n o ś c i 

F(x0)-f(x0)=cp(x0) = 0 

w y n i k a n i e r ó w n o ś ć 

a stąd — n i e r ó w n o ś ć 

F(x0+h)-F(x0)_ f(x0+h)-f(x0) 

h h 

P r z e c h o d z ą c p o o b u s t r o n a c h n i e r ó w n o ś c i d o g r a n i c y p r z y h->0 o t r z y ­
m u j e m y n i e r ó w n o ś ć (3). 

<p(x0+h) — cp(x0) 

h 



(4a) « , . = - p L , * = 0 , 1 , 2 , . . . {F«(x0) = F(x0), 0 ! = l ) . 

§ 58. Szacowanie błędu 2 5 7 

N i e r ó w n o ś ć (3) p o z w a l a o s z a c o w a ć b ł ą d p r z y b l i ż e n i a f u n k c j i F'{x) 
p r z e z f'(x) t y l k o w p e w n y c h u s t a l o n y c h p u n k t a c h , w k t ó r y c h f u n k c j a 
cp (x) s t a j e się r ó w n a z e r u . 

M o ż n a j e d n a k n i e r a z o s z a c o w a ć b ł ą d p r z y b l i ż e n i a p o c h o d n e j F(k){x) 
d o w o l n e g o r z ę d u k p r z e z p o c h o d n ą fk){x) w d o w o l n y m p u n k c i e o k r e ś l o ­
n e g o p r z e d z i a ł u , g d y m a m y p e w n e i n f o r m a c j e d o d a t k o w e o p o c h o d n y c h 
f u n k c j i F(x), n p . g d y w i e m y , że w r o z p a t r y w a n y m p r z e d z i a l e j a k a ś i n n a 
p o c h o d n a f u n k c j i F(x), n p . F(n)(x) (n>k), j e s t o g r a n i c z o n a i z n a m y k r e s 
g ó r n y j e j m o d u ł u . M e t o d y s z a c o w a n i a w t a k i c h p r z y p a d k a c h p o z n a m y 
w n a s t ę p n y c h p a r a g r a f a c h . 

§ 5 9 . M e t o d a s z e r e g ó w p o t ę g o w y c h . C h c e m y o b l i c z y ć p o c h o d n ą 
F^k)(x) f u n k c j i F(x) b ę d ą c e j w p r z e d z i a l e \x—x0\<r sumą s z e r e g u p o t ę ­
g o w e g o 

(4) F(x) = a0 + a1(x — x0) +a2(x-x0)2 + 

g d z i e 

i ! 

N i e c h sn(x) o z n a c z a w-tą s u m ę częśc i ową s z e r e g u (4), t z n . 

(5) sn (x) = a0+aj (x - x0) +... + an (x- xa)n 

i n i e c h n^Jc. 

J a k w i a d o m o 1 ) s z e r e g p o c h o d n y 

(6) k\ak+ — j f - % . M ( . T - * 0 ) + ^ j p - ak+2(x-x»)i + ---

j e s t z b i e ż n y w p r z e d z i a l e \x—xQ\<r. J e g o s u m a j e s t r ó w n a FIK){x). P o ­
c h o d n ą F(k){x) b ę d z i e m y a p r o k s y m o w a ć fc-tą p o c h o d n ą f u n k c j i sn(x) 
d a n e j w z o r e m (5) , t z n . f u n k c j ą 

(7) s\?(x) = klak + a k + i ( x - x 0 ) + ...+ " ! an{x-xa)n-k • 

N a m o c y w z o r u T a y l o r a j e s t 

[Fik)(x)l{n-k+1) 
FW(x) = b0+b1(x-x0) + ... + bn_k(x-xor-*+± ^ fr-tt,)*-***, 

(n—fc-f-1): 
g d z i e 

t_m<*i&* ^g3a>, j =„, a,...,„_,, 
i ! i ! 

a f j e s t l i czbą d o b r a n ą d o a? i zawar tą m i ę d z y x i x0. 
*) Patrz n p . F . L e j a , Rachunek różniczkowy i całkowy. Warszawa 1954, str. 189. 

Metody uumoryczuo i graficzne — 17 
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N a m o c y (4a) i (7) j e s t z a t e m 

(8) = iW(x) + - — ( x - x o r - k + 1 . 
(n—tc+l): 

Jeże l i w i a d o m o , że d l a £ z a w a r t y c h m i ę d z y x i x0 j e s t 

g d z i e M~+1 i M^+1 są, stałe , i j eże l i 

_ J f + + 1 + M~+1 _ M + + 1 - M ~ + 1 

•*n+l— g ' mn+l— g ' 

t o n a m o c y (8) 

F 71f 
(8a) FW(x)=sP(x)+i ^ ^ { x - x o r - ^ ± - | a > - a f c | - * + 1 . 

( n — f t + l ) I ( » — K - f - 1 ) : 

J e ż e h s z e r e g (6) j e s t p r z e m i e n n y 1 ) , j e g o resztę m o ż n a s z a c o w a ć p i e r w ­
s z y m o p u s z c z o n y m w y r a z e m i - z a m i a s t (8a) m o ż n a k o r z y s t a ć z e w z o r u 

(8b) FM(x) = sp(x)± a n + 1 \ x - x o r k + l , 

c z y h n a m o c y (4a) 

. FM(x)= s^(x)± ] F ( n + ^ \ \ \x-xor*+\ 
{n — Jc+l)l 

P R Z Y K Ł A D 1. O b l i c z y ć z d o k ł a d n o ś c i ą d o 0 , 0 0 0 1 p o c h o d n ą f u n k c j i 

( 9 ) ^ ( ^ = 1 - ^ + ^ - 2 ^ - , + . . . 

d l a x=2 ( s zereg (9) j e s t z b i e ż n y d l a w s z y s t k i c h x). 
S z e r e g p o c h o d n y 

, x x 3 xs 

j e s t t a k ż e z b i e ż n y d l a w s z y s t k i c h x, z a t e m 

2 12 144 2 8 8 0 8 6 4 0 0 

') Szeregiem przemiennym nazywamy szereg 

gdzie 
a i > « i + 1 > 0 (t=0,l,2,...) i l i m a n = ( ) . 

n-wo 



§ 59. Metoda szeregów potęgowych 2 5 9 

P o n i e w a ż s z e r e g t e n j e s t p r z e m i e n n y , j ego resztę s z a c u j e się p i e r w s z y m 
o p u s z c z o n y m w y r a z e m . Z a t e m 

1 1 1 1 1 6 6 1 
J j ( 2 ) « - 1 + 1 = 

o v ' 2 12 144 2 8 8 0 2 8 8 0 

z b ł ę d e m m n i e j s z y m niż gg^QQ > a z a t e m m n i e j s z y m niż 0 , 0 0 0 0 1 2 . S t ą d 

j ; (2) = - 0 , 5 7 6 7 ± 0 , 0 0 0 0 5 . 

D o s z e d ł t u b ł ą d s p o w o d o w a n y zas tąp ien iem u ł a m k a z w y k ł e g o p r z y ­
b l i ż e n i e m d z i e s i ę t n y m . 

§60. M e t o d a i n t e r p o l a c y j n a . D a n a j e s t f u n k c j a y = F(x), k t ó r a 
w p u n k t a c h x0,x1,...,xn (xli<xl<...<xn) p r z y b i e r a w a r t o ś c i y0,yi,---,yn-
F u n k c j ę F(x) a p r o k s y m u j e m y w i e l o m i a n e m i n t e r p o l a c y j n y m f(x) s t o p ­
n i a n i t a k i m , że f{x0)=y0, f(xl)=y1, f(xn)=yn. W i e l o m i a n t a k i — 
j a k w i e m y z t w i e r d z e n i a 1 z r o z d z i a ł u I I I — z a w s z e i s t n i e j e i t o t y l k o 
j e d e n . 

Z a k ł a d a m y , że f u n k c j a F(x) m a w p r z e d z i a l e [ a , 6 ] , g d z i e a<x„ 
i b>xn, p o c h o d n e d o r z ę d u n + 1 w ł ą c z n i e i że w t y m p r z e d z i a l e j e s t 

(10) M~+^F^(x)^M++l, 

g d z i e M~+1 ,M+
+1 są stałe . N i e c h 

P o c h o d n ą F(k)(x) ( & < n ) f u n k c j i F(x) b ę d z i e m y a p r o k s y m o w a ć p r z e z 
p o c h o d n ą fk)(x) w i e l o m i a n u i n t e r p o l a c y j n e g o f(x)..Zajmiemy się sprawą 
o s z a c o w a n i a b ł ę d u t a k i e g o p r z y b l i ż e n i a . W t y m c e l u w p r o w a d z i m y 
f u n k c j ę p o m o c n i c z ą 

(11) <p(x) = F(x) — f(x)-K(x — x0)(x — xA...{x-xn), 

g d z i e K j e s t stałą. 
F u n k c j a <p (x) m a co n a j m n i e j n + 1 r ó ż n y c h p i e r w i a s t k ó w x0, x1,..., xn. 

N a m o c y t w i e r d z e n i a R o l l e ' a j e j p o c h o d n a m a w p r z e d z i a l e {x0,xn) co 
n a j m n i e j n r ó ż n y c h p i e r w i a s t k ó w , k t ó r e p o n a d t o są r ó ż n e o d x0, xx,..., xn. 
N a m o c y t e g o ż t w i e r d z e n i a R o l l e ' a p o c h o d n a q>"(x) — j a k o p o c h o d n a 
p o c h o d n e j <p'(x) — m a co n a j m n i e j n — 1 r ó ż n y c h p i e r w i a s t k ó w w p r z e ­
d z i a l e (x0,xn). S t o s u j ą c ft-krotnie t w i e r d z e n i e R o l l e ' a d o c h o d z i m y d o 
w n i o s k u że p o c h o d n a 

dk 

(x) =F™(x)-/<*>(x) - K — j [ ( a ? - x e ) ( x - x 1 ) . . . ( x - x n ) ] 

17* 
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m a w p r z e d z i a l e (x0,xn) c o n a j m n i e j n—fc-fl r ó ż n y c h p i e r w i a s t k ó w , 
a w p r z y p a d k u , g d y h=l, co n a j m n i e j n—Tc-\-l=n p i e r w i a s t k ó w r ó ż n y c h 
o d l i c z b x0,x1,...,xn. M e c h x b ę d z i e dowolną, l i czbą n i e większą o d x0 

a l b o n i e m n i e j s z ą o d xn, a w p r z y p a d k u fc=l m o ż e b y ć r ó w n i e ż x= x l t 

x2,...,xn_1. M e c h 
FM(x)-fk\x) 

K 
( d" \ 

L i c z b a K z a w s z e i s t n i e j e , p o n i e w a ż w i e l o m i a n 

dxk 

[(x—x0)(x-x1)... {x-xn)] 

m a w s z y s t k i e p i e r w i a s t k i w p r z e d z i a l e {x0,xn), a w p r z y p a d k u Jc=\ 
p i e r w i a s t k i t e są r ó ż n e o d l i c z b x1,x2,...,xn_l. P r z y t a k d o b r a n e j s ta łe j 
K j e s t <p<-k)(x) = 0. Z a t e m f u n k c j a cp(k)(x) m a co n a j m n i e j n — Jc+2 r ó ż n y c h 
p i e r w i a s t k ó w , g d y ż — j a k p o p r z e d n i o w y k a z a l i ś m y — m a o n a n—Jc + l 
r ó ż n y c h p i e r w i a s t k ó w w p r z e d z i a l e (x0,xn), k t ó r e p o n a d t o w p r z y p a d k u 
fc.s=5.1 są r ó ż n e o d l i c z b x1,x2,...,xn_1, i p i e r w i a s t e k x, k t ó r y n i e l e ­
ż y w t y m p r z e d z i a l e , a l b o w p r z y p a d k u & = 1 m o ż e się r ó w n a ć j e d n e j 
z l i c z b x1,x2,...,xn_1. S t o s u j e m y n—ifc+1 r a z y t w i e r d z e n i e R o l l e ' a i d o ­
c h o d z i m y d o w n i o s k u , że f u n k c j a 

*> (X) = F{n+'> {x) - K (n 4 - 1 ) ! 

m a co n a j m n i e j j e d e n p i e r w i a s t e k •& l e ż ą c y m i ę d z y n a j m n i e j s z ą a n a j ­
w iększą s p o ś r ó d l i c z b x0,xn,x. Z a t e m 

9,<n+0 ( # ) = F ^ n + l ) (d)-K (n 4 - 1 ) ! = 0 , 

skąd 
j>(»+0 (#) 

K = 
(n + l)l 

jp(» + 0 (fi) dk 

<p™(x) (x)-/<*>(x)- • [(x-x0)(x-x1)...(x-xn)}. 

P o n i e w a ż <p{k)(x) = 0, w i ę c 
(12) F^{x)-f\x) = ( n + 1 ) , \^yT[(X-X0)(X-X1)...(X-Xn)^ _. 

P o n i e w a ż x b y ł o d o w o l n ą hczbą , spe łn ia jącą j e d y n i e w a r u n e k 

x ^x0 a l b o x~^xn, 

a w p r z y p a d k u & = 1 m o g ł o b y ć p o n a d t o x=x1,x2,...,xn_1, w i ę c m o ż n a 



§ 60. Metoda interpolacyjna 2 6 1 

n a p i s a ć o g ó l n i e , że d l a a a ? n < o ? < 6 , a w p r z y p a d k u & = 1 , c z y l i 
p o c h o d n y c h p i e r w s z e g o r z ę d u , r ó w n i e ż d l a x=x1,x2,...,xn_l, j e s t n a 
m o c y (10) i (12) 

(13) F™(x) = /<*>(x) + F»+\ [ ( » - * 0 ) t « - a l ) . . ( x - x n ) ] ± 

(n+l) ! dar 

± 
M. ti+i 

(n+l) ! 
[{x-x0) (x-xj ...(x-xn)] 

D l a x0<x<xn w z ó r (13) n i e j e s t n a o g ó ł p r a w d z i w y . G d y le—1, m o ż n a 
r ó w n i e ż n a i n n e j d r o d z e w y k a z a ć , że w z ó r (13) j e s t p r a w d z i w y d l a x=x0, 
xl,...,xn. M i a n o w i c i e n a m o c y w z o r u (8) z r o z d z i a ł u I V 

F(x)-f(x) 
F n + l 

( » + l ) ! 
(x-x0) {x-x1) ...(x—xn) 

M, n + l 

(n+l) ! 
t n a m o c y (3) d l a x = x 0 , x l t . . . , x n j e s t 

(x-x0)(x-x1)...(x-xn)\ 

F'(x)-/'(x)- ,Fn+\, • — [(*-*0)(x-x1)...(x-xn)] 
( n + l ) ! dx 

M n + l 

(n+l) ! 
A l e d l a x=xt ( i = 0 , l , . . . , n ) j e s t 

d 
[(x-x0)(x-x1)...(x-xn)\ = 

dx 
[(X-X0) (X-Xy )...(x-xn) ] 

dx 

Z a t e m 

(13a) 

F' (xt)-f (xty 

(Xi - X0) (Xi-Xi)... (Xi - x i _ 1 ) ( x i - x i + i ) . . . (Xi - xn). 

n + l 

( n + l)! 
(Xi-X0) (Xi-Xx)... (Xi-Xi_,) (X— Xi+1) ...(Xi-xn) 

M 
< /"\t\. I (xt - X0) (Xi - X,). . . (Xi -Xi_l)(Xi-Xi+1)...(Xi- xn) | , 

( a + 1 ) ! 
s k ą d w z ó r (13) d l a k=l. D l a x=£x0,xly xn n i e r ó w n o ś ć (13a) n i e j e s t 
n a o g ó ł spe łn iona . 
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O b l i c z e n i e fc-tej p o c h o d n e j f u n k c j i F(x) metodą interpolacyjną s p r o ­
w a d z a się z a t e m d o : 

1° z n a l e z i e n i a w i e l o m i a n u i n t e r p o l a c y j n e g o f(x), k t ó r y w p u n k t a c h 
x0,x1,...,xn m a t e s a m e w a r t o ś c i , co d a n a f u n k c j a F(x), 

2° o b l i c z e n i a F(k\x) ze w z o r u (13) . 

P R Z Y K Ł A D 2 . O f u n k c j i y=F(x) w i a d o m o , że 
1° w p u n k t a c h x = — 2 , 1 , 2 , 4 p r z y b i e r a w a r t o ś c i y=4,2,—1,10, 
2° m a p o c h o d n e d o c z w a r t e g o r z ę d u w ł ą c z n i e , 
3° | P ^ ( a ; ) | < 0 , l w p r z e d z i a l e — 5 < a ? < 5 . 

N a l e ż y o b l i c z y ć p o c h o d n ą y'=F'(x) w p u n k t a c h — 2 , 1 , 2 , 4 . 
W p r z y k ł a d z i e 2 z r o z d z i a ł u I I I o b l i c z o n o w i e l o m i a n f(x) m o ż l i w i e 

n i s k i e g o s t o p n i a , k t ó r y w p u n k t a c h a? = — 2 , 1 , 2 , 4 p r z y b i e r a w a r t o ś c i 
4 , 2 , - 1 , 1 0 . O t r z y m a n o 

5 5 
xf x 4-

72 

4 1 , 
f(x)±= x3-
, v ' 72 

— x+ 
36 9 

S t ą d 
4 1 , 

9 5 

8 3 127 
—x —, 
3 6 36 ' 

P ' ( - 2 W ( - 2 ) = — , P ' ( 1 W ( 1 ) = 
3 3 

~8~ 

P ' ( 2 W ' ( 2 ) = - ^ , P ' ( 4 W ( 4 ) = 
1 7 5 
12 

O s z a c u j e m y b ł ę d y u z y s k a n y c h p r z y b h ż e ń ze w z o r u ( 1 3 a ) : 

| P ' ( - 2 ) - / ' ( - 2 ) | ^ 

| P ' ( 1 ) - / ' ( 1 ) | < 

| J " ( 2 ) - / ' ( 2 ) I < 

| P ' ( 4 ) - / ' ( 4 ) | < 

0,1 

24 

M 
21 
04 
2 4 

( _ 2 _ l ) ( _ 2 - 2 ) ( - 2 - 4 ) 0 , 3 , 

( l + 2 ) ( l - 2 ) ( l - 4 ) = 0 , 0 3 7 5 , 

( 2 + 2 ) ( 2 - l ) ( 2 - 4 ) < 0 , 0 3 3 4 , 

( 4 + 2 ) ( 4 - l ) ( 4 - 2 ) : 0 , 1 5 . 

M o ż e m y z a t e m n a p i s a ć r o z w i ą z a n i e z a d a n i a n a s t ę p u j ą c o : 

9 5 
P ' ( - 2 ) = — ± 0 , 3 , P ' ( l ) = -

33 
± 0 , 0 3 7 5 , 

F'(2)=- ^ ± 0 , 0 3 3 4 , P ' ( 4 ) = ™ ± 0 ,15 . 
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M e t o d a i n t e r p o l a c y j n a n u m e r y c z n e g o r ó ż n i c z k o w a n i a b a r d z o się 
u p r a s z c z a , g d y p u n k t y x0,x1,...,xn n a s t ę p u j ą p o s o b i e w r ó w n y c h o d ­
s t ę p a c h , t z n . g d y 

Xi=x0+ih, i = 0 , l , . . . , ł i , 

g d z i e h j e s t p e w n ą stałą dodatn ią . W p r o w a d z a j ą c n o w ą z m i e n n ą 

C = (x—x0)jh 
i p i s ząc 

Ci={xi-x0)lh, i = 0,l,...,v, 

o t r z y m u j e m y w t e d y 

W i e l o m i a n i n t e r p o l a c y j n y y=f{x) m o ż n a t e r a z n a m o c y w z o r u (23) 
z r o z d z i a ł u I I I n a p i s a ć w p o s t a c i 

y = y0 + Ay0£ + A2 y0 H + A3 y0 ("*) + ... + An y0 Q. 

s k ą d 

( f t = l , 2 , . . . , n ) . 
A l e 

dy dy dłj 1 dy d2y 

dx d£ dx h di ' dx2 

i o g ó l n i e 

dky 1 dky 

dtf^lvk~'~dlk 

więc 

dky 

M a m y d a l e j 

dk , 1 d f c , 
[ (a; - xo) (x - xx)... (x - xn)] = ~ k [ ffc ( i - 1 ) A . . . (£ - n) h ] = 
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i w z ó r (13) m o ż e b y ć n a p i s a n y w p o s t a c i 

(14a) ym = y ^ + l ^ n ~ ^ . ^ [ H i - l ) . . . ^ - n ) ] ± 

( » + l ) 

W z ó r (14) j e s t d l a t e g o w y g o d n y , ż e jeżel i w y p i s z e m y go d l a « = = m , 
m a m y go t y m s a m y m d l a n—lc,Jc + l,...,m — 1, w y s t a r c z y b o w i e m 
u w z g l ę d n i ć t y l k o o d p o w i e d n i ą l i c z b ę p i e r w s z y c h w y r a z ó w . 

Z a j m i e m y się n a j p i e r w p r z y p a d k i e m , g d y k=l, t z n . p r z y p a d k i e m 
o b l i c z a n i a p o c h o d n y c h p i e r w s z e g o r z ę d u . 

D l a n=8 o r a z i = 0 , l , 2 , . . . , 8 o t r z y m u j e m y z e w z o r u (14) , p i s z ą c 

p ; = ^ [ ^ y o - - ^ J y o + j 4 ł y o - - J A*y0+ 

— zlsyn4- — 4 6 V 0 — A7v0+ — -A8ya , 
20 * ° 3 0 y o 4 2 ^° 56 J o \ 

( i s ) y ; ^ i [ - d y 0 + 2 ^ y » + 1
3 A i y o - ^ A * y 0 + 

+ — z l 5 y 0 — / l 6 y „ + —^— / d 7 « 0 — zl 8 y 0 L 
^ 3 0 5 0 6 0 " 1 0 5 * ° 1 6 8 90j 

-^rJ,J,« + 60 ~ 1 4 0 A l y ° + 2 8 0 ^ " ] ' 

1 T 7 13 2 5 
h [ A y ° + 2 + ~3~ J 3 y ° + 1 2 A * V o + 

+ 1 / l S V n - / l 6 W n 4 - — — J 7 U „ — / d 8 « n , 
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y , = \ [*yo+ 2 A2y» + ^-*Vo + § **y* + 

1 3 7 A 1 .6 1 AJ 1 . 8 1 
H A y a + A6y0 A7y0H A8y0 , 
T 60 4 , 0 6 * ° 42 * ° 168 * °J 

- | j y 0 4 - — Aiy0+ — A3y0 + — A*y0 + 

( i 5 c . d . ) + y 0 - ^ s y 0 + 2 ^ ^ 6 2 /o+ y ^ 7 J / O - gg ^ 8 y 0 J . 

, i r 1 3 , i 1 0 7 . 3 3 1 9 « 

2 2 3 3 6 3 . 1 . 1 

^ + ^ - ^ » + n o ^ + 8 # H ' 
4 5 9 

, 1 T . 15 73 533 
y B = j [ A y o + - Y A y ° + - ź - A y < > + ^ 2 ~ A y ° + 

, 743 J B 3 4 1 . 4 8 1 < 761 „ "I 

+ird
 y ° + - i t - 3 5 -

 4 * + ̂  4 
W s p ó ł c z y n n i k i t a k i c h w z o r ó w n a j w y g o d n i e j o b l i c z a ć r e k u r e n c y j n i e . 

N i e c h m i a n o w i c i e aim o z n a c z a w s p ó ł c z y n n i k w e w z o r z e n a y\ s t o j ą c y 
p r z y Amy0 ( t = 0 , l , 2 , . . . , w ; m = l , 2 , . . . , n ) . Ł a t w o j e s t s p r a w d z i ć , że 
w ó w c z a s 

(16) «om = j a , i = l , o i m = a ł _ 1 _ _ 1 + a ł _ i m . 
tn 

I s t o t n i e , 

dC \m) <Z£ TO! 

= J - [ ( £ - l ) ( £ _ 2 ) . . . ( f - W t 4 - 1 ) 4 -
TO! 

4 - 1 ( 1 - 2 ) . . . ( f _ m + l ) + . . . + ! ( f - l ) ( { - 2 ) . . . ( £ - m + 2 ) ] , 

s k ą d 

( - 1 ) " - 1 

a°"=\Ł (̂ )l = ^ r ( - l ) ( - 2 ) . . . ( - m + l ) 
L « £ \TO/J{=O W ! TO 
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M a m y d a l e j = £ , skąd aa = = 1 . Z d r u g i e j s t r o n y n a m o ­

c y w z o r u (6) z r o z d z i a ł u I I 

\ml \m — 1 / \ m I 

skąd 

a i m = [w (m) l _ i = [^ (m - l )L i + [ " d T ( m /I-**" 

N i e c h t e r a z F{x) b ę d z i e — j a k p o p r z e d n i o — f u n k c j ą a p r o k s y m o -
w a n ą w i e l o m i a n e m f(x) i n i e c h 

F'(Vi) = y'i ( i = 0 , l , . . . , n ) . 

N a m o c y (14a) m a m y 

Vi = yt + ^ £ i ( i - l ) • • • 1 ( - 1 ) ( - 2 ) . . . ( i - n ) ± 

c z y l i 

M hn 

( n + 1 ) ! 

?/i = % + ( - i ) — 7-r±-n\ ln\ 
( n + 1 ) . ( n + 1 ) . 

U / w 
M o ż e m y z a t e m w p r z y p a d k u Jc=l z a s t ą p i ć w z ó r (14) w z o r e m 

<"> -ih+^(i(a.« +- +^(w(l))J + 

i / i ) n - 1 + _ L N + 1 

(n + 1) . ( n + 1 ) ' 

c z y U 

(18) y'i=j[Ay0+aiiA2y0+ai3A3yQ+... + ainAny0] + 
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g d z i e w s p ó ł c z y n n i k i ai2,ai3,...,ain o b l i c z a m y a l b o ze w z o r u 

a i m [ d f ( m ) ! - . ' 

a l b o r e k u r e n c y j n i e ze w z o r ó w (16) , a l b o w p r z y p a d k u w < 8 o d c z y t u j e m y 
z e w z o r ó w (15) . 

M e c h b ę d z i e n p . w = 4 . N a m o c y (18) , g d z i e w s p ó ł c z y n n i k i o d c z y t u ­
j e m y z t a b e l i (15) , m a m y 

2 / o = j^(l2Ay0-6A2y0 + 4A3ya-3A*y0) + jFsh*± j J f , * 4 , 

y'i=l^r(12Ayo+ ^ 2 2 / o - 2A3y0 + A*y0) - ^rFsK'± ^rM%h*, 
1 2 / i 20 20 

(19) y'2=~(12Ay0+18A2y0+iA3y0-Aiy0) + ±-FsK*±±Mth\ 

y»= 1lh(12Ay0+30A2y0+22A3y0+3Aiy0)-~-F,hi±~Msh\ 

12ft 5 5 

W z o r y (18) m o ż n a przeksz ta ł c i ć w p r o w a d z a j ą c w m i e j s c e r ó ż n i c 
r ó ż n i c e w s t e c z n e l u b c e n t r a l n e z a p o ś r e d n i c t w e m w z o r ó w (28) a l b o (37) 
z r o z d z i a ł u I I . 

N a j c z ę ś c i e j s t o s o w a n e są j e d n a k w z o r y , w k t ó r y c h z a m i a s t r ó ż n i c 
w y s t ę p u j ą w a r t o ś c i ?/ 0, ? /n • • • » 2 / » f u n k c j i F(x) w p u n k t a c h x0,x1,...,xn. 
W z o r y t e u z y s k u j e m y p o d s t a w i a j ą c d o (18) n a m o c y w z o r u (4) z r o z ­
dz ia łu I I 

(m\ (m\ lm\ lm\ 

N p . w p r z y p a d k u n = 4 p o d s t a w i a m y d o w z o r ó w (19) w z o r y 

Ay0 = 2 / i - ? / o , 

A2y0=y2-2yi + y0, 

A3yQ=y3-3y2+3y1-y0, 

^ 4 2 / o = y*~ ± 2 / 3 + 6 2 / 2 - 4 i / i + 2/0 
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i o trzymujemy 

y ' ° = 1 2 X ( ~ 2 5 y ° + 4 8 y i ~ 3 6 2 / 2 + 1 6 2 / 3 " 3 y J + 5 J | ± 6Mth*' 

= 1 2 T ( ~ 3 y ° _ 1 0 2 / 1 + 1 8 2 / 2 ~ 6 2 / 3 + y < ) ~ W F s 1 1 1 W ^ s fe<' 

(20) y 2 = (y, - Sy, + 81/3 - y 4 ) + A - ^ s h*± —M% h*, 

2 / 3 = 1 2 T ( _ 2 / o + 6 2 / 1 " 1 8 2 / 2 + 1 0 2 / 3 + 3 l J i ) ~ 20*>hi ± ~k M* *' 
?« = ( 3 y 0 - 1 6 y , + 3 6 ^ - 4 8 ^ 4 - 25y 4) + ^Fsh*±±M5h\ 

W tablicy V I I n a końcu książki podane są zarówno wzory (20), jak 
i analogiczne d la w = 1 , 2 , 3 , 5 i 6. Ogólnie m a m y 

(21) y = - [Aioy0+Auyi + . . . +Ainyn] + 1 i ± ^ i - - , 

(n + l ) . (n+l ) f 
11, 

gdzie 

4n= Z ( - D W (7 = 1,2, . . . ,n) 

oraz 

^ o = i ( - i r « i m -
m — l 

P R Z Y K Ł A D 3. Obliczyć wartości pochodnej y'=F'(x) funkcji i?(a;) 
w p u n k t a c h 0,5, 0,7, 0,9, jeżeli wiadomo, że funkcja F(x) m a w t y c h 
p u n k t a c h wartości 1,3, 1,7, 1,2 oraz że dla 0 ,5^a5<0,9 zachodzi nie­
równość 2,6<F"'{x)<4,2. 

M a m y zatem y0=l,3, t / 1 = l , 7 i y 2 = l , 2 , a w tabl icy V I I odnajdujemy 
wzory 

y'n = ~źh (~3?/o+42/l~y,) +1F>h*± 13/3h*' 
Vi = 2 \ (-3/0 + y2) - A 2 ± 1 J f , ft!, 

tf- ^ - ( 3 / 0 - ^ + 3 ^ ) + | # . * ' ± i j f i * ł . 
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W d a n y m p r z y p a d k u j e s t h = 0,2 i m o ż n a p r z y j ą ć 

M3=2,6, M+ = 4,2, 
skąd 

Z a t e m 

4 , 2 + 2 , 6 4 , 2 - 2 , 6 
F3 = ' 7 ' = 3 , 4 , M 3 = -l—L- = 0 , 8 . 

A ( ~ 3 > 9 + M - !> 2 ) + o • 3 > 4 - 0 . 0 4 ± o ° > 8 • ° > 0 4 = 4 > 2 9 5 ± ° > 0 1 1 » 0,4 3 3 

Vi = 7 T 7 ( - 1 ' 3 + 1 ' 2 > - \ * 3 ' 4 - ° ' 0 4 ± ^ " ° ' 8 ' ° > 0 4 = ~ 0 > 2 7 3 ± ° ' 0 0 6 ' 0,4 o o 

^ = - i - ( 1 , 3 - 6 ,8 + 3,6) + i - 3,4 • 0,04 ± l o , 8 • 0 , 0 4 = - 4 , 7 0 5 ± 0 , 0 1 1 . 
0,4 o o 

O s z a c o w a n i e b ł ę d ó w w e w z o r a c h (18) c z y (21) b y w a n i e k i e d y t r u d n e , 
g d y ż m u s i m y z n a ć l i c z b y M~+l i M++l o g r a n i c z a j ą c e p o c h o d n ą F{n+l)(x) 
d a n e j f u n k c j i F(x), a o b h c z e n i e t y c h l i c z b m o ż e n a s t r ę c z a ć d u ż o t r u d n o ś c i . 
M o ż n a n i e k i e d y o g r a n i c z y ć się d o n i e d o k ł a d n y c h i n f o r m a c j i o b ł ę d a c h , 
k t ó r e t o i n f o r m a c j e m o ż n a u z y s k a ć d r o g ą n a s t ę p u j ą c e g o r o z u m o w a n i a . 

N i e c h f u n k c j a F(x) b ę d z i e d a n a w p r z e d z i a l e [a, b], g d z i e 
a<x0<x1<... <x2n<b, o r a z xt = x0 + ih ( i = 0 , l , . . . , 2 w ) . N i e c h x=x2i 

(j = 0 , l , . . . ; ? < n / 2 ) . N i e c h f(x) b ę d z i e w i e l o m i a n e m co n a j w y ż e j s t o p ­
n i a n, k t ó r y w p u n k t a c h x0,x1,x2,...,xn p r z y b i e r a t e s a m e w a r t o ś c i c o 
f u n k c j a F(x). N a m o c y (12) j e s t 

F<-n+1)(d)(-h)n 

(22) F' (.r) - / ' (x) = ') ' =B,, 

(n+l) 

g d z i e •& j e s t l i czbą d o b r a n ą d o z i zawar tą w p r z e d z i a l e (x0,x2n). N i e c h 
g(x) b ę d z i e w i e l o m i a n e m s t o p n i a co n a j w y ż e j n, k t ó r y w p u n k t a c h 
xo)x2Jx4f'tx2n p r z y b i e r a t e s a m e w a r t o ś c i co f u n k c j a F(x). N a m o ­
c y (12) j e s t 

(23) F'(x)-g'(x) = ( - 1 ) - ' = 

(i) ( n + l ) 

g d z i e f j e s t l i czbą d o b r a n ą d o .r i z a w a r t ą w p r z e d z i a l e (x0,x2n). O d e j ­
m u j e m y s t r o n a m i r ó w n o ś ć (22) o d (23) i d o s t a j e m y 
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c z y l i 

' n 

Jeże l i z a t e m m o ż n a p r z y j ą ć , że 

(24) P ' N + 1 » ( 0 ) ^ c o n s t d l a x 0 ^ x ^ x 2 n , 

t o 

(25) ^ = - ^ [ / ' ( . r ) - « ' ( . - 0 ] . 
(;) 

( - 1 ) > 2 

M e t o d a s z a c o w a n i a b ł ę d u ze w z o r u (25) p o l e g a z a t e m n a : 

1° o b l i c z e n i u w a r t o ś c i p o c h o d n e j f'(x) w i e l o m i a n u i n t e r p o l a c y j n e g o , 
s k o n s t r u o w a n e g o n a p u n k t a c h x0,x1,x2,...,xn, 

2° o b l i c z e n i u w a r t o ś c i p o c h o d n e j g'(x) w i e l o m i a n u i n t e r p o l a c y j n e g o , 
s k o n s t r u o w a n e g o n a p u n k t a c h x0,x2,xi,...,x2n, 

3° o s z a c o w a n i u b ł ę d u p r z y b l i ż e n i a d a n e g o p r z e z w a r t o ś ć p o c h o d n e j 
p i e r w s z e g o z t y c h w i e l o m i a n ó w ze w z o r u (25) . 

O s z a c o w a n i e (25) j e s t zupe łn ie d o k ł a d n e d l a f u n k c y j F(x) b ę d ą c y c h 
w i e l o m i a n a m i w + 1 s t o p n i a , g d y ż w t e d y Ft-n+1)(x) = c o n s t . M o ż n a z a t e m 
z g r u b s z a p o w i e d z i e ć , że d l a d o w o l n e j f u n k c j i F(x) o s z a c o w a n i e (25) 
d a j e z m i a n ę b ł ę d u p r z y b b ż e n i a F'(x) p r z e z pochodną , / ' ( . r ) w i e l o m i a n u 
f(x) a p r o k s y m u j ą c e g o f u n k c j ę F(x), g d y s t o p i e ń t e g o w i e l o m i a n u p o ­
w i ę k s z y m y o j e d n o ś ć . 

O s z a c o w a n i e (25) j e s t n a o g ó ł n i e d o k ł a d n e , a l e o d z n a c z a się wie lką 
p r o s t o t ą i d l a t e g o c z ę s t o b y w a s t o s o w a n e w p r a k t y c e . W y m a g a j e d n a k 
z a w s z e p r z y j ę c i a za ł ożen ia (24) . 

Z a j m i e m y się t e r a z w y p r o w a d z e n i e m w z o r ó w n a p o c h o d n e w y ż ­
s z y c h r z ę d ó w . . O g r a n i c z y m y się d o p r z y p a d k u o b U c z e n i a p o c h o d ­
n e j FM(x) d o w o l n e g o r z ę d u Jc w j e d n y m t y l k o p u n k c i e x = x0, t z n . 
o b l i c z e n i a w a r t o ś c i y[k) = F{k)(x0). W a r t o ś c i ą p r z y b l i ż o n ą d l a y{k) j e s t 
w a r t o ś ć yt)==fk){xo) p o c h o d n e j fk){x) w i e l o m i a n u i n t e r p o l a c y j n e g o f(x) 
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a p r o k s y m u j ą c e g o f u n k c j ę F(x). B ł ą d p r z y b l i ż e n i a o k r e ś l o n y j e s t w z o r e m 
(12) l u b (13) . M e c h t e r a z b ę d ą spe łn ione r ó w n o ś c i xi=x0-\-ih, » = 0 , 1 , . . . , » 
( » > & ) , w t e d y n a m o c y (14) j e s t 

+ 
A l e 

HS-1) ( f - 2 ) . . . ( g - m + 30 = 

m ! m ! ' \mf 

g d z i e | ( m ) o z n a c z a w i e l o m i a n c z y n n i k o w y s t o p n i a m z m i e n n e j f . Z a t e m 
n a m o c y w z o r ó w (12) i (16) z r o z d z i a ł u I I j e s t 

(27) (M = {s? r+s? r~l+s? r-2+...+s%_x &, 
\mj ml 

g d z i e 8^L,81I,...,8^__1 są h c z b a m i S t i r l i n g a p i e r w s z e g o r o d z a j u ( p a t r z 
t a b l i c a I I n a k o ń c u ks iążk i ) . 

N a m o c y (27) j e s t 

[ m ( w - l ) . . . ( m - f c + l ) ^ | m - f c + 
d£ f c \m) ml 

+ (m-l)(m-2)...(m-k)S?r-k-1 + ... + klS%_k], 

skąd 

dk 1£\ kl 
(28) — J M = — S £ _ f c . 

dCK\mJ(.o ml 

Z a t e m w z ó r (26) m o ż n a n a p i s a ć w p o s t a c i 

W A" - | , ^ ' + ( S + l ^ + i j * * * * * + 

+ - + ( t + l ) ( t

1

+ 2 ) . . . n ^ ' J " ! " ] -
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D l a n = 8 i & = 2 , 3 , . . . , 8 o t r z y m u j e m y s tąd w z o r y 

- | [ A > , . - A > % + I A-y, - \ m + ™I** - 1A>» + 

3 6 3 
+ 5 6 0 

</o3) 

4 6 9 „8 1 
ABy0\, 

2 4 0 M J ' 

(30) ś t f > = ^ . [ ^ o - - M 5 2 / o + 1
6

? ^ o - l ^ o + ^ ^ o ] , 

jtf> = h 5 [Asy0 - - A6y0 + - z f y , - g d »y 0 J, 

^ I f e i f ^ l i p ; 

W z o r y d l a w < 8 m o ż n a z ł a t w o ś c i ą o t r z y m a ć z e w z o r ó w (30) u w z g l ę d n i a ­
j ą c w n i c h t y l k o w y r a z y z r ó ż n i c a m i aż d o Any0 w ł ą c z n i e . 

N a m o c y w z o r u (4) z r o z d z i a ł u I I 

^ 2 y o = 2 / 2 - 2 2 / i + 2/«, 

(31) ^ o = ? / 3 - 3 2 / 2+ 3 3 / i - 2 / o , 

^ 82/o = 2 / s - 8 y 7 + 2 8 y 6 - 5 6 y , + 7 0 y 4 - 5 t y , + 28y2 - 8 y , + ?/„, 

o r a z n a m o c y (14a) 

# = 5 ? - + ^ , r - - . [ ^ ( 4 i ) ] t _ i ± M . ł , r - - . | i ; ( 4 i ) | ! _ i , 

c z y h n a m o c y (28) 

(32) J $ = # > + ^ + ł ^ - * ' ^ Ż i + 1 ± ^ » + ^ n - f c + 1 7 - ^ T 7 I « E l , .1 • 



§ 60. Metoda interpolacyjna 2 7 3 

P o d s t a w i a j ą c (31) d o w z o r ó w (30) i k o r z y s t a j ą c z o s z a c o w a ń (32) 
o t r z y m u j e m y w z o r y 

D l a n=2: 

y? = ^(y0-2y1+y2)-F3h±3iih. 

D l a n=3: 

y(o2) = ,J ( 2 y 0 - 5 y i + ^ - y 3 ) + f2 F , ± H j f 4 & « , 

y ° ] = i ( ~ y ° + 3 y i ~ 3 y * + V z ) ~ 4 F * * ± T M 4 H • 

D l a w = 4 : 

,». 1 / 3 5 26 19 14 1 1 V 5 , 5 
V i = ¥ ( l 2 2 / 0 ~ 3 ? / l + "2 2 / 2 ~ 1 " 2 / 3 + 12 " ~ 6 * » * ± "6 ' 

.'/o = ^ ( " " 2 2/" + 9 ^ - 1 2 ^ + 7 2 / 3 - 4 2 / 4 ) + ^ 5 ^ ± ^ 5 ^ 2 , 

T e i a n a l o g i c z n e w z o r y d l a n = 5,6 u m i e s z c z o n e są w t a b l i c y V I I n a 
k o ń c u ks iążki . 

P o d k r e ś l i ć n a l e ż y , że g d y f u n k c j a F(x) j e s t w i e l o m i a n e m s t o p n i a n, 
t o w e w z o r a c h p o d a n y c h w t a b l i c y V I I b ł ą d j e s t r ó w n y z e r u , p o n i e w a ż 
w t y m p r z y p a d k u w i e l o m i a n i n t e r p o l a c y j n y j e s t i d e n t y c z n y z f u n k c j ą 
F(x). 

B ł ę d y m o ż n a s z a c o w a ć j e s z c z e i n a c z e j . P r z e p r o w a d z a j ą c a n a l o g i c z n e 
r o z u m o w a n i a , j a k w p r z y p a d k u w y p r o w a d z a n i a w z o r u (25) , o t r z y m u j e m y 

(33) P ~ V o y ° 

g d z i e B j e s t b ł ę d e m p r z y b l i ż e n i a s z u k a n e j w a r t o ś c i y0
k) = F{k)(x0) p r z e z 

w a r t o ś ć y{k) = fk){x0) p o c h o d n e j w i e l o m i a n u i n t e r p o l a c y j n e g o f{x), z b u -
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d o w a n e g o n a p u n k t a c h x0, x0Ą-h, . . . , x0 + nh, a y[k) = g(k){xQ) j e s t w a r ­
tośc ią p o c h o d n e j w i e l o m i a n u i n t e r p o l a c y j n e g o g(x), z b u d o w a n e g o n a p u n k ­
t a c h x0, x0-\-2h, x0-\-4h, . . . , x0-\-2nh. 

O s z a c o w a n i e (33) j e s t d o k ł a d n e d l a w i e l o m i a n ó w s t o p n i a n + l . 
D l a d o w o l n e j f u n k c j i F(x) o s z a c o w a n i e (33) d a j e — z g r u b s z a m ó w i ą c — 
z m i a n ę b ł ę d u p r z y zw iększen iu s t o p n i a w i e l o m i a n u i n t e r p o l a c y j n e g o 
o j e d n o ś ć . 

P R Z Y K Ł A D 4. O b l i c z y ć w a r t o ś ć d r u g i e j p o c h o d n e j f u n k c j i F(x) 
w p u n k c i e x0 = — 3 , 5 , jeżel i w i a d o m o , że f u n k c j a t a j e s t w i e l o m i a n e m 
t r z e c i e g o s t o p n i a i p r z y j m u j e w p u n k t a c h x0=— 3 ,5 , xt = — 3 , 1 , a?2 = 
= — 2 , 7 , x3= — 2 , 3 w a r t o ś c i i / 0 = 3 , 1 8 , T/, = 2 ,83 , ?/2 = 2 ,49 , y : ! = l , 5 1 . 

W t a b l i c y V I I o d n a j d u j e m y d l a u=3 i fc=2 w z ó r 

?/<2> = 1 ( 2 ? / o - 5 ? / l + 4y2 -y3) + 5 ̂ 4 fc2 ± ^ M4 fc2. 
P o n i e w a ż d a n a f u n k c j a j e s t w i e l o m i a n e m t r z e c i e g o s t o p n i a , w i ę c 

Fi4)(x) = 0 i m o ż n a p r z y j ą ć P 4 = i l f 4 = 0. W d a n y m p r z y p a d k u h = 0 ,4 , 
w i ę c 

y[2) = - - 2 (2 • 3 ,18 - 5 • 2 ,83 + 4 • 2 ,49 - 1 , 5 1 ) = 4 , 1 2 5 . 
U,4 

J e s t t o w a r t o ś ć d o k ł a d n a , b o M 4 = 0 . 

§ 6 1 . R ó ż n i c z k o w a n i e g r a f i c z n e . R ó ż n i c z k o w a n i e g r a f i c z n e o p i e r a 
się n a z n a n y m f a k c i e , że w a r t o ś ć p o c h o d n e j f u n k c j i f(x) w p u n k c i e x=x0 

j e s t r ó w n a w s p ó ł c z y n n i k o w i k i e r u n k o w e m u s t y c z n e j d o k r z y w e j y=f(x) 
w t y m ż e p u n k c i e . 

Jeże l i z n a m y w y k r e s f u n k c j i f(x), m o ż e m y z ł a twośc ią o d c z y t a ć n a 
w y k r e s i e w a r t o ś ć p o c h o d n e j t e j f u n k c j i w d o w o l n y m p u n k c i e x=x0. 

W t y m c e l u w y s t a r c z y p r z e z p u n k t 
o w s p ó ł r z ę d n y c h ( — 1,0) p o p r o w a d z i ć r ó w ­
noległą l* d o s t y c z n e j l d o k r z y w e j y = f(x) 
w p u n k c i e x=x0. R ó w n o l e g ł a t a p r z e c i n a 
oś r z ę d n y c h w p u n k c i e o r z ę d n e j r ó w n e j 
s z u k a n e j war tośc i f'(x„) ( r y s . 12) . 

I s t o t n i e , w s p ó ł c z y n n i k k i e r u n k o w y 
R y s . 12 p r o s t e j l*, j a k o r ó w n y w s p ó ł c z y n n i k o w i 

k i e r u n k o w e m u p r o s t e j l, j e s t r ó w n y / ' (x0). 
P r o s t a l* p r z e c h o d z i p o n a d t o p r z e z p u n k t (—1,0 ) , w i ę c m a r ó w n a n i e 
y = f'(x0)(x+1). D l a x=0 m a m y s tąd y=f'(x0), c. b . d . d . 


