
2 4 2 V I . Rozwiązywanie układów równań l iniowych — K r a k o w i a n y 

T w ó r c ą r a c h u n k u k r a k o w i a n o w e g o j e s t a s t r o n o m i m a t e m a t y k 
p o l s k i T a d e u s z B a n a c h i e w i c z . E a c h u n e k k r a k o w i a n o w y j e s t p e w n y m 
w a r i a n t e m r a c h u n k u m a c i e r z o w e g o . W s z y s t k i e dz ia łan ia k r a k o w i a n o w e 
da ją się p r z e t ł u m a c z y ć n a j ę z y k m a c i e r z o w y i n a o d w r ó t . T o , że w p e w ­
n y c h z a g a d n i e n i a c h w o l i m y p o s ł u g i w a ć się r a c h u n k i e m k r a k o w i a n o w y m , 
a n i e m a c i e r z o w y m , p o d y k t o w a n e j e s t w y g o d ą r a c h u n k ó w . N a j w a ż n i e j ­
s z y m , a l e n i e j e d y n y m , z a s t o s o w a n i e m k r a k o w i a n ó w j e s t r o z w i ą z y w a n i e 
u k ł a d ó w r ó w n a ń l i n i o w y c h . Z a s t o s o w a n i o m t y m p o ś w i ę c a m y n a s t ę p n y 
p a r a g r a f 1 ) . 

§ 56 . M e t o d y k r a k o w i a n o w e r o z w i ą z y w a n i a u k ł a d ó w r ó w n a ń 
l i n i o w y c h . N i e c h b ę d z i e d a n y u k ł a d n r ó w n a ń z n n i e w i a d o m y m i 
x1, x2,..., xn 

# l l a 7 l + #12^2 " K • • -\-0>inxn— # l , n + l j 

#21 x i -f- # 2 2 x 2 + • • • " ł " a2nxn ~ # 2 , » + l 1 

(60) 

#nl xl + an2 x2 + • • • + annxn = an,n+11 

g d z i e ai}- ( » = l , 2 , . . . , n ; ? = l , 2 , . . . , n - + 1 ) są s t a ł y m i w s p ó ł c z y n n i k a m i . 
Jeś l i w p r o w a d z i m y k r a k o w i a n y 

xl #11 a 1 2 . • <*i» # i , » + i 

x2 , A = #21 #22 • • # 2 n , L = # 2 ,n + l 

xn. #nl # n 2 • • # n n . an,n+l. 

t o u k ł a d (00) m o ż e m y z a p i s a ć z a p o m o c ą k r a k o w i a n ó w 

(61) X(rA)=XA*=L, 

g d z i e A* o z n a c z a — j a k p o p r z e d n i o — k r a k o w i a n , j a k i o t r z y m u j e m y 
z k r a k o w i a n u A, z a m i e n i a j ą c w n i m w i e r s z e z k o l u m n a m i . 

M a m y s tąd n a m o c y (54) i (54b) 

X = £ : A. 

D o w y k o n a n i a t ego d z i e l e n i a p o t r z e b n y j e s t n a o g ó ł r o z k ł a d k r a k o w i a n u A 
n a c z y n n i k i 

A=GH, 

g d z i e G i H są k r a k o w i a n a m i e l e m e n t a r n y m i . M a m y s tąd 

X=L: (GE) 

') Inne zastosowania rachunku krakowianowego znajdzie czytelnik m . i n . 
w książce: T . B a n a c h i e w i c z , Eachunek krakowianowy (w przygotowaniu). 
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i n a m o c y (55) 

(62) X = L : (TH) :G = L: H* : G. 

R o z w i ą z a n i e u k ł a d u (60) w e d ł u g w z o r u (62) w y m a g a ł o b y : 1° r o z -
k ład i i k r a k o w i a n u A n a c z y n n i k i e l e m e n t a r n e G i H, 2° d z i e l e n i a L : H * , 
3° d z i e l e n i a (L:H*):G. M o ż n a t o p o s t ę p o w a n i e u p r o ś c i ć . W p r o w a d z a m y 
k r a k o w i a n 

(63) A = 

a>u a12 ... aln a l n + 1 

a2l a22 • • • a2n a2, n+1 

anl an2 • • • ann a n , ) i + l 

j a k i o t r z y m u j e m y d o p i s u j ą c d o k r a k o w i a n u A k o l u m n ę e l e m e n t ó w k r a ­
k o w i a n u L . B ę d z i e m y p i s a l i k r ó t k o 

(64) A={A,L\. 

R o z k ł a d a m y k r a k o w i a n A n a c z y n n i k i e l e m e n t a r n e . Ł a t w o z a u w a ż y ć , 
że 

(65) 

g d z i e 

c z y l i 

N a m o c y (62) j e s t 

(66) 

A={A,L\ = {Q,L\H, 

A = GH i L=LH, 

L = L : (xH) = L:H*. 

X = L : G . 

R o z w i ą z a n i e u k ł a d u (60) s p r o w a d z a się z a t e m d o : 
1° r o z k ł a d u k r a k o w i a n u A n a c z y n n i k i e l e m e n t a r n e , 
2° p o d z i e l e n i a k r a k o w i a n u u t w o r z o n e g o z o s t a t n i e j k o l u m n y p i e r w ­

szego z u z y s k a n y c h c z y n n i k ó w e l e m e n t a r n y c h p r z e z k r a k o w i a n u t w o ­
r z o n y p r z e z p o z o s t a ł e k o l u m n y t e g o ż c z y n n i k a . 

M o ż n a u d o w o d n i ć , że jeżeli krakowian A jest pełnej rangi, czyli jeżeli 
krakowian G ma n wierszy, gdzie n jest liczbą równań i niewiadomych układu 
(60) , to układ ten ma dokładnie jedno rozwiązanie, dane wzorem (66) . 

P R Z Y K Ł A D 6. R o z w i ą z a ć u k ł a d r ó w n a ń 

2 , 1 3 4 1#i - 0 , 0 6 0 3 * 2 - 1 , 1 2 5 5 * 3 - 0 , 6 9 1 4 * 4 = 8 ,3414 , 

3 , 3 0 3 3 * i - 1 , 2 3 2 1 * 2 + 1 , 7 8 9 9 * 3 - l ,8100a? 4 = 1 0 , 2 7 7 6 , 

5 , 3 2 7 0 ^ + 2,0063a; 2 — 3 , 4 5 3 1 a ; a - 4 , 2 9 1 0 * 4 = 9 , 6 7 3 0 , 

3 , 2 5 5 5 * ! - 1 , 0 0 0 3 * 2 - 0 , 1 1 1 2 * 3 + 2 , 7 3 4 2 * 4 = 9 , 8 3 5 1 . 

1 6 * 
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S k o r z y s t a m y ze w z o r u (66) . D y s k u s j ę b ł ę d ó w p o m i j a m y . 
N a j p i e r w r o z k ł a d a m y k r a k o w i a n A u t w o r z o n y z e w s p ó ł c z y n n i k ó w 

d a n e g o u k ł a d u r ó w n a ń w r a z z w y r a z a m i w o l n y m i n a c z y n n i k i e l e m e n ­
t a r n e 

2 , 1 3 4 1 

3 ,3033 

5 ,3270 

3 ,2555 

0 ,0603 - 1 , 1 2 5 5 

1 ,2321 1,7899 

2 ,0063 - 3 , 4 5 3 1 

1 ,0003 0 ,1112 

0 ,6914 8 ,3414 

1 ,8100 1 0 , 2 7 7 6 

4 ,2910 9 ,6730 

2 ,7342 9 ,8351 

0 ,5274 - 0 , 3 2 4 0 3 ,9086 

3 ,1021 0 ,6497 2 , 3 1 3 1 

1 - 0 , 6 5 5 9 - 2 , 6 6 8 3 

0 1 - 1 , 1 2 1 9 

2 , 1 3 4 1 3 ,3033 5 ,3270 3 ,2555 

0 - 1 , 1 3 8 6 2 , 1 5 7 1 - 0 , 9 0 8 2 

0 0 6 ,0479 - 1 , 2 1 1 6 

- 0 , 0 2 8 3 

1 

0 

0 

o o 3 ,5844 

Z a t e m 

3 ,9086 1 - 0 , 0 2 8 3 -- 0 , 5 2 7 4 -- 0 , 3 2 4 0 1 ,5370 

x2 2 , 3 1 3 1 0 1 - 3 , 1 0 2 1 0 ,6497 - 7 , 5 1 8 2 

x3 - 2 , 6 6 8 3 u 0 1 - 0 , 6 5 5 9 - 3 , 4 0 4 2 

- 1 , 1 2 1 9 (1 0 0 1 — 1 , 1 2 1 9 

x1£a 1 , 5 3 7 , x2 fin -- 7 , 5 1 8 , x3 « - 3 ,404 , X4fiti - 1 , 1 2 2 . 
c z y l i 

G d y z a l e ż y n a m n a o b l i c z e n i u z u k ł a d u (60) n i e w i a d o m y c h xl,x2,...,xn 

w p o s t a c i k o m b i n a c j i l i n i o w y c h w y r a z ó w w o l n y c h (iitn+\,a2,n+ii---ian,n+i 

( s y t u a c j ę taką, s p o t y k a się n p . p r z y r o z w i ą z y w a n i u u k ł a d ó w r ó w n a ń 
n i e o z n a c z o n y c h a l b o p r z y r o z w i ą z y w a n i u w i e l u u k ł a d ó w r ó w n a ń , różnią ­
c y c h się p o m i ę d z y sobą j e d y n i e k o l u m n ą w y r a z ó w w o l n y c h ) , t o w y g o d ­
n i e j j e s t z m i e n i ć p o s t ę p o w a n i e p r o w a d z ą c e d o u z y s k a n i a n i e w i a d o m e g o 
k r a k o w i a n u X. M i a n o w i c i e m n o ż y m y o b i e s t r o n y r ó w n o ś c i (61) p r z e z 
o d w r o t n o ś ć A~l k r a k o w i a n u A ( o d w r o t n o ś ć t a k a — j a k w i e m y j u ż 
z c y t o w a n e g o p o p r z e d n i o t w i e r d z e n i a — i s t n i e j e w t e d y i t y l k o w t e d y , 
g d y A j e s t k r a k o w i a n e m p e ł n e j r a n g i , t z n . g d y u k ł a d (60) m a d o k ł a d n i e 
j e d n o r o z w i ą z a n i e ) i m a m y 

X(rA)A-1 = LA-\ 
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A l e n a m o c y ( 5 1 ) 

X(rA)A-1=X(A~1A), 

i n a m o c y w z o r ó w ( 5 7 ) i ( 48 ) 

X(A~1A) = X. 
Z a t e m 

( 6 7 ) X=LA~\ 

O d w r o t n o ś ć A~l o b l i c z a m y t u z w a r u n k u ( 5 7 ) . 

Jeśl i 

( 6 8 ) A=GH, 

g d z i e G i H są k r a k o w i a n a m i e l e m e n t a r n y m i , t o 

A-1A = A~1(GH) 

i n a m o c y ( 5 1 ) 

A1A = A-1H*G. 

O z n a c z a j ą c 

( 6 9 ) A~lH*=C 

m a m y 
A~lA = CG 

i n a m o c y ( 5 7 ) 

( 7 0 ) CG=r. 

R o z w i ą z a n i e u k ł a d u ( 6 0 ) p o l e g a t e r a z n a : 
1 ° r o z k ł a d z i e ( 68 ) k r a k o w i a n u A, u t w o r z o n e g o p r z e z w s p ó ł c z y n n i k i 

u k ł a d u r ó w n a ń ( 6 0 ) (bez w y r a z ó w w o l n y c h ) , n a c z y n n i k i e l e m e n t a r n e 
G i H, 2° o b l i c z e n i u k r a k o w i a n u C ze w z o r u ( 7 0 ) , 3 ° o b l i c z e n i u k r a k o ­
w i a n u A-1 ze w z o r u ( 6 9 ) , 4 ° o b l i c z e n i u k r a k o w i a n u X ze w z o r u ( 6 7 ) . 

P R Z Y K Ł A D 7. R o z w i ą z a ć u k ł a d r ó w n a ń 
2xx — x2 + 3x3 = a, 

x1 + Łx2— 5x3=fi, 

— x1 + 3x2+7x3=y. 

R o z k ł a d a m y k r a k o w i a n A, u t w o r z o n y ze w s p ó ł c z y n n i k ó w p r z y n i e ­
w i a d o m y c h , n a c z y n n i k i e l e m e n t a r n e 
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O b l i c z a m y k r a k o w i a n 

z r ó w n o ś c i (70) 

Oli C12 C13 

C21 C22 C23 

C31 O32 O33 

C u O12 C13 

C = C21 O22 C23 

O3I O32 O33 

1 3 
1 -~ ~ 2 ~2 1 0 0 

13 = 0 1 0 
0 1 

= 
9 0 0 1 

0 0 1 1 

M a m y stąd 

G = 

1 
1 
2~ 

7 

9 

0 

1 

1 3 

~9 

O b l i c z a m y d a l e j k r a k o w i a n 

z r ó w n o ś c i (69) 

dn dn dn 

dn d22 d23 

Ai d32 d33 

dn dn du 

d2i d22 d23 

d3i d3i d33 

2 0 0 1 0 0 

9 1 
1 

9 
0 — 1 0 

2 - 2 

i 5 1 0 9 7 1 3 
1 

2 9 _ 9 "9~ _1 

M a m y s tąd 
43 

109 

16 

1 0 9 

7 

1 0 9 

1 0 9 

17 

1 0 9 

1 3 

1 0 9 

7 

1 0 9 

5 
101) 

9 

1 0 9 
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W r e s z c i e o b l i c z a m y k r a k o w i a n 

X= 

ze w z o r u (67) 

X = I B 

4 3 2 7 4 3 « + 16 
B~ 

7 
109 1 0 9 1 0 9 1 0 9 

« + 
109 B~ 1 0 9 

16 17 5 

•r? 
2 

a + 
17 

B + 
13 

109 1 0 9 1 0 9 •r? 1 0 9 
a + 

109 B + 1 0 9 

7 13 9 7 5 
B* 

9 
1 0 9 1 0 9 1 0 9 1 0 9 (X — 1 0 9 

B* 
109 

I n a c z e j 
43 

a + 
16 

B-
7 

1 0 9 
a + 

1 0 9 B- 1 0 9 

2 
a + 

17 
P + 

13 
1 0 9 

a + 
1 0 9 P + 1 0 9 

7 5 
P + 

9 

1 0 9 CL — 1 0 9 P + 109 

G d y u k ł a d r ó w n a ń (60) j e s t s y m e t r y c z n y , t z n . 

(71) « i 7 = % i ( M = l , 2 , . . . , n ) , 

w y g o d n i e j j e s t o b r a ć j e s z c z e i n n y s p o s ó b p o s t ę p o w a n i a . O b l i c z a m y m i a ­
n o w i c i e p i e r w i a s t e k k w a d r a t o w y B k r a k o w i a n u A, u t w o r z o n e g o ze w s p ó ł ­
c z y n n i k ó w p r z y n i e w i a d o m y c h u k ł a d u (60) . E l e m e n t y k r a k o w i a n u B 
o b l i c z a m y ze w z o r ó w (59) a l b o — co n a j e d n o w y c h o d z i — z r ó w n a ń 
w y n i k a j ą c y c h z k o l e j n e g o m n o ż e n i a k o l u m n w i l o c z y n i e BB—A. K r a ­
k o w i a n t r ó j k ą t n y B j e s t o c z y w i ś c i e t a k ż e e l e m e n t a r n y , g d y ż d l a j e g o 
i s t n i e n i a ; k o n i e c z n e j e s t n a m o c y w z o r ó w (59) , a b y e l e m e n e t y leżące 
n a p r z e k ą t n e j , t j . e l e m e n t y bu ( * = l , 2 , . . . , w ) b y ł y r ó ż n e o d z e r a . Z a t e m 
n a m o c y (65) 

(72) A=[A,L}=[B*,L\={B,L)B, 

g d z i e L = LB. 
W z ó r (66) p r z y b i e r z e w t e d y p o s t a ć 

(73) X=L:B. 

K o r z y ś ć p ł y n ą c a z w p r o w a d z e n i a p i e r w i a s t k a k w a d r a t o w e g o B p o ­
l e g a n a o s z c z ę d n o ś c i w r a c h u n k u i z a p i s i e : z a m i a s t o b l i c z a ć e l e m e n t y 
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d w ó c h r ó ż n y c h k r a k o w i a n ó w e l e m e n t a r n y c h 67 i H o b l i c z a m y e l e m e n t y 
j e d n e g o t y l k o k r a k o w i a n u B, z a m i a s t z a p i s y w a ć d w a k r a k o w i a n y 
{67,Z} i H w e w z o r z e (65) w y s t a r c z y zap i sać w e d ł u g w z o r u (72) t y l k o 
k r a k o w i a n {-B,-Łj, p o n i e w a ż w p r a k t y c e m o ż e m y k o r z y s t a ć z f a k t u , 
iż d r u g i c z y n n i k e l e m e n t a r n y B j e s t j u ż w y p i s a n y j a k o część k r a k o ­
w i a n u {-B,X}. 

S p o s o b u p o w y ż s z e g o n i e m o ż e m y s t o s o w a ć w p r z y p a d k u u k ł a d u 
n i e s y m e t r y c z n e g o r ó w n a ń , g d y ż z r ó w n o ś c i BB=A w y n i k a , iż w k r a k o ­
w i a n i e A muszą, w t e d y z a c h o d z i ć r ó w n o ś c i (71) , a w i ę c u k ł a d (60) m u s i 
b y ć s y m e t r y c z n y . 

P R Z Y K Ł A D 8. R o z w i ą ż e m y z a d a n i e z p r z y k ł a d u 4 m e t o d ą k r a k o ­
w i a n o w a . 

Z e w z o r u (63) m a m y 

A = 

3 ,6534 2 , 8 3 1 5 2 ,1033 1 ,7769 9 , 8 9 0 1 

2 ,8315 3 ,3372 2 ,0013 1 ,6440 8 ,7637 

2 , 1 0 3 3 2 ,0013 3 ,1515 2 , 2 1 3 1 7 ,6512 

1 ,7769 1 ,6440 2 , 2 3 3 1 2 ,9873 5 ,8321 

Z r ó w n o ś c i (72) 

K2 K3 Ki Ks bn K2 bi3 b» 

0 b22 &23 K* K$ 0 b22 b23 b2i 

0 0 K3 Ki 0 0 b33 Ki 

0 0 0 Ki Ks 0 0 0 Ki 

3 ,6534 2 , 8 3 1 5 2 ,1033. 1 ,7769 9 ,8901 

2 ,8315 3 ,3372 2 ,0013 1 ,6440 8 ,7637 

2 ,1033 2 ,0013 3 ,1515 2 , 2 1 3 1 7 ,6512 

1,7769 1 ,6440 2 , 2 1 3 1 2 ,9873 5 ,8321 

w k t ó r e j w y p i s y w a n i e d r u g i e g o c z y n n i k a e l e m e n t a r n e g o j e s t w p r a k t y c e 
z b y t e c z n e , o t r z y m u j e m y m e t o d ą k o l e j n e g o m n o ż e n i a k o l u m n n a s t ę p u ­
j ą c y k r a k o w i a n : 

\B,L} 

1,91139 1 ,48138 1 ,10040 0 ,92964 5 ,17430 

0 1 ,06898 0 ,34724 0 ,24963 1 ,02770 

0 0 1 ,34909 0 ,81792 1 ,18639 

0 0 0 1 ,17973 - 0 , 1 7 3 8 1 
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N a m o c y (73) j e s t 

as, 5 ,17430 1 ,91139 1 ,48138 1 ,10040 0 ,92964 

x2 1,02770 
0 

0 

1 ,06898 0 ,34724 0 ,24963 

] X3 *1 ,18639 
0 

0 0 1 ,34909 0 ,81792 

| » 4 . - 0 , 1 7 3 8 1 0 0 0 1 ,17973 

skąd p o w y k o n a n i u d z i e l e n i a 

1 ,69316 

0 ,68112 
X = [ 

j 0 ,96872 ' 
| - 0 ,14733 

c z y l i a?!^ 1 ,6932 , a ; 2 ^ 0 , 6 8 1 1 , a ? 3 ^ 0 , 9 6 8 7 , x ^ — 0 , 1 4 7 3 . 
D y s k u s j i b ł ę d ó w n i e p o d a j e m y . 

. O m ó w i m y j e s z c z e m e t o d ę k r a k o w i a n o w ą r o z w i ą z a n i a u k ł a d u (39) . 
B ę d z i e t o m e t o d a n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w w u j ę c i u k r a k o w i a n o w y m . 
U k ł a d (39) z a p i s u j e m y w r a c h u n k u k r a k o w i a n o w y m n a s t ę p u j ą c o : 

(74) X ( r 2 ł ) = X 2 t * = / l , 

g d z i e 

xl 
a 1 2 • • «m 

a\,n + \ 

x = 
x2 

, 21 = 
« 2 1 «22 • • • a2n 

, A = 
a 2 , n + l 

xn « p l ap2 • • • apn — aP, n + 1 

U k ł a d równa l i n o r m a l n y c h m a w t e d y p o s t a ć 

X(rA)=XA*=L, 

g d z i e 

(75) ^ = 2 1 2 1 = 2 1 % i = / l 2 t . 

W p r o w a d z a m y t e r a z p i e r w i a s t e k k w a d r a t o w y B k r a k o w i a n u A, t z n . 
t a k i k r a k o w i a n t r ó j k ą t n y B, że Br=A. N i e c h 

K &11 • •• °in 

0 b22 . 
(76) B = 0 0 . •• hn 

0 0 . * ' ^nn 
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W p r o w a d z a m y t eż k r a k o w i a n ( p o r . w z ó r (64)) 

(77) A = {A,L\. 

Z e w z o r ó w (75) i (77) w y n i k a , że Z = { 2 l 2 , / I 2 t } . A l e n a m o c y (72) 

A = {A,L} = {B2,L} = {B,L}B, ' 

g d z i e L=LB. Z a t e m 

(78) A = {Vl2,AVL} = {B,L}B. 

R o z w i ą z a n i e u k ł a d u (39) s p r o w a d z a się w t e n s p o s ó b d o : 

1° o b l i c z e n i a k r a k o w i a n ó w A i L ze w z o r ó w (75) , 

2° r o z k ł a d u k r a k o w i a n u A = {A,L] n a c z y n n i k i e l e m e n t a r n e \B,L) i B, 

3° o b l i c z e n i a k r a k o w i a n u X z e w z o r u (73) . 

P o s t ę p o w a n i e t o m o ż n a j e d n a k u p r o ś c i ć . M e c h 

f— Kn+\ ' 

b2yn+l 
(79) 

W p r o w a d z a m y k r a k o w i a n y 

L = 

Jn,n+\ 

a 1 2 . . . O m a l , n + l 
a2l a 2 2 . . « 2 n — a 2 , n + l 

apl ap2 apn ap,n+l 

bn bu •• • b l n > 

0 b22 .. • b2n — "2 ,n+l 

0 0 . . • b n n ^ n , n + l 
0 0 . 0 " n + l , n + l 

«12 a\n a\,n+l 

a 2 i #22 a2n a2,n+\ 

« P i <*p2 #pn ap,n+l 
—b12 bm b l n + x 

0 —b22 . . . — b2n ^2,n+l 

0 0 • • • — bnn ^ n , n + l 
0 0 0 & n + l , » + l 
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P i e r w s z y z n i c h o t r z y m u j e m y p o d p i s u j ą c p o d e l e m e n t a m i k r a k o w i a n u A, 
u t w o r z o n e g o ze w s p ó ł c z y n n i k ó w i w y r a z ó w w o l n y c h u k ł a d u r ó w n a ń 
(39) , e l e m e n t y k r a k o w i a n u o k r e ś l o n e g o w z o r e m (78) , a p o d n i m i 
u m i e s z c z a j ą c j e s z c z e w i e r s z }0 0 . . . 0 — b n + l n + 1 \ , g d z i e e l e m e n t b n + l n + 1 

j e s t o k r e ś l o n y w z o r e m 

(80) t &„+, ,„+, = j / p 33, 

a 23 o z n a c z a b ł ą d średni , z j a k i m w a r t o ś c i x1,x2,...,xn b ę d ą c e e l e m e n ­
t a m i k r a k o w i a n u X ( p a t r z w z ó r (74)) spełnia ją u k ł a d r ó w n a ń (39) , p r z y 
c z y m b ł ą d t e n j e s t o k r e ś l o n y w z o r e m (41) . D r u g i z n i c h o t r z y m u j e m y 
z p i e r w s z e g o z m i e n i a j ą c z n a k i w s z y s t k i c h w y r a z ó w bi} (t,? — 1 , 2 , . . ' . , n + l ) 
n a p r z e c i w n e . 

O t ó ż r ó w n o ś c i (78) i (80) m o ż n a zas tąp i ć j e d n ą 

(81) FF = {0}, 

g d z i e {0} o z n a c z a k r a k o w i a n z e r o w y , t z n . m a j ą c y w s z y s t k i e e l e m e n t y 
r ó w n e z e r u . 

I s t o t n i e , 

{ 2 l V 2 l ! 

p P p p 
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skąd n a m o c y (78) 

i < 
( » = 1 , 2 , . . . » ; j=i,i+l,...,n+l), 

i 

2 h « K 0 ' = l , 2 , . . . , n ; i=j,j+l,...,»). 

(82) £ o* a„. =: 
=i 

Z d r u g i e j s t r o n y m n o ż ą c /'-tą k o l u m n ę k r a k o w i a n u F p r z e z i - tą k o ­
l u m n ę k r a k o w i a n u F i p r z y r ó w n u j ą c n a m o c y (81) d o z e r a , m a m y 

V i 

Ż a« avi - 2 bń K = 0 ( » = l , 2 , . . . , n ; j=i,i+l,...,n+l), 
V=l f=l 

V 1 
I a*i <*4 - Z bń K = 0 (j=l,2,...,n; i=j,j+l,...,n), 
v=l v=l 

a w i ę c za leżnośc i r ó w n o w a ż n e r ó w n o ś c i o m (82) , n a s t ę p n i e 

v i 

m l v=l 

r ó w n o w a ż n e p o p r z e d n i o j u ż o t r z y m a n y m r ó w n o ś c i o m 

p i 

a ^ ^ . n + i - 5 &w&,,„+i = 0 (» = l , 2 , . . . , n ) 
v=l v«.l 

o r a z r ó w n o ś ć 
p n + 1 

Z ar,n + \ 2J °i ' ,n + l = ^) 
v=l v=l 

z k t ó r e j o t r z y m u j e m y 

[ p n Tl/2 

v=l * = 1 J 
W y k a ż e m y , że w z ó r (83) j e s t r ó w n o w a ż n y w z o r o w i (80) . W t y m c e l u 

w y s t a r c z y n a m o c y (41) o k a z a ć , ż e 
°n+l,n+l = 

g d z i e 0O o k r e ś l o n o w z o r e m (41a ) . W y s t a r c z y n a m o c y (83) o k a z a ć , ż e 

(84) | 2 1
i

a , l r t , ! n + l ) ; r l + | 2 1
i « , . 2 « , , n + l J ^ 2 + . . . + I %>m a v,n+l |»n + 

+ 1 ^ + 1 = 0. 
v = l 

R z e c z y w i ś c i e n a m o c y (82) r ó w n o ś ć (84) m o ż n a n a p i s a ć w p o s t a c i 
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k t ó r a w u j ę c i u k r a k o w i a n o w y m w y r a ż a się w z o r e m 

LBX=L\ 

W z ó r t e n j e s t p r a w d z i w y , g d y ż n a m o c y (73) i (54a) j e s t 

XB*=L, 

a s t a d p r a w d z i w y j e s t w z ó r 
L(XB*)=Ł2, 

c z y l i n a m o c y (51) 
LBX = L\ 

W y k a z a l i ś m y z a t e m , że w z ó r (81) j e s t r ó w n o w a ż n y d w ó m w z o r o m (78) 
i (80) . 

D o o b l i c z e n i a k r a k o w i a n ó w L i B, p o t r z e b n y c h d l a z n a l e z i e n i a r o z ­
w iązan ia 

ze w z o r u (73) , n i e m u s i m y t e r a z n a j p i e r w o b l i c z a ć k r a k o w i a n u A z e w z o ­
r ó w (75) i (77) , a n a s t ę p n i e r o z k ł a d a ć go n a c z y n n i k i e l e m e n t a r n e w e d ł u g 
w z o r u (72) . M n o ż ą c b o w i e m s t o p n i o w o k r a k o w i a n y F i F m o ż e m y n a 
m o c y (81) o b l i c z y ć k o l e j n o w s z y s t k i e e l e m e n t y b{j (i=1,2,...,n+1; 
j=i,iĄ-l,...,n+l) i z n i c h u t w o r z y ć n a s t ę p n i e k r a k o w i a n y L i B. 

W z ó r (81) p o z w a l a p o n a d t o o b h c z y ć a u t o m a t y c z n i e b ł ą d średni 23 
w e d ł u g w z o r u (80) . 

M e t o d a o p a r t a n a r ó w n o ś c i (81) j e s t p o m y s ł e m S . H a u s b r a n d t a . 
N a z a k o ń c z e n i e p o d k r e ś l i ć n a l e ż y , że w s z y s t k i e m e t o d y k r a k o w i a ­

n o w e r o z w i ą z y w a n i a u k ł a d ó w r ó w n a ń l i n i o w y c h m o ż n a p r z e t ł u m a c z y ć 
n a m e t o d y s c h e m a t y c z n e i n a o d w r ó t . D z i a ł a n i a p o z o s t a j ą t e s a m e , l e c z 
z m i e n i a się i c h i n t e r p r e t a c j a . M e t o d a k r a k o w i a n o w a g ó r u j e o t y l e n a d 
s c h e m a t y c z n ą , że u ż y w a j ą c z w i ę z ł y c h w z o r ó w p o z w a l a ł a twie j o d k r y w a ć 
s t o s o w n e m e t o d y r a c h u n k u i p o n a d t o ł a twie j p r z e p r o w a d z a ć d y s k u s j e 
i s t n i e n i a i j e d n o z n a c z n o ś c i r o z w i ą z a ń o r a z r ó ż n e g o t y p u k o n t r o l e r a c h u n k u . 
M e t o d a s c h e m a t y c z n a j e s t z n o w u p r o s t s z a w b e z p o ś r e d n i c h z a s t o s o w a ­
n i a c h , g d y ż n i e w y m a g a z n a j o m o ś c i s p e c j a l n e j t e o r h , a t y l k o s t o s o w a n i a 
o k r e ś l o n y c h s c h e m a t ó w r a c h u n k o w y c h . 

P B Z Y K Ł A D 9. E o z w i ą ż e m y z a d a n i e z p r z y k ł a d u 5 m e t o d ą H a u s ­
b r a n d t a . 

W t y m c e l u w y k o n u j e m y s t o p n i o w o w e d ł u g w z o r u (81) m n o ż e n i e 
k r a k o w i a n ó w 



2 5 4 V I . Rozwiązywanie układów równań l iniowych — K r a k o w i a n y 

3,153 - 2 , 0 6 2 5,404 - 1 4 , 0 0 2 3,153 - 2 , 0 6 2 5,404 - 1 4 , 0 0 2 

2,710 4 ,133 - 4 , 1 2 5 + 4,315 2 ,710 4 ,133 - 4 , 1 2 5 + 4 ,315 
3,888 0 ,696 0,287 - 7 , 1 9 4 3,888 0 ,696 0,287 - 7 , 1 9 4 
3,001 - 2 , 8 9 9 - 1 , 7 2 5 - 1 0 , 0 0 3 3,001 - 2 , 8 9 9 - 1 , 7 2 5 - 1 0 , 0 0 3 
5,454 - 4 , 7 3 4 - 1 , 9 1 0 - 1 7 , 8 7 3 5,454 - 4 , 7 3 4 - 1 , 9 1 0 - 1 7 , 8 7 3 

K b,2 bi3 -bu — bu —bu bn 
0 bu bu — bu 0 — bit — b „ hi 
0 0 bi3 — bai 0 0 —ba3 634 
0 0 0 - b i t 0 0 0 bu 

P o z a k o ń c z e n i u t e g o r a c h u n k u r ó w n o ś ć (85) p r z y b i e r z e p o s t a ć 

3,153 - 2 , 0 6 2 5,404 - 1 4 , 0 0 2 3,153 - 2 , 0 6 2 5 ,404 - 1 4 , 0 0 2 

2,710 4 ,133 - 4 , 1 2 5 4 ,315 2,710 4 ,133 - 4 , 1 2 5 4 ,315 
3,888 0 ,696 0,287 - 7 , 1 9 4 3,888 0 ,696 0,287 - 7 , 1 9 4 

3,001 - 2 , 8 9 9 - 1 , 7 2 5 - 1 0 , 0 0 3 3,001 - 2 , 8 9 9 — 1,725 - 1 0 , 0 0 3 

5,454 - 4 , 7 3 4 - 1 , 9 1 0 - 1 7 , 8 7 3 • 5,454 - 4 , 7 3 4 - 1 , 9 1 0 - 1 7 , 8 7 3 
8 ,43529 - 3 , 2 1 4 3 7 - 1 , 0 2 1 6 5 22 ,27828 - 8 , 4 3 5 2 9 3 ,21437 1,02165 — 22 ,27828 

0 6 ,50410 - 2 , 6 4 9 5 9 - 1 2 , 8 6 8 4 7 0 - 6 , 5 0 4 1 0 2 ,64959 12 ,86847 

0 0 6 ,69782 4 ,89752 0 0 — 6 ,69782 - 4 , 8 9 7 5 2 

0 0 0 0 ,1674 0 0 0 - 0 , 1 6 7 4 

M a m y s tąd n a m o c y w z o r ó w (73) , (76) i (78) 

22 ,27828 8 ,43529 - 3 , 2 1 4 3 7 - 1 , 0 2 1 6 5 2 ,0892 
- 1 2 , 8 6 8 4 7 0 6 ,50410 - 2 , 6 4 9 5 9 = - 1 , 6 8 0 6 

4 ,89752 0 0 6 ,69782 0 ,7312 

c z y l i 

0 ^ 2 , 0 8 9 2 , a s 2 s ^ — 1 , 6 8 0 6 , * 3 ^ 0 , 7 3 1 2 . 

B ł ą d średni n a m o c y (80) j e s t 


