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Twoéreg rachunku krakowianowego jest astronom 1 matematyk
polski Tadeusz Banachiewiez. Rachunek krakowianowy jest pewnym
wariantem rachunku macierzowego. Wszystkie dzialania krakowianowe
daja sie przetlumaczy¢ na jezyk macierzowy i na odwrét. To, ze w pew-
nych zagadnieniach wolimy postlugiwaé¢ sie rachunkiem krakowianowym,
a nie macierzowym, podyktowane jest wygodg rachunkéw. Najwazniej-
szym, ale nie jedynym, zastosowaniem krakowianéw jest rozwigzywanie
ukladéw rownan liniowych. Zastosowaniom tym poswiecamy nastepny
paragraf 1).

§ 56. Metody krakowianowe rozwiazywania ukladow rownan
liniowych. Niech bedzie dany uklad n réwnan z n niewiadomymi
Tyy@ayeesy@y
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Uy 81+ Aoyt o .+ A @y = nn419
gdzie ay (i=1,2,...,m; j=1,2,...,m-1) s3 stalymi wspélczynnikami.
Jedli wprowadzimy krakowiany
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to uklad (60) mozemy zapisa¢ za pomocy krakowianéw
(61) X(r7A)=XA*=
gdzie A* oznacza — jak poprzednio — krakowian, jaki otrzymujemy
z krakowianu A, zamieniajac w nim wiersze z kolumnami.
Mamy stad na mocy (54) i (54b)
X=IsA
Do wykonania tego dzielenia potrzebny jest na ogél rozklad krakowianu 4
na czynniki
: A=GH,
gdzie ¢ i H sg krakowianami elementarnymi. Mamy stad
X=L:(GH)

1) Inne zastosowania rachunku krakowianowego znajdzie czytelnik m. in.
w ksiazee: T. Banachiewicz, Rachunek krakowianowy (w przygotowaniu).
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i na mocy (55)
(62) X=T:(zH):G=L:H*:G

Rozwigzanie ukladu (60) wedlug wzoru (62) wymagaloby: 1° roz-
kladu krakowianu A na czynniki elementarne G i H, 2° dzielenia L:H¥*,
3° dzielenia (L:H*):G. Mozna to postepowanie uproscié. Wprowadzamy
krakowian

avl] a'l2 e Gm al,ﬂ+1
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(63) A= | y
Ayy Opg ovo Qup a’n,jn+1

jaki otrzymujemy dopisujae do krakowianu A kolumne elementéw kra-
kowianu L. Bedziemy pisali krétko

(64) A={A,I}.

Rozkladamy krakowian 4 na czynniki elementarne. Latwo zauwazyé,
7Ze
(65) A={4,I)={¢,L)H,
gdzie
A=@H i [L=ILH,
czyli
L=0L: (vH)=L: H*,
Na mocy (62) jest
(66) ' X=L:G.

Rozwigzanie ukladu (60) sprowadza sie zatem do:

1° rozkladu krakowianu 4 na czynniki elementarne,

2° podzielenia krakowianu utworzonego z ostatniej kolumny pierw-
szego z uzyskanych czynnikéw elementarnych przez krakowian utwo-
rzony przez pozostale kolumny tegoz czynnika.

Mozna udowodnié, ze jeieli krakowian A jest pelnej rangi, czyli jezeli
krakowian G ma n wierszy, gdzie n jest liczbq réwnar i niewiadomych wkladu
(60), to uklad ten ma dokladnie jedno rozwiqzanie, dane wzorem (66).

PrzYKEAD 6. Rozwigzaé uklad réwnan
2,13412, — 0,06032, — 1,12552, — 0,69142,— 8,3414,
3,30332, — 1,23212, + 1,7899, — 1,81002,— 10,2776,
5,3270, + 2,00632, — 3,45312, — 4,2910z,—= 9,6730,
3,2565652, — 1,0003x,— 0,11122,+ 2,7342x,—= 9,8351.

16+
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Skorzystamy ze wzoru (66). Dyskusje bledéw pomijamy.

Najpierw rozkladamy krakowian A utworzony ze wsp6lezynnikéw
danego ukladu réwnan wraz z wyrazami wolnymi na czynniki elemen-
tarne

2,1341 — 0,0603 —1,12556 — 0,6914 8,3414

3,3033 —1,2321 1,7899 —1,8100 10,2776

5,3270  2,0063 — 3,45631 —4,2910 9,6730

3,2666 —1,0003 —0,1112 2,7342 9,8351

(1 —0,0283 —0,5274 —0,3240  3,9086

O o —3,1021 0,6497 2,3131
“lo o 1 —0,6559 —2,6683
0 0 0 1 —1,1219
2,1341 3,3033 5,3270  3,2555
‘o —1,1386 2,1571 —0,9082'
“10 0 6,0479 —1,2116 |
|0 0 0 3,5844]
Zatem
@, 3,0086) (1 —0,0283 —0,5274 —0,3240 1,5370
X_I”J__I 2,313110, 0 1 —3,1021  0,6497| |—7,5182
ey ]—2,6683] ]0 o0 1 —0,6559 [ | —3,4042 [’
@, 1—1,12191 Io 0 0 1 1—1,1219
czyli

ft’;‘lﬁw 1,537’ :1',‘2“».::— T,518’ msm_3,404, :'B‘%‘-l,lgz.

Gdy zalezy nam na obliczeniu z ukiadu (60) niewiadomych @,,a,,...,,
w postaci kombinacji liniowych wyrazéw wolnych a; . 1y piy1yeeey @y ni1
(sytuacje takg spotyka sie np. przy rozwigzywaniu ukladéw réwnan
nieoznaczonych albo przy rozwigzywaniu wielu ukladéw réwnan, réznig-
cych si¢ pomiedzy sobg jedynie kolumng wyrazéw wolnych), to wygod-
niej jest zmieni¢ postepowanie prowadzgce do uzyskania niewiadomego
krakowianu X. Mianowicie mnozymy obie strony réwnogei (61) przez
odwrotno§é A~' krakowianu 4 (odwrotnogé taka — jak wiemy juz
z cytowanego poprzednio twierdzenia — istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy A jest krakowianem pelnej rangi, tzn. gdy uklad (60) ma dokladnie
jedno rozwigzanie) i mamy

X(rA)A'=TA.
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Ale na mocy (51)
X(zA)A'=X(A1A),
i na moey wzordw (57) i (48)
X(A'A)=X.

Zatem

(67) X=TLA™

Odwrotno$é A~' obliczamy tu z warunku (57).
Jesli

(68) A—GH,

gdzie ¢ i H sg krakowianami elementarnymi, to
A'A=A"'(GH)

i na moecy (5H1)
A7'A = ATTH*@G.

Oznaczajac
(69) AT'H*=0
mamy

A'A=06
i na mocy (57)
(70) CG=r+.

Rozwigimnie ukiadu (60) polega teraz na:
1° rozkladzie (68) krakowianu A, utworzonego przez wspoélezynniki
ukladu réownan (60) (bez wyrazéw wolnyeh), na ezynniki elementarne
G i H, 2° obliczeniu krakowianu ¢ ze wzoru (70), 3° obliczenin krako-
wianu A-! ze wzoru (69), 4° obliczeniu krakowianu X ze wzoru (67).
PrzyKLAD 7. Rozwigzaé uklad réwnan
2w, — @+ 3wy=a,
@, + 4@, — day = f#,
— &+ 30,4 Toy=1y.
Rozkladamy krakowian A, utworzony ze wspélezynnikéw przy nie-
wiadomyeh, na czynniki elementarne

1 3
3 i T 2 1 —1
2 -1 _3 2 2
13 9 b
ol i) 7| 109
J+ oo 1 10 0
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Obliczamy krakowian

[Cn C12 ‘5‘13]
C={cy €y 0y
L’al C3z Cg3
z réwnosei (70)
1 1 3
Cn Cp O o 2 100
Cq1 Cyp Cyy 0 T -
Cq1 C32 Cy3 001
0 0 1
Mamy stad
T5e el T 10
1
— 1L 0
= 2
Tt 13
i
Obliczamy dalej krakowian
dll d’lﬂ dli
A7 = {dy dyy dyy
dy dyy dy
z rOwnosei (69)
240 0 Ly
dy dyy dy 9 1
1.°=— -0 — 1
dy dyy dog 2 = 2
A e YRR ) BT R
2 9 929
Mamy stad
43 2 7
109 109 109
fsis 16 17 . b
109 109 109
T 13 9
109 109 109
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Wreszeie obliczamy krakowian

oy
X= 5[72]
&y
ze wzoru (67)
43 2 7 3 ﬁ 7
a M —— . ¥ i ey L ———
109 109 109 109 109 1097
16 17 5 9 17 13
X: _ —_— ——— ) = —_ — (- — - e Vo
P 109 109 109 1001 700 P 1097
7 13 9 AT
YA\ 309 ' 100" 199 109 %~ 109 Pt 1097
Inaczej
43 ﬁ 7
o= — _— —
ST 109 109 7?
i AR a 13
] a a
=700 ." 109" " 109"’
7 »
1 Pe—
3= 09 ‘H 109}

Gdy uklad réwnat (60) jest symetryczny, tzn.
(71) ag=ay (3,j=1,2,...,n),

wygodniej jest obraé jeszeze inny sposéb postepowania. Obliczamy mia-
nowicie pierwiastek kwadratowy B krakowianu 4, utworzonego ze wspol-
czynnikéw przy niewiadomych ukladu (60). Elementy krakowianu B
obliczamy ze wzor6éw (59) albo — co na jedno wychodzi — z réwnan
wynikajaeych z kolejnego mnozenia kolumn w iloczynie BB—=A. Kra-
kowian trojkatny B jest oczywiscie takze elementarny, gdyz dla jego
istnienia’ konieczne jest na mocy wzoréw (59), aby elemenety lezgce
na przekq,t.nel, tj. elementy b;; (¢=1,2,...,n) byly rézne od zera. Zatem
na mocey (65)

(72) A={A,L}=|B*,L}=(B,L}) B,
gdzie L=LB

Wzér (66) przybierze wtedy postaéd
(73) =D B

Korzyéé plyngea z wprowadzenia pierwiastka kwadratowego B po-
lega na oszezednosei w rachunku i zapisie: zamiast oblicza¢ elementy
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dwoéeh réznych krakowianéw elementarnych ¢ i H obliczamy elementy
jednego tylko krakowianu B, zamiast zapisywaé dwa krakowiany
|G,L} i H we wzorze (65) wystarczy zapisa¢ wedlug wzoru (72) tylko
krakowian |{B,L}, poniewaz w praktyce mozemy korzystaé¢ z faktu,
iz drugi ezynnik elementarny B jest juz wypisany jako cze$é krako-
wianu |B,L).

Sposobu powyzszego nie mozemy stosowa¢ w przypadku ukladu
niesymetrycznego réwnan, gdyz z réwnosci BB=A4 wynika, iz w krako-
wianie A musza wtedy zachodzi¢ rownosei (71), a wiee uklad (60) musi
byé symetryczny.

PrzyxrAD 8. Rozwiazemy zadanie z przykladu 4 metodg krako-
wianowsg.
Ze wzoru (63) mamy
3,6634 2,8315 2,1033 1,7769 9,8901
2,8315 3,3372 2,0013 1,6440 8,7637
2,1033 2,0013 3,1515 2,2131 17,6612
1,7769 1,6440 2,2131 2,9873 5,8321
Z réwnosei (72)

bll blz blS b14 blS bll blﬂ bl:! bl-\l

0 by bay by bas| |0 by by bzel
O 07 b B bul lo 0 a5
002 0B byt LT v

3,6534 2,8315 2,1033 1,7769 9,8901
2,8315 3,3372 2,0013 1,6440 8,7637
2,1033 2,0013 3,1515 2,2131 7,6512
1,7769 1,6440 2,2131 2,9873 5,8321

’

w ktorej wypisywanie drugiego czynnika elementarnego jest w praktyce
zbyteczne, otrzymujemy metodg kolejnego mnozenia kolumn nastepu-
jacy krakowian:

1,91139 1,48138 1,10040 0,92964  5,17430

0 1,06898 0,34724 0,24963  1,02770

0 0 1,34909 0,81792  1,18639 |

0 0 0 1,17973 —0,17381

(B,L}—
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Na mocy (73} jest

o 5,17430) (1,91139 1,48138 1,10040 0,92964
T 7 1,02770 Io 1,06898 0,34724 0,24963
‘]‘:‘.153 ) ‘1,18639 |o 0 1,34909 0,81792 |’
:v." —0,17381] |0 0 0 1,17973
skgad po wykonaniu dzielenia
1,69316
0,68112
) o96872!
— 0,14733

ezyli o~ 1,6932, @,~ 0,6811, z,~ 0,9687, z,~ —0,1473.

Dyskusji bledéw nie podajemy.

Omowimy jeszeze metode krakowianowg rozwigzania ukladu (39).
Bedzie to metoda najmniejszych kwadratéw w ujeciu krakowianowym.
Uklad (39) zapisujemy w rachunku krakowianowym nastepujaco:

(74) X(xW=XAU*=A,
gdzie
& —
: ay G ... Oy Lt
.’b‘q T a'v 1
i Qg Qg oy U2
b SLoT— At
@, Opy Gpg ios) Opp — @y nid

Uklad réwnan normalnych ma wtedy postad
X(zA)=XA*=L,
gdzie
(75) A=UAA=, L=4AY.

Wprowadzamy teraz pierwiastek kwadratowy B krakowianu A4, tzn.
taki krakowian tréikatny B, ze B*=A. Niech

by by, . by,
0 vbise b
(76) B=10 0 ...bs,

---------
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Wprowadzamy tez krakowian (por. wzor (64))
(77) A={A,L}.
Ze wzor6w (75) i (77) wynika, ze A=[U*,A%}. Ale na mocy (72)
A=|A,I)=|B*,I)=(B,L)B,
gdzie L= LB. Zatem
(78) A=|%,A%}=|B,L]B.
Rozwigzanie ukladu (39) sprowadza si¢ w ten sposéb do:
1° obliczenia krakowianéw A i L ze wzordw (75),

2° rozkladu krakowianu A=|A,L} na czynniki elementarne |B,L}i B,
3° obliczenia krakowianu X ze wzoru (73).

Postepowanie to mozna jednak uproseié. Niech

= bl,n+1
4 " = E)2,1‘1+1
(79) = .
T bn,n+1
Wprowadzamy krakowiany
ap Oz ... O —Oyp4
Uy Qg oy a2 nt1
aﬂl a;uz apn a?),n+ 1
F= bu blz bm bl n41 3
0 byy by, by i1
0 0 o D = bﬂ._,,,+1
0 0 0 = bn+1,n+l
on Gz e Oy — Oppg
Og1 Q@3 ... Qoy —Gypy
= 1 Om Apn — Cppid
F= —bu _bu — bm 1,n41
0 —'bzz . '_'bxn 2,41
0 0 bnn bn,ﬂ+l
0 0 0 bn+l,u+1
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Pierwszy z nich otrzymujemy podpisujac pod elementami krakowianu A,
utworzonego ze wspoélezynnikéw i wyrazéw wolnych ukladu réwnan
(39), elementy krakowianu |B,L| okreflonego wzorem (78), a pod nimi
numieszezajae jeszcze Wwiersz [00 O—bn“,nﬂ], gdzie element b, ;41
jest okreflony wzorem

(80) bnian=Vp%,

a B oznacza blad fredni, z jakim wartodei @,,a,...,2, bedace elemen-
tami krakowianu X (patrz wzér (74)) spelniaja uklad réwnan (39), przy
czym blad ten jest okreslony wzorem (41). Drugi z nich otrzymujemy
z pierwszego zmieniajac znaki wszystkich wyrazéw by (4,j=1,2,...,n41)
na przeciwne.

Ot6z réwnofei (78) i (80) mozna zastapié jedng

(81) FF=/0),

gdzie |0] oznacza krakowian zerowy, tzn. majacy wszystkie elementy
réwne zeru.

Istotnie,

P . P r L
Z a, 2: AaGyy e 2 Aty — Zx a1 Ay oy
P vy

re=1 r=1

L4 L » b
{212"49[}= gl a0, Zﬂfz 2 Galen — Z Oy @y iy

ye=1 y=1 ym=]

..........................

» » »
4_,1 LR L Z; A, 21 afn = 21 Ao @y m4+1
oraz
by by byn bl,n-]-l by by by,
l BE} B— 0 bzz bZn = bﬂ,n+1 0 by bzﬂ
0 0 bﬂn bn,n-&l 0 0 bﬂvﬂ
b%l bll bl! bll bIS- it R = bll bl,u-}-l
2 2 2
bll blﬂ ,Zl bfﬂ 21 bv! brS WL Zl bvibr,n-}vl
2 3 8 i
=1 bubys 21 bab,s 21 bl — 3 bsb,nia (2
2 3 n
bu blﬂ Zl bvﬂbm 21 br! bm Vit 21 bm bv.n-i-l
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skad na mocy (78)

{

5 D bsby  (6=1,2,...n; j=t,i41,...,m41),
(82) Y agay=1"7
_— Zlbm-b,j (1=1,2,...9m; $=759FLyc.r i)

Z drugiej strony mnozac j-ta kolumne krakowianu F przez i-tg ko-
lumne krakowianu F i przyréwnujac na moey (81) do zera, mamy

P i
Z aﬂaﬂuzlbﬂbﬂ=0 ('5-— ,-l ,??.._. ?—?: '3-{—1 ,'n"i"-l),

pm]l

» i
21 Gyi Qyj — Z b, b,;=0 (1=1,2,...,m; 1=j,j+1,...,n),

a wiee zaleznofei rownowazne réwnosciom (82), nastepnie

¥
2, Ay ni1 B — Flb,.ﬂ+lbd=0 (1=1,2,...,n)

réwnowazne poprzednio juz otrzymanym réwnosciom

P i
2 av‘iar,ﬂ+l_ 2 byib,.n_i_]:O (1:-_—'1,2,...,'?1)
T |

oraz rownosé
- n+1

vﬂ+1 2 br,?b-}-l

||.‘

z ktérej otrzymujemy

P % 2 12
(83) bn.;_l,n+1= [Z Gyl — 2, vn+l] =

Wykazemy, ze wzor (83) jest réwnowazny wzorowi (80). W tym celu
wystarczy na mocy (41) okazaé, ze

bi+1,u+1 T q:'ns
gdzie @, okre§lono wzorem (41a). Wystarczy na mocy (83) okazaé, ze

» ?‘ E
(84) (E a, “.-.n+1)3’1+ (l Qs ﬂ.-,n+1)x:+---+ (2, ama’v,n+l)mn+

= yo= pe=1

n
+ 2 bf,n+1= 0-
ym=l
Rzeczywiscie na mocy (82) réwnosé (84) mozna napisaé w postaci

1 n
(zb.lb,,,m)m, (Zb,.b.n+1)wz+ +(zbmb,,.+;)a~ = St

v=1 ye=1
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ktéra w ujecin krakowianowym wyraza sie wzorem
LBX=I".

Wzoér ten jest prawdziwy, gdyz na mocy (73) i (54a) jest

XBY=l,
a stad prawdziwy jest wzor
L(XB*)=L?,
czyli na mocy (51)
LBX=1I"
WykazaliSmy zatem, ze wzér (81) jest réwnowazny dwém wzorom (78)
i (80). -
Do obliczenia krakowianéw L i B, potrzebnych dla znalezienia roz-
wigzania

ze wzoru (73), nie musimy teraz najpierw oblicza¢ krakowianu A ze wzo-
row (75) i (77), a nastepnie rozkladaé go na czynniki elementarne wedlug
wzoru (72).; Mnozge bowiem stopniowo krakowiany F i F mozemy na
mocy (81) obliczyé kolejno wszystkie elementy b; (i=1,2,...,n+1;
j=1,i+1,...,m+1) i z nich utworzyé¢ nastepnie krakowiany L i B.

Wzér (81) pozwala ponadto obliczy¢ automatyecznie blad sredni B
wedlug wzoru (80).

Metoda oparta na réwnosei (81) jest pomyslem S. Hausbrandta.

Na zakonczenie podkresli¢ nalezy, ze wszystkie metody krakowia-
nowe rozwigzywania ukladéw réwnan liniowyeh mozna przettumaczyé
na metody schematyczne i na odwrét. Dzialania pozostaja te same, lecz
zmienia si¢ ich interpretacja. Metoda krakowianowa géruje o tyle nad
schematyezng, ze uzywajgc zwiezlych wzoréw pozwala latwiej odkrywadé
stosowne metody rachunku i ponadto latwiej przeprowadzaé dyskusje
istnienia i jednoznacznosei rozwigzan oraz réznego typu kontrole rachunku.
Metoda schematyczna jest znowu prostsza w bezposrednich zastosowa-
niach, gdyz nie wymaga znajomosei specjalnej teorii, a tylko stosowania
okreslonych schematéw rachunkowyeh.

PrzyKLAD 9. Rozwigzemy zadanie z przykladu 5 metoda Haus-
brandta.

W tym celu wykonujemy stopniowo wedlug wzorn (81) mnozenie
krakowianéw
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(85)

3,153 —2,062 5,404 —14,002
2,710 4,133 —4,125 4,315
3,888 0,696 0,287 —7,194
3,001 —2,899 —1,726 —10,003
5,454 —4,734 —1,910 —17,873
8,43529 —3,21437 —1,02165 = 22,27828
0 6,560410 —2,64959 —12,86847
0 0 6,69782 4,80752
0 0 0 0,1674
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3,153
2,710
3.888
3,001
5,454
by

0

0

0

—2,062 5,404 —14,002
4,133 —4,1256 +4,315
0,696 0,287 —17,194

—2,899 —1,7256 —10,003

—4,734 —1,910 —17,873
bys bis —by,
bya by — by
0 bss —by,

0 0 — by

l

3,153
2,710
3,888
3,001
5,454
—by
0
0
0

— 2,062
4,133
0,696

— 2,890

— 4,734

—‘bu

—bn
0
0

5,404
—4.125

0,287
— 1,725
— 1,910
—byy
—bay
- baa

0

— 14,002
+4,315
— 7,194

— 10,003

— 17,873

by,
bay
by
by

Po zakonczeniu tego rachunku réwnosé (85) przybierze postaé

3,153
2,710
3,888
3,001
5,454

—8,43529

0
0
0

Mamy stad na mocy wzoréw (73), (76) i (78)

X =

czyli

, 27828 8 43529 —3,21437
= ] 2 86847 6 50410
4,89752
@, ~2,0892, @,~—1,6806,

Blad fredni na mocy (80) jest

0,1674

Vb

~0,0

7.

—2,062 5,404 —14,002
4,133 —4,125 4,315
0,696 0,287 —17,194

—2,809 —1,725 —10,008

~4,984 " “=1,910  —17,878
3,21437 1,02165 —22,27828

—6,50410  2,64959  12,86847
0 —6,60782 —4,89752
0 0 —0,1674

—1,02165 2,0892

—2,64959 I_—l = I.GSOSl.
6,69782 0,7312

@y ~0,7312.

{n}.




