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N a p o d s t a w i e p o w y ż s z y c h r o z w a ż a ń w i d z i m y , iż m o ż n a p o d a ć r o z ­
w iązan ia u k ł a d u (7) co n a j w y ż e j z d o k ł a d n o ś c i ą d o t r z e c h z n a k ó w d z i e ­
s i ę t n y c h p o p r z e c i n k u . O t o r o z w i ą z a n i e o s t a t e c z n e t e g o u k ł a d u : 

(24) a 0 « y O , 0 0 0 , a i ; =s0 ,996 , a 2 « a 0 , 0 2 0 , a 3 ? « — 0 , 2 0 3 , a 4 ^ 0 , 0 2 9 . 

P o j a w i a się j e d n a k p y t a n i e , d l a c z e g o w p r z y k ł a d z i e 6 z r o z d z i a ł u I V 
p r z y j ę l i ś m y r o z w i ą z a n i a t e g o s a m e g o u k ł a d u z d o k ł a d n o ś c i ą d o sześc iu 
m i e j s c d z i e s i ę t n y c h p o p r z e c i n k u . O t ó ż w r o z w i ą z y w a n y m t a m z a d a n i u 
za leża ło n a m n i e t y l e n a d o k ł a d n y m okreś len iu p i e r w i a s t k ó w a0, a x , . . . , a 4 , 
i l e n a z n a l e z i e n i u t a k i c h i c h p r z y b l i ż e ń , k t ó r e b y d o b r z e spe łn ia ły u k ł a d 
r ó w n a ń (7) ( p o r . r o z w a ż a n i a w § 40) . P o n i e w a ż b ł ę d y p r z y b l i ż e ń a0,a1,...,ai 

n i e są o d s i eb i e n ieza leżne , m o ż n a t a k d o p a s o w a ć t e p r z y b l i ż e n i a , b i o r ą c 
d l a n i c h większą l i c z b ę c y f r p o p r z e c i n k u , że będą o n e l e p i e j spe łn ia ły 
u k ł a d r ó w n a ń niż p r z y b l i ż e n i a (24). N i e p r z e c z y t o j e d n a k t e m u , że b ł ą d 
k a ż d e g o z t a k d o p a s o w a n y c h p r z y b l i ż e ń z o s o b n a m o ż e b y ć d u ż y . 

J a k w i d a ć z p o w y ż s z e g o p r z y k ł a d u , o s z a c o w a n i e m a k s y m a l n y c h 
b ł ę d ó w p i e r w i a s t k ó w u k ł a d u r ó w n a ń (2) j e s t rzeczą ż m u d n ą . N a j c z ę ś c i e j 
j e d n a k n i e z a l e ż y n a m n a t a k i c h s z a c o w a n i a c h , a w y s t a r c z a o s z a c o w a n i e 
d o k ł a d n o ś c i , z j a k ą s p e ł n i o n e są s a m e r ó w n a n i a . T a k j e s t n p . w m e t o d z i e 
n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w . 

Jeże l i z a l e ż y n a m n a o s z a c o w a n i u b ł ę d ó w p i e r w i a s t k ó w u k ł a d u (2), 
t o n i e r a z w y s t a r c z a o s z a c o w a ć b ł ą d średni t y c h p i e r w i a s t k ó w . I s tn ie ją 
n a t o s p e c j a l n e m e t o d y , m i ę d z y i n n y m i m e t o d a k r a k o w i a n o w a . Z a g a d ­
n i e n i e m t y m z a j m o w a ć się j e d n a k n i e b ę d z i e m y . 

§ 54 . M e t o d a s c h e m a t y c z n a . Metoda schematyczna p o w s t a j e z m e ­
t o d y e l i m i n a c j i p r z e z u ł o ż e n i e d o g o d n e g o s c h e m a t u w y k o n y w a n y c h 
dz ia łań . N i e c h b ę d z i e d a n y u k ł a d n r ó w n a ń z n n i e w i a d o m y m i x1,x2,...,xn 

« n x1 + aux2 + ... + a l n x n + a l n + l = 0, 

^orj) a 2 1 a ! l + #22^2 + ' • • + ^ n ^ n - ! " a2,n+l = 0? 

<*m # i + a n 2 x2 +... + ann xn + a n n + 1 = 0, 

g d z i e atj (i=l,2,...,n; j = l , 2 , . . . ,n,n + l) są s t a ł y m i w s p ó ł c z y n n i k a m i . 
Z a k ł a d a m y — j a k p o p r z e d n i o p r z y m e t o d z i e e l i m i n a c j i — że u k ł a d m a 
d o k ł a d n i e j e d n o r o z w i ą z a n i e , t z n . j e g o w y z n a c z n i k c h a r a k t e r y s t y c z n y 
j e s t r ó ż n y o d z e r a . W y n i k a s tąd , że co n a j m n i e j j e d e n ze w s p ó ł c z y n n i k ó w 
p r z y n i e w i a d o m e j xx j e s t r ó ż n y o d z e r a . Z a k ł a d a m y , że r ó w n a n i a u k ł a d u 
(25) są t a k u p o r z ą d k o w a n e , iż an^0. 

E U m i n u j e m y z u k ł a d u (25) n i e w i a d o m ą xy. W t y m c e l u o d i - t e g o 
r ó w n a n i a ( i = 2 , 3 , . . . , n ) o d e j m u j e m y s t r o n a m i r ó w n a n i e p i e r w s z e p o m n o ­
ż o n e s t r o n a m i p r z e z anjan. O t r z y m u j e m y w t e n s p o s ó b u k ł a d r ó w n a ń 
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b22x2 + b2ixi+... + b2nxn+b2n+1 = 0, 

hixi + b33x3 + ... + b3nxn+b3n+1 = 0, 
(26) 

bn2x2+bn3»,+.'.. + b n n x n + b n n + l = 0, 

g d z i e 

(27) ^ = V - « a r * ( » = 2 , 3 , . . . , » ; ? = 2 , 3 , . . . , n + l ) . 

C o n a j m n i e j j e d e n ze w s p ó ł c z y n n i k ó w p r z y n i e w i a d o m e j x2 j e s t w t y m 
u k ł a d z i e r ó ż n y o d z e r a , g d y ż w p r z e c i w n y m r a z i e u k ł a d (26), a z n i m i u k ł a d 
(25) m i a ł b y n i e s k o ń c z e n i e w i e l e r o z w i ą z a ń n a x2, co j e s t s p r z e c z n e z z a ­
ł o ż e n i e m . Z a k ł a d a m y , że r ó w n a n i a u k ł a d u (25) są t a k . u p o r z ą d k o w a n e , 
iż b22^0. 

E l i m i n u j e m y z u k ł a d u (26) n i e w i a d o m ą x2 w s p o s ó b a n a l o g i c z n y 
d o u ż y t e g o p r z y e l i m i n a c j i n i e w i a d o m e j xx z u k ł a d u (25) . O t r z y m u j e m y 
n o w y u k ł a d r ó w n a ń 

C3ZX3~\~ c$iX4~\~- • • + ^ji^jŁ + ^ .n+ l — 0> 

(28) 

g d z i e 

Cij=hj-K~ (i=3,Ł,...,n; j = 3 , 4 , . . . , n + 1 ) , 

c z y l i n a m o c y (27) 

(29) c { j- = ay - aa - bi2 . 
a\l °22 

E l i m i n u j ą c z u k ł a d u (28) n i e w i a d o m ą x3 o t r z y m u j e m y n o w y u k ł a d 
r ó w n a ń 

diixi-{- diixi-\-... + dinxn-\-din+l — 0, 

&s\x\~\- d35x3-\-... + d5nxn-\-ds n + l = 0, 
(30) 

g d z i e 
xi "ł" ^ "f" • • • + ^tm a \i~r"^n,n+l ~ 

d^=»ó v —flj,— ( * = 4 , 5 , . . . , n ; ? ' = 4 , 5 , . . . , n + l), 
C33 

c z y l i n a m o c y (29) 

(31) — - 6 l 2 

'22 '33 
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P o s t ę p u j ą c d a l e j a n a l o g i c z n i e u z y s k u j e m y u k ł a d y r ó w n a ń o c o r a z 
t o m n i e j s z e j l i c z b i e r ó w n a ń i n i e w i a d o m y c h , aż d o c h o d z i m y w r e s z c i e 
d o j e d n e g o t y l k o r ó w n a n i a z jedną, n i e w i a d o m ą xn 

B i o r ą c z k a ż d e g o z u k ł a d ó w (25), (26), (28), (30) i n a s t ę p n y c h t y l k o 
p i e r w s z e r ó w n a n i a , p o d z i e l o n e s t r o n a m i p r z e z p i e r w s z y ze w s p ó ł c z y n ­
n i k ó w w k a ż d y m r ó w n a n i u , o t r z y m u j e m y u k ł a d 

, a12 , a 1 3 . , ain . al,n + l ~ 
a?iH x2Ą x3 + ...-\ x n Ą — — = 0, 

(32) x 2 +
b f x 3 + ...+ ^ # „ + ^ = 0, 

"22 ^22 ^22 

x3 + ...+ ^ x n + ^ = 0, 
C33 C33 

Xn+TT ~ ° t 

z k t ó r e g o j u ż m o ż n a z ła twośc ią o b l i c z y ć k o l e j n o n i e w i a d o m e xn,xn_1,... . 
M e t o d a s c h e m a t y c z n a p o l e g a właśn ie n a k o n s t r u k c j i u k ł a d u (32) 

n a p o d s t a w i e u k ł a d u (25) w e d ł u g d o g o d n e g o s c h e m a t u . M i a n o w i c i e w s p ó ł ­
c z y n n i k i u k ł a d u (32) z z a c h o w a n i e m i c h k o l e j n o ś c i f igurują p o w y ż e j 
g ł ó w n e j p r z e k ą t n e j w t a b l i c y 

(33) 

X l - <hi A» = 
a „ 

-4l3 — 
"1:1 

«lt 
A14 — 

0 1 4 

«l l 
....1 I n — <hn 

«n 
-4i ,n+l = 

° i ,n + l 

« n 

4 „ = <Hi A„ = ''22 •4 J3 = 
613 

y ł M = 
&«4 

*.» 
• • • -1 2łl ~ 

''ro 
hi 

•"t.n+l = 

''2./, 1 1 

btl 

A..— "31 ^33 = b . A„= 
C84 A — 

C3»l /l . , — "3 ,n + l 
-*1 31 — "31 ^33 = "31 

A„= 
-1 34 

C33 • • • J l sn — C33 ^'s.n+l ~ 

Atl = ''42 • 4 « = C43 ^ 4 4 - 3«i ...Ain = 
<*4TC 

'̂ 44 
-44,n+l = 

I .71 1 1 

Anl—ctni Ant—bnt An>—cns Ant—dnt ...Ann — frBn -^ln.n+i——r • 

k t ó r e j e l e m e n t y da ją się ł a t w o k o l e j n o o b l i c z a ć . M i a n o w i c i e e l e m e n t y 
p i e r w s z e j k o l u m n y t e j t a b e l i są i d e n t y c z n e z e l e m e n t a m i s t o j ą c y m i w p i e r w ­
sze j k o l u m n i e w t a b e l i w s p ó ł c z y n n i k ó w u k ł a d u (25), p o z o s t a ł e e l e m e n t y 
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p i e r w s z e g o w i e r s z a o t r z y m u j e m y dz ie ląc o d p o w i a d a j ą c e i m e l e m e n t y 
t a b e l i w s p ó ł c z y n n i k ó w u k ł a d u (25) p r z e z a n , w r e s z c i e w s z y s t k i e p o z o ­
stałe e l e m e n t y o b l i c z a m y ze w z o r u r e k u r e n c y j n e g o 

a n - H A i v A v i d l a » » * , 

(34) Ati. i-1 
aij AivAr]-

d l a i<j. 
Au 

I s t o t n i e d l a j=2 o r a z i—2,3,...,n m a m y ze w z o r u (27) 

°xt — ai2 au ł c z y l i Aft = da —Aj, An 

z g o d n i e z (34). 
D l a i=2 o r a z ? ' = 3 , 4 , . . . , w + l m a m y ze w z o r u (27) 

, a\j t . a2j A2i Ay 
b2i = a2j — a21 — , c z y h A2j = 

#n A22 

z g o d n i e z (34). 
D l a j=3 o r a z i = 3 , 4 , . . . , w m a m y n a m o c y (29) 

Cis = ai3 ~ au 7—i c z y l i • A# = ai3 Ait A13 Ai2 A23 

an o22 

z n o w u z g o d n i e z (34) . 
M o ż n a o g ó l n i e u d o w o d n i ć m e t o d ą i n d u k c j i z u p e ł n e j p r a w d z i w o ś ć 

w z o r u (34). D o w ó d p o m i j a m y . 
R o z w i ą z a n i e u k ł a d u r ó w n a ń (25) m e t o d ą s c h e m a t y c z n ą p o l e g a n a : 

1° S k o n s t r u o w a n i u t a b e l i (33) p r z e z : a) w y p i s a n i e p i e r w s z e j k o l u m n y 
j a k o k o l u m n y w s p ó ł c z y n n i k ó w p r z y xx w u k ł a d z i e (25), b ) w y p i s a n i e 
p o z o s t a ł y c h e l e m e n t ó w p i e r w s z e g o w i e r s z a w e d ł u g w z o r u Axj = axj [an 

(j=2,3,...,n+l), c) w y p i s a n i e k o l e j n o p o z o s t a ł y c h e l e m e n t ó w p o s ł u ­
g u j ą c się w z o r e m r e k u r e n c y j n y m (34). 

2 ° W y p i s a n i u u k ł a d u r ó w n a ń (32), k t ó r y c h w s p ó ł c z y n n i k i ( p o z a 
p i e r w s z y m i r ó w n y m i 1) z z a c h o w a n i e m i c h p o r z ą d k u f igurują w t a b e l i (33) 
p o n a d g ł ó w n ą przekątną . ( P r z y o d p o w i e d n i m z a p i s i e t a b e b m o ż n a t ego 
u k ł a d u n i e w y p i s y w a ć o s o b n o , p o r . p r z y k ł a d 3) . 

3° O b h c z e n i u k o l e j n o n i e w i a d o m y c h xn,xn_1,...,x1 z u k ł a d u (32). 

P R Z Y K Ł A D 3. R o z w i ą ż e m y m e t o d ą s c h e m a t y c z n ą u k ł a d r ó w n a ń (8) 
z p r z y k ł a d u 2. N i e b ę d z i e m y t u j e d n a k p r z e p r o w a d z a ć d y s k u s j i b ł ę d ó w , 
co m o ż n a z r o b i ć a n a l o g i c z n i e , j a k w p r z y k ł a d z i e 2. 

Metody numeryczne i graficzne — 15 . 
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K o n s t r u u j e m y s t o p n i o w o t a b e l ę (33) . O t o p o s z c z e g ó l n e f a z y p o w s t a ­

w a n i a t e j t a b e l i : 

1) 5,5268756 
8,0662519 
9,5928474 

10,6081043 

2) 5,5268756 
8,0662519 
9,5928474 

10,6081043 

1,5707965 2,2602615 3,2250358 -0 ,6599805 

3) 5,5268756 
8,0662519 
9,5928474 

10,6081043 

1,5707965 
0,9307291 
1,8124720 
2,5535050 

2,2602615 3,2250358 -0 ,6599805 

4) 5,5268756 
8,0662519 
9,5928474 

10,6081043 

1,5707965 
0,9307291 
1,8124720 
2,5535056 

2,2602615 
2,3561945 

3,2250358 
4,2831390 

-0 ,6599805 
0,3367245 

5) 5,5268756 
8,0662519 
9,5928474 

10,6081043 

1,5707965 
0,9307291 
1,8124720 
2,5535056 

2,2602615 
2,3561945 
0,1325609 
0,3227582 

3,2250358 
4,2831390 

-0 ,6599805 
0,3367245 

6) 5,5268756 
8,0662519 
9,5928474 

10,6081043 

1,5707965 
0,9307291 
1,8124720 
2,5535056 

2,2602615 
2,3561945 
0,1325609 
0,3227582 

3,2250358 
4,2831390 
3,1415832 

-0 ,6599805 
0,3367245 
0,1135018 

7) 5,5268756 
8,0662519 
9,5928474 

10,6081043 

1,5707965 
0,9307291 
1,8124720 
2,5535056 

2,2602615 
2,3561945 
0,1325609 
0,3227582 

3,2250358 
4,2831390 
3,1415832 
0,0171405 

-0 ,6599805 
0,3367245 
0,1135018 

8) 5,5268756 
8,0662519 
9,5928474 

10,6081043 

1,5707965 
0,9307291 
1,8124720 
2,5535056 

2,2602615 
2,3561945 
0,1325609 
0,3227582 

3,2250358 
4,2831390 
3,1415832 
0,0171405 

-0 ,6599805 
0,3367245 
0,1135018 

-0 ,0285495 

P r z y o b l i c z a n i u w y r a z ó w t a b e l i w y g o d n i e j e s t p o s ł u ż y ć się n a s t ę ­
pującą, regułą „ p o z y c y j n ą " , w y n i k a j ą c ą z e w z o r ó w ( 3 4 ) : 

A b y o b l i c z y ć l i c z b ę , s t o j ą c ą w t e j t a b e b w i - t y m w i e r s z u i j - t e j 
k o l u m n i e , n a l e ż y o d l i c z b y , k t ó r a s t o i n a t y m s a m y m m i e j s c u w m a c i e r z y 
w s p ó ł c z y n n i k ó w d a n e g o u k ł a d u r ó w n a ń (z w y r a z a m i w o l n y m i p r z e n i e ­
s i o n y m i n a lewą s t ronę z n a k u r ó w n o ś c i ) , o d j ą ć i l o c z y n y o b l i c z o n y c h 
j u ż w y r a z ó w t a b e l i z t e g o ż i - t e g o w i e r s z a i t e j ż e j-tej k o l u m n y , z t y m , 
że p i e r w s z y w y r a z i - t e g o w i e r s z a m n o ż y m y p r z e z p i e r w s z y w y r a z j-tej 

k o l u m n y , d r u g i w y r a z w i e r s z a p r z e z d r u g i w y r a z k o l u m n y i t d . , aż z a b r a k -
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n i e o b l i c z o n y c h w y r a z ó w w w i e r s z u l u b k o l u m n i e . P o n a d t o , j e ś b o b l i ­
c z a m y l i c z b ę stojącą, w t a b e b p o w y ż e j g ł ó w n e j p r z e k ą t n e j , t o t r z e b a j e s z ­
c z e o t r z y m a n y w y n i k p o d z i e h ć p r z e z w y r a z t a b e l i l e ż ą c y w t y m ż e i - t y m 
w i e r s z u n a g ł ó w n e j p r z e k ą t n e j . O b U c z m y d l a p r z y k ł a d u w y r a z l e ż ą c y 
w t r z e c i m w i e r s z u i w p ią te j k o l u m n i e w t a b e l i 6 ) . P o n i e w a ż w m a c i e r z y 
w s p ó ł c z y n n i k ó w r o z w i ą z y w a n e g o u k ł a d u r ó w n a ń , w k t ó r y m w y r a z y w o l n e 
p r z e n i e s i o n o n a lewą s t ronę z n a k u r ó w n o ś c i , w t r z e c i m w i e r s z u i w p iąte j 
k o l u m n i e f i g u r u j e U c z b a — 5 , 7 0 5 7 4 2 6 , w i ę c o d e j m u j e m y o d m e j i l o c z y n y 
o b l i c z o n y c h j u ż w y r a z ó w z t r z e c i e g o w i e r s z a i p ią te j k o l u m n y . M a m y 

- 5 , 7 0 5 7 4 2 6 - 9 , 5 9 2 8 4 7 4 • ( - 0 , 6 5 9 9 8 0 5 ) - 1 , 8 1 2 4 7 2 0 • 0 , 3 3 6 7 2 4 5 
^ 0 , 0 1 5 0 4 5 9 . 

L i c z b ę t ę d z i e l i m y j e s z c z e p r z e z w y r a z l e ż ą c y w t r z e c i m w i e r s z u n a 
g ł ó w n e j p r z e k ą t n e j , t z n . p r z e z 0 , 1 3 2 5 6 0 9 , p o n i e w a ż w y r a z s z u k a n y l e ż y 
p o w y ż e j g ł ó w n e j p r z e k ą t n e j . O t r z y m u j e m y o s t a t e c z n i e 0 , 1 1 3 5 0 1 8 . 

N a p o d s t a w i e t a b e b 8) w y p i s u j e m y u k ł a d ( 3 2 ) : 

< » i+1 ,57080 a 2 + 2 , 2 6 0 2 6 a 3 + 3 , 2 2 5 0 4 a 4 — 0 , 6 5 9 9 8 = 0 , 
a 2 + 2 , 3 5 6 1 9 a 3 + 4 , 2 8 3 1 4 a 4 + 0 , 3 3 6 7 2 = 0 , 

a 3 + 3 , 1 4 1 5 8 a 4 + 0 , 1 1 3 5 0 = 0 , 
a 4 — 0 , 0 2 8 5 5 = 0 . 

O b l i c z a m y s tąd k o l e j n o 

a 4 ^ 0 , 0 2 8 5 5 , a 3 ^ - 0 , 2 0 3 1 9 , a 2<=»0,01975, ^ 0 , 9 9 6 1 4 . 

W y g o d n i e j e s t p r z y z a p i s i e r ó w n a ń u k ł a d u (25) u m i e ś c i ć s y m b o l e 
n i e w i a d o m y c h x1,x2,...,xn w n a g ł ó w k a c h k o l u m n , a u k ł a d z a p i s a ć t y l k o 
tabe lą w s p ó ł c z y n n i k ó w . W t e d y m o ż n a n i e z a p i s y w a ć o d d z i e l n i e u k ł a d u 
(32) , g d y ż b ę d z i e o n j u ż z a p i s a n y p o n a d g ł ó w n ą p r z e k ą t n ą t a b e l i (33) , 
k t ó r e j e l e m e n t y u m i e s z c z a m y b e z p o ś r e d n i o p o d d a n y m u k ł a d e m r ó w n a ń 
(25) . O b l i c z a n e k o l e j n o n i e w i a d o m e p i s z e m y p o d tabe lą (33) , a w k o l u m n i e 
w y r a z ó w w o l n y c h p i s z e m y d l a s y m e t r i i w n a g ł ó w k u i w w i e r s z u , w k t ó r y m 
w s t a w i a m y o b l i c z a n e k o l e j n o w a r t o ś c i n i e w i a d o m y c h , l i c z b ę 1. S p o s ó b w y ­
pe łn ian ia t a b e l i (33) w y n i k a z e w z o r ó w (34) , a o s t a t n i w i e r s z w y p e ł n i a ­
m y r o z w i ą z u j ą c u k ł a d (32) z a p i s a n y n a d g ł ó w n ą p r z e k ą t n ą w t a b e l i (33) . 

Ł a t w o z a u w a ż y ć , że n a m o c y (32) o b l i c z y m y n i e w i a d o m ą x i } g d y 
z n a n e są j u ż w a r t o ś c i x i + 1 , . . . , x n , s u m u j ą c i l o c z y n y o d p o w i a d a j ą c y c h 
s o b i e w y r a z ó w w i e r s z y i - t e g o i o s t a t n i e g o i z m i e n i a j ą c w w y n i k u z n a k n a 
p r z e c i w n y . W o s t a t n i m p r z y k ł a d z i e n p . o b l i c z o n o x2 ze z n a n y c h j u ż w a r ­
t o ś c i x3 i a?4 s u m u j ą c i l o c z y n y 

2 , 3 5 6 1 9 4 5 • ( - 0 , 2 0 3 1 9 ) + 4 , 2 8 3 1 3 9 0 • 0 , 0 2 8 5 5 + 0 , 3 3 6 7 2 4 5 -1 te - 0 , 0 1 9 7 5 

i z m i e n i a j ą c w w y n i k u z n a k n a p r z e c i w n y . 

15* 
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R o z w i ą z a n i e z a d a n i a z p r z y k ł a d u 3 m o ż e b y ć w t e n s p o s ó b n a s t ę ­
p u j ą c o z a p i s a n e : 

«1 On a, at 1 

5,5268756 8,6815908 12,4921844 17,8243719 -3 ,6476303 
8,0662519 13,6011694 20,4248174 30,0003933 -5 ,0101697 
9,5928474 16,8808831 26,0854411 39,1167969 -5 ,7057426 

10,0081043 19,2166787 30,3164038 46,1796478 — 6,1051698 

5,5268750 1,5707965 2,2602615 3,2250358 — 0,6599805 
8,0662519 0,9307291 2,3561945* 4,2831390 0,3367245 

9,5928474 1,8124720 0,1325609 | 3,1415832 0,1135018 

10,6081043 2,5535056 0,3227582 0,0171405 | -0 ,0285495 

0,99014 0,01975 -0 ,20319 0,02855 1 

M e t o d ę s c h e m a t y c z n ą m o ż n a u p r o ś c i ć , g d y u k ł a d r ó w n a ń (25) j e s t 
s y m e t r y c z n y , t z n . g d y atj = an (i,j=l,2,...,»). J a k w y n i k a ze w z o ­
r ó w (27) , (29) , (31) j e s t w t e d y V=* b H , <fy — i t c L j 
co u ł a t w i a w d u ż y m s t o p n i u o b l i c z a n i e w s p ó ł c z y n n i k ó w t a b e l i (33) . E l e ­
m e n t y b o w i e m t e j t a b e l i l eżące p o n a d g ł ó w n ą przekątną o b l i c z a się z e l e ­
m e n t ó w l e ż ą c y c h p o n i ż e j p r z e k ą t n e j , dz ie ląc j e p r z e z o d p o w i e d n i e e l e ­
m e n t y leżące n a p r z e k ą t n e j t a b e l i . W t y m c e l u e l e m e n t y t a b e l i (33) w p r z y ­
p a d k u u k ł a d u s y m e t r y c z n e g o w y g o d n i e j j e s t u k ł a d a ć p o d ł u g n a s t ę p u ­
j ą c e g o s c h e m a t u : 

An -̂ 31 Atl . • Anl 

1 Au A13 Au • • Aln 

Aa A3a A 12 An% 

1 An Au . A2n 

A,3 Al3 . An3 

1 A31 A3n 

A nn 
1 

M o ż n a t o u j ą ć i n a c z e j : w p r z y p a d k u s y m e t r y c z n e g o u k ł a d u r ó w n a ń w y ­
g o d n i e j j e s t z a m i a s t t a b e l i (33) k o n s t r u o w a ć t a b e l ę 

B.3 Blt Bin 

1 o„ Cis Ou Gln 1 
Ba Bu • • Bin Bi,n + i 

- 1 Ct3 Cu Gm 

-B33 B3t • • B3n ™»,ń+i 
- 1 C'3t . . G3n 

Bnn 
- 1 C»,łi + 1 



§ 54. Metoda schematyczna 2 2 9 

g d z i e 

(36) Btfi 0 = 1 , 2 , . . . , n + l ; i=l,2,...,j) 
v=l 

o 
( s y m b o l £ BnCvj u w a ż a m y t u z a s y m b o l l i c z b y 0 ) , o r a z 

v=l 

( 7 = 2 , 3 , . . . , n + l ; * = l , 2 , . . . , j - l ) . 

n + l 

Ż ci>x* {i=n,n-l,...,l), 

g d z i e n a l e ż y p r z y j ą ć a ? n + 1 = l . O d p o w i e d n i o d o t y c h z m i a n z m i e n i a się 
regu ła „ p o z y c y j n a " p o d a n a w p r z y k ł a d z i e 3. W y n i k a o n a w s p o s ó b o c z y -
Avisty ze w z o r ó w (36) , (37) i (38) . 

P R Z Y K Ł A D 4. R o z w i ą z a ć u k ł a d r ó w n a ń 

3 , 6 5 3 4 # 1 + 2 , 8 3 1 5 # 2 + 2 , 1 0 3 3 a ; 3 + l , 7 7 6 9 # 4 — 9 , 8 9 0 1 = 0, 

2 , 8 3 1 5 # 1 + 3 , 3 3 7 2 # 2 + 2 , 0 0 1 3 a ? 3 + l , 6 4 4 0 ; » 4 — 8 , 7 6 3 7 = 0, 

2 , 1 0 3 3 # i + 2 , 0 0 1 3 # 2 + 3 , 1 5 1 5 # 3 + 2 , 2 1 3 1 # 4 - 7 , 6 5 1 2 = 0 , 

1 , 7 7 6 9 ^ + 1 , 6 4 4 0 # 2 + 2 , 2 1 3 1 # 3 + 2 , 9 8 7 3 a ; 4 - 5 , 8 3 2 1 = 0. 

P o n i e w a ż u k ł a d p o w y ż s z y j e s t s y m e t r y c z n y , w i ę c s k o n s t r u u j e m y 
t a b e l ę (35) , a n a s t ę p n i e o b l i c z y m y p i e r w i a s t k i u k ł a d u ze w z o r ó w (38) . 
A o t o p r a w i d ł o w y z a p i s s a m e g o u k ł a d u r ó w n a ń , t a b e l i (35) i o t r z y m a n y c h 
p i e r w i a s t k ó w u k ł a d u : 

*1 xt *3 xt 1 

3,6534 2,8315 2,1033 1,7769 -9 ,8901 
3,3372 2,0013 1,6440 - 8 , 7 6 3 7 

3,1515 2,2131 - 7 , 6 5 1 2 
2,9873 -5 ,8321 

3,6534 2,8315 2,1033 1,7769 -9 ,8901 
- 1 -0 ,775031 -0 ,575710 -0 ,486369 2,707095 

1,142700 0,371177 0,266846 -1,098561 
- 1 -0 ,324825 -0 ,233522 0,961373 

1,820042 1,103442 -1 ,600528 
- 1 -0 ,606273 0,879391 

1,391769 0,205033 
— 1 -0 .147318 

1,693167, 0,681115 0,968706 -0 ,147318 1 

(37) KJlĄ —— 

W t e d y 

(38) 
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P r z y z a p i s i e s a m e g o u k ł a d u r ó w n a ń p o m i n i ę t o w s z y s t k i e w s p ó ł c z y n ­
n i k i p o n i ż e j g ł ó w n e j p r z e k ą t n e j , g d y ż n i e są n a m o n e p o t r z e b n e d o 
d a l s z e g o r a c h u n k u . 

O s t a t e c z n i e o t r z y m a l i ś m y n a s t ę p u j ą c e r o z w i ą z a n i e : 

xx ^ 1 , 6 9 3 2 , # 2 ^ 0 , 6 8 1 1 , 

# 3 ^ 0 , 9 6 8 7 , # 4 ^ — 0 , 1 4 7 3 . 

D y s k u s j ę b ł ę d ó w p o m i j a m y . 

P r z y s t o s o w a n i u m e t o d y s c h e m a t y c z n e j m o ż e się z d a r z y ć , że w j e d ­
n y m w i e r s z u , n p . w ifc-tym, e l e m e n t n a g ł ó w n e j p r z e k ą t n e j w t a b e l i (35) , 
t j . Bkk, b ę d z i e r ó w n y z e r u . U n i e m o ż l i w i a t o o b l i c z e n i e w s p ó ł c z y n n i k ó w 
C fA,fc+nC rfe,fc+2• W t y m p r z y p a d k u z m i e n i a m y k o l e j n o ś ć k o l u m n o d ft-tej 
d o %-te j t a k , a b y e l e m e n t Bkk w y p a d ł r ó ż n y o d z e r a . Jeże l i p r z y k a ż d y m 
u p o r z ą d k o w a n i u k o l u m n o d &-tej d o n-te] e l e m e n t n a g ł ó w n e j p r z e k ą t n e j 
w ft-tym w i e r s z u j e s t r ó w n y z e r u , o z n a c z a t o , że w y z n a c z n i k c h a r a k t e ­
r y s t y c z n y u k ł a d u j e s t r ó w n y z e r u , a w i ę c u k ł a d m a w t e d y n i e s k o ń c z e n i e 
w i e l e r o z w i ą z a ń a l b o j e s t s p r z e c z n y . 

J a k j u ż p o d k r e ś l a l i ś m y , p r z y p a d e k t a k i j e s t w p r a k t y c e b a r d z o 
r z a d k i . 

M e c h b ę d z i e t e r a z d a n y u k ł a d p r ó w n a ń z n n i e w i a d o m y m i xx,x2,...,xn 

« n x1+a12x2 + ...+ a l n x n + a l n + 1 = 0, 
a 2 i x i ~ T " a22 x2-{-...-\- a2nxn-\- a 2 n + 1 = 0, 

(39) 

apl x l + ap2 x2 + • • • 4 " a p n x n T ap,n+l= 0> 

g d z i e p>n, a a i ; - ( i = l , 2 , . . . , p ; j=1,2,...,n-f-1) są s t a ł y m i w s p ó ł c z y n ­
n i k a m i . U k ł a d (39) j e s t n a o g ó ł s p r z e c z n y . 

Z a d a n i e n a s z e p o l e g a n a z n a l e z i e n i u w a r t o ś c i n i e w i a d o m y c h x l f x 2 , 
. . . , x n , k t ó r e b y m o ż b w i e n a j l e p i e j w sens ie m e t o d y n a j m n i e j s z y c h 
k w a d r a t ó w spe łn ia ły u k ł a d r ó w n a ń (39) , t z n . t a k i c h w a r t o ś c i , d l a k t ó ­
r y c h f u n k c j a 

(39a) 0(xlfx2,... ,xn)=(a„ xl +a12 x2 + . . . + a l n # „ + a l n + 1 ) 2 + 

+ («21 xl + «22 x2 + • • • + « 2 n x n + a 2,n+l ) 2 + • • • + 

+ (api x1 -f- ap2 x2 - j - . . . + apnxnĄ- a p - n + i ) a 

os iąga łaby i i i i u i i m m i . F u n k c j a </>(.<\,.i\ xn) j a k o w i e l o m i a n o g r a n i ­
c z o n y o d d o ł u l iczbą z e r o m u s i m i e ć m i n i m u m . M a m y s tąd u k ł a d n r ó w ­
n a ń z n n i e w i a d o m y m i 

d& d0 80 
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o k t ó r y m z a k ł a d a m y , ż e m a d o k ł a d n i e j e d n o r o z w i ą z a n i e . M o ż n a go n a ­
p i s a ć w p o s t a c i 

v \ i v \ I P \ V 
2 1 «vi avia,2 )x2+...+ ( J T a a a v n ) x n + £ aAa n + l = 0, 
v=l I \v=l / / v=I 

( p \ / p V / p V Jł 

( p \ / p \ I p \ v 

£ctrlarn\x1+ \^ar2arn\x2+...+ a^\xn+ £ avna,.n+1 = 0. 
v=l / / \v=l / r=l l 

J e s t t o u k ł a d równań normalnych Gaussa. P r ó c z w y l i c z a n i a w a r t o ś c i 
n i e w i a d o m y c h x1,x2,x3,...,xn t e g o u k ł a d u , o b l i c z a się j e s z c z e p o n a d t o 
b ł ą d średni 23, z j a k i m t e w a r t o ś c i spe łnia ją u k ł a d (39) , w e d ł u g w z o r u 

(41) 33 = M / P , 

g d z i e 0O= min0{x1,x2,...,xn). L i c z b a 0O j e s t z a t e m war tośc ią f u n k c j i 
0{x^ ) d l a z n a l e z i o n y c h z u k ł a d u (40) w a r t o ś c i x1,x2,...,xn. 
O t ó ż p o r z ą d k u j ą c w y r a z y w e w z o r z e (39a) m a m y 

0(xl,X2,...,Xn) = 

a * 2 f X r , n + l J#2 + 

/ \v = l / \ v - l / » - l 

i n a m o c y r ó w n a ń (40) 
(41a) 0 O = S < n + i + \ I avl av,n+l]xl 

r - 1 / V = i / 

P r z y j m u j ą c 

(42) a , 7 = j > v i a „ . (t = l , 2 , . . , , n ; ? = 1 , 2 , . . . , « + ! ) 
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o t r z y m u j e m y u k ł a d (40) w p o s t a c i (25) , a w z ó r (41a) w p o s t a c i 
v 

(43) <2>o= 2J a»,n+\ + a\,n+\xl + aZ,n+lx2~\~• • • + an,n+lxn-

i-1 

A l e ze w z o r ó w (36) m a m y a i < n + 1 = B i n + 1 - £ B v i G v n + 1 ( *==1 ,2 , . . . ,%) . 

U w z g l ę d n i a j ą c , że n a m o c y w z o r : r (37) j e s t BviGv1=BviGvi, o t r z y m u j e m y 

a\,n+lxlJr~a2,n+lx2Jr~ • • • ~\~an,n+lxn — 

= Pl,n+lxlJT ( -B 2 j n + 1 Bl2 ^ l . n + l ) x2 "T" (-^3,m+I - ^ l a C j n + i B23 C2n+1)x3 +... + 

+ (-^71,71+1 BlnC1>n+1 ^ 2 n . C 2 , n + l • • • Pn-l,n^n-\,n+\)xn = 

= Bl,n+lXl~\~ ( - ^ 2 , n + l — - ^ 1 , 7 1 + 1 ^ 1 2 ) ^ 2 + (-^3,71+1 -^1,71 + 1^13—-^2,71+1 ^ 2 3 ) ^ 3 + ••• + 

~T~(-^7i ,»+l ^ 1 , » + 1 C l » i -^2,71+1 ^271 • • • Bn-l,n+lGn—l,n)xn — 

= -^1,71+1 (Xl ^ 1 2 * 2 ^13 X 3 • • • @\nxn) + 

~ T " Ą , n + l (X2 @2$X3 • • • ^2nXn) + • • • +-^71,71+1^71 
i n a m o c y (38) 

n 

a l , n + l a ' l + a 2 , n + l f l ? 2 + ' • • + a n , 7 » + l a , n = 2 ^v,n+l^v,n+l-

Z a t e m w z ó r (43) p r z y b i e r a p o s t a ć 

(44) ^ i i f i + i ^ i C i ' 
v = l » = 1 

W p r o w a d z i m y o z n a c z e n i e 

W t e d y w z o r y (36) m o ż n a n a m o c y (42) n a p i s a ć łączn ie z (44) w p o s t a c i 

(45) ^ . - J d u < V + £ 4 * t ó 0 = 1 . 2 , • . * = 1 ,2 , . . . , ?• ) , 
»=1 v = l 

a e l e m e n t B n + l n + l d o ł ą c z y ć d o t a b e b (35) l]£ Bt{Ori o z n a c z a l i c z b ę oj. 

W z o r y (45) p o z w a l a j ą k o n s t r u o w a ć t a b e l ę (35) , a w i ę c i r o z w i ą z a ć 
u k ł a d r ó w n a ń (39) w r a z z o b U c z e n i e m b ł ę d u ś redn iego (41) z p o m i n i ę c i e m 
u k ł a d u r ó w n a ń n o r m a l n y c h (40) i t o n a p o d s t a w i e b a r d z o w y g o d n e g o 
s c h e m a t u . B ł ą d średni 23 o b l i c z a m y z o s t a t n i e g o e l e m e n t u B n + l n + 1 t a ­
b e l i (35) ze w z o r u 

[B V'2 

g d z i e p j e s t h c z b ą r ó w n a ń u k ł a d u (39) . W z ó r (46) w y n i k a z e w z o r u (41) . 
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U w a g a . S p o s ó b p o w y ż s z y m o ż n a r ó w n i e ż s t o s o w a ć , g d y l i c z b a p 
r ó w n a ń j e s t r ó w n a l i c z b i e n i e w i a d o m y c h , t j . g d y p=n. W t e d y - B n + i ) m + i = = 0 
i m o ż n a t e n w y r a z o p u ś c i ć a l b o w y k o r z y s t a ć d l a k o n t r o l i r a c h u n k ó w . 
P r o ś c i e j j e s t j e d n a k k o r z y s t a ć w t e d y z p o p r z e d n i c h w a r i a n t ó w m e t o d y 
s c h e m a t y c z n e j . 

P R Z Y K Ł A D 5. M e t o d ą n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w r o z w i ą z a ć u k ł a d 
r ó w n a ń 

3 , 1 5 3 ^ — 2 , 0 6 2 # 2 + 5 , 4 0 4 # 3 = = 1 4 , 0 0 2 , 

2 , 7 1 0 # 1 + 4 , 1 3 3 # 2 — 4 , 1 2 5 # 3 = — 4 , 3 1 5 , 

3 , 8 8 8 # 1 + 0 , 6 9 6 a ? 2 + 0 , 2 8 7 0 3 = 7 ,194, 

3 , 0 0 1 0 ? ! — 2 , 8 9 9 a j 2 — l , 7 2 5 a ; 3 = 1 0 , 0 0 3 , 

5 , 4 5 4 0 ! - 4 , 7 3 4 0 2 - l , 9 1 O 0 3 = 1 7 , 8 7 3 . 

R o z w i ą z a n i e u z y s k u j e m y k o n s t r u u j ą c t a b e l ę (35), k t ó r e j e l e m e n t y 
o b l i c z a m y z e w z o r ó w (45) i (37), a n a s t ę p n i e k o r z y s t a j ą c ze w z o r ó w (38) . 
B ł ą d średni o b l i c z a m y ze w z o r u (46) . A o t o p r a w i d ł o w y z a p i s u k ł a d u r ó w ­
n a ń , t a b e l i (35) i o b l i c z o n y c h p r z y b l i ż e ń d l a 0 i , 0 2 , 0 3 : 

* » i * i xt 1 

3,153 - 2 , 0 6 2 5,404 - 1 4 , 0 0 2 
2,710 4,133 - 4 , 1 2 5 4,315 
3,888 0,696 0,287 - 7 , 1 9 4 
3,001 - 2 , 8 9 9 - 1 , 7 2 5 - 10 ,003 
5,454 - 4 , 7 3 4 - 1 , 9 1 0 - 17 ,873 

71,154170 -27,114143 -8 ,617947 -187,923273 
- 1 0,381062 0,121117 2,641072 

42,300736 -17 ,233190 83,698070 
- 1 0,407397 -1 ,978643 

44,860405 -32,800544 
- 1 0,731169 

0,022767 

2,089153 -1 ,680767 0,731169 1 

A z a t e m x1^2,08d, 0 2 ^ — 1 , 6 8 1 , 0 3 ^ O , 7 3 1 . B ł ą d średni , z j a k i m t e p r z y ­
b l i żen ia spełnia ją r ó w n a n i a d a n e g o u k ł a d u , j e s t 

33 = 
0 , 0 2 2 7 6 7 T 2 

^ 0 , 0 6 8 . 
5 J 
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U w a g a . B ł ą d średni 23 o b l i c z a n y z e w z o r u (46) n i e o b e j m u j e b ł ę ­
d ó w w y n i k a j ą c y c h z p r z y j ę c i a n a p i e r w i a s t k i u k ł a d u w a r t o ś c i p r z y b l i ­
ż o n y c h a n i też b ł ę d ó w w y n i k a j ą c y c h z b ł ę d ó w w s p ó ł c z y n n i k ó w d a n e g o 
u k ł a d u r ó w n a ń . 23 p o d a j e j e d y n i e , z j a k i m b ł ę d e m ś r e d n i m są spe łn ione 
r ó w n a n i a u k ł a d u , g d y f u n k c j a (39a) os iąga m i n i m u m , j e s t w i ę c p e w n ą 
miarą s p r z e c z n o ś c i d a n e g o u k ł a d u r ó w n a ń . 

§ 5 5 . K r a k o w i a n y . Krakowianami n a z y w a m y z b i o r y l i c z b , u s t a w i o ­
n y c h w p r o s t o k ą t y , n a k t ó r y c h t o z b i o r a c h są z d e f i n i o w a n e p e w n e d z i a ­
łania . D l a o d r ó ż n i e n i a o d m a c i e r z y i w y z n a c z n i k ó w u j m u j e m y k r a k o w i a n y 
w k l a m r y . O t o p r z y k ł a d y k r a k o w i a n ó w : 

—2 1 

0 5 

2 n 
0,3 4 

{1,12 6,32 - 5 , 0 6 1,09}, 

-2 3,1 - 5 

- 1 6 2 

0 0,4 4,1 

K r a k o w i a n y A i B u w a ż a m y z a r ó w n e w t e d y i t y l k o w t e d y , g d y m a j ą 
w s z y s t k i e e l e m e n t y o d p o w i e d n i o r ó w n e . Jeże l i n p . 

A=B, 

to a=g, b=h, c—j, d=k, e—m i f=n. 
M n o ż y ć m o ż n a t y l k o k r a k o w i a n y o j e d n a k o w e j l i c z b i e w i e r s z y . 

Iloczynem k r a k o w i a n u 

a b 9 
A = c d i k 

e 1 m n 

au a12 

A = • • a2n 

aml am2 • • • amn 
p r z e z k r a k o w i a n 

ł>12 ... blp 

B = »22 . . . 6 2 p 

Ki ° m 2 • • • bmp 

n a z y w a m y t a k i k r a k o w i a n 

OH C12| • • • cln 

flU 
C21 C22 • • • c2n 

CJ)1 CP2 • • • cpn . 

w k t ó r y m 

cij = aljbli + a2ib2i+... + a m j b m i i ( i = l , 2 , . . . , p ; ? ' = l , 2 , . . . , w ) . 
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I l o c z y n k r a k o w i a n u A p r z e z k r a k o w i a n B z a p i s u j e m y s y m b o l i c z n i e 

A-B=C l u b AB=C. 

N a p r z y k ł a d 

3 - 2 1 
0 6 8 
4 1 0 

-4 1 7 

O z n a c z a m y literą r k a ż d y k r a k o w i a n t y p u 

1 0 0 . . . 0 
0 1 0 . . . 0 
0 0 1 . . . 0 

5 - 2 3 6 1 
2 0 0 — 1 - 1 
6 2 3 — 4 5 
4 5 5 9 0 

7 - 8 — 7 
18 1 1 3 3 

1 2 3 8 
34 - 1 3 61 
23 - 3 - 7 

(47) 

0 0 0 

K r a k o w i a n (47) n a z y w a ć b ę d z i e m y jednostkowym. 
Ł a t w o s p r a w d z i ć , ż e d l a k a ż d e g o k r a k o w i a n u A j e s t 

(48) 

n a t o m i a s t 

(49) 

Ar=A, 

TA=A*, 

g d z i e A* j e s t k r a k o w i a n e m , j a k i o t r z y m u j e m y z a m i e n i a j ą c w k r a k o w i a ­
n i e A j e g o w i e r s z e z k o l u m n a m i . M a m y n a p r z y k ł a d 

3 - 2 1 0 0 3 - 2 
T 5 6 = • 0 1 0 5 6 

- 1 7 o 0 1 - 1 7 i 
3 o 

-2 6 5 

6 7 J 

Mnożenie krakowianów nie jest przemienne, t z n . i l o c z y n AB d w ó c h 
k r a k o w i a n ó w A i B j e s t n a o g ó ł r ó ż n y o d i l o c z y n u BA. Ł a t w o j e d n a k 
w y k a z a ć , że 

(50) BA=r(AB) = (AB)*. 

Mnożenie krakowianów nie jest też łączne, t z n . i l o c z y n A(BC) j e s t 
n a o g ó ł r ó ż n y o d i l o c z y n u (AB) C. Ł a t w o w y k a z a ć p r a w d z i w o ś ć w z o r ó w 

A(BC) = [A(rC)]B = (AC*)B i (AB)C=A[C(rB)]=A{CB*). 

I l o c z y n (AB)C z a p i s u j e m y w p r o s t j a k o ABC. Z g o d n i e z tą u m o w ą o s t a t ­
n i e d w a w z o r y p r z y b i e r a j ą p o s t a ć 

(51) A(BC)=A{rC)B=AC*B, ABC=A[C(rB)]=A{CB*). 
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D u ż ą ro lę o d g r y w a w r a c h u n k u k r a k o w i a n o w y m r o z k ł a d k r a k o w i a n u n a 
c z y n n i k i , b ę d ą c e k r a k o w i a n a m i o s p e c j a l n e j b u d o w i e . E l e m e n t k r a k o w i a n u 
r ó ż n y o d z e r a i t a k i , że w s z y s t k i e e l e m e n t y leżące p o d n i m w t e j s a m e j k o ­
l u m n i e są r ó w n e z e r u , n a z y w a m y elementem oporowym. K r a k o w i a n m a ­
j ą c y w k a ż d y m w i e r s z u e l e m e n t o p o r o w y n a z y w a m y elementarnym. K i a -
k o w i a n , k t ó r e g o w s z y s t k i e e l e m e n t y są r ó w n e z e r u , n a z y w a m y zerowym. 
M o ż n a d o w i e ś ć ( d o w ó d p o m i j a m y ) , że każdy krakowian niezerowy A jest 
rozkładałny na czynniki O i H, będące krakowianami elementarnymi. R o z ­
k ł a d t a k i n i e j e s t j e d n o z n a c z n y , co n i e m a w i ę k s z e g o z n a c z e n i a d l a r a ­
c h u n k u k r a k o w i a n o w e g o . M o ż n a j e d n a k w y k a z a ć , że l i c z b a w i e r s z y w c z y n ­
n i k a c h e l e m e n t a r n y c h G i H j e s t stała i c h a r a k t e r y s t y c z n a d l a d a n e g o 
k r a k o w i a n u A. N a z y w a m y ją rangą k r a k o w i a n u . Jeże l i n p . 

(52) A = 

g d z i e 

an «12 a 

«21 <̂ 22 a 

«31 a 32 a 

«41 ai2 a 
33 

G 
0 

011 012 0 u Ki ^12 

= 0 022 923 0 ^22 ^23 n2i = GH, 
0 0 933 0 0 ^33 ' l34 

013 lln &12 Jl13 llu 

i/23 i H = 0 ^22 ^23 ^24 

f/33 0 0 ^33 ^34 

są k r a k o w i a n a m i e l e m e n t a r n y m i , t o k r a k o w i a n A j e s t r a n g i 3 . 
K r a k o w i a n , k t ó r e g o r a n g a j e s t r ó w n a l i c z b i e k o l u m n , n a z y w a m y 

krakowianem pełnej rangi. 
R o z k ł a d a j ą c k r a k o w i a n A n a c z y n n i k i e l e m e n t a r n e p r z y j m u j e m y 

c z ę s t o z g ó r y , iż e l e m e n t y oporow r e j e d n e g o z c z y n n i k ó w e l e m e n t a r n y c h 
są r ó w n e 1, a p o z o s t a ł e e l e m e n t y o b l i c z a m y k o l e j n o , m n o ż ą c k o l u m n y 
o b u c z y n n i k ó w i p r z y r ó w n u j ą c d o o d p o w i e d n i e g o e l e m e n t u k r a k o w i a n u A. 
Jeśl i n p . z a ł o ż y m y w e w z o r z e (52) 

911 ~ 922 — ? 3 3 = 1 > 

t o , m n o ż ą c p i e rwszą k o l u m n ę k r a k o w i a n u G k o l e j n o p r z e z k o l u m n y 
k r a k o w i a n u H, o t r z y m u j e m y 

i m a m y w t e n s p o s ó b e l e m e n t y p i e r w s z e g o w i e r s z a k r a k o w i a n u H. M n o ­
ż y m y t e r a z k o l e j n o k o l u m n y k r a k o w i a n u G p r z e z p i e rwszą k o l u m n ę 
k r a k o w i a n u H. O t r z y m u j e m y 

9uK=aii 0' = 1 , 2 , 3 ) . 
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Jeże l i hn^0, o b l i c z a m y s tąd e l e m e n t y p i e r w s z e g o w i e r s z a k r a k o w i a n u 67. 
Jeże l i ^11 = 0 = % - , p r z y j m u j e m y w a r t o ś c i gv d o w o l n i e , n p . gl2 = gn = 0 
( < 7 n = l ) . Jeże l i iin = 0, a co n a j m n i e j j e d e n z e l e m e n t ó w axj j e s t r ó ż n y 
o d z e r a , m u s i m y z m i e n i ć u k ł a d e l e m e n t ó w o p o r o w y c h w k r a k o w i a n a c h 
G i H i p r ó b o w a ć r o z k ł a d u o d n o w a . W m y ś l c y t o w a n e g o j u ż t w i e r d z e n i a , 
j eże l i k r a k o w i a n A n i e j e s t z e r o w y , t o i s t n i e j e t a k i u k ł a d e l e m e n t ó w o p o ­
r o w y c h w c z y n n i k a c h e l e m e n t a r n y c h , że r o z k ł a d j e s t m o ż l i w y . 

Z a ł ó ż m y z a t e m , że o b l i c z y l i ś m y j u ż e l e m e n t y p i e r w s z e g o w i e r s z a 
k r a k o w i a n ó w G i H. M n o ż y m y t e r a z drugą k o l u m n ę k r a k o w i a n u G k o ­
l e j n o p r z e z k o l u m n y k r a k o w i a n u H i o t r z y m u j e m y 

c z y l i 
912 "U 4" 9X2 ^ 2 i — ai2 t 

9i2Ki+Ki=a,i2 (»=2>3,4) , 

s k ą d o b l i c z a m y h2i i t d . 
O t o p r z y k ł a d r o z k ł a d u n a c z y n n i k i e l e m e n t a r n e : 

(53) 

-2 - 6 
1 8 

-1 - 3 
4 18 

2 
- 6 

3 
-11 

1 3 — 1 — 2 1 - 1 4 
0 1 — 1 0 5 0 6 
0 0 1 0 0 2 - 1 

K r a k o w i a n C n a z y w a m y ilorazem k r a k o w i a n ó w A i B i p i s z e m y 

(54) C=A:B, 

C(TB)=A, (54a) 

c z y l i n a m o c y (49) 

(54b ) CB*=A. 

D z i e l e n i e k r a k o w i a n ó w n i e z a w s z e j e s t w y k o n a l n e i m o ż e b y ć w i e l o ­
z n a c z n e . W a r u n k i e m k o n i e c z n y m , a l e n i e w y s t a r c z a j ą c y m w y k o n a l n o ś c i 
d z i e l e n i a (54) j e s t j e d n a k o w a l i c z b a w i e r s z y w k r a k o w i a n a c h A i B. I l o ­
r a z G m a t y l e k o l u m n , i l e i c h m a d z i e l n a A i t y l e w i e r s z y , i l e k o l u m n m a 
d z i e l n i k B. 

I l o r a z (A:B):G p i s z e m y w p r o s t A;B:C. Ł a t w o s p r a w d z i ć n a s t ę ­
p u j ą c e w z o r y : 

(55) A:{BC) = A:(rC):B, A:B:C=A:[C(rB)]. 

S p o s t r z e g a m y t u a n a l o g i ę z e w z o r a m i (51) . W p r z y p a d k u w i e l o z n a c z ­
n o ś c i i l o r a z ó w r ó w n o ś c i (55) n a l e ż y traktoA\ rać j a k o r ó w n o ś c i m n o g o ś ­
c i o w e m i ę d z y z b i o r a m i w y n i k ó w dz ie leń . 
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Jeże l i k r a k o w i a n B j e s t e l e m e n t a r n y , o b l i c z a m y e l e m e n t y i l o r a z u 
C=A:B m n o ż ą c k o l e j n o k o l u m n y k r a k o w i a n ó w C i B*, p r z y r ó w n u j ą c 
d o o d p o w i e d n i c h e l e m e n t ó w k r a k o w i a n u A i r o z w i ą z u j ą c o t r z y m a n y 
w t e n s p o s ó b u k ł a d r ó w n a ń . Jeże l i k r a k o w i a n B n i e j e s t e l e m e n t a r n y , 
t o r o z k ł a d a m y go n a j p i e r w n a c z y n n i k i e l e m e n t a r n e , a n a s t ę p n i e w y ­
k o n u j e m y d z i e l e n i e w e d ł u g w z o r ó w (55) . 

O b l i c z m y n p . i l o r a z 

4 - 3 4 
- 1 7 47 

6 - 2 3 
— 2 8 107 

W e d ł u g w z o r ó w (55) m a m y u w z g l ę d n i a j ą c d o k o n a n y j u ż r o z k ł a d (53) 
n a c z y n n i k i e l e m e n t a r n e 

- 2 - 6 2 
1 8 - 6 

- 1 - 3 3 
4 18 - 1 1 

4 - 3 4 
-17 47 

6 - 2 3 
-28 107 

-2 0 0 
1 5 0 

- 1 0 2 
4 6 - 1 

O b l i c z a m y n a j p i e r w p i e r w s z y i l o r a z 

4 - 3 4 
- 1 7 47 

6 — 2 3 
- 2 8 107 

- 2 0 0 
1 5 0 

- 1 0 2 
4 6 - 1 

1 3 -
0 1 -
0 0 

du d12 

« " 2 i d22 

^31 d32 

N a m o c y (54b) j e s t 

dn d12 

d2i d22 

d3i d32 

- 2 1 - 1 4 
0 5 0 6 
0 0 2 - 1 

4 - 3 4 
- 1 7 47 

6 — 2 3 
- 2 8 107 

M n o ż ą c t u k o l e j n o k o l u m n y k r a k o w i a n ó w p o l e w e j s t r o n i e z n a k u r ó w n o ś c i 
i p r z y r ó w n u j ą c d o o d p o w i e d n i c h e l e m e n t ó w k r a k o w i a n u p o p r a w e j s t r o ­
n i e o t r z y m u j e m y r ó w n a n i a 

— 2 % 1 = 4 , — 2d12 = — 3 4 , d u 4 - 5 % 1 = = - 1 7 , d 1 2 + 5 % 2 = 4 7 , 

- d u + 2 d 3 1 = 6 , -d12+2d32 = -23, idn+6d21-d31 = - 2 8 , 

4 d i 2 + 6 % 2 - d 3 2 = 1 0 7 , 

z k t ó r y c h k o l e j n o d o s t a j e m y 

dn = — 2 , d12=17, d2i = — 3 , d 2 2 = 6 , d 3 1 ==2, d32 = — 3 . 
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W y n i k i e m p i e r w s z e g o d z i e l e n i a j e s t z a t e m k r a k o w i a n 

- 2 17 
- 3 6 

2 - 3 

M a m y t e r a z 

x u X12 - 2 17 i 3 — 1 
X2i #22 = - 3 6 0 1 - 1 
X31 #32 2 - 3 0 0 1 

c z y l i 

# u #12 1 0 0 
# 2 1 #22 3 1 0 

^31 #32 - 1 - 1 1 

- 2 17 
= - 3 6 

2 - 3 

M n o ż ą c k o l e j n o k o l u m n y k r a k o w i a n ó w p o l e w e j s t r o n i e z n a k u r ó w ­
nośc i i p r z y r ó w n u j ą c d o o d p o w i e d n i c h e l e m e n t ó w k r a k o w i a n u p o p r a w e j 
s t r o n i e o t r z y m u j e m y r ó w n a n i a 

(56) 
X. 21 

#11 "f" 3# 2 j # 3 1 — 2, # 1 2 - j -3#22 #32 — 1 7 , 

# 3 1 = 3 , # 22 # 3 2 = 6 , # 3 i = 2 , # 3 2 = — 3 , 

z k t ó r y c h o t r z y m u j e m y 

3*31 = 2 , #32 = — 3 , 

Z a t e m 

- 1 , X. 22" #1 =3, #12 — 5 . 

3 5 
-1 3 
2 - 3 

W p r a k t y c e d z i e l e n i e k r a k o w i a n u p r z e z k r a k o w i a n e l e m e n t a r n y 
w y k o n u j e m y b e z p o ś r e d n i o , n i e p r z e c h o d z ą c d o p o s t a c i i l o c z y n o w e j i n i e 
w y p i s u j ą c r ó w n a ń n a n i e z n a n e e l e m e n t y i l o r a z u . P i s z ą c b o w i e m n p . 
o s t a t n i o o b l i c z a n y i l o r a z w p o s t a c i 

' - 2 17 1 3 — 1 # u ^12 

- 3 6 0 1 - 1 = #21 #22 

2 - 3 0 0 1 ^31 #32 

z a u w a ż a m y , iż r ó w n a n i a (56) m o ż n a o t r z y m a ć w p r o s t o b l i c z a j ą c i l o c z y n y 
w i e r s z y d z i e l n i k a p r z e z k o l u m n y i l o r a z u i p r z y r ó w n u j ą c d o e l e m e n t u d z i e l ­
n e j , k t ó r y l e ż y w t y m ż e w i e r s z u , co m n o ż o n y w i e r s z d z i e l n i k a i w k o l u m n i e 
o t y m ż e w s k a ź n i k u , co m n o ż o n a k o l u m n a i l o r a z u . K o l e j n o ś ć t y c h m n o -
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żeń d o b i e r a m y t a k , a b y e l e m e n t y i l o r a z u m o ż n a b y ł o k o l e j n o o b l i c z a ć 
w p a m i ę c i i z a p i s y w a ć . I t a k , m n o ż ą c w p a m i ę c i t r z e c i w i e r s z d z i e l n i k a 
p r z e z p ierwszą k o l u m n ę i l o r a z u i p r z y r ó w n u j ą c d o 2 , o b l i c z a m y , że x3l=2, 
co o d r a z u z a p i s u j e m y . A n a l o g i c z n i e o b l i c z a m y i z a p i s u j e m y x32 = — 3. 
M n o ż ą c t e r a z d r u g i w i e r s z d z i e l n i k a p r z e z p ierwszą k o l u m n ę i l o r a z u , 
w k t ó r e j j u ż z a p i s a n o x31=2, i p r z y r ó w n u j ą c d o — 3 , o b l i c z a m y z ł a twośc ią 
w p a m i ę c i x21 = —l i t d . 

W p r z y k ł a d z i e p o w y ż s z y m r a c h u n k i b y ł y t a k p r o s t e , że m o ż n a j e 
b y ł o w y k o n y w a ć w p a m i ę c i . W p r z y p a d k a c h t r u d n i e j s z y c h w y k o n u j e m y 
r a c h u n k i n a a r y t m o m e t r z e . M n o ż e n i e k o l u m n p r z e z k o l u m n y c z y 
w i e r s z y p r z e z k o l u m n y n a a r y t m o m e t r z e p r z e b i e g a b a r d z o ł a t w o i n i e 
w y m a g a p o m o c n i c z y c h z a p i s ó w . 

D z i e l e n i e p r z e z k r a k o w i a n m o ż n a n i e r a z zas tąp i ć m n o ż e n i e m p r z e z 
o d w r o t n o ś ć . 

Odwrotnością k r a k o w i a n u A b ę d z i e m y n a z y w a l i t a k i k r a k o w i a n A - 1 , 
d l a k t ó r e g o j e s t 

(57) A~lA=r, 

g d z i e T j e s t k r a k o w i a n e m j e d n o s t k o w y m . 
N i e k a ż d y k r a k o w i a n m a o d w r o t n o ś ć . K r a k o w i a n m o ż e m i e ć r ó w n i e ż 

n ie j edną o d w r o t n o ś ć . M o ż n a u d o w o d n i ć , że odwrotność krakowianu A 
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy A jest krakowianem pełnej rangi. M o ż n a 
r ó w n i e ż u d o w o d n i ć , że gdy A jest krakowianem kwadratowym, t z n . m a j ą c y m 
t y l e ż w i e r s z y , co k o l u m n , to może mieć tylko jedną odwrotność. O d w r o t ­
n o ś ć A - 1 k r a k o w i a n u A o b h c z a m y z a z w y c z a j ze w z o r u (57) , c z y l i 

(58) A~1 = r:(rA)=r:A*. 

Jeże l i A n i e j e s t k r a k o w i a n e m e l e m e n t a r n y m , w y m a g a t o j e d n a k u p r z e d ­
n i e g o r o z k ł a d u A n a c z y n n i k i e l e m e n t a r n e . 

Krakowianem trójkątnym n a z y w a m y k r a k o w i a n k w a d r a t o w y , w k t ó ­
r y m p o j e d n e j s t r o n i e j e d n e j z d w ó c h p r z e k ą t n y c h w s z y s t k i e e l e m e n t y są 
r ó w n e z e r u . O t o p r z y k ł a d y k r a k o w i a n ó w t r ó j k ą t n y c h : 

1 2 
0 2 
0 0 -

Pierwiastkiem kwadratowym krakowianu A n a z y w a m y t a k i k r a k o w i a n 
t r ó j k ą t n y B, że 

BB=A. 

B ę d z i e m y p i s a k r ó w n i e ż B2=A. 



§ 55. Krakowiany 2 4 1 

M o ż n a u d o w o d n i ć , ż e krakowian kwadratowy, symetryczny ( t j . t a k i , 
w k t ó r y m e l e m e n t l e ż ą c y w i - t y m w i e r s z u i j - t e j k o l u m n i e j e s t r ó w n y 
e l e m e n t o w i l e ż ą c e m u w ? - t y m w i e r s z u i i - t e j k o l u m n i e d l a i,7=1,2,...), 
pełnej rangi i taki, że pełnej rangi są krakowiany narożne ( t j . t a k i e , k t ó r e 
o t r z y m u j e m y z d a n e g o k r a k o w i a n u k w a d r a t o w e g o o d r z u c a j ą c k o l e j n o 
o s t a t n i w i e r s z w r a z z os tatn ią k o l u m n ą , aż d o c h o d z i m y d o j e d n e g o t y l k o 
e l e m e n t u ) , ma pierwiastek kwadratowy. 

P r z y j m u j ą c 

bu 6 1 2 . . . bj. 
0 6 9 9 . . . 6, 

m a m y 

au a12 

A = Q>21 ®22 • • a2n , B-

anl an2 • • • ann 

bn b12 ••• bln bn b12 ••• bln 

0 & 2 2 ••• b2n 0 b22 ••• b2n 

0 0 ••• bnn 0 0 ••• bnn 

0 o 

a„ a . 

anl an2 

s k ą d w y n i k a j ą n a s t ę p u j ą c e w z o r y 

[ i - i 
( t = l , 2 , . . . , » ) , 

i - l 11/2 

- £ Ki 
(59) • i - i 

aH— 2 h « bvj 

h = "77— ( t = l , 2 , . . . , n ; ; = t + l , » + 2 , . . . . , n ) . 

( S y m b o l ^b^b^ o z n a c z a j a k p o p r z e d n i o h c z b ę z e r o ) . 

K i e r u j ą c się t y m i w z o r a m i m o ż e m y z ła twośc ią u ł o ż y ć s c h e m a t 
p o s t ę p o w a n i a d l a o b l i c z e n i a p i e r w i a s t k a k w a d r a t o w e g o B d a n e g o k r a ­
k o w i a n u A. 

O b l i c z m y n a p r z y k ł a d p i e r w i a s t e k k w a d r a t o w y B k r a k o w i a n u 

A = 
6,153 2 ,201 1,077 
2 ,201 7,000 3 ,456 
1,077 3 ,456 5 ,876 

O b l i c z a j ą c k o l e j n o e l e m e n t y w e d ł u g w z o r ó w (59) o t r z y m u j e m y 

B = 

2 ,481 0 ,887 0 ,434 
0 
0 

2 ,493 1,232 
2 ,042 

Motody numeryczno 1 graficzne — 16 



2 4 2 V I . Rozwiązywanie układów równań l iniowych — K r a k o w i a n y 

T w ó r c ą r a c h u n k u k r a k o w i a n o w e g o j e s t a s t r o n o m i m a t e m a t y k 
p o l s k i T a d e u s z B a n a c h i e w i c z . E a c h u n e k k r a k o w i a n o w y j e s t p e w n y m 
w a r i a n t e m r a c h u n k u m a c i e r z o w e g o . W s z y s t k i e dz ia łan ia k r a k o w i a n o w e 
da ją się p r z e t ł u m a c z y ć n a j ę z y k m a c i e r z o w y i n a o d w r ó t . T o , że w p e w ­
n y c h z a g a d n i e n i a c h w o l i m y p o s ł u g i w a ć się r a c h u n k i e m k r a k o w i a n o w y m , 
a n i e m a c i e r z o w y m , p o d y k t o w a n e j e s t w y g o d ą r a c h u n k ó w . N a j w a ż n i e j ­
s z y m , a l e n i e j e d y n y m , z a s t o s o w a n i e m k r a k o w i a n ó w j e s t r o z w i ą z y w a n i e 
u k ł a d ó w r ó w n a ń l i n i o w y c h . Z a s t o s o w a n i o m t y m p o ś w i ę c a m y n a s t ę p n y 
p a r a g r a f 1 ) . 

§ 56 . M e t o d y k r a k o w i a n o w e r o z w i ą z y w a n i a u k ł a d ó w r ó w n a ń 
l i n i o w y c h . N i e c h b ę d z i e d a n y u k ł a d n r ó w n a ń z n n i e w i a d o m y m i 
x1, x2,..., xn 

# l l a 7 l + #12^2 " K • • -\-0>inxn— # l , n + l j 

#21 x i -f- # 2 2 x 2 + • • • " ł " a2nxn ~ # 2 , » + l 1 

(60) 

#nl xl + an2 x2 + • • • + annxn = an,n+11 

g d z i e ai}- ( » = l , 2 , . . . , n ; ? = l , 2 , . . . , n - + 1 ) są s t a ł y m i w s p ó ł c z y n n i k a m i . 
Jeś l i w p r o w a d z i m y k r a k o w i a n y 

xl #11 a 1 2 . • <*i» # i , » + i 

x2 , A = #21 #22 • • # 2 n , L = # 2 ,n + l 

xn. #nl # n 2 • • # n n . an,n+l. 

t o u k ł a d (00) m o ż e m y z a p i s a ć z a p o m o c ą k r a k o w i a n ó w 

(61) X(rA)=XA*=L, 

g d z i e A* o z n a c z a — j a k p o p r z e d n i o — k r a k o w i a n , j a k i o t r z y m u j e m y 
z k r a k o w i a n u A, z a m i e n i a j ą c w n i m w i e r s z e z k o l u m n a m i . 

M a m y s tąd n a m o c y (54) i (54b) 

X = £ : A. 

D o w y k o n a n i a t ego d z i e l e n i a p o t r z e b n y j e s t n a o g ó ł r o z k ł a d k r a k o w i a n u A 
n a c z y n n i k i 

A=GH, 

g d z i e G i H są k r a k o w i a n a m i e l e m e n t a r n y m i . M a m y s tąd 

X=L: (GE) 

') Inne zastosowania rachunku krakowianowego znajdzie czytelnik m . i n . 
w książce: T . B a n a c h i e w i c z , Eachunek krakowianowy (w przygotowaniu). 


