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Na podstawie powyzszych rozwazan widzimy, iz mozna podaé roz-
wigzania ukladu (7) co najwyzej z dokladnogeig do trzech znakéw dzie-
sigtnych po przecinku. Oto rozwigzanie ostateczne tego ukladu:

(24) a,~0,000, @a,~0,996, a,~0,020, a,~—0,203, a,~0,029.

Pojawia sie jednak pytanie, dlaczego w przykladzie 6 z rozdzialu I'V
przyjelismy rozwigzania tego samego ukladu z dokladnogeiag do szesciu
miejsce dziesietnych po przecinku. Ot6z w rozwigzywanym tam zadaniu
zalezalo nam nie tyle na dokladnym okrefleniu pierwiastkow ag,a,,...,a,,
ile na znalezieniu takich ich przyblizen, ktére by dobrze spelnialy uklad
réwnan (7) (por. rozwazania w § 40). Poniewaz bledy przyblizen a,,a,,...,a,
nie s od siebie niezalezne, mozna tak dopasowaé te przyblizenia, biorge
dla nich wiekszg liezbe cyfr po przecinku, ze beda one lepiej spelnialy
uklad réwnan niz przyblizenia (24). Nie przeczy to jednak temu, ze blad
kazdego z tak dopasowanych przyblizen z osobna moze byé duzy.

Jak wida¢ z powyzszego przykladu, oszacowanie maksymalnych
bledéw pierwiastkow ukladu réwnan (2) jest rzeczg zmudng. Najezedciej
jednak nie zalezy nam na takich szacowaniach, a wystarcza oszacowanie
dokladnodci, z jakg spelnione sg same réwnania. Tak jest np. w metodzie
najmniejszych kwadratow.

Jezeli zalezy nam na oszacowaniu bledéw pierwiastkéow ukladu (2),
to nieraz wystarcza oszacowaé blad €redni tych pierwiastkéw. Istnieja
na to specjalne metody, miedzy innymi metoda krakowianowa. Zagad-
nieniem tym zajmowaé si¢ jednak nie bedziemy.

§ 54. Metoda schematyczna. Metoda schematyezna powstaje z me-
tody eliminacji przez ulozenie dogodnego schematu wykonywanych
dziatan. Niech bedzie dany uklad n réwnan z n niewiadomymi @,,2,,...,,

Ay 0+ @yt oot @yt @ =0,
gy By Qg By + oo+ Qo B+ Gy gy = 0,

LT MO B, ol N e Apni1= 0,

gdzie a; (i=1,2,...,n; j=1,2,...,n,n+1) sy stalymi wspélezynnikami.
Zakladamy — jak poprzednio przy metodzie eliminacji — ze uklad ma
dokladnie jedno rozwigzanie, tzn. jego wyznacznik charakterystyeczny
jest rézny od zera. Wynika stad, Ze co najmniej jeden ze wspolezynnikéw
przy niewiadomej @, jest rézny od zera. Zakladamy, ze réwnania ukladu
(25) sg tak uporzgdkowane, iz a; 0.

Eliminujemy z ukladu (25) niewiadomg x,. W tym celu od i-tego
rownania (i=2,3,...,n) odejmujemy stronami réwnanie pierwsze pomno-
zone stronami przez a;/a, . Otrzymujemy w ten sposéb uklad réwnan
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1)22.’1?2 + 3!2333‘3 +. . + bznmn +b2|ﬂ+l: O’
by @y + gy @3+ .. + by +by 1= 0,

(26 A L VST R M
bnzme +bn3 $U3+. LA +b1mmn +bﬂ,n+1 5 0?
gdzie
Ay . A
(27) by=ay—ay —-  (i=2,3,...,n; j=2,3,...,n+1).

11

Co najmniej jeden ze wspolezynnikéow przy niewiadomej x, jest w tym
ukladzie rézny od zera, gdyz w przeciwnym razie uklad (26), a z nim i uklad
(25) mialby nieskonczenie wiele rozwigzan na ,, co jest sprzeczne z za-
lozeniem. Zakladamy, ze réownania ukladu (25) sy tak uporzadkowane,
iz by, #0.

Eliminujemy z ukladu (26) niewiadomg x, w sposéb analogiczny
do uzytego przy eliminacji niewiadomej »;, z ukladu (25). Otrzymujemy
nowy uklad réwnan

Cy3 L3+ Cyy Byt oo+ Cyp Ty +C3 1= 0,

Cy33+ Cog @yt oo+ Con @y +C4 011 =0,
(2B )00 s 15 e s Bra srpiare i Sl s Bt KRG R Dkt 5

Cny L3 +Cpg Byt o .+ Cpp @y +Cp 1 =10,

gdzie
b 5 !
0= bi;— b b_'-i (1=3,4,...,n; j=3,4,...,n+1),
22
czyli na moey (27)
(29) byt = o | M
: i 1 ayy b byy

Eliminujge z ukladu (28) niewiadomg @; otrzymujemy nowy uklad
rownan
Ay @4+ dgs 05+ o .+ Ay @, +dy =0,

5y @+ dss @5+ o .+ A @y +-d5 =0,

(B0Yr L1 a0 i UOTO L et S = St BT
= dmm4+du5$s+...+dm$n+dn,ﬂ+| = !}’
gdzie
Cs; : ), . s
d&i"""cij_cis}‘si (1=4,5,...,m; j=4%4,5,...,m+1),
‘38

czyli na mocy (29)

5 by
31 = O — (e =t e e S
(31) i = Qi il i “ i i3

O3

Cay
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Postepujac dalej analogicznie uzyskujemy uklady réwnan o coraz
to mniejszej liczbie réwnan i niewiadomych, az dochodzimy wreszcie
do jednego tylko réwnania z jedng niewiadomg x,

kma Ty + ku,n -5y {d 0.

Biorge z kazdego z ukladow (25), (26), (28), (30) i nastepnych tylko
pierwsze réwnania, podzielone stronami przez pierwszy ze wspolezyn-
nikéw w kazdym réwnaniu, ofrzymujemy uklad

& a LT Ay py
:I'l '{" ‘1_2 CL‘:"E— ]3'&1?3'!-...-}' ] .’I‘ﬂ-}- —l,ﬂil:()’
LT ay yy ayy
b b b
(32) PR PR AL TS s
522 622 bz:z

C3n C3nt1
Byt... - —x, +——"=0,
38 Ca3

ol @ s e @ m el e 8 wiml s 4Bl e

kn,n-f-l_
G
z ktérego juz mozna z latwodeig obliczy ¢ kolejno niewiadome @, ,@, 1,...,@;.
Metoda schematyczna polega wladnie na konstrukeji ukladu (32)
na podstawie ukladu (25) wedlug dogodnego schematu. Mianowicie wspol-
czynniki ukladu (32) z zachowaniem ich kolejnosei figuruja powyzej
gltéwnej przekatnej w tablicy

fyy yy yy yp @y il
Apy= ay A= — Ayy= A= — condlip = — 111,u+1='
@y, Uy hyy yy thyy
; bay | by ban benit
A 21 = (byy A w= h!l A "= - HAgy= — 151 _.i m= -'1t,ﬂ-i-1 —_—
bg bys bay bys
Caq Can Ca n41
Ay = gy Aga= byy Agy= e43 Agy= — SHED. PN St -I:HHI_
Cas Cay Cas
dyn d, n41
Ay = ay Aya= bys A= L= du Lin e l-l.?l-{-l e ==
flyy s
ey, m
! " y -1
Apy= Gy, Ape= byy Apa= tya Apg=tdyg o Apn, =Ky, A natl1= I ’
nn

ktorej elementy daja sie latwo kolejno obliczaé¢. Mianowicie elementy
pierwszej kolumny tej tabeli sg identyczne z elementami stojacymi w pierw-
szej kolumnie w tabeli wspolezynnikéw ukladu (25), pozostale elementy
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pierwszego wiersza otrzymujemy dzielge odpowiadajgce im elementy
tabeli wspélezynnikéw ukladu (25) przez a,,, wreszcie wszystkie pozo-
stale elementy obliczamy ze wzoru rekurencyjnego

i—1
34 A,= il
( ) y aﬁ'—" 2 A‘lr‘:lr}
=i dla i<,
Ag

Istotnie dla j=2 oraz 7=2,3,...,n mamy ze wzoru (27)

Ay .
bip = @y — @ y czyi Ap=a,—A4,4,,

zgodnie z (34).
Dla i=2 oraz j=3,4,...,n+1 mamy ze wzoru (27)

ﬂl‘ Y afoi — .;’121 Al)'
Doy = Qg; — gy — czyli A==
2f aj 21 y y aj
ay A,

zgodnie z (34).
Dla j=3 oraz ¢=3,4,...,2» mamy na mocy (29)

Cis = Qg — By — — byy = y Czyli ~Ag=ay— A, Ayy— A Ay
an bay
znowu zgodnie z (34).
Mozna ogdélnie udowodni¢ metodg indukeji zupelnej prawdziwosé
wzoru (34). Dow6d pomijamy.
Rozwigzanie ukladu réownan (25) metodq schematyezng polega na:

1° Skonstruowaniu tabeli (33) przez: a) wypisanie pierwszej kolumny
jako kolumny wspolezynnikéw przy @, w ukladzie (25), b) wypisanie
pozostalych elementéw pierwszego wiersza wedlug wzoru A,; =ay; [ay,
(3=2,3,...,m+1), ¢) wypisanie kolejno pozostalych elementéw poshu-
gujac si¢ wzorem rekurencyjnym (34).

2° Wypisaniu ukladu réwnan (32), ktoérych wspolezynniki (poza
pierwszymi rownymi 1) z zachowaniem ich porzgdku figurujg w tabeli (33)
ponad gléwng przekgtng. (Przy odpowiednim zapisie tabeli mozna tego
ukladu nie wypisywaé¢ osobno, por. przyklad 3).

3° Obliczeniu kolejno niewiadomych @,,&, ,,...,# z ukladu (32).

PrZYEEAD 3. Rozwigzemy metodg schematyezng uklad réwnan (8)
z przykladu 2. Nie bedziemy tu jednak przeprowadzaé¢ dyskusji bledéw,
co mozna zrobi¢ analogicznie, jak w przykladzie 2.

Metody numeryezne | graficzne — 15
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Konstruujemy stopniowo tabele (33). Oto poszezegilne fazy powsta-
wania tej tabeli:

1) 5,6268756
8,0662519
9,6928474
10,6081043
2) 5,6268756 1.6707965 2,2602615 3,2250358 —0,6599805
8,0662519
9,56928474
10,6081043
3) 5,6268756 1,6707965 2,2602615 3,2250358 —0,65998056
8,0662519 0,9307291
9,56928474 1,8124720
10,6081043 2,65356056
4) 5,6268756 1,6707965 2,2602615 3,2250358 —0,6599805
8,0662519 0,9307291 2,3561945 4,2831390 0,3367245
9,6928474 1,8124720
10,6081043 2,6535056
5) 5,6268756 1,6707965 2,2602615 3,2250358 —0,65699805
8,0662519 0,9307291 - 2,3561945 4,2831390 0,3367245
9,5928474 1,8124720 0,1325609
10,6081043 2,6535056 0,3227582
6) 5,6268756 1,6707965 2,2602615 3,2250358 —0,6599805
8,0662519 0,9307291 2,3561945 4,2831390 0,3367245
9,5928474 1,8124720 0,1325609 3,1415832 0,1135018
10,6081043 2,5535056 0,3227582
7) 5,56268756 1,6707965 2,2602615 3,2250358 —0,65998056
8,0662519 0,9307291 2,3561945 4,2831390 0,3367245
0,6928474 1,8124720 0,1325609 3,1415832 0,1135018
10,6081043 2,565635056 0,3227582 0,01714056
8) 5,62687506 1,6707965 2,2602615 3,2250358 —0,6599805
8,0662519 0,9307291 2,3561945 4,2831390 0,3367245
9,5928474 1,8124720 0,1325609 3,1415832 0,1135018
10,6081043 2,65635056 0,3227582 0,0171405 —0,0285495

Przy obliczaniu wyrazéw tabeli wygodnie jest postuzy¢ sie naste-
pujacg reguly ,pozycyjng”, wynikajacq ze wzorow (34):

Aby obliczyé liczbe, stojaca w tej tabeli w i-tym wierszu i j-tej
kolumnie, nalezy od liczby, ktéra stoi na tym samym miejscu w macierzy
wspolezynnikéw danego ukladn réwnan (z wyrazami wolnymi przenie-
sionymi na lewg strone znaku réwnosei), odjaé iloczyny obliczonych
juz wyrazéw tabeli z tegoz i-tego wiersza i tejze j-tej kolumny, z tym,
7e pierwszy wyraz i-tego wiersza mnozymy przez pierwszy wyraz j-tej
kolumny, drugi wyraz wiersza przez drugi wyraz kolumny itd., az zabrak-
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nie obliczonych wyrazéw w wierszu lub kolumnie. Ponadto, jesli obli-
czamy liczbe stojaeg w tabeli powyzej glownej przekatnej, to trzeba jesz-
cze otrzymany wynik podzieli¢ przez wyraz tabeli lezagcy w tymze i-tym
wierszu na glownej przekatnej. Obliczmy dla przykladu wyraz lezgcy
w trzecim wierszu i w piatej kolumnie w tabeli 6). Poniewaz w macierzy
wspélezynnikow rozwigzy wanego ukladu réwnan, w ktérym wyrazy wolne
przeniesiono na lewgq strone znaku réwnosei, w trzecim wierszu i w piatej
kolumnie figuruje liczba —5,7057426, wiec odejmujemy od niej iloezyny
obliczonych juz wyrazow z trzeciego wiersza i pigtej kolumny. Mamy

—5,7057426 —9,5928474 - (—0,6599805) —1,8124720 0,336 7245 ~
~0,0150459.

Liczbe te dzielimy jeszcze przez wyraz lezgey w trzecim wierszu na
glownej przekgtnej, tzn. przez 0,1325609, poniewaz wyraz szukany lezy
powyzej gléwnej przekgtnej. Otrzymujemy ostatecznie 0,1135018.

Na podstawie tabeli 8) wypisujemy uklad (32):

a, +1,57080 a, +-2,26026 a, -+3,22504 a,—0,65998 =0,
a+2,35619 a; +4,28314 a,+0,33672 =0,
a3 +3,14158 a,+0,11350 =0,
a, —0,02855 =0.
Obliczamy stad kolejno

a,~0,02855, a,~—0,20319, a,~0,01975,  a,~0,99614.

Wygodnie jest przy zapisie réwnan ukladu (25) umiescié symbole
niewiadomych x,,#,,...,x, w nagléwkach kolumn, a uklad zapisaé tylko
tabela wspolezynnikéw. Wtedy mozna nie zapisywaé¢ oddzielnie ukladu
(32), gdyz bedzie on juz zapisany ponad gléwng przekgtng tabeli (33),
ktorej elementy umieszezamy bezposrednio pod danym ukladem réwnan
(25). Obliczane kolejno niewiadome piszemy pod tabela (33), a w kolumnie
wyrazoéw wolnych piszemy dla symetrii w nagléwku i w wierszu, w ktérym
wstawiamy obliczane kolejno wartosei niewiadomych, liczbe 1. Sposéb wy-
pelniania tabeli (33) wynika ze wzoréw (34), a ostatni wiersz wypelnia-
my rozwigzujge uklad (32) zapisany nad gléwng przekatng w tabeli (33).

Latwo zauwazy¢, ze na mocy (32) obliczymy niewiadomg @;, gdy
znane 83 juz wartosei @ ,,...,2,, sumujge iloczyny odpowiadajacych
sobie wyrazéw wierszy i-tego i ostatniego i zmieniajagc w wyniku znak na
przeciwny. W ostatnim przykladzie np. obliczono @, ze znanych juz war-
todei @y 1 @, sumujac iloczyny

2,3561945-(—0,20319) 4,2831390-0,02855 -+ 0,3367245 -1~ —0,01975
i zmieniajge w wynikn znak na przeciwny.

15%
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Rozwigzanie zadania z przykladn 3 moze byé w ten sposéb naste-
pujaco zapisane:

a, iy iy iy 1
5,5268756 8,6815068  12,4921844  17,8243719 —3,6476303
$,0662519  13,6011694  20,4248174  30,0003933 . —5,0101697
0,5028474  16,8808831  26,0854411  39,1167969 —5,7057426
10,6081043  10,2166787  30,3164038  46,1796478 —6,1051698
5,5268756 1,5707965 2,2602615 3,2250358 —0,6599805
8,0662510 0,0307291 | 2,3561945 4,2831390 0,3367245
9,5928474 1,8124720 0,1325609 | 3,1415832 0,1135018
10,6081043 2,5535056 0,3227582 0,0171405 | —0,0285495
0,09614 0,01975 —0,20319 0,02855 1

Metode schematyczng mozna uprosdeié, gdy uklad rownan (25) jest
symetryezny, tzn. gdy ay=a; (i,j=1,2,...,n). Jak wynika ze wzo-
row (27), (29), (31) jest wtedy b;=0b;, c¢y=¢;, dy=d; itd.,
co ulatwia w duzym stopniu obliczanie wspo6lezynnikéw tabeli (33). Ele-
menty bowiem tej tabeli lezgce ponad gléwng przekgtng oblicza sie z ele-
mentéw lezgeyeh ponizej przekatnej, dzielae je przez odpowiednie ele-
menty lezgee na przekatnej tabeli. W tym celu elementy tabeli (33) w przy-
padku ukladu symetrycznego wygodniej jest ukladaé podlug nastepu-
jacego schematu:

gy Mgy Ay A Y s Ay

1 Ayg Ay Ay oo Agg

Agy Az Ay .o Ay

1 a’lga {’ o ) .'1 an
Agy  Ags Ans

1 Aqq A

Apn

Mozna to ujaé inaczej: w przypadku symetryeznego ukladu réwnan wy-
godniej jest zamiast tabeli (33) konstruowaé tabele

By Ba By By ... B Bigy,

—1 Cl.l 013 Gn e ("lu Clm-f-l

(35) Bg' Bq BN PR I{gﬂ B’,?l+l
=] Cza Gu sl Cm Ca,ﬂ-!-l

Bg, By, e By, Bs,n.+|

—1 C"st RO Gaﬂ 3,741

Bpn  Bansa
=1 Cpnia
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gdzie
i1
(36) Bt’f:aﬁ*l‘.EIBm’Cvi (1=1,2,...,n4+1; i=1,2,...,j)

0
(symbol ' B, O,; uwazamy tu za symbol liczby 0), oraz
pm=l

B : : :
(37) O"’=_I§ (1=2,3,...,n+1; $=1,2,...,j—1).
i
Wtedy
n-1
(38) Ty == z_zloin-mu (t=mn,n—1,...,1),

gdzie nalezy przyjaé¢ @,,,=1. Odpowiednio do tych zmian zmienia sie
regula ,pozycyjna” podana w przykladzie 3. Wynika ona w sposéb oczy-
wisty ze wzorow (36), (37) i (38).

PrzYEEAD 4. Rozwigzaé uklad réwnan

3,6034x, 12,8315z, +2,10332,+1,77692,—9,8901 = 0,
2,831b6z, 43,3372, 4 2,0013x;+1,64402,—8,7637 =0,
2,10332,+2,0013x, -+ 3,15152, +2,21312,—7,6612 =0,
1,77692, +-1,6440x, | 2,2131w@, +2,9873x, —5,8321 = 0.
Poniewaz uklad powyzszy jest symetryczny, wiee skonstruujemy
tabele (35), a mnastepnie obliczymy pierwiastki ukladu ze wzoréow (38).

A oto prawidlowy zapis samego ukladu réwnan, tabeli (35) i otrzymanych
pierwiastkéw ukladu:

xl Ty Ty Ty 1
3,6534 2,83156 2,1033 1,7769 | —0,8901
3,3372 2,0013 1,6440 | —8,7637
| 3,1515 92,2131 | —7,6512
! 2,0873 |  —5,8321
3,6534 | 2,8315 2.1033 1,77649 | —9,8001
= | —o0,775081 —0,575710 —0,486369 | 2,707095
1,142700 0,371177 0,266846 —1,098561
L —0,324825 —0,233522 0,961373
'i 1,820042 1,103442 | —1,600528
| =1 —0,606273 | 0,879301
| | 1,391769 0,205033
| | e [ —0.147818
1,693167, 0,681115 'I 0,968706 —0,147318 1
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Przy zapisie samego ukladu réwnan pominieto wszystkie wspélezyn-
niki ponizej gléwnej przekgtnej, gdyz nie s3 nam one potrzebne do
dalszego rachunku.

Ostatecznie otrzymalismy nastepujace rozwigzanie:

2,~1,6932, 2,~0,6811,
2,~0,9687, @,~—0,1473.

Dyskusje bledéw pomijamy.

Przy stosowaniu metody schematyecznej moze sie zdarzyé, ze w jed-
nym wierszu, np. w k-tym, element na gléwnej przekatnej w tabeli (35),
tj. By, bedzie réwny zeru. Uniemozliwia to obliczenie wspoélezynnikéw
Crpes1sCrpsay--» W tym przypadku zmieniamy kolejno§é kolumn od k-tej
do n-tej tak, aby element B, wypadl ré6zny od zera. Jezeli przy kazdym
uporzgdkowaniu kolumn od k-tej do n-tej element na gléwnej przekgtnej
w k-tym wierszu jest réwny zeru, oznacza to, ze wyznacznik charakte-
rystyczny ukladu jest rowny zern, a wiee uklad ma wtedy nieskonczenie
wiele rozwigzan albo jest sprzeczny.

Jak juz podkreslaliSmy, przypadek taki jest w praktyce bardzo
rzadki.

Niech bedzie teraz dany uklad p r6wnan z n niewiadomymi @, ,@y,...,@,

Ay &)+ iy Tyt oo+ W Tyt G 1= 0,

Ay @+ Agg By+-..o+ Qg Tt 09 1 =0,
(S0 ol T e A A A o [ e b e Dy i o

Oy @)+ Gpe Byt o o -Gy Byt 0 1 =0,

gdzie p>n, a ay (1=1,2,...,p; j=1,2,...,n-41) 53 stalymi wspélezyn-
nikami. Uklad (39) jest na ogdl sprzeczny.

Zadanie nasze polega na znalezieniu wartodei niewiadomych ,2,,
...y®,, ktére by mozliwie najlepiej w sensie metody najmniejszych
kwadratéw spelnialy uklad réwnan (39), tzn. takich wartosci, dla kté-
rych funkecja

(39a) D (@) 3 @y, @p) =(ap By +1g Ty .+ Gy TpF O 1) +
+ () @y + gs Ty oo Gy T+ B 1)+ F
'+' (apl Ty + apﬂ Ty "}" Lk '}' agm'rn+ (Ip.“+1)2

osiggalaby minimum. Funkeja @(z,,,...,2,) jako wielomian ograni-
czony od dolu liczbg zero musi mie¢ minimum. Mamy stgd uklad » réw-
nan z n niewiadomymi
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o ktérym zakladamy, ze ma dokladnie jedno rozwigzanie. Mozna go na-
pisaé w postaci

(2 a,l)ﬁcl (51 @, arz).l‘z it (S' a,lum)m + Z @y % g1 =0,
1

v=1

pe=] ye=1

»
(40) (2 arlurﬂ)xl -1—' (y avz)m"+ + (Z uﬂam) u+ 2 Ao avn—{-l"'o

....................................

» » P
(Z uylam)ml'{"(‘ a,aam)-rz'{’---‘f’ (2 am) ﬂl Zum .1H-I—0

ye= pm ]l y=1l

Jest to uklad rdwnai normalnych Gaussa. Préez wyliczania wartosei
niewiadomych @,,2,,%5,...,2, tego ukladu, oblicza si¢ jeszcze ponadto
blad $redni B, z jakim te wartodei spelniajg uklad (39), wedlug wzoru

(41) Q3=]/m:

gdzie ®y= min® (a,,a,,...,a,). Liczba @, jest zatem wartodcig funkeji
D (2, ,@9,...,2,) dla znalezionych z ukladu (40) wartosci @;,a,...,o,.
Ot6z porzgdkujge wyrazy we wzorze (39a) mamy

D (@) yPgyeeey@p)=

= (Z “.-1 )3"1‘1“ ( > “»1“;»)5”11'2 +.. (Z Urlﬂm)'rl-’n“‘ ( Y a,a, uu) -

o puu]

»

-
.2; Oya u‘v.n-{-l )"vﬁ +

re=1l

)
+ (z a, u,z) XX + (Z avz)a,g-{— ri2 (y @, (Im)xzm“"i"

pe=al =]

.......................................

p D
Eﬂrlam)wl @y, + (Z avaﬂm) D+ .- (2‘ “sn) *sz+ (Eamav,ﬂ+l)$n+
ye=1 p=1

y=1

yeu 1

» P ‘{’1 !’_" I
+ (Z an ay,n-{-l) o+ (2 L ap,n-H) Tyt... 4 (2, Uy “r,n+l)mu+ _l[ i1
U § =l y=

i na moey réwnan (40)
» - P P
(41a) Dy= 21 Uy i1+ (Zlavl au,ﬂ-t-l) @y -+ (Zlﬂrea.-,n+1)mz+ cort
i
5 (21 Lyn av,n+l) Ty
Przyjmujge

»
(42) ag= D aza,; (i=1,2,...,m; j=1,2,...,2+1)

ym=]
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otrzymujemy uklad (40) w postaci (25), a wzér (4la) w postaci

v
2 "
(43) (DD= 2 uv,‘n+l e a’l,n—@—!a‘l '{" a‘ﬂ,n—[-lxz + s -I" a’n,n-plmﬂ‘

-1

Ale ze wzoréw (36) mamy @;,.1=B;n.1— ) B,0,,.1 (1=1,2,...,2).
y=1

Uwzgledniajae, ze na mocy wzorn (37) jest B,(,= B,;(,;, otrzymujemy

al,n+lm1+a’2,n+l Tyt _i_an,n+1mn=
v -
=B p1%1+ (Bypy1— B1a Oy 1) 2+ (Ba,n+1 _Blsoi,n-;-l—Baaoz,n+1)x3+- ot

+(Bn,1l+l _Blr:,("]_n-i.l —1{21302,114-1 T _Bn—-l,ncﬂ—l,n—i—l)mn::
= Bl,n-{—lxl o5 (Bz,n+1 =3 Bl,ﬂ--:-lc"lﬂ) &y —+ (Ba,n+z = Bl,ﬂ+l (% ‘_‘Bz,n-H Gza)ma‘l‘ dveir
it (-Bn,-n-;-l = B1 M1 Cm _B2,n+2 Oen_" B '_Bn—l,ﬂ+l Gn—l.n)a;n:

= Bl,n+1 (%, —Cp2,— O3 05— .. — O, @,) +
+B2,u+1 (372_0235”3 et L _0211.3"1.) +... +Bﬂ,n+! &y

i na moecy (38)

n
a:_ﬂ,|,1x1 +a2,ﬂ+13'.2+‘ "+a'n,ra‘5-lmﬂ: 2 Bu,n+lCr,ﬂ.+1°
p=1
Zatem wzoér (43) przybiera postaé
25 n
(44J {Dﬂz 2 av,ﬂ-}-l + 2,1 Bv,?i-i—le,ﬂ-i-l &
pu=1 P

Wprowadzimy oznaczenie
an = Bu+1,n+l x

Wtedy wzory (36) mozna na mocy (42) napisaé lgeznie z (44) w postaci

n i—1
(45) Bﬁ:‘gla,,,a,,drg‘lzzﬂf;,j (j=1,2,...,n+1; ¢=1,2,...,5),

0
a element B, ,,., dolgezyé¢ do tabeli (35) (_Z’ B, C,; oznacza liczbe 0).
pe=1
Wzory (45) pozwalaja konstruowaé tabele (35), a wiee i rozwigzaé
uklad réwnani (39) wraz z obliczeniem bledu $redniego (41) z pominieciem
ukladu réwnan normalnych (40) i to na podstawie bardzo wygodnego
schematu. Blad €redni B obliczamy z ostatniego elementu B, ,,., ta-
beli (35) ze wzoru

12
(46) % e [Bﬂ-:;,ﬂ-i-l] ;

gdzie p jest liczbg réwnan ukladu (39). Wzbr (46) wynika ze wzoru (41).
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Uwaga. Sposéb powyzszy mozna réwniez stosowaé, gdy liczba p
réwnan jest rowna liezbie niewiadomych, tj. gdy p=n. Wtedy B, ., ;=0
i mozna ten wyraz opusei¢ albo wykorzysta¢ dla kontroli rachunkéw.
Profciej jest jednak korzystaé¢ wtedy z poprzednich wariantéw metody
schematycznej. i

PrzykrADp 5. Metodag najmniejszych kwadratow rozwigzaé¢ uklad
rownan

3,153z, —2,062x, 5,404z, = 14,002,
2,710z, +4,133x, — 4,125, = — 4,315,
3,888x, 10,6962, 0,287, = 7,194,
3,001z, —2,8992, —1,7252,= 10,003,
b,454w, —4,7342,—1,9102;= 17,873.

Rozwigzanie uzyskujemy konstruujace tabele (35), ktérej elementy
obliczamy ze wzoréw (45) i (37), a nastepnie korzystajac ze wzoréow (38).
Blad fredni obliczamy ze wzoru (46). A oto prawidlowy zapis ukladu réw-
nati, tabeli (35) i obliczonych przyblizen dla ,,,,x;:

o, Ty Ty 1
3,153 ; —2,062 5,404 — 14,002
2,710 | 4,133 —4,125 4,315
3,888 0,696 0,287 —17,194
3,001 —2,899 — 1,725 — 10,003
5,454 —4,734 —1,910 — 17,873
71,154170 —27,114143 —8,617947 —187,923273
-1 0,381062 0,121117 2,641072
42,300736 —17,233190 83,608070
—1 0,407397 —1,978643
44,860405 —32,800544
—1 0,731169
0,022767
2,089153 —1,680767 0,731169 1

A zatem x,~2,089, z,~—1,681, 2;~0,731. Blad §redni, z jakim te przy-
blizenia speliaja réwnania danego ukladu, jest
Sl [0,02?76?

)

1/2
] ~0,068.
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Uwaga. Blad $redni B obliczany ze wzoru (46) nie obejmuje ble-
dow wynikajacych z przyjecia na pierwiastki ukladu wartosei przybli-
zonych ani tez bledéw wynikajacych z bledéw wspélezynnikéw danego
ukladu réwnan. B podaje jedynie, z jakim bledem $rednim sg spelnione
réwnania ukladu, gdy funkeja (39a) osigga 'minimum, jest wiee pewng
miarg sprzecznosci danego ukladu réwnar.

§ 55. Krakowiany. Krakowianami nazywamy zbiory liczb, ustawio-
nych w prostokaty, na ktérych to zbiorach sg zdefiniowane pewne dzia-
lania. Dla odréznienia od macierzy i wyznacznikéw ujmujemy krakowiany
w klamry. Oto przyklady krakowiandéw:

_ﬁ ::J =283.1" B
5 n , (1,12 6,32 —b5,06 1,09}, =118 2
03 4 0 0,4 4,1

Krakowiany 4 i B uwazamy za réwne wtedy i tylko wtedy, gdy maja
wszystkie elementy odpowiednio réwne. Jezeli np.

a b g h
A—"re diy T B={9vF i =B, -
e | m n

to a=g, b="h, ¢c=j, d=k, e=m I f=n.
Mnozy¢ mozna tylko krakowiany o jednakowej liczbie wierszy.
Iloczynem krakowianu

ap  ap LT
L Gn |
Ay Ao LY
przez krakowian
by by bip
D= by bay by
b‘ml bmz bmp
nazywamy taki krakowian
€ Oy Cin
Cop Cyp .ve O
G= i
’pm O Cpm

w ktorym
Cij = Oy byg 1y gy .o Qi by (1=1,2,...,p; j=1,2,...,m).
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Tloczyn krakowianu A przez krakowian B zapisujemy symbolicznie

A-B=C] “Tubh " AB=0;
Na przyklad

7T —8 —17
3—2 1)( 6 -2 3 6 1
OicBLSHL 2 B0l #,_lf 3 gg‘
4 .10 2 3 —4 B f
—4 17 565 9 0 it il o
' 7 28 —8 —7

Oznaczamy literg 7 kazdy krakowian typu

3101028510
0 140 20
(47) =40 01..0
0/70: 05 s 3

Krakowian (47) nazywaé¢ bedziemy jednostkowym.
Latwo sprawdzi¢, ze dla kazdego krakowianu A jest

(48) Ar=—"43
natomiast
(49) . TA=A%

gdzie A* jest krakowianem, jaki otrzymujemy zamieniajac w krakowia-
nie A jego wiersze z kolumnami. Mamy na przyklad

3 ~2 100 3 —2 3 5 —1
w1 b 010 1 i e
-1 001
Mnozenie krakowiandéw nie jest przemienne, tzn. iloczyn AB dwéch

krakowianéw A i B jest na ogo6l rozny od iloczynu BA. Latwo jednak
wykazaé, ze

(50) BA=1(AB)=(AB)*.

Mnozenie krakowianow wnie jest tez lqezme, tzn. iloczyn A (BC) jest
na og6l rézny od iloezynu (AB)C. Latwo wykazaé¢ prawdziwosé wzoréw

A(BC)=[A(zC)]B=(A0*)B i (AB)C=A[C0(xB)]=A(CB*).

Tloczyn (AB)C zapisujemy wprost jako ABC. Zgodnie z tg umowg ostat-
nie dwa wzory przybieraja postaé

(51) A(BC)=A(rC)B=AC*B, ABC—=A[C(zB)]=A(CB*).
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Duzg role odgrywa w rachunku krakowianowym rozklad krakowianu na
czynniki, bedace krakowianami o specjalnej budowie. Element krakowianu
rézny od zera i taki, ze wszystkie elementy lezgce pod nim w tej samej ko-
lumnie sg réwne zeru, nazywamy elementem oporowym. Krakowian ma-
jacy w kazdym wierszu element oporowy nazywamy elementarnym. Kia-
kowian, ktérego wszystkie elementy sg réwne zeru, nazywamy zerowym.
Mozna dowiesé¢ (dowdéd pomijamy), ze kaidy krakowian niezerowy A jest
rozktadalny na czynniki G © H, bedqgce krakowianami elementarnymsi. Roz-
klad taki nie jest jednoznaczpny, co nie ma wiekszego znaczenia dla ra-
chunicu krakowianowego. Mozna jednak wykazaé, ze liczba wierszy w czyn-
nikach elementarnych G i H jest stala i charakterystyczna dla danego
krakowianu A. Nazywamy ja rangq krakowianu. Jezeli np.

ay G @
an a-;: a-” I Y2 Gis }"*11 hyy hyg Iy
(52) A= a.m a‘ (:3 =10 g5 95 hza hza hoy | =GH,
I 31 32 a3 0o Gas 33 h?rl
Ay Ggy Oy
gdzie
Iu Ha G by Tng Tyg Ty
G=10 g G i H={0 hy hy hy
0 0 g5 0 0 hyy hs

8 krakowianami elementarnymi, to krakowian A jest rangi 3.

Krakowian, ktérego ranga jest réwna liczbie kolumn, nazywamy
krakowianem pelnej rangi.

Rozkladajge krakowian A na czynniki elementarne przyjmujemy
czesto z gbry, iz elementy oporowe jednego z ezynnikéw elementarnych
sg réwne 1, a pozostalte elementy obliczamy kolejno, mnozge kolumny
obu czynnikéw i przyrownujac do odpowiedniego elementu krakowianu A.
Jesli np. zalozymy we wzorze (52)

Iu= 2= gs3=1,

to, mnozge pierwszg kolumne krakowianu G kolejno przez kolumny
krakowianu H, ofrzymujemy

G b= hyy= ay (1=1,2,3,4)

i mamy w ten sposéb elementy pierwszego wiersza krakowianu H. Mno-
zymy teraz kolejno Lolumny krakowianu G przez pierwszg kolumne
krakowianu H. Otrzymujemy

Gy hy=ay; (j=1,2,3).
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Jezeli h,, 0, obliczamy stad elementy pierwszego wiersza krakowianu @.
Jezeli hy;,=0=a,;, przyjmujemy wartosci g,; dowolnie, np. ¢,,=g;;=0
(gn=1). Jezeli hy,;=0, a co najmniej jeden z elementow a,; jest rézny
od zera, musimy zmieni¢ uklad elementéw oporowych w krakowianach
G i H i prébowaé rozkladu od nowa. W mysl cytowanego juz twierdzenia,
jezeli krakowian A nie jest zerowy, to istnieje taki uklad elementéw opo-
rowych w czynnikach elementarnych, ze rozklad jest mozliwy.

Zalozmy zatem, ze obliczyliSmy juz elementy pierwszego wiersza
krakowianéw G i H. Mnozymy teraz drugg kolumne krakowianu @ ko-
lejno przez kolumny krakowianu H i otrzymujemy

Gro i+ oz hoy= s,
czyli
Gt hyi=ay  (1=2,3,4),

skad obliczamy h,; itd.
Oto przyklad rozkladu na ezynniki elementarne:

_f —g ﬁi s N pE b (i el P T
(53) A g (i O =1 0. BaTI0 - Bt

: " W

e 0 0.3 00 1

Krakowian ¢ nazywamy ilorazem krakowianéow A i B i piszemy

(54) =418,
jezeli

(hda) C(zB)=A4,
czyli na moey (49)

(54b) CB*=A.

Dzielenie krakowianéw nie zawsze jest wykonalne i moze byé wielo-
znaczne. Warunkiem koniecznym, ale nie wystarczajacym wykonalnosci
dzielenia (54) jest jednakowa liczba wierszy w krakowianach 4 i B. Ilo-
raz ¢ ma tyle kolumn, ile ich ma dzielna A i tyle wierszy, ile kolumn ma
dzielnik B.

Tloraz (A4:B):C piszemy wprost A4:B:0. Latwo sprawdzi¢ naste-
pujace wzory:

(55) A:(BO)=A:(70):B, A:B:0=A:[C(zB)].

Spostrzegamy tu analogie ze wzorami (51). W przypadku wieloznaez-
nodei ilorazéw réwnosei (55) nalezy traktowaé jako réwnodei mmnogos-
ciowe miedzy zbiorami wynikéw dziele.
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Jezeli krakowian B jest elementarny, obliczamy elementy ilorazu
C=A:B mnozgc kolejno kolumny krakowianéw € i B*, przyréwnujac
do odpowiednich elementéw krakowianu A i rozwigzujge ofrzymany
w ten sposéb uklad réwnan. Jezeli krakowian B nie jest elementarny,
to rozkladamy go najpierw na czynniki elementarne, a nastepnie wy-
konujemy dzielenie wedlug wzoréw (55).

Obliczmy np. iloraz

434 ey 2

—17 . 47 T Y

e 6. =237 1= —3 3
=28 19107 455718 11

Wedlug wzoréw (55) mamy uwzgledniajge dokonany juz rozklad (53)
na czynniki elementarne

4 —34 —2

8.0
P17 47_150‘(1]‘;':1
Y 6 =231\ =10 2'001‘
—28 107 r D (RIS, |
Obliczamy najpierw pierwszy iloraz
4 =34 w0 2R )
—17 47| )] 16 0_3;’3;2
(S, - el [0 R TSR0 o ) e e
—28 107 476~ gy Ay,
Na mocy (54b) jest
b ds) (=2 1 -1 4 e e
o
; W3l Ee 6= :
S o 6 —23
A —28% 107

Mnozge tu kolejno kolumny krakowianéw po lewej stronie znaku réwnosei
i przyréwnujae do odpowiednich elementéw krakowianu po prawej stro-
nie otrzymujemy réwnania

—2d,,=4, —2d,,=-—34, d;+bdy=—17, dy,+5d,;=4T7,
—dy +2d3, =6, —d;y3-+2d,=—23, 4d,,-+6dy,—d, =—28,
4d,,+6dyy —dyy =107,
z ktérych kolejno dostajemy
dy=-—2; diu=17, dy=-38, du=6, dy=2, dyu=-—3.
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Wynikiem pierwszego dzielenia jest zatem krakowian

—2 17
—3 6;.
2 —3
Mamy teraz
XE :1?21 il-‘ﬂ — -—3 6 -+ 0 1 —1 s
g T 2 -3 e el
czyli
:Ell :813 1 0 0 _2 17
Dgy Loy 3 1 0;={—-3 6

Mnozge kolejno kolumny krakowianéw po lewej stronie znaku réw-
noscei i przyréwnujge do odpowiednich elementéw krakowianu po prawej
stronie ofrzymujemy réwnania .

@y 43y — Xy =—2, L+ 30y — Ty =17,
(56)
Ty — Ty =—3, Tp—Tp="06, @y=2, yp=-—3,

z ktérych otrzymujemy

By =2, Tp=—3, Ty=-—1, @p=3, @¥,=3, @,=Db.
Zatem
S
X={-—-1 3
2 -3

W praktyce dzielenie krakowianu przez krakowian elementarny
wykonujemy bezposrednio, nie przechodzge do postaci iloczynowej i nie
wypisujgec réwnan na nieznane elementy ilorazu. Piszgc bowiem np.
ostatnio obliczany iloraz w postaci

2 1 3 —'1 wu wlz
1 —1 = | %a1 P2
2 “‘3 L3y Tyy

zauwazamy, iz rownania (56) mozna otrzymadé¢ wprost obliezajac iloczyny
wierszy dzielnika przez kolumny ilorazu i przyréwnujge do elementu dziel-
nej, ktory lezy w tymze wierszu, co mnozony wiersz dzielnika i w kolumnie
o tymze wskazniku, co mnozona kolumna ilorazu. Kolejnosé tych mno-
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zen dobieramy tak, aby elementy ilorazu mozna bylo kolejno obliczad
w pamieei i zapisywaé. I tak, mnozac w pamieci trzeci wiersz dzielnika
przez pierwsza kolumne ilorazu i przyréwnujac do 2, obliczamy, ze z,,=2,
co od razu zapisujemy. Analogicznie obliczamy i zapisujemy ;= —3.
Mnozge teraz drugi wiersz dzielnika przez pierwszg kolumne ilorazu,
w ktoérej juz zapisano @, =2, i przyréwnujac do —3, obliczamy z latwoseig
W pamieci @, =—1 itd.

W przykladzie powyzszym rachunki byly tak proste, ze mozna je
bylo wykonywa¢ w pamieci. W przypadkach trudniejszych wykonujemy
rachunki na arytmometrze. Mnozenie kolumn przez kolumny czy
wierszy przez kolumny na arytmometrze przebiega bardzo latwo i nie
wymaga pomocniczych zapisow.

Dzielenie przez krakowian mozna nieraz zastapi¢é mnozeniem przez
odwrotnogé.

Odwrotnoéeiq krakowianu A bedziemy nazywali taki krakowian 4,
dla ktérego jest
(67) AA=x,

gdzie 7 jest krakowianem jednostkowym.

Nie kazdy krakowian ma odwrotnosé. Krakowian moze mieé¢ rowniez
niejedng odwrotnosé. Mozna udowodnié, ze odwrotnosé krakowianu A
istnieje wtedy @ tylko wtedy, gdy A jest krakowianem pelnej rangi. Mozna
réwniez udowodnié, ze gdy A jest krakowianem kwadratowym, tzn. majacym
tylez wierszy, co kolumn, to moze mieé tylko jednq odwrotnosé. Odwrot-
nos¢ A-' krakowianu A obliczamy zazwyczaj ze wzoru (57), czyli

(58) A =7 (rAd)=71:4*.

Jezeli A nie jest krakowianem elementarnym, wymaga to jednak uprzed-
niego rozkladu A na czynniki elementarne.

Krakowianem tréjkatnym nazywamy krakowian kwadratowy, w kto6-
rym po jednej stronie jednej z dwoch przekatnych wszystkie elementy sg
rowne zeru. Oto przyklady krakowianow tréjkatnych:

3 Y L

;gf{' 0 0 —4 —3 50

v i o Sorr el
= A G- i

Pierwiastliem kwadratowym krakowianu A nazywamy taki krakowian
trojkatny B, ze
BB—A.

Bedziemy pisali rowniez B*=A4,
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Mozna udowodnié, ze krakowian kwadratowy, symetryczny (tj. taki,
w ktéorym element lezgey w i-tym wierszu i j-tej kolumnie jest réwny
elementowi lezgcemu w j-tym wierszu i i-tej kolumnie dla ¢,j=1,2,...),
pelnej rangi i taki, ze pelnej rangi sq krakowiany naroéne (tj. takie, ktore
otrzymujemy z danego krakowianu kwadratowego odrzucajge kolejno
ostatni wiersz wraz z ostatnig kolumng, az dochodzimy do jednego tylko
elementu), ma pierwiastek kwadratowy.

Przyjmujae
Ay Iy ... gy by by ... by,
A iy 1] az] a22 ... a‘2n , B: 0 b22 .. bz,,'
(i e e s (ViR H e iz
mamy

b by eoo by (b b2 oo bin Ay Qpy ... Gy
QR by Sienhe gyl Wy ess O

|
O O O O U oy Glg o a,m‘
skqd wynikajga nastepujace wzory

i-1 e
by= [“u—)_.‘ bfi\ (1=1,2,...,n),

y=1
(69) RS
ai;"_— 2 bl-l' br}‘
by = _";1 === (t=1,2,...,n; j=i+1,i+2,...,n).

0
(Symbol > b, b, oznacza jak poprzednio liczbe zero).

Kierujae sie tymi wzorami mozemy z latwoscig ulozyé schemat
postepowania dla obliczenia pierwiastka kwadratowego B danego kra-
kowianu A. _

Obliczmy na przyklad pierwiastek kwadratowy B krakowianu

6,153 2,201 1,077
A=12201 7,000 3,456
1,077 3,456 5,876

Obliczajac kolejno elementy wedlug wzoréw (59) otrzymujemy

2,481 0,887 0,434
B=10 2,493 1,232
0 0 2,042

Metody numeryezne i graficzne — 16



242 VI. Rozwiazywanie ukladéw réwnan liniowyeh — Krakowiany

Twoéreg rachunku krakowianowego jest astronom 1 matematyk
polski Tadeusz Banachiewiez. Rachunek krakowianowy jest pewnym
wariantem rachunku macierzowego. Wszystkie dzialania krakowianowe
daja sie przetlumaczy¢ na jezyk macierzowy i na odwrét. To, ze w pew-
nych zagadnieniach wolimy postlugiwaé¢ sie rachunkiem krakowianowym,
a nie macierzowym, podyktowane jest wygodg rachunkéw. Najwazniej-
szym, ale nie jedynym, zastosowaniem krakowianéw jest rozwigzywanie
ukladéw rownan liniowych. Zastosowaniom tym poswiecamy nastepny
paragraf 1).

§ 56. Metody krakowianowe rozwiazywania ukladow rownan
liniowych. Niech bedzie dany uklad n réwnan z n niewiadomymi
Tyy@ayeesy@y

Ay Byt Ay @ytoe e+ 01Ty = Gy 1y
Aoy @y Agg @y oot Qo p =g p 1 1,
(60)

..................

Uy 81+ Aoyt o .+ A @y = nn419
gdzie ay (i=1,2,...,m; j=1,2,...,m-1) s3 stalymi wspélczynnikami.
Jedli wprowadzimy krakowiany
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to uklad (60) mozemy zapisa¢ za pomocy krakowianéw
(61) X(r7A)=XA*=
gdzie A* oznacza — jak poprzednio — krakowian, jaki otrzymujemy
z krakowianu A, zamieniajac w nim wiersze z kolumnami.
Mamy stad na mocy (54) i (54b)
X=IsA
Do wykonania tego dzielenia potrzebny jest na ogél rozklad krakowianu 4
na czynniki
: A=GH,
gdzie ¢ i H sg krakowianami elementarnymi. Mamy stad
X=L:(GH)

1) Inne zastosowania rachunku krakowianowego znajdzie czytelnik m. in.
w ksiazee: T. Banachiewicz, Rachunek krakowianowy (w przygotowaniu).



