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R O Z W I Ą Z Y W A N I E U K Ł A D Ó W R Ó W N A Ń L I N I O W Y C H . 
K R A K O W I A N Y 

§ 5 2 . U w a g i o g ó l n e . R o z w i ą z a n i e u k ł a d u r ó w n a ń l i n i o w y c h j e s t 
j e d n y m z n a j c z ę ś c i e j s p o t y k a n y c h w p r a k t y c e z a d a ń n u m e r y c z n y c h . 
N i e r z a d k o z a c h o d z i p o t r z e b a r o z w i ą z a n i a u k ł a d u k i l k u n a s t u , k i l k u d z i e ­
s ięc iu , a n a w e t k i l k u s e t t a k i c h r ó w n a ń . Z e w z r o s t e m l i c z b y r ó w n a ń w u k ł a ­
d z i e wzras ta ją n i e z m i e r n i e s z y b k o t r u d n o ś c i r a c h u n k o w e , t r u d n o ś c i 
w o c e n i e b ł ę d u , p r z e d ł u ż a się c zas p o t r z e b n y d o r o z w i ą z a n i a d a n e g o 
u k ł a d u . I t a k n p . — j a k w s k a z u j e n a s z a p r a k t y k a — m o ż n a z g r u b s z a 
p r z y j ą ć , że c z a s T p o t r z e b n y d o r o z w i ą z a n i a u k ł a d u n r ó w n a ń l i n i o w y c h 
z n n i e w i a d o m y m i j e s t p r o p o r c j o n a l n y d o n3, t z n . 

T<van3, 

g d z i e a j e s t w s p ó ł c z y n n i k i e m p r o p o r c j o n a l n o ś c i . Jeże l i p r z y j ą ć , że n a r o z ­
wiązanie u k ł a d u t r z e c h r ó w n a ń l i n i o w y c h z t r z e m a n i e w i a d o m y m i z a p o ­
m o c ą a r y t m o m e t r u p o t r z e b a w p r z y p a d k u w y k o n y w a n i a o b l i c z e ń z d o ­
k ł a d n o ś c i ą d o sześc iu m i e j s c d z i e s i ę t n y c h o k o ł o k w a d r a n s a c z a s u , c z y l i 
0 ,25 g o d z i n , t o o t r z y m u j e m y a ? » 0 , 2 5 / 3 3 g o d z i n ^ O j O l g o d z i n , a s tąd 

(1) T ^ 0 , 0 1 n 3 . 

Z a p o m o c ą t e g o w z o r u m o ż n a s z a c o w a ć c z a s p o t r z e b n y d o rozwią ­
z a n i a r ó ż n y c h u k ł a d ó w r ó w n a ń l i n i o w y c h . ( O c z y w i ś c i e p r z y za ł ożen iu , 
ż e u ż y w a się s t a l e t e j s a m e j m e t o d y r o z w i ą z y w a n i a , k o r z y s t a z t y c h s a ­
m y c h p o m o c y r a c h u n k o w y c h , n p . z a r y t m o m e t r u o k r e ś l o n e g o t y p u , 
o r a z że o b l i c z e n i a w y k o n u j e się s t a l e z d o k ł a d n o ś c i ą t e g o s a m e g o r z ę d u ) . 
Z e w z o r u (1) o b l i c z a m y n p . , że c zas p o t r z e b n y d o r o z w i ą z a n i a u k ł a d u 
10 r ó w n a ń l i n i o w y c h z 10 n i e w i a d o m y m i j e s t o k o ł o 10 g o d z i n , układt i 
40 r ó w n a ń z t y l u ż n i e w i a d o m y m i o k o ł o 6 4 0 g o d z i n , a w p r z y p a d k u 1 0 0 
r ó w n a ń j u ż o k o ł o 1 0 0 0 0 g o d z i n , c z y l i 1 2 5 0 d n i r o b o c z y c h , t j . o k o ł o 5 l a t 
p r a c y d l a j e d n e g o r a c h m i s t r z a ! 

N i c p r z e t o d z i w n e g o , że — s k o r o p r a k t y k a ż ą d a c zęs to r o z w i ą z y w a n i a 
u k ł a d ó w w i e l u r ó w n a ń l i n i o w y c h — r o b i się w i e l e s tarań , a b y r o z w i ą z y -
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w a n i e t o u c z y n i ć m o ż l i w i e s z y b k i m i p r o s t y m , k o n s t r u u j e się w t y m c e l u 
s p e c j a l n e m a s z y n y , u d o s k o n a l a i s tn ie jące i w y n a j d u j e n o w e m e t o d y 
r a c h u n k u , w p r o w a d z a d o g o d n e s c h e m a t y o b l i c z e ń . N a w e t p o z o r n i e 
d r o b n e u p r o s z c z e n i a r a c h u n k u o d g r y w a j ą n i e r a z d e c y d u j ą c ą ro lę w b a r ­
d z o d ł u g i c h o b l i c z e n i a c h , g d y ż m o g ą n p . z m n i e j s z y ć z m ę c z e n i e rachu ją ­
cego i u s t r z e c go o d o m y ł e k . 

Z e w z g l ę d u n a t o , ż e r o z w i ą z y w a n i e u k ł a d ó w r ó w n a ń l i n i o w y c h j e s t 
z a d a n i e m b a r d z o c z ę s t o w p r a k t y c e s p o t y k a n y m i że w i e l e m e t o d n u m e ­
r y c z n y c h ( j a k n p . m e t o d a n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w ) s p r o w a d z a o s t a t e c z ­
n i e r ó ż n e z a g a d n i e n i a d o r o z w i ą z a n i a u k ł a d u t a k i c h r ó w n a ń , w y ł ą ­
c z y l i ś m y m e t o d y r o z w i ą z y w a n i a u k ł a d ó w r ó w n a ń l i n i o w y c h w o s o b n y 
r o z d z i a ł . 

P o n i e w a ż d y s k u s j ę i s t n i e n i a i j e d n o z n a c z n o ś c i r o z w i ą z a n i a u k ł a d u 
r ó w n a ń l i n i o w y c h p r z e p r o w a d z a się z a p o m o c ą w y z n a c z n i k ó w w k u r s i e 
a l g e b r y J ) , o g r a n i c z y m y się t y l k o d o p r z y p a d k u , g d y u k ł a d r ó w n a ń m a 
d o k ł a d n i e j e d n o r o z w i ą z a n i e . J e s t t o t y m b a r d z i e j u s p r a w i e d l i w i o n e , 
ż e w p r a k t y c e s p o t y k a się p r a w i e w y ł ą c z n i e t y l k o t a k i e u k ł a d y . Z d r u ­
g i e j zaś s t r o n y z a u w a ż y ć n a l e ż y , że w p r z y p a d k u d u ż e j l i c z b y r ó w n a ń 
z w i e l o m a n i e w i a d o m y m i d y s k u s j a i s t n i e n i a i j e d n o z n a c z n o ś c i r o z w i ą z a n i a 
z a p o m o c ą w y z n a c z n i k ó w m o ż e — z p o w o d u i lośc i p o t r z e b n y c h w t y m 
c e l u r a c h u n k ó w — s tać się p r a k t y c z n ą n i emoż l iwośc ią . R a c h u j ą c y z d a ­
n y j e s t w t e d y n a s w ó j s p r y t i r ó ż n y m i d r o g a m i m o ż e u p e w n i ć się co d o 
i s t n i e n i a i j e d n o z n a c z n o ś c i r o z w i ą z a n i a . O d n o s z ą się t u u w a g i , k t ó r e 
u c z y n i l i ś m y n a t e n t e m a t w r o z d z i a l e V . D o w ó d i s t n i e n i a r o z w i ą z a n i a 
m o ż n a n i e r a z z a s t ą p i ć p o p r o s t u z n a l e z i e n i e m e f e k t y w n e g o r o z w i ą z a n i a . 
O j e d n o z n a c z n o ś c i r o z w i ą z a n i a m o ż n a z n ó w n i e r a z p r z e k o n a ć się a n a ­
l i zu jąc p r z e b i e g o b l i c z e ń p r o w a d z ą c y c h d o e f e k t y w n e g o r o z w i ą z a n i a . 

I s t n i e j e s p o r o m e t o d r o z w i ą z y w a n i a u k ł a d ó w r ó w n a ń h n i o w y c h . 
D o n a j c z ę ś c i e j i n a j c h ę t n i e j u ż y w a n y c h na leżą : m e t o d a w y z n a c z n i k ó w , 
m e t o d a e l i m i n a c j i , m e t o d a s c h e m a t y c z n a , b ę d ą c a p e w n y m w a r i a n t e m 
m e t o d y e h m i n a c j i , m e t o d a i t e r a c y j n a , m e t o d a r e l a k s a c y j n a i w r e s z c i e 
m e t o d a k r a k o w i a n o w a . M e t o d ę i t e r a c y j n a i r e l a k s a c y j n ą o p i s a l i ś m y 
j u ż w r o z d z i a l e V . O b i e t e m e t o d y s t o s o w a n e są n a o g ó ł p r z e z d o ś w i a d ­
c z o n y c h r a c h m i s t r z ó w i t o n a o g ó ł t y l k o w p r z y p a d k a c h , d o k t ó r y c h t e 
m e t o d y s p e c j a l n i e się nada ją . R a c h m i s t r z m n i e j d o ś w i a d c z o n y b e z w ą t ­
p i e n i a s z y b c i e j r o z w i ą ż e u k ł a d r ó w n a ń h n i o w y c h k t ó r ą ś z p o z o s t a ł y c h 
m e t o d . M e t o d a w y z n a c z n i k o w a , k t ó r e j o p i s c z y t e l n i k z n a l e ź ć m o ż e w k a ż ­
d y m n i e m a l k u r s i e a l g e b r y 2 ) , j e s t b a r d z o p o ż y t e c z n a w r o z w a ż a n i a c h 

1) Patrz np . W . S i e r p i ń s k i , Zarys algebry wyższej, Warszawa-Wrocław 1951, 
rozdział III . 

*) Ibidem, rozdziały II i III. 
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t e o r e t y c z n y c h , j e d n a k d o n u m e r y c z n e g o r o z w i ą z y w a n i a u k ł a d ó w r ó w ­
n a ń l i n i o w y c h , z w ł a s z c z a p r z y w iększe j i c h l i c z b i e , n i e n a d a j e się ze w z g l ę d u 
n a dużą i l o ść r a c h u n k ó w i i c h n i e w y g o d n y s c h e m a t . 

W r o z d z i a l e n i n i e j s z y m o p i s z e m y j e d y n i e t r z y m e t o d y : eliminacji, 
schematyczną i Icrakowianową. M e t o d a e l i m i n a c j i p o l e g a n a k o l e j n y m 
e l i m i n o w a n i u n i e w i a d o m y c h z d a n e g o u k ł a d u r ó w n a ń p r z e z o d p o w i e d n i e 
m n o ż e n i e r ó w n a ń p r z e z stałe c z y n n i k i i d o d a w a n i e s t r o n a m i . M e t o d ę 
s c h e m a t y c z n ą m o ż n a o t r z y m a ć z m e t o d y e h m i n a c j i p r z e z o d p o w i e d n i e 
u p o r z ą d k o w a n i e w y k o n y w a n y c h dz ia łań . M e t o d a s c h e m a t y c z n a j e s t 
b a r d z o w y g o d n a AV u ż y c i u , w y m a g a j e d n a k o d r a c h u j ą c e g o z n a c z n i e 
w i ę c e j u w a g i n iż m e t o d a e h m i n a c j i . M o ż n a ją s o b i e j e d n a k ł a t w o p r z y ­
s w o i ć . M e t o d a k r a k o w i a n o w a j e s t d o p r z y s w o j e n i a t r u d n i e j s z a , w y m a g a 
z n a j o m o ś c i t e o r i i k r a k o w i a n ó w p r z y n a j m n i e j w w ą s k i m z a k r e s i e i p o ­
n a d t o w p r a w y w dz ia łan iach k r a k o w i a n o w y c h . D a j e o n a j e d n a k d u ż o 
u d o g o d n i e ń r a c h u n k o w y c h , p o z w a l a d o k o n y w a ć w z r ę c z n y s p o s ó b k o n t r o l ę 
o b l i c z e ń , j a k r ó w n i e ż u m o ż l i w i a r ó ż n e g o r o d z a j u d y s k u s j e t e o r e t y c z n e 
b e z u ż y c i a w y z n a c z n i k ó w . T r u d n o b y r o z s t r z y g n ą ć o b i e k t y w n i e , k t ó r a 
z m e t o d — s c h e m a t y c z n a c z y k r a k o w i a n o w a — j e s t l e p s z a . O b i e m a j ą 
w i e l u z w o l e n n i k ó w . W y b ó r j e d n e j z n i c h za l eży w d u ż e j m i e r z e o d g u s t u 
i m e t o d y p r a c y r a c h u j ą c e g o . 

C z y t e l n i k o w i n a p o t y k a j ą c e m u w s w e j p r a k t y c e n u m e r y c z n e j j e d y n i e 
u k ł a d y o m a ł e j l i c z b i e r ó w n a ń i t o n i e z b y t c z ę s t o , w y s t a r c z y n a j ł a t w i e j ­
s z a d o p r z y s w o j e n i a m e t o d a e l i m i n a c j i . N a t o m i a s t c z y t e l n i k m a j ą c y d o 
czynienia z uk ładami o wielkiej liczbie równal i i t o d o ś ć często, p o w i n i e n 
z n a ć w s z y s t k i e o p i s a n e w n i n i e j s z e j ks iążce m e t o d y i d o b r a ć taką, k t ó r a 
d l a n i e g o j e s t n a j w y g o d n i e j s z a . T r u d w ł o ż o n y w p r z y s w o j e n i e s o b i e t y c h 
m e t o d o p ł a c o n y b ę d z i e p ó ź n i e j s z ą o s z c z ę d n o ś c i ą c z a s u i w y s i ł k u . 

N i e b ę d z i e m y p r z e p r o w a d z a ć o g ó l n e j d y s k u s j i b ł ę d ó w , z j a k i m i się 
s p o t y k a m y p r z y r o z w i ą z y w a n i u u k ł a d ó w r ó w n a ń l i n i o w y c h . N a o g ó ł 
j e s t t o d y s k u s j a t r u d n a i b a r d z o ż m u d n a , s z czegó ln i e w p r z y p a d k u w i e l ­
k i e j l i c z b y r ó w n a ń . Z w r ó c i m y j e d y n i e c z y t e l n i k o w i u w a g ę n a d w i e r z e c z y : 
p o p i e r w s z e p a m i ę t a ć n a l e ż y o t y m , że r o z w i ą z y w a n i e u k ł a d u r ó w n a ń 
l i n i o w y c h w y m a g a w i e l k i e j l i c z b y dz ia łań , k t ó r e są co p r a w d a e l e m e n ­
t a r n e , a l e w i e l k a i c h l i c z b a p o w o d u j e b a r d z o s z y b k i e n a r a s t a n i e b ł ę d ó w ; 
p o d r u g i e p a m i ę t a ć n a l e ż y o t y m , że n i e r a z traf ia ją się w p r a k t y c e „ z ł o ­
ś l i w e " u k ł a d y r ó w n a ń , n p . u k ł a d y o w y z n a c z n i k u c h a r a k t e r y s t y c z n y m 
b l i s k i m z e r a , w k t ó r y c h d r o b n e r ó ż n i c e w w a r t o ś c i a c h w s p ó ł c z y n n i k ó w 
l u b d r o b n e , , z a o k r ą g l e n i a " w y n i k ó w dz ia łań m o g ą m i e ć b a r d z o w i e l k i 
w p ł y w n a r o z w i ą z a n i e u k ł a d u . P o w o d u j e t o n i e r a z , że c h c ą c u z y s k a ć 
n a w e t g r u b e p r z y b l i ż e n i e r o z w i ą z a n i a n a l e ż y m i e ć w s p ó ł c z y n n i k i p o ­
d a n e z b a r d z o dużą d o k ł a d n o ś c i ą ( k i l k u n a s t u , a n a w e t k i lkudz ies ięc iu 
c y f r d z i e s i ę t n y c h ) i w y k o n y w a ć o b l i c z e n i a r ó w n i e ż z dużą d o k ł a d n o ś c i ą . 

Metody numeryczne i graficzne — 14 
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§ 5 3 . M e t o d a e l i m i n a c j i . N i e c h b ę d z i e d a n y u k ł a d n r ó w n a ń z n 
n i e w i a d o m y m i x1,x2,...,xn 

a l l x l 4 " Q>uX2~\~- • • 4~ alnxn— Pl > 

U21X1 4 " ffl22a;2 + - • • 4 " a 2 » a ' n . = : 2*2 > 

a n l ^1 4 " ^ 2 * 2 + • • • + annxn — Pn.> 

g d z i e a,y o r a z p { ( i , ? = 1 , 2 , . . . , % ) są s t a ł y m i w s p ó ł c z y n n i k a m i . Z a k ł a d a m y , 
że r ó w n a n i a t e są o d s i e b i e l i n i o w o n ieza leżne , t z n . ż a d n e g o z n i c h n i e 
m o ż n a o t r z y m a ć j a k o k o m b i n a c j i l i n i o w e j r ó w n a ń p o z o s t a ł y c h , o r a z że 
u k ł a d (2) n i e j e s t s p r z e c z n y . M a t o m i e j s c e w t e d y i t y l k o w t e d y , g d y w y ­
z n a c z n i k c h a r a k t e r y s t y c z n y u k ł a d u (2) j e s t r ó ż n y o d z e r a . U k ł a d (2) m a 
w t e d y d o k ł a d n i e j e d n o r o z w i ą z a n i e i co n a j m n i e j j e d e n ze w s p ó ł c z y n n i ­
k ó w p r z y n i e w i a d o m e j x 1 } n p . a u , j e s t r ó ż n y o d z e r a . Jeże l i au^0 
( 2 < i < « ) , t o m n o ż ą c i-te r ó w n a n i e u k ł a d u (2) p r z e z aujaix i o d e j m u j ą c 
s t r o n a m i o d r ó w n a n i a p i e r w s z e g o o t r z y m u j e m y r ó w n a n i e , w k t ó r y m n i e 
w y s t ę p u j e j u ż n i e w i a d o m a xx. Jeże l i an = 0, t o i-te r ó w n a n i e b e z ż a d n y c h 
p r z e k s z t a ł c e ń n i e z a w i e r a j u ż n i e w i a d o m e j x t . W t e n s p o s ó b z u k ł a d u (2) 
m o ż n a o t r z y m a ć u k ł a d n—l r ó w n a ń z t y l u ż n i e w i a d o m y m i 

^22 X2 ~T~ ^23 X3 4 " • • • 4 " b2nXn — 6/2 , 

^32 ̂ 2 4 " ^33 ̂ 3 4 " - • • ~\~binXn = qii 

bn2x2 Ą-bn3x3-\-.. •-\-bnnxn = qn. 

R ó w n a n i a t e są z a w s z e l i n i o w o n ieza leżne , g d y r ó w n a n i a (2) są l i ­
n i o w o n ieza leżne . P o z a t y m n i e w s z y s t k i e w s p ó ł c z y n n i k i p r z y n i e w i a d o ­
m e j x2 są r ó w n e z e r u , g d y ż i n a c z e j u k ł a d (3) a z n i m t a k ż e i u k ł a d (2) 
m i a ł b y w y z n a c z n i k c h a r a k t e r y s t y c z n y r ó w n y z e r u , w b r e w u c z y n i o n y m 
z a ł o ż e n i o m . M a j ą c r o z w i ą z a n i a u k ł a d u (3) m o ż e m y o b l i c z y ć w y e l i m i ­
n o w a n ą n i e w i a d o m ą xx z k t ó r e g o k o l w i e k z r ó w n a ń (2). 

Z u k ł a d u (3) e l i m i n u j e m y n i e w i a d o m ą x2 a n a l o g i c z n i e j a k p o p r z e d ­
n i o n i e w i a d o m ą xx z u k ł a d u (2). Z o t r z y m a n e g o w t e n s p o s ó b u k ł a d u e l i ­
m i n u j e m y z k o l e i n i e w i a d o m ą x3 i t d . , aż d o c h o d z i m y d o j e d n e g o r ó w n a n i a 
z j e d n ą n i e w i a d o m ą 

kxn = l, 
s k ą d p r z y k^O z n a j d u j e m y 

G d y b y k=0, o z n a c z a ł o b y t o , że w y z n a c z n i k c h a r a k t e r y s t y c z n y u k ł a d u (2) 
j e s t r ó w n y z e r u , a t o j e s t s p r z e c z n e z u c z y n i o n y m p o p r z e d n i o z a ł o ż e n i e m . 
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M a j ą c o b l i c z o n ą n i e w i a d o m ą xn, c o f a m y się d o u k ł a d u d w ó c h r ó w ­
n a ń z d w i e m a n i e w i a d o m y m i xn_1 i xn i z k t ó r e g o k o l w i e k r ó w n a n i a t e g o 
u k ł a d u o b l i c z a m y xn_l. N a s t ę p n i e c o f a m y się d o u k ł a d u t r z e c h r ó w n a ń 
z t r z e m a n i e w i a d o m y m i xn_2,xn_l,xn i z k t ó r e g o k o l w i e k z t y c h r ó w n a ń 
o b l i c z a m y xn_2. P o s t ę p u j ą c d a l e j a n a l o g i c z n i e o b l i c z a m y k o l e j n o w s z y s t k i e 
n i e w i a d o m e d o xx w ł ą c z n i e . 

P o w y ż s z a m e t o d a r o z w i ą z y w a n i a u k ł a d u (2) n o s i n a z w ę metody eli­
minacji. • 

P R Z Y K Ł A D 1. R o z w i ą z a ć u k ł a d r ó w n a ń 

2x1—3x2+5x3 — 7xi= —8,9, 5xx— 2x2—6ic3+8a;4=22,7, 
(4) 

3xx — x2— x3-\-4xi=lrl,2, 3x1
J

r2x2-\- x3 —4xt = —10,1. 

M n o ż y m y d r u g i e r ó w n a n i e p r z e z 2 / 3 , t r z e c i e r ó w n a n i e p r z e z 2 / 5 , 
a c z w a r t e — p r z e z 2 / 3 i o d e j m u j e m y j e s t r o n a m i o d r ó w n a n i a p i e r w s z e g o . 
O t r z y m u j e m y w t e n s p o s ó b u k ł a d r ó w n a ń 

7 17 29 6 1 , 1 
"#2 + ~ST#3 n~X4 ~ 3 ' 3 * 3 ł 3 

1 1 37 5 1 8 9 , 9 
(5) - - - # 2 + —xi= — 

5 5 5 5 

13 13 13 6,5 
#2 "f" „ Xi „ Xi — 

O ó ó O 

Z a n i m p r z y s t ą p i m y d o d a l s z e j e l i m i n a c j i n i e w i a d o m y c h u p r o ś c i m y t e n 
u k ł a d : p i e r w s z e z r ó w n a ń (5) m n o ż y m y s t r o n a m i p r z e z — 3 , d r u g i e p r z e z 
— 5 , a t r z e c i e p r z e z — 3 / 1 3 . O t r z y m u j e m y 

7x2—nx3+29x4 = 61,l, 

(5a) Hx2—37a?3+51a?4=89,9, 

A b y w y e l i m i n o w a ć z t e g o u k ł a d u n i e w i a d o m ą x2, m n o ż y m y d r u g i e 
r ó w n a n i e p r z e z 7 / 1 1 , a t r z e c i e p r z e z 7 i o d e j m u j e m y s t r o n a m i o d p i e r w ­
szego . O t r z y m u j e m y w t e n s p o s ó b u k ł a d r ó w n a ń 

72 3 8 42 ,8 
r | « V = - T j - , -10® 8+22av=57 ,6, 

w k t ó r y m m n o ż y m y p i e r w s z e r ó w n a n i e p r z e z 1 1 / 2 , a d r u g i e p r z e z — 1 / 2 . 
P r z e z t o u k ł a d t e n p r z y b i e r a p o s t a ć 

(6) 3 6 a 7 3 - 1 9 j ; 4 = 2 1 , 4 , S a s , — l l a ; 4 = - 2 8 , 8 . 

14* 
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A b y w y e l i m i n o w a ć z t e g o u k ł a d u niewiadomą, x3, m n o ż y m y d r u g i e 
r ó w n a n i e p r z e z 3 6 / 5 i o d e j m u j e m y s t r o n a m i o d p i e r w s z e g o . O t r z y m u j e m y 
w t e n s p o s ó b r ó w n a n i e 

3 0 1 1 1 4 3 , 8 

z k t ó r e g o o b l i c z a m y , że # 4 = 3 , 8 . P o d s t a w i a j ą c t ę w a r t o ś ć d o d r u g i e g o 
z r ó w n a ń (6) o b l i c z a m y 

# 3 = ( - 2 8 , 8 + l l - 3 , 8 ) / 5 = 2 , 6 . 

P o d s t a w i a j ą c o b l i c z o n e j u ż w a r t o ś c i do o s t a t n i e g o z r ó w n a ń (5a) 
o b l i c z a m y 

x2 = 0 , 5 + 2 , 6 - 3 , 8 = - 0 , 7 . 

P o d s t a w i a j ą c w r e s z c i e o b l i c z o n e w a r t o ś c i x2,x3 i # 4 d o p i e r w s z e g o z r ó w ­
n a ń (4) o b l i c z a m y 

X l = [ - 8,9 + 3 • ( - 0 , 7 ) - 5 • 2,6 + 7 • 3 , 8 ] / 2 = 1 , 3 . 

U k ł a d (4) m a z a t e m r o z w i ą z a n i e : 

x1=l,3, x2 = — 0 , 7 , # 3 = 2 , 6 , # j = 3 , 8 . 

G d y w s p ó ł c z y n n i k i u k ł a d u są p o d a n e w p r z y b b ż e n i u z okreś loną 
d o k ł a d n o ś c i ą i o b l i c z e n i a w y k o n u j e m y w g r a n i c a c h o k r e ś l o n e j l i c z b y 
m i e j s c d z i e s i ę t n y c h , a za l eży n a m n a o s z a c o w a n i u b ł ę d ó w , j a k i m i o b a r ­
c z o n e są p r z y b l i ż o n e w a r t o ś c i n i e w i a d o m y c h o t r z y m a n e z r a c h u n k u , 
t o z a d a n i e s t a j e się z n a c z n i e t r u d n i e j s z e . P o d a m y p r z y k ł a d t a k i e g o z a ­
d a n i a . 

P R Z Y K Ł A D 2 . R o z w i ą z a ć u k ł a d r ó w n a ń n o r m a l n y c h z p r z y k ł a d u 6 
w r o z d z i a l e I V . 

1 9 , 0 0 0 0 0 0 a 0 + 1 4 , 9 2 2 5 6 5 ^ + 1 6 , 0 6 0 9 5 3 a 2 + 1 9 , 4 3 2 7 5 3 a 3 + 2 5 , 0 7 3 7 8 7 a 4 = 

= 1 1 , 9 5 1 8 8 3 , 

1 4 , 9 2 2 5 6 5 a 0 + 1 6 , 0 6 0 9 5 3 a 1 + 1 9 , 4 3 2 7 5 3 a 2 + 2 5 , 0 7 3 7 8 7 a 3 + 3 3 , 6 9 2 1 3 5 a 4 = 

= 1 2 , 2 5 1 8 2 9 , 

(7) 1 6 , 0 6 0 9 5 3 a 0 + 1 9 , 4 3 2 7 5 3 a 1 + 2 5 , 0 7 3 7 8 7 a 2 + 3 3 , 0 9 2 1 3 5 a 3 + 4 6 , 5 5 4 9 3 8 a 4 = 

= 1 4 , 3 3 8 2 4 9 , 

1 9 , 4 3 2 7 5 3 ^ 0 + 2 5 , 0 7 3 7 8 7 ^ + 3 3 , 6 9 2 1 3 5 a 2 + 4 6 , 5 5 4 9 3 8 a 3 + 6 5 , 6 5 2 6 1 9 a 4 = 

= 1 8 , 0 5 9 8 0 4 , 

2 5 , 0 7 3 7 8 7 a 0 + 3 3 , 6 9 2 1 3 5 a 1 + 4 6 , 5 5 4 9 3 8 a 2 + 6 5 , 6 5 2 6 1 9 a 3 + 9 4 , 0 3 1 2 3 4 a 4 = 

= 2 3 , 8 2 9 4 0 5 , 

w k t ó r y m w s p ó ł c z y n n i k i p o d a n o z d o k ł a d n o ś c i ą d o 0 , 0 0 0 0 0 0 5 . 
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Z a s t o s u j e m y m e t o d ę e l i m i n a c j i z pe łną d y s k u s j ą b ł ę d ó w . P o n i e w a ż 
m e t o d a e l i m i n a c j i w y m a g a w y k o n y w a n i a j e d y n i e c z t e r e c h dz ia łań a r y t ­
m e t y c z n y c h , d y s k u s j a b ł ę d u p o l e g a n a s t o s o w a n i u regu ł p r z e n o s z e n i a 
się b ł ę d ó w p r z y d o d a w a n i u , o d e j m o w a n i u , m n o ż e n i u i d z i e l e n i u ( p o r . 
r ozdz ia ł I A ) . 

R o z w i ą z a n i e r o z p o c z y n a m y o d e h m i n a c j i n i e w i a d o m e j a0 z u k ł a d u 
(7) . W t y m c e l u m n o ż y m y d r u g i e z r ó w n a ń t ego u k ł a d u p r z e z 

05 
1 9 , 0 0 0 0 0 0 7 8 

- = 1 , 2 7 3 2 3 9 5 5 4 , 

1 4 , 9 2 2 5 6 5 

t r z e c i e r ó w n a n i e p r z e z 

05 
1 9 , 0 0 0 0 0 0 6 8 

05 

1 6 , 0 6 0 9 5 3 

=1 ,182993313 , 

c z w a r t e r ó w n a n i e p r z e z 

05 
1 9 , 0 0 0 0 0 0 6 1 0 

05 

1 9 , 4 3 2 7 5 3 

=0 ,9777307415 

i p ią te r ó w n a n i e p r z e z 

05 
1 9 , 0 0 0 0 0 0 

05 

2 5 , 0 7 3 7 8 7 

=0,7577634763 

i o d e j m u j e m y o t r z y m a n e w t e n s p o s ó b r ó w n a n i a s t r o n a m i o d p i e r w s z e g o 
r ó w n a n i a . D o s t a j e m y s tąd n a s t ę p u j ą c y u k ł a d r ó w n a ń : 

25 27 32 38 22 
5 , 5 2 6 8 7 5 6 % + 8 , 6 8 1 5 9 6 8 a 2 + 1 2 , 4 9 2 1 8 4 4 a 3 + 1 7 , 8 2 4 3 7 1 9 a 4 = 3 , 6 4 7 6 3 0 3 , 

25 20 34 43 22 
8 ,066253 9 a 1 + 1 3 , 6 0 1 1 6 9 4 a 2 + 2 0 , 4 2 4 8 1 7 4 a 3 + 3 0 ; 0 0 0 3 9 3 3 a 4 = 5 , 0 1 0 1 6 9 7 , 

( 8 ) 24 28 35 44 15 

9 , 5 9 2 8 4 7 4 a 1 + 1 6 , 8 8 0 8 8 3 1 a 2 + 2 6 , 0 8 5 4 4 1 1 a 8 + 3 9 , 1 1 6 7 9 6 9 a 4 = 5 , 7 0 5 ^ 4 2 6 , 

20 20 33 42 18 

1 0 , 6 0 8 1 0 4 3 a 1 + 3 9 , 2 1 6 6 7 8 7 a 2 + 3 0 , 3 1 6 4 0 3 8 a 3 + 4 6 , 1 7 9 6 4 7 8 a 4 = 6 , l 0 5 1 6 9 8 . 
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Z t e g o u k ł a d u e l i m i n u j e m y t e r a z n i e w i a d o m ą ax. W t y m c e l u m n o ż y m y 
d r u g i e z r ó w n a ń (8) p r z e z 

25 
5 , 5 2 6 8 7 5 6 

25 
8 , 0 6 6 2 5 1 9 

523 
=0 ,6851850982 , 

t r z e c i e r ó w n a n i e p r z e z 

25 
5 , 5 2 6 8 7 5 6 4 0 5 

24 
9 , 5 9 2 8 4 7 4 

=0 ,5761454727 , 

c z w a r t e r ó w n a n i e p r z e z 

25 
5 ,5268756 3 3 5 

= 0 , 5 2 1 0 0 5 0 2 0 7 
20 

1 0 , 6 0 8 1 0 4 3 

i o d e j m u j e m y s t r o n a m i o t r z y m a n e w t e n s p o s ó b r ó w n a n i a o d r ó w n a n i a 
p i e r w s z e g o . P o w s t a j e s tąd u k ł a d r ó w n a ń 

119 163 225 (14 
0 , 6 3 7 7 2 1 7 9 a 2 + l , 5 0 2 5 9 6 1 2 a 3 + 2 , 7 3 1 4 5 0 5 3 a 4 = - 0 , 2 1 4 7 3 6 6 8 , 

112 159 223 55 
(9) l , 0 4 4 2 4 7 5 7 a 2 + 2 , 5 3 6 8 2 4 3 9 a 3 + 4 , 7 1 2 5 9 3 5 4 a 4 = - 0 , 3 6 0 2 9 2 5 3 , 

106 152 215 53 
l , 3 3 0 3 8 9 2 8 a 2 + 3 , 3 0 2 8 1 4 1 9 o 3 + 6 , 2 3 5 4 5 6 4 6 a 4 = - 0 , 4 6 6 8 0 6 1 8 . 

Z t ego u k ł a d u e b m i n u j e m y n i e w i a d o m ą a2. W t y m c e l u m n o ż y m y 
d r u g i e z r ó w n a ń (9) p r z e z 

119 
0 , 6 3 7 7 2 1 7 9 1 8 

112 
1 ,04424757 

0 , 6 1 0 6 9 9 8 0 7 5 , 

t r z e c i e r ó w n a n i e p r z e z 

119 
0 , 6 3 7 7 2 1 7 9 2 1 9 

= 0 , 4 7 9 3 4 9 7 6 6 0 
106 

1 ,33038928 
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i o d e j m u j e m y s t r o n a m i o t r z y m a n e w t e n s p o s ó b r ó w n a n i a o d r ó w n a n i a 
p i e r w s z e g o . P o w s t a j e s tąd u k ł a d r ó w n a ń 

718 121 163 
0 , 0 4 6 6 4 2 0 5 % + 0 , 1 4 6 5 2 9 4 4 a 4 = — 0 , 0 0 5 2 9 3 9 0 , 

(10) ' 3 ' 4 

96 1695 193 
0 , 0 8 0 6 0 7 0 9 a 3 + 0 , 2 5 7 5 1 4 0 7 % = - 0 , 0 0 9 0 2 6 7 5 . 

Z t e g o u k ł a d u e l i m i n u j e m y % , m n o ż ą c d r u g i e z r ó w n a ń (10) p r z e z 
718 

0 , 0 4 6 6 4 2 0 5 1 5 9 

= 0 , 5 7 8 6 3 4 5 8 
96 

0 , 0 8 0 6 0 7 0 9 

i o d e j m u j ą c s t r o n a m i o t r z y m a n e w t e n s p o s ó b r ó w n a n i e o d r ó w n a n i a 
p i e r w s z e g o . D o s t a j e m y AV t e n s p o s ó b r ó w n a n i e 

509 257 
0 , 0 0 2 4 7 7 1 1 % = 0 , 0 0 0 0 7 0 7 1 , 

204 
z k t ó r e g o o b l i c z a m y , że % = 0 , 0 2 8 5 5 , t z n . % = 0 , 0 2 8 5 5 + 0 , 0 2 0 4 0 . 

W s t a w i a m y t o p r z y b l i ż e n i e d o p i e r w s z e g o z r ó w n a ń (10) i o b l i c z a m y 
163 121 204 

- 0 , 0 0 5 2 9 3 9 0 - 0 , 1 4 6 5 2 9 4 4 • 0 ,02855 6 5 1 

% = = - 0 , 2 0 3 1 9 . 
3 718 ' 

0 , 0 4 6 6 4 2 0 5 
W s t a w i a m y t e r a z a 3 i a 4 d o p i e r w s z e g o z r ó w n a ń (9) i o b l i c z a m y 

640 163 651 225 204 
- 0 , 2 1 4 7 3 6 6 8 + 1 , 5 0 2 5 9 6 1 2 - 0 , 2 0 3 1 9 - 2 , 7 3 1 4 5 0 5 3 - 0 , 0 2 8 5 5 2 4 1 

% = - , , , , = 0 , 0 1 9 7 5 . 

0 , 6 3 7 7 2 1 7 9 

P r z y b l i ż e n i a % , % i a 4 w s t a w i a m y d o p i e r w s z e g o z r ó w n a ń (8) i o b l i c z a m y 

592 

% = 0 , 9 9 6 1 5 , 

a z p i e r w s z e g o r ó w n a n i a (7) o b l i c z a m y 
763 

% = 0 , 0 0 0 1 2 . 

N a p o d s t a w i e o s z a c o w a ń b ł ę d ó w o t r z y m a n y c h d l a % , % , % , % i « 
z d a w a ć b y się m o g ł o , że o b l i c z o n e p r z y b l i ż e n i a n i e m a j ą ż a d n e g o p r a k ­
t y c z n e g o z n a c z e n i a , p o n i e w a ż są o b a r c z o n e z b y t d u ż y m i b ł ę d a m i . T a k 
j e d n a k n i e j e s t , a l b o w i e m b ł ę d y w d a n y m p r z y p a d k u n i e są aż t a k 
d u ż e , a t y l k o n a s z e o s z a c o w a n i a są b a r d z o n i e d o k ł a d n e . O p a r l i ś m y j e 
b o w i e m n a r o z p a t r y w a n i u w k a ż d y m dz ia łaniu b ł ę d ó w m a k s y m a l n y c h . 
P a m i ę t a ć j e d n a k n a l e ż y , że r ó ż n i c e w w a r t o ś c i a c h w s p ó ł c z y n n i k ó w , p o -
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w o d u j ą c e m a k s y m a l n e b ł ę d y w j e d n y m dz ia łan iu , c zęs to n i e da ją b ł ę d ó w 
m a k s y m a l n y c h w i n n y m dz ia łan iu . R ó ż n y m i s p o s o b a m i m o ż n a p o w i ę k s z y ć 
d o k ł a d n o ś ć o s z a c o w a ń d l a b ł ę d ó w o t r z y m a n y c h p r z y b l i ż e ń . N i e w d a j ą c 
się w o g ó l n e t e o r e t y c z n e d y s k u s j e p o k a ż e m y j e d e n z n i c h n a t y m s a m y m 
p r z y k ł a d z i e b c z b o w y m . U z y s k a n e p o p r z e d n i o n i e d o k ł a d n e o s z a c o w a n i a 
b ł ę d ó w b ę d ą p o t r z e b n e d o o s z a c o w a ń b a r d z i e j p r e c y z y j n y c h . 

P o d s t a w i a m y o t r z y m a n e d l a o 0 , 0 ^ 0 2 , 0 3 , 0 4 p r z y b l i ż e n i a w l e w e 
s t r o n y r ó w n a ń (7) i o t r z y m u j e m y 

1 9 , 0 0 0 0 0 0 • 0 , 0 0 0 1 2 + 1 4 , 9 2 2 5 6 5 • 0 , 9 9 6 1 5 + 1 6 , 0 6 0 9 5 3 • 0 , 0 1 9 7 5 + 

+ 1 9 , 4 3 2 7 5 3 • ( - 0 , 2 0 3 1 9 ) + 2 5 , 0 7 3 7 8 7 • 0 ,02855 = 1 1 , 9 5 1 9 1 2 4 8 3 2 8 , 

1 4 , 9 2 2 5 6 5 • 0 ,00012 + 1 6 , 0 6 0 9 5 3 • 0 ,99615 + 1 9 , 4 3 2 7 5 3 • 0 ,01975 + 

+ 2 5 , 0 7 3 7 8 7 • ( - 0 , 2 0 3 1 9 ) + 3 3 , 6 9 2 1 3 5 • 0 , 0 2 8 5 5 = 1 2 , 2 5 1 8 7 3 5 8 4 2 2 , 

1 6 , 0 6 0 9 5 3 • 0 , 0 0 0 1 2 + 1 9 , 4 3 2 7 5 3 • 0 , 9 9 6 1 5 + 2 5 , 0 7 3 7 8 7 • 0 , 0 1 9 7 5 + 

(11) + 3 3 , 6 9 2 1 3 5 • ( - 0 , 2 0 3 1 9 ) + 4 6 , 5 5 4 9 3 8 • 0 , 0 2 8 5 5 = 1 4 , 3 3 8 3 1 0 0 7 7 8 1 , 

1 9 , 4 3 2 7 5 3 • 0 ,00012 + 2 5 , 0 7 3 7 8 7 • 0 ,99615 + 3 3 , 6 9 2 1 3 5 • 0 ,01975 + 

+ 4 6 , 5 5 4 9 3 8 • ( - 0 , 2 0 3 1 9 ) + 6 5 , 6 5 2 6 1 9 • 0 , 0 2 8 5 5 = 1 8 , 0 5 9 8 8 8 9 3 6 8 9 , 

2 5 , 0 7 3 7 8 7 • 0 , 0 0 0 1 2 + 3 3 , 6 9 2 1 3 5 • 0 , 9 9 6 1 5 + 4 6 , 5 5 4 9 3 8 • 0 ,01975 + 

+ 6 5 , 6 5 2 6 1 9 • ( - 0 , 2 0 3 1 9 ) + 9 4 , 0 3 1 2 3 4 • 0 , 0 2 8 5 5 = 2 3 , 8 2 9 5 2 5 2 3 6 2 8 . 

N i e c h t e r a z „ p r a w d z i w y " u k ł a d r ó w n a ń b ę d z i e 

( 1 9 , 0 0 0 0 0 0 + <5,) (0 ,00012 + A0)+(14,922565+<52) ( 0 , 99615 + z l , ) + 

+ ( 1 6 , 0 6 0 9 5 3 +d3) ( 0 , 01975 + At) + (19,432753+<5 4 ) ( - 0 , 2 0 3 1 9 + A3) + 

+ (25 ,073787 +ós) ( 0 , 02855 + AA = 1 1 , 9 5 1 8 8 3 + e , , 

( 1 4 , 9 2 2 5 6 5 +<52) ( 0 ,00012 + A0) + ( 1 6 , 0 6 0 9 5 3 + <53) ( 0 , 99615 + /!,) + 

+ ( 1 9 , 4 3 2 7 5 3 + ó 4 ) ( 0 , 01975 + A2) + ( 25 ,073787 +ds) ( - 0 , 2 0 3 1 9 + A3) + 

+ ( 3 3 , 6 9 2 1 3 5 + d 6 ) ( 0 , 02855 + At) = 1 2 , 2 5 1 8 2 9 + e 2 , 

( 1 6 , 0 6 0 9 5 3 + <53) ( 0 ,00012 + A0) + ( 1 9 , 4 3 2 7 5 3 +<54) ( 0 , 99615 + AJ + 

(12) + ( 2 5 , 0 7 3 7 8 7 +ds) ( 0 ,01975 + A2) + ( 3 3 , 6 9 2 1 3 5 +d6) ( - 0 , 2 0 3 1 9 + A3) + 

+ ( 4 6 , 5 5 4 9 3 8 + ó 7 ) ( 0 , 02855 + z l 4 ) = 1 4 , 3 3 8 2 4 9 + e 3 , 

( 1 9 , 4 3 2 7 5 3 + ó 4 ) ( 0 ,00012 + A0) + ( 2 5 , 0 7 3 7 8 7 + 6S) ( 0 , 99615 + AJ + 

. + ( 3 3 , 6 9 2 1 3 5 + ó 6 ) ( 0 , 01975 + A2) + (46,554938+<5 7 ) ( - 0 , 2 0 3 1 9 + A3) + 

+ ( 6 5 , 6 5 2 6 1 9 + ó 8 ) ( 0 , 0 2 8 5 5 + At)=18,059804+e4, 

( 2 5 , 0 7 3 7 8 7 + <55) ( 0 ,00012 + A0) + ( 3 3 , 6 9 2 1 3 5 + d6) ( 0 , 99615 + A1) + 

+ ( 4 6 , 5 5 4 9 3 8 + ó 7 ) ( 0 , 01975 + A2) + (65,652619+<5 8 ) ( - 0 , 2 0 3 1 9 + AJ + 

+ ( 9 4 , 0 3 1 2 3 4 + 0 , ) ( 0 , 02855 + A4)=23,829405 + e 5 , 
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g d z i e w i a d o m o , że |c\|<0,0000005 ( i = l , 2 , . . . ,9) o r a z |e,.|<0,0000005 
(? = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ) , a b ł ę d y A0, Ax, A2, A3, Ai n a l e ż y o s z a c o w a ć . 

O d e j m u j ą c s t r o n a m i o d p o w i a d a j ą c e sob ie r ó w n a n i a u k ł a d ó w (11) 
i (12) o t r z y m u j e m y p o u p o r z ą d k o w a n i u 

19 ,000000 z l 0 + 1 4 , 9 2 2 5 6 5 4 + 1 6 ,060953 z l 2 + 1 9 , 4 3 2 7 5 3 zł 8 + 

+ 2 5 , 0 7 3 7 8 7 z d 4 = - 0 , 0 0 0 0 2 9 4 8 3 2 8 + B X , 

1 4 , 9 2 2 5 6 5 / d 0 + j 6 , 0 6 0 9 5 3 z ł 1 + 1 9 , 4 3 2 7 5 3 / 1 2 + 2 5 , 0 7 3 7 8 7 / l 3 + 

+ 3 3 , 6 9 2 1 3 5 At= - 0 , 0 0 0 0 4 4 5 8 4 2 2 +B2. 

(13) 16 ,000953 4 + 1 9 , 4 3 2 7 5 3 4 + 2 5 , 0 7 3 7 8 7 4 + 3 3 , 6 9 2 1 3 5 ^ 3 + 

+ 4 6 , 5 5 4 9 3 8 At= - 0 , 0 0 0 0 6 1 0 7 7 8 1 +B3, 

1 9 , 4 3 2 7 5 3 4 + 25 ,073787 4 + 33 ,692135 4 + 4 6 , 5 5 4 9 3 8 , 4 + 

+ 6 5 , 6 5 2 6 1 9 A„= - 0 , 0 0 0 0 8 4 9 3 6 8 9 + # 4 , 

25 ,073787 4 + 33 ,692135 4 + 4 6 , 5 5 4 9 3 8 4 + 65 ,652619 4 + 

+ 9 4 , 0 3 1 2 3 4 At = - 0 , 0 0 0 1 2 0 2 3 6 2 8 +BS, 

g d z i e 

— « < A - - otj r52 — « 2 (5:t — u3 ó., — M s > 

- B2=e2 — a0 ó2 -- a ! Ó 3 — a 2 < 5 4 — a3ós — « A ł 

(14) — a 0<5 3--OJÓ4 — « 2 <55 —a 3<5 6 — M 7 , 

— « < A - - a x ó s — u 2 ó 6 — a s ó 7 

o r a z 
—a 0 <5 5 - - a ! Ó 6 — a 2 ó 7 — a 3 ó 8 — a 4 ó , 

• « 0 = 

« i = 

0 , 0 0 0 1 2 +4 , , 

0,99615 + 4 , 

(15) a 2 = 0 ,01975 + 4 , 

a 3 = - 0 , 2 0 3 1 9 + 4 , 

a 4 = 0 ,02855 + 4 -

E o z w i ą ż e m y p o w y ż s z y u k ł a d r ó w n a ń (13) u w a ż a j ą c p r a w e s t r o n y 
t y c h r ó w n a ń z a z n a n e . W t y m c e l u z a s t o s u j e m y z n o w u m e t o d ę e l i m i n a c j i , 
a l e z p e w n y m i z m i a n a m i d l a w y g o d y r a c h u n k u . D z i e l i m y n a j p i e r w k a ż d e 
z r ó w n a ń (13) p r z e z w s p ó ł c z y n n i k p r z y n i e w i a d o m e j A0. O t r z y m u j e m y 
n a s t ę p u j ą c y u k ł a d r ó w n a ń : 
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04 04 
/ 1 0 + 0 , 7 8 5 3 9 8 1 5 7 8 9 4 7 4 Ax+0,84531331578947 A2 + 

01 oo 
+ 1 , 0 2 2 7 7 6 4 7 3 6 8 4 2 1 A3+1,31967300000000 A4= 

02 03 
= - 0 , 0 0 0 0 0 1 5 5 1 7 5 1 5 8 + 0 , 0 5 2 6 3 1 6 , 

03 01 
A0 + 1 , 0 7 6 2 8 6 3 4 8 8 9 5 1 1 Ax+1,30223946084336 A2 + 

01 01 
+ 1 , 6 8 0 2 5 9 8 6 1 4 9 1 6 4 Z l 3 + 2 , 2 5 7 7 9 7 8 3 8 3 7 4 3 0 A4 = 

02 01 
= - 0 , 0 0 0 0 0 2 9 8 7 7 0 4 8 6 + 0 , 0 6 7 0 1 2 6 B2, 

05 00 
^ 0 + 1 , 2 0 9 9 3 7 7 2 9 0 9 9 8 9 ^ ! + 1 , 5 6 1 1 6 4 3 3 4 3 9 5 3 5 A2 + 

01 03 
(16) + 2 , 0 9 7 7 6 6 8 6 3 5 2 2 9 8 z l 3 + 2 , 8 9 8 6 4 1 0 7 0 6 7 6 1 9 A4 = 

02 01 
= - 0 , 0 0 0 0 0 3 8 0 2 8 7 5 8 3 + 0 , 0 6 2 2 6 2 8 £ 3 , 

05 02 
zlo + 1 , 2 9 0 2 8 4 8 6 0 8 2 2 3 4 ^ + 1 , 7 3 3 7 8 0 8 4 9 2 7 0 3 0 A2 + 

03 05 
+ 2 , 3 9 5 6 9 4 4 2 3 7 3 9 1 4 A3+3,37845178189627 At = 

01 02 
= - 0 , 0 0 0 0 0 4 3 7 0 8 1 0 9 7 + 0 , 0 5 1 4 5 9 5 Bt, 

04 02 
A0+1,34371943895033 Ax+1,85671745556425 A2 + 

03 03 
+ 2 , 6 1 8 3 7 6 6 7 3 6 1 5 3 6 A3+3,75018077644195 A4 = 

04 02 
= - 0 , 0 0 0 0 0 4 7 9 5 2 9 7 9 7 + 0 , 0 3 9 8 8 2 3 Bs. 

O d r ó w n a ń t y c h (z w y j ą t k i e m p i e r w s z e g o ) o d e j m u j e m y s t r o n a m i 
r ó w n a n i e p i e r w s z e i k a ż d e z o t r z y m a n y c h w t e n s p o s ó b r ó w n a ń d z i e l i m y 
p r z e z w s p ó ł c z y n n i k p r z y n i e w i a d o m e j A:. O t r z y m u j e m y 



§ 53. Metoda eliminacji 2 1 9 

57 63 
A, + 1 , 5 7 0 7 9 6 4 7 5 0 3 9 1 3 z l 2 + 2 ,26026153054317 z l 3 + 

83 
+ 3 , 2 2 5 0 3 5 8 2 9 5 6 7 6 1 A„ = 

15 11 4 
= - 0 , 0 0 0 0 0 4 9 3 6 4 4 4 0 5 - 0 , 1 8 0 9 3 4 1 2 Ą + 0 , 2 3 0 3 7 2 3 6 B 2 

46 59 
Ax + 1 , 6 8 6 1 8 2 0 8 3 2 7 1 4 8 A2 + 2 , 5 3 2 1 3 2 3 6 8 2 1 9 9 3 z l 3 + 

87 
+ 3 , 7 1 9 2 4 8 2 8 1 6 0 0 5 5 At = 

14 8 3 
(17) = - 0 , 0 0 0 0 0 5 3 0 2 5 0 7 4 8 - 0 , 1 2 3 9 7 3 3 7 B1 + 0 , 1 4 6 6 5 9 5 9 B3, 

47 60 
Ax + 1 , 7 5 9 7 3 6 4 4 8 4 5 2 7 4 A2+2,71925947364830 A3 + 

88 
+ 4 , 0 7 7 7 0 4 5 0 2 7 2 9 7 9 z l 4 = 

11 7 5 
= - 0 , 0 0 0 0 0 5 5 8 3 5 4 8 4 9 - 0 , 1 0 4 2 4 4 3 8 Bx+0,10192287 £ 4 , 

40 51 
z1, + l , 8 1 1 5 0 9 2 0 4 6 3 3 1 6 z l 2 + 2 , 8 5 7 8 5 3 0 9 2 9 6 1 8 7 / 1 3 + 

73 
+ 4 , 3 5 3 2 4 2 2 2 6 1 3 6 7 3 Z l 4 = 

14 6 4 
= - 0 , 0 0 0 0 0 5 8 0 9 4 6 2 2 2 - 0 , 0 9 4 2 6 7 5 9 B, + 0 , 0 7 1 4 3 2 5 3 £ 5 . 

O d e j m u j e m y s t r o n a m i p i e r w s z e z r ó w n a ń (17) k o l e j n o o d r ó w n a ń 
d r u g i e g o , t r z e c i e g o i c z w a r t e g o . K a ż d e z o t r z y m a n y c h w t e n s p o s ó b 
r ó w n a ń d z i e l i m y p r z e z w s p ó ł c z y n n i k p r z y n i e w i a d o m e j A%. O t r z y m u j e m y 

36 57 
A2+2,356193652239 z l 3 + 4 , 2 8 3 1 3 7 7 2 9 2 5 4 A4 = 

28 22 06 05 
= - 0 , 0 0 0 0 0 3 1 7 2 5 2 2 4 + 0 , 4 9 3 6 5 6 5 , - 1 , 9 9 6 5 4 3 B 2 + l , 2 7 1 0 3 9 £ 3 , 

23 • 36 
A2+2,429332103802 A3+4,512907765132 z l 4 = 

(18) 17 13 06 05 
= - 0 , 0 0 0 0 0 3 4 2 4 9 2 0 8 + 0 , 4 0 5 8 9 5 ^ - 1 , 2 1 9 2 8 9 B2+0,539446 £ 4 , 

18 29 
z l 2 + 2 , 4 8 2 5 9 2 2 7 2 6 5 0 A3 + 4 , 6 8 6 9 4 1 1 4 5 4 5 5 z l 4 = 

17 07 02 02 
= - 0 , 0 0 0 0 0 3 6 2 6 8 0 5 2 + 0 , 3 6 0 0 4 1 J B I - 0 , 9 5 7 0 4 6 £ 2 + 0 , 2 9 6 7 5 4 5 5 . 
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O d d r u g i e g o i t r z e c i e g o z r ó w n a ń (18) o d e j m u j e m y s t r o n a m i r ó w ­
n a n i e p i e r w s z e , k a ż d e z o t r z y m a n y c h w t e n s p o s ó b r ó w n a ń d z i e l i m y p r z e z 
w s p ó ł c z y n n i k p r z y n i e w i a d o m e j A3 i d o s t a j e m y 

25 64 49 
+ , + 3 , 1 4 1 5 7 6 4 3 4 1 zl 4 = - 0 , 0 0 0 0 0 3 4 5 0 9 6 7 - 1 , 1 9 9 9 3 B j + 

17 10 10 
+ 1 0 , 6 2 7 1 6 B 2 - 1 7 , 3 7 8 5 3 B 3 + 7 , 3 7 5 6 8 B 4 , 

(19) 20 39 26 
A3+3,1946821485 A4= - 0 , 0 0 0 0 0 3 5 9 4 0 4 9 - 1 , 0 5 7 0 9 ^ + 

08 06 05 
+ 8 , 2 2 3 9 6 B 2 — 1 0 , 0 5 5 8 0 B 8 + 2 , 3 4 7 7 6 B 5 . 

O d e j m u j ą c w r e s z c i e r ó w n a n i a (19) s t r o n a m i o d s i eb i e i dz ie ląc o t r z y ­
m a n e w t e n s p o s ó b r ó w n a n i e p r z e z w s p ó ł c z y n n i k p r z y At o t r z y m u j e m y 

21 18 00 07 
zl 4 = - 0 , 0 0 0 0 0 2 6 9 4 3 + 2 , 6 9 0 B t - 4 5 , 2 5 3 B 2 + 1 3 7 , 8 9 0 B 3 -

05 03 
- 1 3 8 , 8 8 7 B 4 + 4 4 , 2 0 9 B 5 . 

W s t a w i a m y o t r z y m a n e n a A4 w y r a ż e n i e d o p i e r w s z e g o z r ó w n a ń 
(19) i o b l i c z a m y z 1 3 , nas tępn ie m a j ą c j u ż A3 i Z l 4 o b l i c z a m y A2 z p i e r w s z e g o 
z r ó w n a ń (18) ; a n a l o g i c z n i e z p i e r w s z e g o z r ó w n a ń (17) o b l i c z a m y Ax 

i z p i e r w s z e g o z r ó w n a ń (16) AQ. O t r z y m u j e m y r o z w i ą z a n i e u k ł a d u ( 1 3 ) : 

' 892 747 305 344 267 167 
Z l 0 = 0 , 0 0 0 0 0 1 4 9 0 8 + 0 , 7 4 6 B 1 - 5 , 4 4 0 B 2 + 1 1 , 7 1 0 B 3 - 9 , 6 5 0 B 4 + 2 , 6 9 1 B 5 , 

686 572 233 . 260 
Ą = - 0 , 0 0 0 0 0 2 1 6 7 7 - 5 , 4 3 9 B , + 6 5 , 0 0 1 B2 - 1 6 8 , 1 8 2 B3 + 

199 121 
+ 1 5 2 , 7 9 3 B 4 - 4 5 , 2 5 3 B 5 , 

276 233 91 104 
A2= - 0 , 0 0 0 0 0 3 4 4 4 7 + 1 1 , 7 1 2 B 1 - 1 6 8 , 1 8 2 B 2 + 4 7 2 , 3 0 2 B 3 -

78 46 
(20) - 4 5 0 , 5 7 1 B 4 + 1 3 7 , 8 8 9 B 5 , 

75 61 24 28 
A3 = 0 , 0 0 0 0 0 5 0 1 3 3 — 9 , 6 5 1 B , + 1 5 2 , 7 9 3 B 2 — 4 5 0 , 5 7 1 B 3 + 

22 11 
+ 4 4 3 , 7 0 0 B 4 - 1 3 8 , 8 8 6 B 3 , 

21 18 06 07 
At = - 0 , 0 0 0 0 0 2 6 9 4 3 + 2 ,690 B , - 4 5 , 2 5 3 B 2 + 1 3 7 , 8 9 0 B3 -

05 03 
- 1 3 8 , 8 8 7 B 4 + 4 4 , 2 0 9 B 5 . 
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Z p o p r z e d n i c h n i e d o k ł a d n y c h o s z a c o w a ń m i e l i ś m y 

M o l < 0 > 7 6 3 0 0 , |z l 1 |<0 ,59200 , | J 2 | < 0 , 2 4 1 0 0 , 
| 4 3 | < 0 , 0 6 5 1 0 , |/J 4 |s$0,02040. 

W y n i k a j ą s tąd n a m o c y (15) n a s t ę p u j ą c e n i e r ó w n o ś c i : 

|a 0 |<0 ,76312 , | a i | < l , 5 8 8 1 5 , |a 2 |<0,26075, 
|a 3 |<0,26829, | a 4 K 0 , 0 4 8 9 5 . 

P o n i e w a ż |e,.|<0,0000005 ( ? = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ) i I ^ K O ^ O O O O O S (t = l , 2 , . . . , 9 ) , 
w i ę c n a m o c y (14) o t r z y m u j e m y o s z a c o w a n i a 

| Ą | < 0 , 0 0 0 0 0 2 (j = l , 2 , 3 , 4 , 5 ) . 

Z e w z o r ó w (20) o t r z y m u j e m y w t e d y 

|z l 0 |<0 ,000063 , | /1 1 |<0 ,000877 , |z l 2 |<0 ,002486 , 

( 2 2 ) |z l 3 |<0 ,002397 , | z l 4 | < 0 , 0 0 0 7 4 1 . 

Są t o o s z a c o w a n i a z n a c z n i e l e p s z e n iż (21) , a l e j e s z c z e n i e n a j l e p s z e . 
S z a c u j e m y z i c h p o m o c ą j e s z c z e r a z . N a m o c y (15) m a m y 

| « 0 | < 0 , 0 0 0 1 8 3 , | a i | < 0 , 9 9 7 0 2 7 , |a 2 |<0,022236 , 

|a 3 |<0 ,205587 , |a 4 |<0 ,029291 , 

a s tąd n a m o c y (14) 

| B , | < 0 , 0 0 0 0 0 1 1 3 ( | = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ) . 

M a m y w t e d y n a p o d s t a w i e w z o r ó w (20 ) : 

| /1 0 |<0,000036 , |z l 1 |<0 ,000496 , |z l 2 |<0 ,001406 , 

|z l 3 |<0 ,001357 , | /1 4 |<0,000420. 

O s z a c o w a n i a (23) są n i e c o l e p s z e o d o s z a c o w a ń (22) . Są o n e p o n a d t o 
d o ś ć d o k ł a d n e . Z a k ł a d a j ą c b o w i e m w e w z o r a c h (14) dt—0 (i=1,2,...,9) 
i e x = — e 2 = £ 3 = — e 4 = £ 5 = 0 , 0 0 0 0 0 0 5 o t r z y m u j e m y BY = —B2 =B3= —Bi = 
= P 5 = 0 , 0 0 0 0 0 0 5 i z e w z o r ó w (20) 

z 1 0 ^ 0 , 0 0 0 0 1 7 , A,^-0,000220, A, ^ 0 , 0 0 0 6 1 7 , 

A3^-0,000593, z l 4 ^ 0 , 0 0 0 1 8 2 . 

W n i o s k u j e m y s tąd , że n i e w i e l e m o ż n a p o p r a w i ć o s z a c o w a n i a (23) . T ę 
n i eznaczną p o p r a w ę m o ż n a b y u z y s k a ć wstawiając w (20) w z o r y (14) , 
a n a s t ę p n i e (15) , p o r z ą d k u j ą c o t r z y m a n e w y r a ż e n i a w z g l ę d e m e, , e 2 , e 5 , 
ó j , . . . , ó 9 i p r z e d o s t a t e c z n y m o s z a c o w a n i e m b ł ę d ó w A0,A1,A2,A3,Ai s z a ­
c u j ą c m o ż l i w i e d o k ł a d n i e w s p ó ł c z y n n i k i p r z y ó1,d2,...,ó9. 
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N a p o d s t a w i e p o w y ż s z y c h r o z w a ż a ń w i d z i m y , iż m o ż n a p o d a ć r o z ­
w iązan ia u k ł a d u (7) co n a j w y ż e j z d o k ł a d n o ś c i ą d o t r z e c h z n a k ó w d z i e ­
s i ę t n y c h p o p r z e c i n k u . O t o r o z w i ą z a n i e o s t a t e c z n e t e g o u k ł a d u : 

(24) a 0 « y O , 0 0 0 , a i ; =s0 ,996 , a 2 « a 0 , 0 2 0 , a 3 ? « — 0 , 2 0 3 , a 4 ^ 0 , 0 2 9 . 

P o j a w i a się j e d n a k p y t a n i e , d l a c z e g o w p r z y k ł a d z i e 6 z r o z d z i a ł u I V 
p r z y j ę l i ś m y r o z w i ą z a n i a t e g o s a m e g o u k ł a d u z d o k ł a d n o ś c i ą d o sześc iu 
m i e j s c d z i e s i ę t n y c h p o p r z e c i n k u . O t ó ż w r o z w i ą z y w a n y m t a m z a d a n i u 
za leża ło n a m n i e t y l e n a d o k ł a d n y m okreś len iu p i e r w i a s t k ó w a0, a x , . . . , a 4 , 
i l e n a z n a l e z i e n i u t a k i c h i c h p r z y b l i ż e ń , k t ó r e b y d o b r z e spe łn ia ły u k ł a d 
r ó w n a ń (7) ( p o r . r o z w a ż a n i a w § 40) . P o n i e w a ż b ł ę d y p r z y b l i ż e ń a0,a1,...,ai 

n i e są o d s i eb i e n ieza leżne , m o ż n a t a k d o p a s o w a ć t e p r z y b l i ż e n i a , b i o r ą c 
d l a n i c h większą l i c z b ę c y f r p o p r z e c i n k u , że będą o n e l e p i e j spe łn ia ły 
u k ł a d r ó w n a ń niż p r z y b l i ż e n i a (24). N i e p r z e c z y t o j e d n a k t e m u , że b ł ą d 
k a ż d e g o z t a k d o p a s o w a n y c h p r z y b l i ż e ń z o s o b n a m o ż e b y ć d u ż y . 

J a k w i d a ć z p o w y ż s z e g o p r z y k ł a d u , o s z a c o w a n i e m a k s y m a l n y c h 
b ł ę d ó w p i e r w i a s t k ó w u k ł a d u r ó w n a ń (2) j e s t rzeczą ż m u d n ą . N a j c z ę ś c i e j 
j e d n a k n i e z a l e ż y n a m n a t a k i c h s z a c o w a n i a c h , a w y s t a r c z a o s z a c o w a n i e 
d o k ł a d n o ś c i , z j a k ą s p e ł n i o n e są s a m e r ó w n a n i a . T a k j e s t n p . w m e t o d z i e 
n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w . 

Jeże l i z a l e ż y n a m n a o s z a c o w a n i u b ł ę d ó w p i e r w i a s t k ó w u k ł a d u (2), 
t o n i e r a z w y s t a r c z a o s z a c o w a ć b ł ą d średni t y c h p i e r w i a s t k ó w . I s tn ie ją 
n a t o s p e c j a l n e m e t o d y , m i ę d z y i n n y m i m e t o d a k r a k o w i a n o w a . Z a g a d ­
n i e n i e m t y m z a j m o w a ć się j e d n a k n i e b ę d z i e m y . 

§ 54 . M e t o d a s c h e m a t y c z n a . Metoda schematyczna p o w s t a j e z m e ­
t o d y e l i m i n a c j i p r z e z u ł o ż e n i e d o g o d n e g o s c h e m a t u w y k o n y w a n y c h 
dz ia łań . N i e c h b ę d z i e d a n y u k ł a d n r ó w n a ń z n n i e w i a d o m y m i x1,x2,...,xn 

« n x1 + aux2 + ... + a l n x n + a l n + l = 0, 

^orj) a 2 1 a ! l + #22^2 + ' • • + ^ n ^ n - ! " a2,n+l = 0? 

<*m # i + a n 2 x2 +... + ann xn + a n n + 1 = 0, 

g d z i e atj (i=l,2,...,n; j = l , 2 , . . . ,n,n + l) są s t a ł y m i w s p ó ł c z y n n i k a m i . 
Z a k ł a d a m y — j a k p o p r z e d n i o p r z y m e t o d z i e e l i m i n a c j i — że u k ł a d m a 
d o k ł a d n i e j e d n o r o z w i ą z a n i e , t z n . j e g o w y z n a c z n i k c h a r a k t e r y s t y c z n y 
j e s t r ó ż n y o d z e r a . W y n i k a s tąd , że co n a j m n i e j j e d e n ze w s p ó ł c z y n n i k ó w 
p r z y n i e w i a d o m e j xx j e s t r ó ż n y o d z e r a . Z a k ł a d a m y , że r ó w n a n i a u k ł a d u 
(25) są t a k u p o r z ą d k o w a n e , iż an^0. 

E U m i n u j e m y z u k ł a d u (25) n i e w i a d o m ą xy. W t y m c e l u o d i - t e g o 
r ó w n a n i a ( i = 2 , 3 , . . . , n ) o d e j m u j e m y s t r o n a m i r ó w n a n i e p i e r w s z e p o m n o ­
ż o n e s t r o n a m i p r z e z anjan. O t r z y m u j e m y w t e n s p o s ó b u k ł a d r ó w n a ń 


