ROZDZIAL VI

ROZWIAZYWANIE UKLADOW ROWNAN LINIOWYCH.
KRAKOWIANY

§ 52. Uwagi ogolne. Rozwigzanie ukladu réwnan liniowych jest
jednym z najezefciej spotykanych w praktyce zadani numerycznych.
Nierzadko zachodzi potrzeba rozwigzania ukladu kilkunastu, kilkudzie-
sieciu, a nawet kilkuset takich réwnan. Ze wzrostem liczby réwnan w ukla-
dzie wzrastaja mniezmiernie szybko trudnofei rachunkowe, trudnosei
w ocenie bledu, przedluza sie czas potrzebny do rozwigzania danego
ukladu. I tak np. — jak wskazuje nasza praktyka — mozna z grubsza
przyjaé, ze czas T potrzebny do rozwigzania ukladu n réwnan liniowych
z m niewiadomymi jest proporcjonalny do #»°, tzn.

T ~an’,

gdzie « jest wspoOlezynnikiem proporcjonalnosei. Jezeli przyjaé, ze na roz-
wigzanie ukladu trzech réwnan liniowych z trzema niewiadomymi za po-
mocg arytmometru potrzeba w przypadku wykonywania obliczen z do-
kladno$cig do szedciu miejsc dziesietnych okolo kwadransa czasu, czyli
0,25 godzin, to otrzymujemy a~0,25/3* godzin~0,01 godzin, a stad

(1) T ~0,017°.

Za pomocy tego wzoru mozna szacowaé czas pofrzebny do rozwig-
zania r6znych ukladéw réwnan liniowych. (Oczywiscie przy zaloZeniu,
ze uzywa sie stale tej samej metody rozwi@zyws:nia, korzysta z tych sa-
mych pomocy rachunkowych, np. z arytmometru okreslonego typu,
oraz ze obliczenia wykonuje si¢ stale z dokladnoscig tego samego rzedu).
Ze wzoru (1) obliczamy np., Zze czas potrzebny do rozwigzania ukladu
10 réwnan liniowyeh z 10 niewiadomymi jest okolo 10 godzin, ukladu
40 réwnan z tyluz niewiadomymi okolo 640 godzin, a w przypadku 100
réwnan juz okolo 10000 godzin, czyli 1250 dni roboezych, tj. okolo 5 lat
pracy dla jednego rachmistrza!

Nie przeto dziwnego, ze — skoro praktyka zada czesto rozwigzywania
ukladéw wielu réwnan liniowych — robi sie wiele staran, aby rozwigzy-
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wanie to uczyni¢ mozliwie szybkim i prostym, konstruuje si¢ w tym celu
specjalne maszyny, udoskonala istniejace i wynajduje nowe metody
rachunku, wprowadza dogodne schematy obliczenn. Nawet pozornie
drobne uproszezenia rachunku odgrywaja nieraz decydujaca role w bar-
dzo dlugich obliczeniach, gdyz mogg np. zmniejszyé zmeczenie rachujg-
cego i ustrzec go od omylek.

Ze wzgledu na to, ze rozwigzywanie ukladéw réwnan liniowych jest
zadaniem bardzo czeste w praktyce spotykanym i ze wiele metod nume-
rycznych (jak np. metoda najmniejszych kwadratow) sprowadza ostatecz-
nie rézne zagadnienia do rozwigzania ukladu takich réwnan, wylg-
czyliSmy metody rozwigzywania ukladéw réwnan liniowyech w osobny
rozdzial.

Poniewaz dyskusje istnienia i jednoznacznosei rozwigzania ukladu
réwnan liniowych przeprowadza sie za pomocyg wyznacznikéw w kursie
algebry ), ograniczymy sie tylko do przypadku, gdy uklad réwnan ma
dokladnie jedno rozwigzanie. Jest to tym bardziej usprawiedliwione,
ze w praktyce spotyka si¢ prawie wylgeznie tylko takie uklady. Z dru-
giej za$ strony zauwazyé nalezy, ze w przypadku duzej liczby réwnan
z wieloma niewiadomymi dyskusja istnienia i jednoznacznogei rozwigzania
za pomocg wyznacznikéw moze — z powodu ilofci potrzebnych w tym
celu rachunkéw — staé sie praktyczng niemozliwoscig. Rachujacy zda-
ny jest wtedy na swoéj spryt i réznymi drogami moze upewnié sie co do
istnienia i jednoznacznosci rozwigzania. Odnoszg sie tu uwagi, ktoére
uczyniliSmy na ten temat w rozdziale V. Dowdéd istnienia rozwigzania
mozna nieraz zastgpié po prostu znalezieniem efektywnego rozwigzania.
O jednoznaczno$ci rozwigzania mozna znéw nieraz przekonaé si¢ ana-
lizujge przebieg obliczenn prowadzgeych do efektywnego rozwigzania.

Istnieje sporo metod rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych.
Do najezedciej i najchetniej uzywanych nalezg: metoda wyznacznikow,
metoda eliminacji, metoda schematyczna, bedaca pewnym wariantem
metody eliminacji, metoda iteracyjna, metoda relaksacyjna i wreszcie
metoda krakowianowa. Metode iteracyjng i relaksacyjng opisaliSmy
juz w rozdziale V. Obie te metody stosowane s3 na ogdél przez doswiad-
czonych rachmistrzéw i to na ogét tylko w przypadkach, do ktérych te
metody specjalnie sie¢ nadajg. Rachmistrz mniej dofwiadczony bez wat-
pienia szybciej rozwigze uklad réwnan liniowych ktoérgs z pozostalych
metod. Metoda wyznacznikowa, ktorej opis czytelnik znalez¢é moze w kaz-
dym niemal kursie algebry *), jest bardzo pozyteczna w rozwazaniach

1) Patrz np. W, Sierpinski, Zarys algebry wysszej, Warszawa-Wroclaw 1951,
rozdzial III.
%) Ibidem, rozdzialy IT i IIIL.
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teoretycznych, jednak do numeryeznego rozwigzywania ukladéw row-
nan liniowych, zwlaszeza przy wiekszej ich liezbie, nie nadaje sie ze wzgledu
na duzg ilosé¢ rachunkoéw i ich niewygodny schemat.

W rozdziaie niniejszym opiszemy jedynie trzy metody: eliminacji,
schematyezng i krakowianowq. Metoda eliminacji polega na kolejnym
eliminowaniu niewiadomych z danego ukladu réwnan przez odpowiednie
mnozenie réwnan przez stale ezynniki i dodawanie stronami, Metode
schematyezng mozna oftrzymaé z metody eliminacji przez odpowiednie
uporzgdkowanie wykonywanych dzialan. Metoda schematyczna jest
bardzo wygodna w uzyciu, wymaga jednak od rachujgcego znacznie
wigcej uwagi niz metoda eliminacji. Mozna ja sobie jednak latwo przy-
swoi¢. Metoda krakowianowa jest do przyswojenia trudniejsza, wymaga
znajomosei teorii krakowianéw przynajmniej w waskim zakresie i po-
nadto wprawy w dzialaniach krakowianowych. Daje ona jednak duzo
udogodnieni rachunkowych, pozwala dokonywaé¢ w zreezny sposéb kontrole
obliczeni, jak réwniez umozliwia réznego rodzaju dyskusje teoretyczne
bez uzycia wyznacznikéw. Trudno by rozstrzygnaé obiektywnie, ktora
z metod — schematyezna czy krakowianowa — jest lepsza. Obie maja
wielu zwolennikow. Wybor jednej z nich zalezy w duzej mierze od gustu
i metody pracy rachujgcego.

Czytelnikowi napotykajacemu w swej praktyce numerycznej jedynie
uklady o malej liczbie réwnan i to niezbyt czesto, wystarczy najlatwiej-
sza do przyswojenia metoda eliminacji., Natomiast ezytelnik majgey do
czynienia z ukladami o wielkiej liczbie réwnan i to dogé czesto, powinien
zna¢ wszystkie opisane w niniejszej ksigzce metody i dobraé¢ takgy, ktora
dla niego jest najwygodniejsza. Trud wlozony w przyswojenie sobie tych
metod oplacony bedzie péZniejszg oszezednoseig czasu i wysilku.

Nie bedziemy przeprowadza¢ ogélnej dyskusji bledow, z jakimi sie
spotykamy przy rozwigzywanin ukladéw réwnan liniowych. Na ogdél
jest to dyskusja trudna i bardzo Zmudna, szezegélnie w przypadku wiel-
kiej liczby réwnan. Zwrdcimy jedynie czytelnikowi nwage na dwie rzeczy:
po pierwsze pamietaé¢ nalezy o tym, ze rozwigzywanie ukladu réwnan
liniowych wymaga wielkiej liczby dzialan, ktére sa co prawda elemen-
tarne, ale wielka ich liczba powoduje bardzo szybkie narastanie bled6w;
po drugie pamietaé¢ nalezy o tym, ze nieraz trafiaja si¢ w praktyce ,zlo-
fliwe” uklady réwnan, np. uklady o wyznaczniku charakterystycznym
bliskim zera, w ktéryeh drobne réznice w wartodciach wspo6lezynnikdow
lub drobne ,,zaokraglenia** wynikéw dzialai mogg mieé¢ bardzo wielki
wplyw na rozwigzanie ukladu. Powoduje to nieraz, ze chege uzyskad
nawet grube przyblizenie rozwigzania nalezy mie¢ wspoélezynniki po-
dane z bardzo duzg dokladnodcig (kilkunastu, a nawet kilkudziesi¢ciu
cyfr dziesietnych) i wykonywadé¢ obliczenia réwniez z duzg dokladnoseiq.

Metody numeryczne i graficzne — 14
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§ 53. Metoda eliminacji. Niech bedzie dany uklad n réwnan z =
niewiadomymi @, ,@,,...,x,

Uy By Qg By oo = Oy Ty = Py,

Aoy By Qo Tyt oo+ Aoy By = P,y

.................

Ay Ty + Qo Ty Slean Ay O =Py

gdzie a; oraz p; (1,j=1,2,...,n) sg stalymi wspolezynnikami. Zakladamy,
ze réwnania te sg od siebie liniowo niezalezne, tzn. zadnego z nich nie
mozna otrzymaé¢ jako kombinacji liniowej réwnan pozostatych, oraz ze
uklad (2) nie jest sprzeczny. Ma to miejsce whtedy i tylko wtedy, gdy wy-
znacznik charakterystyczny ukladu (2) jest rézny od zera. Uklad (2) ma
wtedy dokladnie jedno rozwigzanie i co najmniej jeden ze wspolezynni-
kéw przy niewiadomej @,, np. a,,, jest rézny od zera. Jezeli a; 40
(2<<i<n), to mnozge i-te réwnanie ukladu (2) przez a, /a; i odejmujac
stronami od réwnania pierwszego otrzymujemy réwnanie, w ktérym nie
wystepuje juz niewiadoma ;. Jezeli a;, — 0, to i-te roéwnanie bez zadnyech
przeksztalcen nie zawiera juz niewiadomej z;. W ten sposéb z ukladu (2)
mozna otrzymaé uklad »—1 réwnan z tyluz niewiadomymi

bga@s+bag s+ .. 4Dy @ =0,

byg@a+bys @3+ . .+ g X =0s,

oooooooooooooooo

bn2a-"2 +bﬂ$w3+° .. +bnnmn29n'

(3)

Réwnania te sy zawsze liniowo niezalezne, gdy réwnania (2) sg li-
niowo niezalezne. Poza tym nie wszystkie wspoélezynniki przy niewiado-
mej z, sg rowne zeru, gdyz inaczej uklad (3) a z nim takze i uklad (2)
miatby wyznacznik charakterystyczny réwny zeru, wbrew uezynionym
zalozeniom. Majge rozwigzania ukladu (3) mozemy obliczyé wyelimi-
nowang niewiadomg @, z ktéregokolwiek z réwnan (2).

7 ukladu (3) eliminujemy niewiadomg @, analogicznie jak poprzed-
nio niewiadomg x, z ukladu (2). Z otrzymanego w ten sposob ukladu eli-
minujemy z kolei niewiadomg a, itd., az dochodzimy do jednego réwnania
z jedng niewiadomg

k‘Tn: I!
skad przy k40 znajdujemy
a,=1k.

Gdyby k=0, oznaczaloby to, ze wyznacznik charakterystyezny ukladu (2)
jest réwny zeru, a to jest sprzeczne z nezynionym poprzednio zalozeniem.
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Majge obliczong niewiadomg @,, cofamy sie do ukladu dwoéch réw-
nan z dwiema niewiadomymi @, ;i @, i z ktéregokolwiek réwnania tego
ukladu obliczamy wx, ,. Nastepnie cofamy sie do ukladu trzech réwnan
z trzema niewiadomymi x, .,x, ,,o, iz ktoregokolwiek z tych réwnan
obliczamy x,_,. Postepujac dalej analogicznie obliczamy kolejno wszystkie
niewiadome do z, wlgeznie.

Powyzsza metoda rozwigzywania ukladu (2) nosi nazwe metody eli-
minacji. \

PrzyxeAD 1. Rozwigzaé uklad réwnan
22 —3w, -5y — Ty, = —8,9, bay—2w,—6x;-+82,=22,7,

3w, — @y— w3+42,=17,2, 3@, 2w, 4+ x;—4w,=—10,1.

(4)

Mnozymy drugie réwnanie przez 2/3, trzecie réwnanie przez 2/5,
a czwarte —przez 2/3 i odejmujemy je stronami od réwnania pierwszego.
Otrzymujemy w ten sposéb uklad réwnarn

7 177~ 129 61,1

T T e

T 48T, T8 89,9

(5) —‘—‘gaz—f— “{:)“ﬂzs—- --5—-x“= ——5 .
1 S 1 S 1 6,5

whe T+ 3 &y— 3 Ty= — T

Zanim przystgpimy do dalszej eliminacji niewiadomych uproscimy ten
uklad: pierwsze z réwnan (5) mnozymy stronami przez —3, drugie przez
—Db, a trzecie przez —3/13. Otrzymujemy

T, —172,+292,=61,1,
(ha) 11z, —37w,+ 51z, —89,9,;
w,— &3+ x,= 0,b,

Aby wyeliminowaé z tego ukladu niewiadomg a,, mnozymy drugie

-

roOwnanie przez 7/11, a trzecie przez 7 i odejmujemy stronami od pierw-
szego. Otrzymujemy w ten sposéb uklad réwnan
72 38 42,8
;83-— =
11

1];1'4: 11 3 —](}.1:3-}-22.”64=57,6,

w ktéorym mnozymy pierwsze réwnanie przez 11/2, a drugie przez —1 /2.
Przez to uklad ten przybiera postaé

(6) 362, —190,=21,4, 5my—1lz,——28,8.

14*
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Aby wyeliminowa¢ z tego ukladu niewiadomg @;, mnozymy drugie
roéwnanie przez 36 /5 i odejmujemy stronami od pierwszego. Otrzymujemy
w ten sposéb réwnanie

301  1143,8
BT

z ktérego obliczamy, ze x,—3,8. Podstawiajac te warto$¢ do drugiego
z réwnan (6) obliczamy

’
b

2y =(—28,8+411-3,8) 5=2,6.

Podstawiajae obliczone juz wartosci @z, i @, do ostatniego z réwnan (Ha)
obliczamy
x,=0,642,6—3,8=—0,7.
Podstawiajae wreszeie obliczone wartosei @,,2, i @, do pierwszego z réw-
nan (4) obliczamy -
#=[—89+3:(—0,7) —5-2,64-7-3,8]/2=1,3.
Uklad (4) ma zatem rozwigzanie:
oy — SO e — O e, — 2.6 0 e =3 8
Gdy wspélezynniki ukladu sg podane w przyblizeniu z okre§long
dokladnofcig i obliczenia wykonujemy w granicach okreslonej liczby
miejse dziesietnych, a zalezy nam na oszacowaniu bled6w, jakimi obar-
czone s3 przyblizone wartosei niewiadomych otrzymane z rachunku,

to zadanie staje sie znacznie trudniejsze. Podamy przyklad takiego za-
dania.

PrzZYKEAD 2. Rozwigzaé¢ uklad réwnan normalnych z przykladu 6
w rozdziale 1V.

19,000000a, +14,922565a, -+16,060953a, +19,432753a,+25,073787a, —
—11,951883,
14,922565a,-+-16,060953a, +19,432753a, +25,073787a, +33,692135a, —
=12,251829,
(7) 16,060953a,-+19,432753a, +25,073787a, +33,692135a,+46,554938a, —
—14,338249,
19,432753a,+-25,073787a, - 33,602135a, +46,554938a, + 65,652619a, —
: —18,059804,
25,073787a,+33,692135a, +46,554938a, +65,652619a, +94,031234a, —
—23,829405,
w ktérym wspélezynniki podano z dokladnodeia do 0,0000005.
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Zastosujemy metode eliminacji z pelng dyskusjg bledéw. Poniewaz
metoda eliminacji wymaga wykonywania jedynie czterech dzialani aryt-
metyceznyeh, dyskusja bledu polega na stosowaniu regul przenoszenia
si¢ bledow przy dodawaniu, odejmowaniu, mnoZeniu i dzieleniu (por.
rozdzial 1 A).

Rozwigzanie rozpoczynamy od eliminacji niewiadomej a, z ukladu
(7). W tym celu mnozymy drugie z réwnan tego ukladu przez

05
19,000000 79
05 — 1273239554,
14,922565
trzecie rownanie przez
05 ;
19,000000 68
— =1,182993313
05 3 ]
16,060953
ezwarte rownanie przez
05
19,000000 yisfiy el
P =0,9777307415
(]
19,432753
i pigte réwnanie przez
05 Lo
19,000000 252
=T, o5 =0,7577634763
o3
25,073787

1 odejmujemy otrzymane w ten sposéb réwnania stronami od pierwszego
réwnania. Dostajemy stad nastepujgey uklad réwnan:

25 27 32 38 22
5,5268756a,+ 8,6815968a,-+12,4921844a,-17,8243719a,—3,6476303,

25 29 34 43 22
8,0662519a, -+13,6011694a, -+ 20,4248174a,-+30.0003933a, —5,0101697,
(8) 24 28 35 44 15

9,6928474a,+16,8808831a,-+26,0854411a3-+39,1167969a,=5, ;O.)F:l 26,

20 26 33 42 18
10,6081043a,+19,2166787a, + 30,3164038a,+46,17964 78a,=6,1051698.
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7 tego ukladu eliminujemy teraz niewiadomg a,. W tym celu mnozymy
drugie z réwnan (8) przez

25 3
5,6268756 523
T T =0,6851850982,

)

8,0662519

trzecie réwnanie przez

25
5,5268756 405
= (,5761454727,
24
9,5928474
czwarte réwnanie przez
25
5,b268756 886
— =0,5210050207
20
10,6081043

i odejmujemy stronami otrzymane w ten sposéb réwnania od réwnania
pierwszego. Powstaje stad uklad réwnan

119 163 225 6H4
0,63772179a,+ 1,50259612a,+2,73145053a, = —0,21473668,

112 159 223 55
9) 1,04424757a,+ 2,53682439a, +4,71259354a, = —0,36029253 ,

106 152 215 53
1,33038928a, -+ 3,30281419a, -} 6,23545646a,— —0,46680618.

7 tego ukladu eliminujemy niewiadomg a,. W tym celu mnozymy
drugie z réwnan (9) przez

119
0,63772179 18
TRRTLr —0,6106998075,
1,04424757
trzecie réwnanie przez
119
0,63772179 219
== =0,4793497660

1,33038928
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i odejmujemy stronami otrzymane w ten spos6b réwnania od réwnania
pierwszego. Powstaje stqd uklad réwnan

718 121 163
o 0,04664205a,+ 0,14652944a, = —0,00529390,
96 1695 193

0,08060709a, -+ 0,25751407a,= —0,00902675.
Z tego ukladu eliminujemy a;, mnozgc drugie z réwnan (10) przez

718
0,04664205 159
- . —0,57863458
0,08060709

i odejmujge stronami otrzymane w ten sposéb réwnanie od réwnania
pierwszego. Dostajemy w ten spos6b réwnanie
509 257
0,00247711a,= 0,00007071,
204 :
z ktérego obliczamy, ze a,— 0,02855, tzn. a,=0,028554-0,02040.
Wstawiamy to przyblizenie do pierwszego z réwnan (10) i obliczamy

163 121 204 "
—0,00529390 —0,14652944 - 0,02855 ik
e e o 0.20819:
718
0,04664205
Wstawiamy teraz a, i a, do pierwszego z réwnan (9) i obliczamy
640 163 651 225 204
—0,21473668 +1,50259612- 0,20319 — 2,731450563 -0,02855 241
R L e ————— =0,01975.
0,63772179
Przyblizenia a,,a, i a; wstawiamy do pierwszego z réwnan (8) i obliczamy
592

a,=0,99615,
a z pierwszego réwnania (7) obliczamy
763
a,=0,00012,

Na podstawie oszacowan bledéw otrzymanych dla ay,a,,a,,a; i a
zdawaé by sie moglo, ze obliczone przyblizenia nie maja zadnego prak-
tycznego znaczenia, poniewaz s obarezone zbyt duzymi bledami. Tak
jednak nie jest, albowiem bledy w danym przypadku nie sg az tak
duze, a tylko nasze oszacowania sg bardzo niedokladne. Oparliémy je
bowiem na rozpatrywaniu w kazdym dzialaniu bledow maksymalnych.
Pamietaé jednak nalezy, ze réznice w wartosciach wspélezynnikéw, po-
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wodujgace maksymalne bledy w jednym dzialaniu, czesto nie dajga bledow
maksymalnych w innym dzialaniu. R6znymi sposobami mozna powiekszyé
dokladnof¢ oszacowan dla bledéw otrzymanych przyblizen. Nie wdajge
sie w ogélne teoretyczne dyskusje pokazemy jeden z nich na tym samym
przykladzie liczbowym. Uzyskane poprzednio niedokladne oszacowania
bledéw beda potrzebne do oszacowan bardziej precyzyjnych.
Podstawiamy otfrzymane dla ay,a,,a,,a,,a, przyblizenia w lewe
strony réwnan (7) i otrzymujemy
19,000000-0,00012 4 14,922565-0,99615 416,060953 - 0,01975 |-
+-19,432753 - (—0,20319) 425,073787-0,02855 =11,95191248328,

14,922565 - 0,00012 +16,060953 - 0,99615 -+ 19,432753 - 0,01975 -+
1+25,073787 - (—0,20319) -+ 33,692135 - 0,02855 —12,25187358422 ,

16,060953 - 0,00012 +19,432753 - 0,99615 -+25,073787 - 0,01975 +

(11) +33,692135 - (—0,20319) +46,554938 - 0,02855 —14,33831007781,
19,432753-0,00012 +25,073787 - 0,996 15 +33,692135 - 0,01975 -+

1+-46,554938 - (—0,20319) +65,652619 - 0,02855 =18,05988893689,

25,0737870,00012 +33,692135 - 0,99615 -+ 46,554938 - 0,01975 -+
165,652619 - (—0,20319) +94,031234 - 0,02855 = 23,82952523628.

Niech teraz ,prawdziwy” uklad rownan bedzie

(19,000000-+3,) (0,00012 + A,) +(14,922565 +,) (0,996 15 -+ 4,) +-
+(16,060953 +-3,) (0,01975 -+ 4,) +(19,432753 +8,) (—0,20319 + A,) +
+(25,073787 4+ 6,) (0,02855 + A,) =11,951883 +-¢, ,

(14,922565 +0,) (0,00012 + 4,) +(16,060953 +6,) (0,99615 + A,) +
1-(19,432753 +98,) (0,01975 + A,) +(25,073787 +85) (—0,20319 -+ A4,) +
+(33,692135 ;) (0,02855 + 4,) =12,251829 -+, ,

(16,060953 -+0,) (0,00012 -+ 4,) +(19,432753 +8,) (0,99615 + 4,) +
(12) +(25,0737874-85)(0,01975 4 4,) 4-(33,692135 +0;) (—0,20319 + A,) +
+(46,554938 +8,) (0,02855 - A,) =14,338249 + ¢, ,

(19,432753 -+ 6,) (0,00012+ A,) +(25,073787 +85) (0,99615 + 4,) +
4+ (38,692135+0;) (0,01975 + A,) +(46,554938 +8,) (—0,20319 + 4;) +-
1-(65,6526191-0,) (0,02855 -+ 4,) =18,059804 +-¢,,

(25,073787 +05) (0,00012 - A,) +(33,692135 +6;) (0,99615 + A,) +-

1 (46,554938 +-0,) (0,01975 + A,) -+ (65,652619 -+8;) (—0,20319 + 4;) -+
4(94,031234 +8,) (0,02855 + 4,) =23,829405 + &5,



§ 53. Metoda eliminacji 217

gdzie wiadomo, ze [4;/<<0,0000005 (i=1,2,...,9) oraz |g|<0,0000005
(j=1,2,3,4,5), a bledy 4,,4,,4,,4,,4, nalezy oszacowac.
Odejmujae stronami odpowiadajace sobie réwnania ukladéw (11)
i (12) otrzymujemy po uporzgdkowaniu
19,000000 A, +14,922565 A, +16,060953 A,-+19,432753 A5+
+25,073787 A,= —0,00002948328 + B, ,

14,922565 4,-+16,060953 A, +19,432753 A, +25,073787 A4+
+-33,692135 A, = —0,00004458422 + B, .

(13) 16,060953 A,+19,432753 A, +25,073787 A,+33,692135 A, +
+46,554938 A, = —0,00006107781 + B,,

19,432753 A,+25,073787 A, +33,692135 4, -+ 46,554938 4, +
+65,652619 A4,= —0,00008493689 -+ B, ,

25,073787 Ay-+33,692135 4,4 46,554938 A,+65,652619 A4+
194,031234 4,= —0,00012023628 + B;,

adzie
By =¢& —a,0; —a 0, — tty 03— a3 0, —at; 05,
B, =¢,—ug0y—a; 03—ty 04— g 05—y Og 4
(14) By =y — tg 8y — i 05 — 23 5 — 5 05— 24 By
By=¢,—ay0y—a 0; — 1304 — a3 6, —a; 04,
By=g;—ay0;—a; 05—ty 0; — a3 Oy — a0,
oraz
- a,=0,00012 44,
ay=0,99615-4,,
(15) s = 0,01975 -+ 4,,

ay=—0,20319+ 4,
a_‘ = 0,02855 + A'I- .

Rozwigzemy powyzszy uklad réwnan (13) uwazajge prawe strony
tych rownan za znane. W tym celu zastosujemy znowu metode eliminacji,
ale z pewnymi zmianami dla wygody rachunku. Dzielimy najpierw kazde
z réwnan (13) przez wspélezynnik przy niewiadomej A,. Otrzymujemy
nastepujaey uklad réwnan:
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04 04
A,4-0,78539815789474 A, +0,84531331578947 A,+

01 00
+1,02277647368421 4,-41,31967300000000 A, =

02 03
= —0,00000155175158 +0,0526316 B, ,

03 01
Ay+1,07628634889511 4, -+1,30223946084336 A, -+

01 01
+1,68025986149164 A,-+-2,25779783837430 4, =

02 01
— —0,00000298770486 +0,0670126 B,,

05 00
A,+1,20993772909989 A, +1,56116433439535 A, -+

01 03
(16)  +2,09776686352298 A,+2,89864107067619 A, =

02 01
— —0,00000380287583 +0,0622628 B, ,

05 02
A,+1,20028486082234 A, +1,73378084927030 4, -+
03 05
12,39569442373914 A, +3,37845178189627 A, =

01 02
=—0,00000437081097 -0,0514595 B,
= L]

04 02
A,+1,34371943895033 4, +1,85671745556425 A, -+

03 03
+42,61837667361536 A,-+3,75018077644195 A, —

04 02
— —0,00000479529797 ++0,0398823 B, .

Od réwnan tych (z wyjatkiem pierwszego) odejmujemy stronami
réwnanie pierwsze i kazde z otrzymanych w ten sposéb réwnan dzielimy
przez wspé6lezynnik przy niewiadomej 4,. Otrzymujemy
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b7 63
A,+1,57079647503913 A,+2,26026153054317 A+
83
1-3,22503582956761 A, —
15 11 4

=—0,00000493644405 — 0,18093412 B, 10,23037236 B,,
46 59
A,+1,68618208327148 A,--2,53213236821993 A ;-
87
+3,71924828160055 4,=

14 8 3
(17) — —0,00000530250748 —0,12397337 B, +0,14665959 B, ,
47 60
A,+1,75973644845274 A, +2,71925947364830 A, +
88
+4,07770450272979 A, =
11 7 b

— —0,00000558354849 —0,10424438 B, +0,10192287 B,,

40 51
A,+41,81150920463316 A, +2,85785309296187 A+
73
1-4,35324222613673 4, = i
14 6 4
— —0,00000580946222 —0,09426759 B, +0,07143253 B;.

Odejmujemy stronami pierwsze z réwnan (17) kolejno od réwnan
drugiego, trzeciego i czwartego. Kazde z oftrzymanych w ten sposéb
réwnan dzielimy przez wspoélezynnik przy niewiadomej 4,. Otrzymujemy
36

57
A,+2,356193652239 A, +4,283137729254 A, =
28 22 06 05
~ =—0,0000031725224 +0,493656 B, —1,996543 B, +1,271039 By,
23 v 36
A,+2,429332103802 4, +4,512907765132 4,—
(18) 17 13 06 05
— —0,0000034249208 +0,405895 B, —1,219289 B, +0,539446 B,
18 29
A, +2,482592272650 A, +4,686941145455 A, —
17 07 02 02

= —0,0000036268052 +0,360041 B, —0,057046 B, 40,296754 B, .
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Od drugiego i trzeciego z roéwnan (18) odejmujemy stronami row-
nanie pierwszé, kazde z otrzymanych w ten sposéb réwnan dzielimy przez
wspolezynnik przy niewiadomej 4, i dostajemy

25 64 49
A, +3,1415764341 A, = —0,000003450967 —1,19993 B, -
' ; 17 10 10
+10,62716 B,—17,37853 B,--7,37568 By,
(19) 26 30 26
Ay+3,1946821485 A, — —0,000003594049 —1,05709 B, -
08 06 05

+-8,22396 B, —10,05580 B, -} 2,34776 B;.

Odejmujge wreszeie rownania (19) stronami od siebie i dzielac otrzy-
mane w ten sposéb réwnanie przez wspolezynnik przy A, otrzymujemy
21 18 06 07
A, = —0,0000026943 - 2,690 B, — 45,253 B, + 137,890 B, —
05 03
— 138,887 B, | 44,209 B;.

Wstawiamy otrzymane na A, wyrazenie do pierwszego z réownan
(19) i obliczamy A4,, nastepnie majac juz A, i A, obliczamy A, z pierwszego
z réwnan (18); analogicznie z pierwszego z réwnan (17) obliczamy 4,
i z pierwszego z réwnan (16) 4,. Otrzymujemy rozwigzanie ukladu (13):

- 892 747 305 344 267 167
A,=0,0000014908 0,746 B, — 5,440 B, 11,710 B,— 9,650 B,+-2,691 B,

G686 572 233 260
A, =—0,0000021677 — 5,439 B, + 65,001 B, — 168,182 B;+
199 121
+152,793 B, — 45,253 B;,
276 233 91 104
Ay = —0,0000034447 +11,712 B, — 168,182 B, + 472,302 B, —
78 46
(20) —450,571 B,+137,889 B;,
75 61 24 28
A,=0,0000050133 —9,651 B, +152,793 B, — 450,571 B, +
22 11
4-443,700 B, — 138,886 B,
21 18 06 07
A, = —0,0000026943 + 2,690 B, —45,253 B, + 137,890 B, —
05 03

—138,887 B, +44,209 B,.
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7 poprzednich niedokladnych oszacowan mielismy

(21) 14,]<0,76300,  |A4,<0,59200, |4,/<0,24100,
|45]<0,06610,  |4,]<0,02040.
Wynikajg stad na mocy (15) nastepujace nieréwnosei:
|ap]<0,76312,  |ay|<1,68815, |a,|<C0,26075,
' |ag| <0,26829,  |a,|<<0,04895.
Poniewaz |g;|<0,0000005 (j=1,2,3,4,5) i |6;/<0,0000005 (i=1,2,...,9),
wiec na moey (14) otrzymujemy oszacowania
|B;|<0,000002  (j=1,2,3,4,5).
Zie wzorow (20) otrzymujemy wtedy
| 4,1 <0,000063 |4,]<0,000877, [4,]<0,002486,
{22) 0 !
|45]<0,002397,  |4,]<0,000741.

Sg to oszacowania znacznie lepsze niz (21), ale jeszcze nienajlepsze.
Szacujemy z ich pomoeg jeszeze raz. Na mocy (15) mamy

|ap| <0,000183, |a;|<0,997027, |a,|<<0,022236,
lay| <0,206587, |, <<0,029291,
a stad na moey (14)
|B;|<0,00000113  (j=1,2,3,4,5).
Mamy wtedy na podstawie wzorow (20):
| 4,1 <<0,000036, |4,|<0,000496, |A4,]<<0,001406,

(23)
|4,]<0,001357,  |4,]<0,000420.

Oszacowania (23) sa nieco lepsze od oszacowan (22). Sa one ponadto
dodé dokladne. Zakladajae bowiem we wzorach (14) 6;=0 (i=1,2,...,9)
8= —gy=g,=—g=6,=0,0000000 otrzymujemy B,:—BZ—B;,=~B4=
=B;=0,0000005 i ze wzoréw (20)

A,~0,000017,  A;~—0,000220,  A,~0,000617,
Ay~ —0,000593,  A,~0,000182.

Wnioskujemy stad, ze niewiele mozna poprawi¢ oszacowania (23). Te
nieznaczng poprawe mozna by uzyskaé wstawiajge w (20) wzory (14),
a nastepnie (15), porzgdkujge ofrzymane wyrazenia wzgledem e, ,e,,... 85,
Oyy...404 1 przed ostatecznym oszacowaniem bledow Au,Al,An,Aa,A Sza-
cujae mozliwie dokladnie wspolezynniki przy 06,,0,,...,0,.
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Na podstawie powyzszych rozwazan widzimy, iz mozna podaé roz-
wigzania ukladu (7) co najwyzej z dokladnogeig do trzech znakéw dzie-
sigtnych po przecinku. Oto rozwigzanie ostateczne tego ukladu:

(24) a,~0,000, @a,~0,996, a,~0,020, a,~—0,203, a,~0,029.

Pojawia sie jednak pytanie, dlaczego w przykladzie 6 z rozdzialu I'V
przyjelismy rozwigzania tego samego ukladu z dokladnogeiag do szesciu
miejsce dziesietnych po przecinku. Ot6z w rozwigzywanym tam zadaniu
zalezalo nam nie tyle na dokladnym okrefleniu pierwiastkow ag,a,,...,a,,
ile na znalezieniu takich ich przyblizen, ktére by dobrze spelnialy uklad
réwnan (7) (por. rozwazania w § 40). Poniewaz bledy przyblizen a,,a,,...,a,
nie s od siebie niezalezne, mozna tak dopasowaé te przyblizenia, biorge
dla nich wiekszg liezbe cyfr po przecinku, ze beda one lepiej spelnialy
uklad réwnan niz przyblizenia (24). Nie przeczy to jednak temu, ze blad
kazdego z tak dopasowanych przyblizen z osobna moze byé duzy.

Jak wida¢ z powyzszego przykladu, oszacowanie maksymalnych
bledéw pierwiastkow ukladu réwnan (2) jest rzeczg zmudng. Najezedciej
jednak nie zalezy nam na takich szacowaniach, a wystarcza oszacowanie
dokladnodci, z jakg spelnione sg same réwnania. Tak jest np. w metodzie
najmniejszych kwadratow.

Jezeli zalezy nam na oszacowaniu bledéw pierwiastkéow ukladu (2),
to nieraz wystarcza oszacowaé blad €redni tych pierwiastkéw. Istnieja
na to specjalne metody, miedzy innymi metoda krakowianowa. Zagad-
nieniem tym zajmowaé si¢ jednak nie bedziemy.

§ 54. Metoda schematyczna. Metoda schematyezna powstaje z me-
tody eliminacji przez ulozenie dogodnego schematu wykonywanych
dziatan. Niech bedzie dany uklad n réwnan z n niewiadomymi @,,2,,...,,

Ay 0+ @yt oot @yt @ =0,
gy By Qg By + oo+ Qo B+ Gy gy = 0,

LT MO B, ol N e Apni1= 0,

gdzie a; (i=1,2,...,n; j=1,2,...,n,n+1) sy stalymi wspélezynnikami.
Zakladamy — jak poprzednio przy metodzie eliminacji — ze uklad ma
dokladnie jedno rozwigzanie, tzn. jego wyznacznik charakterystyeczny
jest rézny od zera. Wynika stad, Ze co najmniej jeden ze wspolezynnikéw
przy niewiadomej @, jest rézny od zera. Zakladamy, ze réwnania ukladu
(25) sg tak uporzgdkowane, iz a; 0.

Eliminujemy z ukladu (25) niewiadomg x,. W tym celu od i-tego
rownania (i=2,3,...,n) odejmujemy stronami réwnanie pierwsze pomno-
zone stronami przez a;/a, . Otrzymujemy w ten sposéb uklad réwnan



