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B . Układy równań 

§ 4 8 . U w a g i o g ó l n e . O p i s a n e w n a s t ę p n y c h p a r a g r a f a c h m e t o d y służą 
d o o b l i c z a n i a p r z y b l i ż o n y c h r o z w i ą z a ń s z c z e g ó l n y c h u k ł a d u r ó w n a ń (1). 
W p r z y k ł a d a c h b ę d ą j e d n a k s t o s o w a n e r ó ż n e s p o s o b y p o z w a l a j ą c e 
w k o n k r e t n y c h p r z y p a d k a c h z n a j d o w a ć r ó w n i e ż r o z w i ą z a n i e p e ł n e u k ł a d u . 
O g ó l n e j d y s k u s j i m o ż l i w o ś c i s t o s o w a n i a t y c h s p o s o b ó w p r z e p r o w a d z a ć 
n i e b ę d z i e m y . N i e b ę d z i e m y r ó w n i e ż p r z e p r o w a d z a ć d y s k u s j i , c z y c iąg 
o t r z y m y w a n y c h daną m e t o d ą p r z y b l i ż e ń j e s t z b i e ż n y d o j a k i e g o ś r o z ­
w i ą z a n i a s z c z e g ó l n e g o . D y s k u s j a t a k a b y ł a b y uc iąż l iwa , t y m c z a s e m b a ­
d a n i e z b i e ż n o ś c i c iągu p r z y b l i ż e ń d o r o z w i ą z a n i a s z c z e g ó l n e g o m o ż n a 
w w i e l u k o n k r e t n y c h p r z y p a d k a c h o m i n ą ć : w s t a w i a m y p o p r o s t u o t r z y ­
m y w a n e p r z y b l i ż e n i a d o d a n e g o u k ł a d u r ó w n a ń i s p r a w d z a m y , c z y r ó w ­
n a n i a u k ł a d u są z w y s t a r c z a j ą c ą d o k ł a d n o ś c i ą spe łn ione . G d y p r z e z p o w ­
t a r z a n i e o b l i c z e ń daną m e t o d ą n i e o t r z y m u j e m y d o k ł a d n i e j s z y c h p r z y ­
b l i ż e ń , t o m o ż n a p o w t ó r z y ć o b l i c z e n i a w y c h o d z ą c z i n n y c h p r z y b l i ż e ń 
p o c z ą t k o w y c h a l b o z m i e n i ć m e t o d ę . E a c h u j ą c y j e s t w t e n s p o s ó b z d a n y 
w d u ż e j m i e r z e n a w łasne d o ś w i a d c z e n i e i i n t u i c j ę , u n i k a n a t o m i a s t d ł u ­
g i c h i s k o m p l i k o w a n y c h d y s k u s j i t e o r e t y c z n y c h . R o z w i ą z y w a n i e u k ł a ­
d ó w r ó w n a ń s t a j e się w t e d y co p r a w d a p e w n e g o r o d z a j u sztuką, a l e z d r u ­
g i e j s t r o n y n a l e ż y z a u w a ż y ć , że u z y s k i w a n i e r o z w i ą z a ń d r o g ą t e o r e ­
t y c z n y c h r o z w a ż a ń i s t o s o w a n i e o g ó l n y c h s z t y w n y c h m e t o d p o s t ę p o w a ­
n i a b a r d z o c zęs to s t a j e się p r a k t y c z n ą n i e m o ż l i w o ś c i ą ze w z g l ę d u n a i lość 
r a c h u n k ó w . I t a k n p . r o z w i ą z a n i e u k ł a d u k i lkudz ies ięc iu r ó w n a ń l i n i o w y c h , 
w k t ó r y c h n i e w i e l e w s p ó ł c z y n n i k ó w j e s t r ó w n y c h z e r u , b y w a n i e r a z p r a k ­
t y c z n ą n i e m o ż l i w o ś c i ą , n a w e t g d y s t o s u j e m y t a k i e s p e c j a l n e m e t o d y , 
j a k n p . m e t o d ę k r a k o w i a n ó w . T y m c z a s e m z n a n e są p r z y p a d k i , g d y u z y ­
s k a n o r o z w i ą z a n i a t a k i e g o u k ł a d u m e t o d ą r e l a k s a c j i , k t ó r a w g ł ó w n e j 
m i e r z e o p i e r a się n a d o ś w i a d c z e n i u r a c h u j ą c e g o . 

W i e l k ą t r u d n o ś ć s p r a w i a n a o g ó ł p o s z u k i w a n i e r o z w i ą z a n i a p e ł n e g o . 
G d y d o j ś c i e d o t a k i e g o r o z w i ą z a n i a w s p o s ó b ścisły j e s t p r a k t y c z n ą n i e ­
m o ż l i w o ś c i ą , m o ż n a n i e r a z s t o s o w a ć m e t o d y m n i e j d o s k o n a l e , w p e w n y m 
sens ie e m p i r y c z n e , a l e p r z y s t ę p n i e j s z e i d o c e l ó w p r a k t y k i n i e r a z w y s t a r ­
c z a j ą c e . N a p r z y k ł a d p o d e j r z e w a m y , że d a n y u k ł a d r ó w n a ń m a t y l k o 
j e d n o r o z w i ą z a n i e , a n i e u m i e m y u d o w o d n i ć , że t a k j e s t w i s t o c i e . W t e d y 
m o ż e m y p o s t ą p i ć n a s t ę p u j ą c o : r o z p o c z y n a m y o b l i c z e n i a w y c h o d z ą c 
z k i l k u r ó ż n y c h p r z y b l i ż e ń p o c z ą t k o w y c h ; s k o r o d o c h o d z i m y d o t e g o 
s a m e g o r o z w i ą z a n i a s z c z e g ó l n e g o , n ieza leżn ie o d w y b o r u p r z y b l i ż e ń 
p o c z ą t k o w y c h , t o j e s t b a r d z o p r a w d o p o d o b n e , że u k ł a d n i e m a j u ż i n ­
n y c h r o z w i ą z a ń s z c z e g ó l n y c h . P e w n o ś c i w t y m w z g l ę d z i e o c z y w i ś c i e taką 
m e t o d ą n i g d y n i e o t r z y m a m y , a l e — m i m o w s z y s t k o — u z y s k u j e m y 
i n f o r m a c j e , p o z w a l a j ą c e n a m u z n a ć h i p o t e z ę j e d n o z n a c z n o ś c i rozwią -
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z a n i a z a prawdziwą, . S y t u a c j a j e s t t u a n a l o g i c z n a , j a k w w i e l u n a u k a c h 
d o ś w i a d c z a l n y c h : h i p o t e z ę u w a ż a m y z a p r a w d z i w ą , g d y ż d o ś w i a d c z e n i a — 
j a k d o t ą d — ją p o t w i e r d z a j ą . O c z y w i ś c i e m o ż e się z d a r z y ć , że w k o ń c u 
jak ieś n o w e d o ś w i a d c z e n i e z a p r z e c z y u c z y n i o n e j h i p o t e z i e , a l e i m w i ę c e j 
d o ś w i a d c z e ń p o t w i e r d z a j ą c y c h m a m y z a sobą, t y m m n i e j się h c z y m y 
z m o ż l i w o ś c i ą t a k i e g o z a p r z e c z e n i a . 

§ 49. R e g u ł a f a l s i i m e t o d a N e w t o n a . M e c h b ę d z i e d a n y u k ł a d n 
r ó w n a ń z n n i e w i a d o m y m i 

/j (0i ,x2,..., xn) = 0, 

/7Q\ fi (xl iX2 1 • • • ixn) = O; 

fn ( x l > x2 } • • • 5 xn) — 0, 

g d z i e o f u n k c j a c h fi(x1,x2,...,xn) ( * = l , 2 , . . . , n ) z a k ł a d a m y , że m a j ą 
w r o z p a t r y w a n y m o b s z a r z e c iągłe p o c h o d n e c z ą s t k o w e d o r z ę d u d r u ­
g i ego w łączn ie . Z a k ł a d a m y , że u k ł a d (73) m a r o z w i ą z a n i e s z c z e g ó l n e 
x l — £ l i x2 = %2 1 • • • ) xn — £n-

U k ł a d (73) z a s t ę p u j e m y d l a u ł a t w i e n i a p ó ź n i e j s z y c h o b l i c z e ń u k ł a d e m 
r ó w n o w a ż n y m 

z=f1(x1,x2,... ,xn), 

Z=J2(X1,X2,. . . ,Xn), 

(74) 

z=fn(x1 ,x2,... ,xn), 

G e o m e t r y c z n i e u k ł a d (74) o d p o w i a d a n + 1 p o w i e r z c h n i o m w p r z e s t r z e n i 
( w + l ) - w y m i a r o w e j . R o z w i ą z a n i e x1 = Cl, x2 = £2, xn=^n, z=0 o d p o ­
w i a d a p u n k t o w i p rzec i ę c ia t y c h w- f -1 p o w i e r z c h n i . M i z w i j m y t e n p u n k t 3. 
B ę d z i e m y p i s a l i 5 ( £ x , £ 2 , . . . , £ n , 0 ) . U k ł a d (74) z a s t ę p u j e m y u k ł a d e m r ó w ­
n a ń l i n i o w y c h , k t ó r y m o ż l i w i e d o b r z e a p r o k s y m o w a ł b y u k ł a d (74) w o t o ­
c z e n i u p u n k t u 3. G e o m e t r y c z n i e o z n a c z a t o , ż e c h c e m y p o w i e r z c h n i e 
(74) z a s t ą p i ć p ł a s z c z y z n a m i , m o ż l i w i e d o b r z e d o n i c h p r z y l e g a j ą c y m i . 
W t e d y p r z y b l i ż e n i e m p u n k t u 3 b ę d z i e p u n k t p r z e c i ę c i a t y c h p ł a s z c z y z n , 
c z y l i r o z w i ą z a n i e u k ł a d u r ó w n a ń l i n i o w y c h a p r o k s y m u j ą c y c h u k ł a d (74 ) . 

U k ł a d r ó w n a ń l i n i o w y c h a p r o k s y m u j ą c y u k ł a d (74) m o ż n a o t r z y m a ć 
n a r ó ż n e s p o s o b y , z k t ó r y c h o p i s z e m y t u d w a . 

M e c h n p . b ę d ą n a m z n a n e p u n k t y Xilf X i 2 , X i > n + 1 l eżące n a 
p > w i e r z c h n i 

(75) z=fi(xl,x2 , . . . , » „ ) , i=l,2,...,n 
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i p o ł o ż o n e w p o b l i ż u p u n k t u 3. P u n k t y X i l , X i 2 , . . . , X i n + l z n a j d u j e m y 
p o d s t a w i a j ą c w e w z o r z e (75) o d p o w i e d n i o d o b r a n e w a r t o ś c i z m i e n n y c h 
x1,x2,...,xn i o b l i c z a j ą c w a r t o ś c i z. W t e d y p ł a s z c z y z n a p r z e c h o d z ą c a 
p r z e z t e p u n k t y a p r o k s y m u j e p o w i e r z c h n i ę (75) w p o b l i ż u p u n k t u 3. 
M e c h r ó w n a n i e t e j p ł a s z c z y z n y b ę d z i e 

% i xi+ai2 ®2 + • • • + ain xn+biz=ci. 

U k ł a d (74) z a s t ę p u j e m y u k ł a d e m 

fln!Ki+ « i 2 # 2 + ••• + a i » a n + b 1 z = c 1 , 

a2lXl + a22X2JT • • • + a2nXn~\~ b2Z= C2, 
(76) 

anlxl~\- an2x2~ł~- • •+ a
n n

x
n

J T ° n z = cni 

2 = 0 . 

E o z w i ą z a n i e u k ł a d u (76) j e s t p r z y b l i ż e n i e m r o z w i ą z a n i a u k ł a d u (74) , 
t z n . d a j e p u n k t b l i s k i p u n k t u 3. M o ż e m y t o w y k o r z y s t a ć d o o b l i c z e n i a 
n a s t ę p n y c h p r z y b l i ż e ń . O b i e r z e m y w t y m c e l u w sąs iedztwie o b l i c z o n e g o 
p u n k t u n o w e p u n k t y X i x , X i 2 X i n . J e s t t o u o g ó l n i e n i e m e t o d y 
reguła falsi n a p r z y p a d e k u k ł a d u r ó w n a ń . 

U k ł a d (74) m o ż e m y a p r o k s y m o w a ć u k ł a d e m r ó w n a ń h n i o w y c h i n a ­
c z e j . M e c h b ę d z i e n a m z n a n e p r z y b l i ż e n i e r o z w i ą z a n i a u k ł a d u (73) 

K a ż d ą z f u n k c j i (73) r o z w i j a m y w e d ł u g w z o r u T a y l o r a w o t o c z e n i u p u n k t u 
(x1,x2,...,xn). D l a zwięz łośc i z a p i s u w p r o w a d z i m y o z n a c z e n i a 

— x a 

zi = li (xl} x2 ) • • • > xn)t 

g d z i e t , ? = 1 , 2 , W t e d y 

2 = 0 = ^ + anh1+a12h2 + ... + a l n / ! n + i ? n 

z = 0 = z 2 + a21 A , + a22 h2 +... + a2n hn+B2, 
(77) 

z=0=zn+ anlh1 + an2h2 + .. .Ą- annhn+ Bn, 
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g d z i e R 1 , E 2 , . . . , R N są o d p o w i e d n i m i r e s z t a m i ze w z o r u T a y l o r a . Jeśl i 
t e r e s z t y są m a ł e , t o o t r z y m u j e m y u k ł a d r ó w n a ń l i n i o w y c h 

a n A , + a i 2 f c 2 + . . . + a l n f c B + z 1 s s O , 

a2l hi + a22 h2 + ... + a2nhn+ z2 *t 0, 
(78) 

anlhl + an2h2 + ... + annhn + Zn^0. 

E ó w n a n i a (78) są t y l k o p r z y b h ż o n e , w i ę c m o ż e m y z n i c h o b l i c z y ć t y l k o 
p r z y b l i ż o n e w a r t o ś c i hx,h21...,hn, a nas tępn ie p r z y b h ż o n e w a r t o ś c i 

(79) i1f=ax1+h1, C2&x2+h2, $nt*xn+7i*. 

E ó w n a n i a (78) są r ó w n a n i a m i p ł a s z c z y z n s t y c z n y c h d o p o w i e r z c h n i 
(74) w p u n k t a c h Xi(x1,x2,...,xn,zi) (i=l,2,...,n). O b l i c z o n e ze w z o r u 
(79) p r z y b l i ż e n i a m o ż n a w y k o r z y s t a ć d o o b l i c z e n i a n a s t ę p n y c h p r z y b l i ­
żeń . 

M e t o d a p o w y ż s z a j e s t u o g ó l n i e n i e m m e t o d y N e w t o n a n a p r z y p a d e k 
układu , r ó w n a ń . 

P R Z Y K Ł A D 9. E o z w i ą z a ć u k ł a d r ó w n a ń 

(80) x3 — 2y3 + xs+y — l = 0, . 2x3+3y3 + x— 2y2 + 6 = 0 , 

z d o k ł a d n o ś c i ą d o 0 , 0 0 0 0 5 . 
K a ż d e ż r ó w n a ń (80) p r z e d s t a w i a n a p ł a s z c z y ź n i e x,y p e w n ą k r z y w ą . 

W s p ó ł r z ę d n e p u n k t ó w p r z e c i ę c i a 
o b u k r z y w y c h są r o z w i ą z a n i a m i 
u k ł a d u (80) . S p o r z ą d z a m y z a t e m 
w y k r e s o b u k r z y w y c h , k o r z y s t a j ą c 
z e z n a n y c h w r a c h u n k u r ó ż n i c z k o ­
w y m m e t o d b a d a n i a p r z e b i e g u 
f u n k c j i u w i k ł a n y c h . 

J a k w i d a ć z r y s u n k u 1 0 , u k ł a d 
r ó w n a ń (80) m a t y l k o j e d n o r o z ­
wiązanie • Rys . 10 

xm—0,8, J f « — 1 . 

A b y u z y s k a ć d o k ł a d n i e j s z e p r z y b l i ż e n i e z a s t o s u j e m y reguła falsi. W t y m 
c e l u u k ł a d (80) z a s t ą p i m y u k ł a d e m r ó w n o w a ż n y m 

z=x3-2y3 + x 2 + y - l , 

(81) z=2x3+3y3+x-2yi+6, 



I .90 V . Przybliżone rozwiązywanie równań i ich układów 

P o d s t a w i a j ą c w d w ó c h p i e r w s z y c h r ó w n a n i a c h k o l e j n o 

x= — 0 , 8 , y=— 1 ; # = — 0 , 7 , ?/ = — 1 ; # = — 0 , 8 , ?/ = — 0,9 

i o b l i c z a j ą c « o t r z y m u j e m y t r z y p u n k t y 

A,{-0,8, — 1 , 0 , 1 2 8 ) , J B ^ — 0 , 7 , — 1 , 0 , 1 4 7 ) , - 0 , 8 , - 0 , 9 , — 0 , 3 1 4 ) 

l eżące n a p o w i e r z c h n i d a n e j p r z e z p i e r w s z e z r ó w n a ń (81) i t r z y p u n k t y 

A2{-0,8, — 1 , - 0 , 8 2 4 ) , £ , ( — 0 , 7 , - 1 , - 0 , 3 8 6 ) , C2(-0,8, - 0 , 9 , 0 ,369) 

l eżące n a p o w i e r z c h n i d a n e j p r z e z d r u g i e z t y c h r ó w n a ń . P r z e z p u n k t y 
A1,B1,C1 p r z e c h o d z i p ł a s z c z y z n a 

1 9 # - 4 4 2 2 / - 1 0 0 z - 4 1 4 = 0. 

P r z e z p u n k t y A2,B2,C2 p r z e c h o d z i p ł a s z c z y z n a 

2 3 4 2 2 # - 2 0 2 8 1 ? / + 1 0 0 z - 1 4 6 1 = 0. 

T y m i p ł a s z c z y z n a m i z a s t ę p u j e m y p o w i e r z c h n i e d a n e p r z e z d w a p i e r w s z e 
r ó w n a n i a (81) . U k ł a d (81) z a s t ę p u j e m y w t e n s p o s ó b u k ł a d e m 

19<E -4422 / - 1 0 0 z - 4 1 4 = 0 , 

2 3 4 2 2 * - 20281J/ + l O O z - 1 4 6 1 = 0, 

z=0, 
z k t ó r e g o o b l i c z a m y 

a ; ^ — 0 , 7 7 7 6 , 1 / ^ — 0 , 9 7 0 1 . 

A b y z w i ę k s z y ć d o k ł a d n o ś ć p r z y b l i ż e ń , z a s t o s u j e m y t e r a z m e t o d ę 
N e w t o n a . N i e c h 

f1 = f1(x,y) = x3-2y3 + x 2 + y - l , 

f2 = f2(x,y)=2x3+3y3 + x-2y2+6. 
W t e d y 

^ = 3 z > + 2 # , f = - 6 y > + l , 
ax ay 

P = 6 0 ) » + i , ? 2 = 9 < / 2 - 4 < / 
ox ay 

i d l a # = - 0 , 7 7 7 6 , y= - 0 , 9 7 0 1 

d / i d / i 
— » 0 , 2 5 8 7 8 5 = o „ , J1 w— 4 , 6 4 6 5 6 4 = o , , , 
dx dy 

( 8 2 ) 
df. df. 
— « 4 , 6 2 7 9 7 1 = a2l, J± ^ 1 2 , 3 5 0 2 4 6 = a22. 
dx ay 
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P o n a d t o 

z, = / j ( - 0 , 7 7 7 6 , - 0 , 9 7 0 1 ) te - 0 , 0 0 9 7 1 2 6 3 , 
(83) 

z 2 = / 2 ( - 0 , 7 7 7 6 , - 0 , 9 7 0 1 ) ^ - 0 , 3 3 9 0 2 4 . 

N i e c h x=C i y==rj b ę d ą p i e r w i a s t k a m i u k ł a d u (80) . W p r o w a d z i m y o z n a ­
c z e n i a 

(84) ^ = £ + 0 ,7776 , / ' 2 = ł ? + 0 , 9 7 0 1 . 

P o d s t a w i a j ą c (82) , (83) i (84) d o (78) o t r z y m u j e m y u k ł a d r ó w n a ń 

0 , 2 5 8 7 8 5 / t 1 - 4 , 6 4 6 5 6 4 / < 2 - 0 , 0 0 9 7 1 2 6 3 ^ 0 , 

4 , 6 2 7 9 7 f t , + 1 2 , 3 5 0 2 5 h2 - 0 , 3 3 9 0 2 4 ^ 0 , 

z k t ó r e g o o t r z y m u j e m y 

7 ^ 0 , 0 6 8 6 , 7 i 2 ^ 0 , 0 0 1 7 . 

S t ą d n a m o c y (84) 

1 ^ - 0 , 7 0 9 0 , r / ^ — 0 , 9 6 8 4 . 

S t o s u j ą c d o l i c z b x—— 0 , 7 0 9 0 , t / = — 0 , 9 6 8 4 p o n o w n i e m e t o d ę N e w t o n a 
o t r z y m u j e m y u k ł a d (77) w n a s t ę p u j ą c e j p o s t a c i : 

0 , 0 9 0 0 4 3 / ^ — 4 , 6 2 6 7 9 1 ^ 2 = 0 , 0 0 5 7 9 1 5 8 — Ą , 
(85) 

4 , 0 1 6 0 8 6 ^ + 1 2 , 3 1 3 7 8 7 / 1 2 = 0 , 0 2 1 8 9 1 1 5 - R 2 , 

g d z i e 

1 ld2f- d2f- d2f- \ 
« i = H « + 2 hh2+a-± hl] (i=1,2), 

2 ! \ dar ".' 1 ~ dxdy ' dy2 

a p o c h o d n e d2fildx2, d2jijdxdy, d*/</*V na leży o b l i c z y ć w p u n k c i e l e ­
ż ą c y m m i ę d z y i ( - 0 , 7 0 9 0 , - 0 , 9 6 8 4 ) . 

Z u k ł a d u (85) o t r z y m u j e m y 

//, = ( 0 , 0 0 8 7 6 . . . ) - ( 0 , 6 2 . . . ) B , + (0 ,23 . . . ) £ , , 
(87) 

ft2= - ( 0 , 0 0 1 0 8 . . . ) + ( 0 , 2 0 . . . ) 2>, - ( 0 , 0 0 4 5 . . . ) K 2 . 

M a m y d a l e j 

a £ = 1 3 * ' d s T 0 ' a ? " 1 8 ' " 4 ' 



1 9 2 V . Przybliżone rozwiązywanie równań i icli układów 

s k ą d , z a k ł a d a j ą c 

- 0 , 7 2 « c < — 0 , 6 8 , — 0 , 9 8 < i / < - 0 , 9 6 , 

o t r z y m u j e m y o s z a c o w a n i a 

9 2 / i d*fi 
2 , 3 2 < < - 2 , 0 8 , U , 5 2 < < 1 1 , 7 6 , 

cte ety 

- 8 , 6 4 < ^ | < - 8 , 1 6 , - 2 1 , 6 4 < - ^ < - 2 1 , 2 8 , 

a n a s t ę p n i e n a m o c y (86) 

1 ( - 2 , 3 2 • 0 , 0 0 9 2 + 1 1 , 5 2 • 0 , 0 0 1 2 ) < i 2 i < J ( - 2 , 0 8 • 0 ,00 8 5 2 + 1 1 , 7 6 • 0 , 0 0 1 1 2 ) , 
2 2 

1 ( - 8 , 6 4 - 0 , 0 0 9 2 - 2 1 , 6 4 • 0 , 0 0 1 1 2 ) < - B 2 < - ( - 8 , 1 6 - 0 , 0 0 8 5 2 - 2 1 , 2 8 - 0 , 0 0 1 2 ) , 
2 2 
c z y l i 

- 0 , 0 0 0 0 8 9 < R 1 < - 0 , 0 0 0 0 6 7 , - 0 , 0 0 0 3 6 4 < i ? 2 < - 0 , 0 0 0 3 0 5 . 

M o ż e m y Avięc n a p i s a ć 
11 30 

(88) 7^ = - 0 , 0 0 0 0 7 8 , li2= - 0 , 0 0 0 3 3 5 . 
Z (87) i (88) o t r z y m u j e m y 

05 05 

ht= 0 , 0 0 8 7 , h2= - 0 , 0 0 1 1 . 
Z e w z o r ó w 

£ = ^ + 7 ^ , r)=y+h2 

o b l i c z a m y o s t a t e c z n i e , że 
05 05 

| = - 0 , 7 0 0 3 , 7]= - 0 , 9 6 9 5 , 

J e s t t o r o z w i ą z a n i e p e ł n e u k ł a d u (80) , g d y ż — j a k o t y m p o p r z e d n i o 
j u ż b y ł a m o w a — u k ł a d t e n i n n y c h rozwiąza l i n i e m a . 

§ 5 0 . M e t o d a i t e r a c j i . N i e c h b ę d z i e d a n y u k ł a d n r ó w n a ń z n n i e ­
w i a d o m y m i 

fl ( X l , X2 > • • • J ^n) = 0 , 

/ 2 ( a j , a 2 , . . . , a ; n ) = 0, 

fn (Xl ,X2, • • • , * » ) = 0-

1 



§ 50. Metoda iteracji 1 9 3 

O u k ł a d z i e t y m z a k ł a d a m y , że z k a ż d e g o r ó w n a n i a 

fi{x1,x2,...,xi,...,xn) = 0, i = l,2,...,n, 

u m i e m y o b l i c z y ć a^, g d y z n a m y w a r t o ś c i p o z o s t a ł y c h z m i e n n y c h , t z n . 
i s t n i e j e u k ł a d 

Xl = 9 ' l (X2 ) x31 x i ) • • • > Xn) > 

X2 = 9 5 2 (^1 J X3 ) X A ^ n ) ) 

(89a) a?3=qp3(a;1,a'2,a74,...,a;m), 

r ó w n o w a ż n y u k ł a d o w i (89) . 
O b l i c z e n i a r o z p o c z y n a m y o d z g ó r y d a n y c h p r z y b l i ż e ń x2 = x2<), 

a;3=a:30, x n = x n 0 i z r ó w n a ń (89) o b l i c z a m y k o l e j n o n a s t ę p n e p r z y ­
b l i żen ia x ! = x n , x2=x21, x n = x n l . Z a t e m 

X U = Wl^lO^Ml • • • 1Xno)l 

(90) X2\ = 9*2 ( ^ l l 1X3f)1 • • • ,XnXs)l 

xnl— (Pn(xll ix2l »••• ,xn-\,\)-

Jeże l i p r z y j ą ć 

Vi (X20 > ^30 »•' »• j ^no) — ^ l (^20 ) ^30 > • • • j ^ n o ) ) 

^2 (^20 ) ̂ 30 , • • • )Xno) = 9 ) 2 [ V i (^20 ̂ 3 0 »••• 7Xno) J ^ S O J ^ O ) • • • lXno] > 

Va (X20 > ^30 ) • • • > ^no) = 9 , 3 [ V l (^20 » ̂ 30 > • • • J ^no) > ^2 (^20 ) ̂ 30 | » V | ^no) ) Xt0 > *60 , 

• • • 7Xno] i 

Wn {X20 ) ̂ 3 0 » • • •, ̂ no) [ V i ('^20 ) ̂ 30 ) • • • i xno)> V*2 (^20 > ^ 3 0 » • • • l ̂ no) >••••> 

V n - 1 ( ^ ( M ^ S O j • • • j ^ n o ) ] > 

t o m o ż n a u k ł a d (90) zas tąp i ć u k ł a d e m 

Xi\ — Wi (x201 xzo ł • •• • i xno) i 

X1\= ^2 (#20 > ^30 > • • M-^no) J 
(90a) 

xni=yn (a? 2 0, x 3 0 , . . . , a? n 0 ) . 

Z a r ó w n o u k ł a d (90) , j a k (90a) są o c z y w i ś c i e spe łn ione , g d y xn=$i, 
^ 2 0 = ^ 1 = 12, •••> xno=xni = Cn, j eże l i f i , f t , . . . , f i i s * p i e r w i a s t k a m i u k ł a ­
d u (89) . 

Metody numeryczne I graficzne — 13 



1 9 4 V . Przybliżone rozwiązywanie równań i ich układów 

Jeże l i 

x20 = C2+dx20, x30=C3 + dx30, xn0 = i n + dxn0, 

x u = C1 + Axll, x21 = C2 + Ax21, x n l = Sn+Axnl 

i j eże l i f u n k c j e (90) mają, c iągłe p o c h o d n e p i e r w s z e g o r z ę d u , t o n a m o c y 
w z o r u T a y l o r a 

dg?! difi d<fi 
A x n = = ~dx~ ( 2 a ? 2 0 + l ^ ~ do°io + ---+ dxno, 

dw2 dw2 dq>2 

Ax21=——Axu + —— dx30 + ...+ - — d x n a , 
oxl ox3 oxn 

(91) 

d<Pn dwn d(pn 

Axnl = —— Axn + —— Ax21 + ...+ Axn_ltl, 
OOD-^ OOO2 OCCn_i 

g d z i e p o c h o d n e d(pijdxj (i=l,2,...,n; j =1,2,...,%) n a l e ż y w z i ą ć w p e w ­
n y c h p u n k t a c h p o ś r e d n i c h m i ę d z y p u n k t a m i ( x n , . . . , x i _ 1 1 , x i + l t 0 , . . . , x n 0 ) 

i ( f l i £2 > • • • > > f i + l I • • • ? fn ) -
Jeże l i 

(92) \Ax21\<\dx20\, \Ax31\<\dx30\, \Axnl\<\dxn0\, 

w t e d y o t r z y m a n e ze w z o r ó w (90) p r z y b l i ż e n i a x 2 1 , x 3 1 , . . . , x n l są d o k ł a d ­
n i e j s z e o d p r z y b U ż e ń x20, x30 ,..., xn0 i m o ż e m y j e w y k o r z y s t a ć d o d a l ­
sze j i t e r a c j i . M e t o d a p o w y ż s z a n o s i n a z w ę metody iteracji. 

P R Z Y K Ł A D 1 0 . R o z w i ą z a ć u k ł a d r ó w n a ń 

a) x1 = x5+Q0°, 

b) s i n i r 2 = — 0 , 2 5 s i n # i , 

(93) c) x3 = x2+5°, 

d ) s i n a ? 4 = — 0 , 3 5 s i n # 5 — 0 , 3 8 s i n # 3 , 

cos 03, 
e) sin(xi — xi) = 0 , 27143 sm(x3 — xA 

cos x2 

z d o k ł a d n o ś c i ą d o 3 0 " , z w a r u n k a m i : 

6 0 ° < a ; 1 < 4 2 0 o , - 9 0 0 < # 2 , a j 3 , a ; 4 < 9 0 0 , 0 ° < a ; 5 < 3 6 0 o . 

U k ł a d (90a) p r z y b i e r a t u p o s t a ć 



§ 50. Metoda iteracji 1 9 5 

a n i e r ó w n o ś c i (92) r e d u k u j ą się d o j e d n e j 

(94) \Ax51\<\dx50\. 

T r a k t u j ą c x50 j a k o zmienną w i d z i m y , że n i e r ó w n o ś ć (94) b ę d z i e spe łn io ­
n a , j eże l i u d o w o d n i m y , ż e 

(95) 
dx51 

dxso 

A b y t o w y k a z a ć , o b l i c z a m y z (93) , że 

dxr, 1 I dx,, „ dx,i 
(96) s l = l P — » . + Q —^L 

axSQ li \ dxs() axsa 

g d z i e 

P = s ina? 2 1 s i n ( a ; 5 0 — x41)+0,27143 c o s a ? n cos(x31 —xtl), 

Q = c o sa ; 2 1 c o s ( a ; 5 0 — a ? 4 1 ) — 0 , 2 7 1 4 3 c o s a ? n c o s (# 3 1 — a? 4 1), 

B = c o s a ? 2 1 c o s { x 5 0 - x i l ) + 0 , 2 7 1 4 3 s i n a j u s i n ( a ; 3 1 — a? 4 1), 

_ 0 ) 2 5
C O S a ; n 

^50 COS «^21 

(Za?41 0 ,35 / cosa? n 

•cosr» 5 0 + 0 , 2 7 1 4 3 
dx50 cosa? 4 1 \ cosa ; 2 1 

D o u z y s k a n i a o s z a c o w a n i a (95) z a p o m o c ą (96) n i e z b ę d n e są o s z a c o ­
w a n i a d l a x1,x2,...,x5. 

Z r ó w n a n i a (93b) o t r z y m u j e m y 

| s i n a ? 2 K 0 , 2 5 , 
skąd 

- 1 4 ° 2 8 ' 4 0 " < a ; 2 < 1 4 o 2 8 ' 4 0 " . 

Z (93c) w y n i k a d a l e j 

- 9 ° 2 8 ' 4 0 " « r 3 < 1 9 ° 2 8 ' 4 0 " , 

n a s t ę p n i e z (93d) 

- 2 8 ° 2 8 ' 2 0 " < a ; 4 < 2 4 o 2 2 ' 1 0 " 

i z (93e) 

- 4 0 ° 2 9 ' 2 0 " « E 5 < 3 6 ° 2 3 ' 1 0 " a l b o 1 3 9 ° 3 0 ' 4 0 " < a ; 5 < 2 1 6 0 2 3 ' 1 0 " . 

W t e d y n a m o c y (93a) 

1 9 ° 3 0 ' 4 0 " < o ; 1 < 9 6 0 2 3 ' 1 0 " a l b o 1 9 9 ° 3 0 ' 4 0 " < a 7 1 < 2 7 6 ° 2 3 ' 1 0 " . 

13* 



1 9 6 V . Przybliżono rozwiązywanie równań i ich układów 

B ę d z i e m y m ó w i l i , że z a c h o d z i p r z y p a d e k I , g d y spe łn iona j e s t p i e r w ­
s z a z t y c h n i e r ó w n o ś c i , a p r z y p a d e k I I , g d y spe łn iona j e s t d r u g a . 

N a m o c y (93b) j e s t 

- 1 4 ° 2 8 ' 4 0 " < a : 2 < - 4 o 4 7 ' 3 0 " w p r z y p a d k u I 

o r a z 

4 ° 4 7 ' 3 0 " < a - 2 < 1 4 o 2 8 ' 4 0 " w p r z y p a d k u I I . 

Z (93c) w y n i k a d a l e j 

- 9 o 2 8 ' 4 0 " < a - 3 < 0 ° 1 2 ' 3 0 " w p r z y p a d k u I , 

9 ° 4 7 ' 3 0 " < # 3 < 1 9 ° 2 8 ' 3 0 " w p r z y p a d k u I I , 

n a s t ę p n i e z (93d) 

— 1 2 o 0 4 ' 0 0 " < a - 4 < 1 6 ° 5 1 ' 0 0 " w p r z y p a d k u I , 

- 2 0 ° 4 3 ' 5 0 " < a ; 4 < 8 o 1 3 ' 2 0 " w p r z y p a d k u I I 

i z (93e) 

- 6 ° 4 3 ' 5 0 " < a ; 5 — < r 4 < * 3 ° 1 3 ' 2 0 " w p r z y p a d k u I , 

1 7 8 o 5 0 ' 4 0 " < # 5 - ; r 4 < 1 8 9 ° 4 9 ' 2 0 " w p r z y p a d k u I I , 
skąd 

- 1 8 0 4 7 ' 5 0 " < a - 5 < 2 0 0 0 4 ' 2 ( ) " a l b o 1 5 8 o 0 6 ' 5 0 " < a ? s < 1 9 8 ° 0 2 ' 4 0 " . 

M a j ą c p o w y ż s z e o s z a c o w a n i a s z a c u j e m y dx51/dxS0 w e d ł u g w z o r u (96) 
i o t r z y m u j e m y w o b u p r z y p a d k a c h n i e r ó w n o ś ć 

(97) - — < 0 , 9 < 1 . 

J e s t t o o s z a c o w a n i e b a r d z o n i e d o k ł a d n e , a l e w y s t a r c z a j ą c e , g d y ż g w a r a n ­
t u j e n a m , ż e 

|/la; 5 1 |<0,9|da; 5 0 |. 

Jeże l i z a t e m z p r z y b l i ż e n i a x50 o b l i c z y m y x51, a n a s t ę p n i e w s p o s ó b a n a l o ­
g i c z n y z xsl o b l i c z y m y x5i i t d . , t o c iąg p r z y b l i ż e ń 

(98) a? 5 0 , xsl, # 5 2 , . . . 

n a p e w n o b ę d z i e z b i e ż n y i t o z b i e ż n y d o p i e r w i a s t k a i j 5 u k ł a d u (93) . 
P o n a d t o w a r u n e k (97) z a p e w n i a n a m j e d n o z n a c z n o ś ć r o z w i ą z a n i a 

w o b u p r z y p a d k a c h , g d y ż k r z y w a xsl=ws(xso) rnoże się p r z e c i n a ć z p ros tą 
xsl =x50 t y l k o w j e d n y m p u n k c i e d l a k a ż d e g o p r z y p a d k u z o s o b n a , 
a p i e r w i a s t e k f s o t r z y m u j e m y t y l k o w t e d y , g d y xsl = xso. 



§ 50. Metoda iteracji 1 9 7 

U k ł a d (93) m a z a t e m d o k ł a d n i e j e d n o r o z w i ą z a n i e d l a 

- 1 8 ° 4 7 ' 5 0 " < a ; 5 < 2 0 o 0 4 ' 2 0 " 

o r a z d o k ł a d n i e j e d n o r o z w i ą z a n i e d l a 

1 5 8 ° 0 6 ' 5 0 " < a ! 5 < 1 9 8 o 0 2 ' 4 0 " 

i r o z w i ą z a n i a t e m o ż n a o t r z y m a ć m e t o d ą i t e r a c j i . 
P o z o s t a j e s p r a w a o s z a c o w a n i a b ł ę d ó w o t r z y m y w a n y c h p r z y b l i ż e ń . 

P o n i e w a ż o b l i c z e n i e l i c z b y q w e w z o r z e (95) p r z e z s z a c o w a n i e p o c h o d n e j 
dx51jdxS0 j e s t b a r d z o ż m u d n e , m o ż n a tę p o c h o d n ą a p r o k s y m o w a ć i l o r a ­
z e m r ó ż n i c o w y m i p r z y j ą ć n p . 

(99) q> 
l # 5 i — #5.1 + 1! 

g d z i e a j s l o z n a c z a i-ty w y r a z w c iągu (98) . 
N i e c h t e r a z Axsi o z n a c z a b ł ą d p r z y b l i ż e n i a x s i , w t e d y 

Ax^ = # 5 i f s = ( # 5 i #5,t + l ) 4 " (#5,1 + 1 #5,1 + 2) + • •'•1 

s k ą d 

M # 5 i l ^ ś l # 5 i # 5 , i + l l 4 " l#5,t + l #5,1+2! " + " • • • 

N a m o c y (99) j e s t d a l e j 

(100) \Ax5i\<\x$i-xSii+1\(l+q + q2+ ...) = 

= l#5t # 5 , i + l l ~Z < l # 5 , i - l # 5 i l Z • 
1 - 2 l - q 

Jeśl i r ó ż n i c e 

# 5 , i - 2 #5 ,1-1 1 # 5 , t - l #5i 

są m a ł e , t o m o ż n a p r z y j ą ć 

l # 5 . i - l — # 5 t l 

l#5,t-2 #S, i -

i w t e d y z a m i a s t (100) m a m y o s z a c o w a n i e 

l # 5 . i - l #5il 

M # S i | - | # 5 , < - l - # 5 i | -
j l # S , t - l #5tl 

l - C 5 , t - 2 #5,1-11 l#5,i -2 #5 i-

c z y h 

(101) \Ax5i\~ K i - i ~ # 5 i ) 2 

l#5,t-2 — # 5 , r - l l — l # 5 , i - l #Sil 



1 9 8 V . Przybliżone rozwiązywanie równań i ich układów 

D l a p o z o s t a ł y c h n i e w i a d o m y c h z n a j d u j e m y o s z a c o w a n i a ze w z o r ó w 
(93) . M a m y 

\4xlti+1\ = \AxM], 

(102) \Ax2ti+1\<0,25\Ax5i\, 
\Ax3>i+1\ = \Ax2Ml\<0,25\Axii\, 

\Axi>i+1\<0A0\Axa\ + 0 , 4 4 \Ax3_i+1\< 0 ,51 \Axsi\. 

I t e r a c j ę r o z p o c z y n a m y o d p r z y j ę c i a # 5 0 = 0 ° . Z (93) o b l i c z a m y k o l e j n o 

# „ = 60° , # 2 1 = - 1 2 ° 3 0 ' 1 5 " , # 3 1 = - 7 ° 3 0 ' 1 5 " , 

# 4 1 = 2 ° 5 0 ' 4 0 " , , # 5 1 = 1 ° 2 4 ' 5 0 " . 

N a t y m k o ń c z y się p i e r w s z y c y k l i t e r a c y j n y . J a k o w a r t o ś ć wyjśc iową, 
d o d r u g i e g o c y k l u b i e r z e m y # 5 1 = 1 ° 2 4 ' 5 0 " i z (93) o b l i c z a m y k o l e j n o 

# 1 2 = 6 1 ° 2 4 ' 5 0 " , # 2 2 = - 1 2 ° 4 0 ' 5 0 " , # 3 2 = - 7 ° 4 0 ' 5 0 " , 

# 4 2 = 2 ° 2 5 ' 0 0 " , # S 2 = 1 ° 0 4 ' 4 5 " . 

W a r t o ś ć # 5 2 = 1 ° 0 4 ' 4 5 " b i e r z e m y j a k o w y j ś c i o w ą d o t r z e c i e g o c y k l u 
i o t r z y m u j e m y k o l e j n o 

^ 3 = 6 1 ° 0 4 ' 5 0 " , # 2 3 = - 1 2 ° 3 8 ' 2 0 " , # 3 3 = - 7 ° 3 8 ' 2 0 " , 

# 4 3 = 2 ° 3 1 ' 0 0 " , # 5 3 = 1 ° 0 9 ' 3 0 " . 

Z c z w a r t e g o c y k l u i t e r a c y j n e g o o t r z y m u j e m y 

# 1 4 = 6 1 ° 0 9 ' 3 0 " , # 2 4 = - 1 2 ° 3 9 ' 0 0 " , # 3 4 = - 7 ° 3 9 ' 0 0 " , 

# 4 4 = 2 ° 2 9 ' 4 0 " , # 5 4 = 1 ° 0 8 ' 2 5 " . 

O s z a c u j e m y b ł ą d # 5 4 . W t y m c e l u p o s ł u ż y m y się w z o r e m (101) . 
M a m y 

( # 5 3 - # M ) 2 ( 1 ' 0 5 " ) 2 

*20 ' 
1̂ 52 — ^ssl —1^53 — ^ s 4 l 4 ' 4 5 " - l ' 0 5 ' 

P o n i e w a ż d o k ł a d n o ś ć p r z y b l i ż e n i a # 5 4 j e s t w y s t a r c z a j ą c a , o b l i c z y m y 
j e s z c z e t y l k o ze w z o r u (93) , że 

# 1 5 = 6 1 ° 0 8 ' 2 5 " , # 2 5 = - 1 2 ° 3 8 ' 5 0 " , # 3 5 = - 7 ° 3 8 ' 5 0 " , 

# 4 5 = 2 ° 2 9 ' 3 5 " . 

B ł ą d t y c h p r z y b l i ż e ń j e s t n a m o c y (102) r ó w n i e ż r z ę d u 2 0 " l u b m n i e j s z y . 
D r u g i e r o z w i ą z a n i e u k ł a d u (93) o b l i c z a m y a n a l o g i c z n i e r o z p o c z y n a ­

j ą c i t e r a c j ę o d # 5 0 = 1 8 0 ° . O t r z y m u j e m y n a s t ę p u j ą c e p r z y b l i ż e n i a z d o ­
k ładnośc ią d o 2 0 " . 

# 5 4 = 1 7 5 ° 5 6 ' 2 5 " , # 1 5 = 2 3 5 ° 5 6 ' 2 5 " , # 2 5 = 1 1 ° 5 7 ' 2 0 " , 

#35=16° 5 7 ' 2 0 " , # 4 5 = - 7 ° 4 7 ' 3 5 " . 



§ 50. Metoda iteracji 1 9 9 

O s t a t e c z n i e r o z w i ą z a n i e p e ł n e u k ł a d u (93) w p o d a n y c h p r z e d z i a ł a c h 
sk łada się z d w ó c h r o z w i ą z a ń s z c z e g ó l n y c h : 

brnWiWM", f 2 ^ - 1 2 ° 3 8 ' 5 0 " , £ 3 ^ - 7 ° 3 8 ' 5 0 " , 
f 4 « * 2 ° 2 9 ' 3 5 " , | 5 ^ 1 ° 0 8 ' 2 5 " 

o r a z 

| 1 ^ 2 3 5 ° 5 6 ' 2 5 " , f 2 ^ l l ° 5 7 ' 2 0 " , | 3 « * 1 6 ° 5 7 ' 2 0 " , 

f 4 ^ - 7 ° 4 7 ' 3 5 " , f s ^ 1 7 5 ° 5 6 ' 2 5 " , 

g d z i e b ł ą d k a ż d e g o z p r z y b l i ż e ń j e s t r z ę d u 2 0 " . 

M e t o d ę i t e r a c j i m o ż n a z a s t o s o w a ć n i e r a z i d o p o j e d y n c z y c h r ó w n a ń 
z j e d n ą n i e w i a d o m ą . M e c h b ę d z i e d a n e r ó w n a n i e 

(103) fm=g(x), 

g d z i e f u n k c j e f{x), g(x) m a j ą c iągłe p o c h o d n e w p r z e d z i a l e (a,b). P o n a d t o 
o j e d n e j z f u n k c j i , n p . o f u n k c j i f(x). z a k ł a d a m y , że u m i e m y o b l i c z y ć 
w a r t o ś ć z m i e n n e j x, g d y p o d a n a j e s t w a r t o ś ć f(x), t o z n a c z y , że w d a n y m 
p r z e d z i a l e a<x<b i s t n i e j e f u n k c j a x=h(y) o d w r o t n a d o f u n k c j i y = f(x). 

R ó w n a n i e (103) z a s t ę p u j e m y u k ł a d e m 

: ( i o 4 ) y=9l*), l u b y=9(xy, 
f(x)=y, x=k{y), 

N i e c h £ b ę d z i e s z u k a n y m p i e r w i a s t k i e m r ó w n a n i a (103) w p r z e d z i a l e 
(a,b) i n i e c h b ę d z i e d a n e p r z y b l i ż e n i e x0 t e g o p i e r w i a s t k a . 

I t e r a c j ę p r o w a d z i się w t e n s p o s ó b , że z p i e r w s z e g o r ó w n a n i a (104) 
o b l i c z a się 

yi=g{x0), 

a z d r u g i e g o t a k i e xly ż e b y 

• .. / ( * i ) = J / i . 

J e s t t o p i e r w s z y c y k l i t e r a c y j n y . D r u g i c y k l p o l e g a n a o b l i c z e n i u z p i e r w ­
szego r ó w n a n i a 

2 / 2 = 9 (Xi), 

a z d r u g i e g o t a k i e g o x2, ż e b y 

f(x2)=y2-

I t e r a c j ę m o ż n a p r o w a d z i ć d a l e j a n a l o g i c z n i e . Jeże l i c iąg o t r z y m y ­
w a n y c h k o l e j n o p r z y b l i ż e ń 

(105) x 0 } a?!, x2) ... 

j e s t z b i e ż n y , t o j e g o g r a n i c a f j e s t p i e r w i a s t k i e m r ó w n a n i a (103) . 
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W y k a ż e m y , że jeżeli istnieją takie trzy liczby a,b,c (b>a), że 

(106) [f(a)-g(a)][f(b)-g(b)]<0 

i dla a=a — c(b—a)<x<fi=b-\-c(b—a) 

(106a) 
f(x) 

< c < l . 

to równanie (103) ma dokładnie jeden pierwiastek w przedziale (a,fi). 
Pierwiastek ten można otrzymać jako granicę ciągu (105) , gdzie za x0 

można przyjąć dowolną liczbę z przedziału (a,b). 

I s t o t n i e , z w a r u n k u (106) w y n i k a , że r ó w n a n i e (103) m a co n a j m n i e j 
j e d e n p i e r w i a s t e k w p r z e d z i a l e (a,b), a w i ę c t y m b a r d z i e j w p r z e d z i a l e 
(a,fi), k t ó r y z a w i e r a p r z e d z i a ł (a,b). G d y b y r ó w n a n i e (103) m i a ł o d w a 
p i e r w i a s t k i | x i | 2 w p r z e d z i a l e (a,fi), t o m i e l i b y ś m y / ( £ i ) — f l ( f i ) = / ( f 2 ) — 
—9(^2) = ^ i n a m o c y t w i e r d z e n i a E o l l e ' a i s t n i a ł a b y t a k a U c z b a f m i ę d z y 
£ x i f 2 , że b y ł o b y 

/ ' ( C ) - o ' ( C ) = 0 , 

co j e s t s p r z e c z n e z z a ł o ż e n i e m (106a ) . Z a t e m r ó w n a n i e (103) m a d o k ł a ­
d n i e j e d e n p i e r w i a s t e k f w p r z e d z i a l e (a,fi). P i e r w i a s t e k t e n l eży w 
p r z e d z i a l e (a,b). 

N i e c h b ę d z i e t e r a z d a n y c iąg p r z y b l i ż e ń x0, x1,..., x n , x n + l , . . . o t r z y ­
m a n y c h m e t o d ą i t e r a c j i z u k ł a d u (104) , g d y a<x0<b. M a m y z a t e m 

Xn+i=K[9 ( a > n ) L » — 0 , 1 , 2 , . . . 

i n a m o c y t w i e r d z e n i a o w a r t o ś c i ś rednie j 

(107) xn+i-!=h'[g(K)l g'(K) ( * » - £ ) = 9-^A {«•-*)> 

g d z i e # n j e s t Uczbą z a w a r t ą m i ę d z y xn i £ . 
Jeże l i a<x0<b, t o \x0 — $\<b— a, p o n i e w a ż a<£<b. Z za ł ożen ia 

(106a) i w z o r u (107) w y n i k a w t e d y , że 

| » i - f | < o ( 6 - a ) . 
Jeże l i 

(108) | Ą , - f | < ^ ( J - a ) , 

w t e d y l i c z b a xn l e ży w p r z e d z i a l e {a,fi) i n a m o c y z a ł o ż e n i a (106a) 
i w z o r u (107) 

\xn+i-S\<c\Xn-t\<cn+1(b-a). 
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Z a t e m w z ó r (108) j e s t p r a w d z i w y d l a k a ż d e g o n a t u r a l n e g o n. W y n i k a 
s tąd , że 

l i m xn=£, 

p o n i e w a ż l i m c n + 1 = 0 . 

a+b 
Ł a t w o s p o s t r z e c , że g d y p r z y j m i e m y x0 = , t o w a r u n e k (106a) 

2 
m o ż n a z a ł o ż y ć t y l k o d l a przedz ia łu 

b — a 
a = a <x < fi = b + c-

b — a 

i t w i e r d z e n i e p o w y ż s z e p o z o s t a j e n a d a l p r a w d z i w e . 
T w i e r d z e n i e t o p o z o s t a j e r ó w n i e ż p r a w d z i w e , g d y z a m i a s t w a r u n k u 

( l ( )0a) p r z y j ą ć , że w p r z e d z i a l e a=a<x<fi = b 
j e s t 

(106b ) </'(#) 

B ł ą d o t r z y m y w a n y c h p r z y b l i ż e ń s z a c o ­
w a ć n a j w y g o d n i e j z a p o m o c ą w z o r u ( 3 2 ) . 

N a r y s . 11 p o d a n y j e s t p r z y k ł a d o w o 
w y k r e s p r z e b i e g u m e t o d y i t e r a c j i . 

P R Z Y K Ł A D 1 1 . R o z w i ą z a ć m e t o d ą i t e ­
r a c j i r ó w n a n i e (33) z p r z y k ł a d u 3 . 

M a m y z a t e m r o z w i ą z a ć r ó w n a n i e 

a ; 3 - 2 a ; - 5 = 0 

z d o k ł a d n o ś c i ą d o 0 , 0 0 0 0 0 1 . J a k w p r z y k ł a d z i e 3 z a u w a ż a m y , ż e 

/ ( 2 ) = - l , / ' ( 3 ) = 1 6 . 

W p r z e d z i a l e (2,3) l e ży z a t e m co n a j m n i e j j e d e n p i e r w i a s t e k r ó w n a n i a 
(33) . P i s z e m y t o r ó w n a n i e w p o s t a c i 

x3 = 2x+5, 

a u k ł a d (104) w p o s t a c i 

(109) y=2x+5=g(x), f(x)=x3 = y 

i p r z y j m u j e m y a = 2 , 6 = 3 , c = l / 2 . W a r u n e k (106b ) m a w t e d y p o s t a ć 

. ?'(#) 2 1 
f'{x) 3x2 2 



202 V . Przybliżone rozwiązywanie równań i ich układów 

i j e s t s p e ł n i o n y w p r z e d z i a l e 2<x<3. Z a t e m n a m o c y u d o w o d n i o n e g o 
t w i e r d z e n i a c iąg p r z y b l i ż e ń (105) b ę d z i e z b i e ż n y d o s z u k a n e g o p i e r w i a s t k a . 

P r z y j m u j e m y x=x0=2,5 i z p i e r w s z e g o r ó w n a n i a u k ł a d u (109) 
o b l i c z a m y 

2 / l = fir(2,5)=10, 

a z d r u g i e g o r ó w n a n i a 

^ = 1/10^2,15. 

W y k o r z y s t u j e m y t o p r z y b l i ż e n i e d o d a l s z e j i t e r a c j i . Z p i e r w s z e g o r ó w ­
n a n i a u k ł a d u (109) o b l i c z a m y 

2/2 = <7(2,15)=9,3, 

a z d r u g i e g o r ó w n a n i a 

x2 = \/<)~3 ̂ 2 ,103 . 

P o s t ę p u j ą c d a l e j a n a l o g i c z n i e o t r z y m u j e m y 

y3 
=2-2 ,103+5 = 9,206, 

x3 =f/9,206 ss2,096, 

y* =2-2 ,096+5=9 ,192 , 

x4 = f/9,192 ^2,0948, 

y$-=2-2 ,0948+5=9,1896, 

Xy =J/9,1896 ̂ 2,09459, 

y6 
= 2-2,09459+5=9,18918, 

= J/9,18918 ss2,094557, 

UT =2 • 2,094557 + 5 =9,189114, 

0C>J = {/9,189114 ̂ 2,094552, 

= 2 • 2,094552 + 5 = 9,189104 

?/8 
= J / 9,189104^2,094551. 

P o n i e w a ż p o r ó w n u j ą c l i c z b y d o m y ś l a m y się , że xa j e s t p r z y ­
b l i ż en i em z d o s t a t e c z n ą d o k ł a d n o ś c i ą , s z a c u j e m y b ł ą d t ego p r z y b l i ż e n i a 
t a k , j a k t o b y ł o p o k a z a n e w p r z y k ł a d z i e 3. D a l s z e p o s t ę p o w a n i e j e s t 
t a k i e s a m o , j a k w t a m t y m p r z y k ł a d z i e . 
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§ 5 1 . M e t o d a r e l a k s a c j i . D a n y j e s t u k ł a d n r ó w n a ń z n n i e w i a d o m y m i 

fi(x1,x2,... ,xn) = 0, 

fi (xl » x2 > • • • > xn) = 0, 
( H O ) 

fn ix\ J x2 i • • • J xn) ~ O; 

g d z i e f u n k c j e fi(xl,x2,.. .,xn) są c iągłe w r o z p a t r y w a n y m o b s z a r z e . 
E o z p o c z y n a m y r a c h u n e k o d d o w o l n i e p r z y j ę t e g o u k ł a d u p r z y b l i ż e ń 
x 1 = x 1 0 , x 2 = x 2 0 , x n = x n 0 . P o d s t a w i a j ą c t e w a r t o ś c i d o (110) o t r z y ­
m u j e m y 

/ l (^10 1 X2Q xno) = e10 J 

f2 (x10, x20 ,..., xn0) = e20, 

fn [X10»xi0 V J " 'no) — £ n 0 • 

G d y b y b y ł o f ] 0 = £ 2 0 = . . . = f „ 0 = 0 , w t e d y u k ł a d xl0,x2O,...,xnO b y ł b y 
j u ż r o z w i ą z a n i e m s z c z e g ó l n y m u k ł a d u r ó w n a ń (110) . W p r z e c i w n y m r a z i e 
n i e c h e0=ek0 b ę d z i e tą l i czbą s p o ś r ó d e 1 0 , e 2 0 , . . . , e n 0 , k t ó r a m a n a j w i ę k s z y 
m o d u ł . 

Metoda relaksacji p o l e g a n a t a k i e j z m i a n i e w a r t o ś c i x10,x20,...,xn0, 
k t ó r a b y s p o w o d o w a ł a z m n i e j s z e n i e m o d u ł u e f c 0 , a n i e p o c i ą g n ę ł a z a 
sobą z b y t d u ż e g o A y z r o s t u m o d u ł ó w p o z o s t a ł y c h l i c z b s p o ś r ó d e 1 0 , e 2 0 , e n 0 . 
N a o g ó l d a j e się t o u z y s k a ć j u ż p r z e z z m i a n ę w a r t o ś c i j e d n e j t y l k o z m i e n ­
n e j s p o ś r ó d x1,x2,...,xn. P o t a k i e j z m i a n i e o t r z y m u j e m y n o w y u k ł a d 
p r z y b l i ż e ń X l = x n , x 2 = x 2 l , x n = x u l , a p o p o d s t a w i e n i u d o (110) 

fi(xn,x21,..., xnl) = e n , 

/2 (^11 J ^21 ) • • •>xnl) = e21> 

fnixnix2l > • • • ) x n l ) = £ n l • 

Jeże l i £ n = e 2 1 = . . . = e n i = 0 , t o z b i ó r U c z b x n , x 2 1 , . . . , x n l j e s t r o z w i ą z a n i e m 
s z c z e g ó l n y m u k ł a d u (110) . W p r z e c i w n y m r a z i e n i e c h e1=epl b ę d z i e tą 
l i czbą s p o ś r ó d en,e-21,...,enl, k t ó r a m a n a j w i ę k s z y m o d u ł . O t ó ż m e t o d a 
r e l a k s a c j i w y m a g a właśn ie , b y b y ł o |e r|<|e 0l ' 

Z m i e n i a m y z n o w u w a r t o ś c i z m i e n n y c h x1,x2,...,xn t a k , a b y u z y s k a ć 
z m n i e j s z e n i e m o d u ł u l e j , a l e n i e s p o w o d o w a ć z b y t d u ż e g o w z r o s t u m o d u ­
ł ó w p o z o s t a ł y c h l i c z b s p o ś r ó d en,e21, . . . , e n l . O t r z y m u j e m y n o w y u k ł a d 
p r z y b l i ż e ń x1 = x12, x2 = x22, x n = x n 2 i n o w y u k ł a d l i c z b e12,e22,...,en2, 
z k t ó r y c h n a j w i ę k s z y m o d u ł n i e c h m a h c z b a e ^ e ^ . 
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P o s t ę p u j ą c d a l e j a n a l o g i c z n i e o t r z y m u j e m y c iąg l i c z b 

t a k i c h , ż e 
M < l « t l 0 ' = l , 2 , . . . , n ; * = 0 , 1 , . . . ) 

i 
| e i + i l < N . 

P r z y p u ś ć m y , że p o k i l k u c z y k i l k u n a s t u p o w t ó r z e n i a c h t a k i e g o p o s t ę ­
p o w a n i a o t r z y m u j e m y u k ł a d p r z y b l i ż e ń oc1 = x l m , x2 = x 2 m , x n = x n m , 
a p o p o d s t a w i e n i u i c h d o (110) u k ł a d l i c z b e l m , e 2 m , . . . , e n m , z k t ó r y c h 
n i e w s z y s t k i e są z e r a m i . C h c e m y w i e d z i e ć , c z y l i c z b y x l m , x 2 m , . . . , x n m 

a p r o k s y m u j ą p i e r w i a s t k i ?i,£2,.••>.&! u k ł a d u (110) z w y s t a r c z a j ą c ą d o ­
k ładnośc ią . Jeże l i l i c z b y e l m , £ 2 m , . . . , e n m m a j ą i n t e r p r e t a c j ę n p . f i zyka lną , 
t o n a o g ó ł ł a t w o j e s t s p r a w d z i ć , c z y a p r o k s y m u j ą o n e l i c z b ę z e r o z w y s t a r ­
cza jącą d o k ł a d n o ś c i ą ( n p . p r z e z p o r ó w n a n i e elm,e2m,...,enm z o d p o w i a ­
d a j ą c y m i i m b ł ę d a m i p o m i a r o w y m i ) . Jeże l i m o ż e m y w t e n s p o s ó b u z n a ć 
l i c z b y elm,e2m,...,enm z a d o s t a t e c z n i e b l i s k i e z e r a , t o t y m s a m y m p r z y j ­
m u j e m y l i c z b y x l m , x2m,..., xnm z a d o s t a t e c z n i e d o k ł a d n e p r z y b l i ż e n i e 
r o z w i ą z a n i a s z c z e g ó l n e g o r ó w n a ń (1101. M o ż n a t o u j ą ć i n a c z e j . U z n a j e m y 
m i a n o w i c i e l i c z b y x l m , x 2 m , . . . , x n m z a w y s t a r c z a j ą c o d o k ł a d n e p r z y b l i ­
żenie r o z w i ą z a n i a s z c z e g ó l n e g o r ó w n a ń (110) , j eże l i ze w z g l ę d ó w n p . f i ­
z y k a l n y c h d o p u s z c z a l n e j e s t zastąp ien ie u k ł a d u (110) u k ł a d e m 

/ l (xl > x2 1 • • • > xn) = e l m 1 

f2 (x1, x2,..., xn)—e2m, 

fn (#! , X2 , . . . , XN) — 8 N M . 

N i e n a l e ż y j e d n a k z b y t p o c h o p n i e w y p r o w a d z a ć w n i o s k u o d o k ł a d ­
n o ś c i p r z y b l i ż e ń x l m , x 2 m , . . . , x n m n a p o d s t a w i e w i e l k o ś c i e l m , s 2 m , . . . , e n m . 
M o ż n a ł a t w o p o d a w a ć p r z y k ł a d y , w k t ó r y c h p r z y b U ż e n i a x i m 7

x
2 m , - - - }

x
n m 

są o b a r c z o n e b a r d z o d u ż y m i b ł ę d a m i , m i m o że l i c z b y elm, e 2 m , . . . , snm są 
b a r d z o m a ł e . 

O g ó l n e j d y s k u s j i , k i e d y x l m , x2m,..., xnm m o ż n a u w a ż a ć z a w y s t a r ­
c z a j ą c o d o k ł a d n e p r z y b l i ż e n i e r o z w i ą z a n i a s z c z e g ó l n e g o (110) , p r z e p r o w a ­
d z a ć n i e b ę d z i e m y . N a l e ż y j e d n a k p o d k r e ś l i ć , że w k a ż d y m k o n k r e t n y m 
p r z y p a d k u d y s k u s j a t a k a j e s t p o t r z e b n a , c h o c i a ż m o ż e o k a z a ć się b a r d z o 
ż m u d n a . 

M e t o d a r e l a k s a c j i w y m a g a m o ż e o d r a c h u j ą c e g o w i ę c e j d o ś w i a d c z e n i a , 
s p r y t u c z y i n t u i c j i n i ż i n n e m e t o d y , a l e p r z e z t o , że z o s t a w i a m u d u ż o 
s w o b o d y w w y b o r z e ś r o d k ó w p r o w a d z ą c y c h d o c e l u , d a j e n i e r a z m o ż n o ś ć 
w y g o d n e g o i s z y b k i e g o r a c h o w a n i a , d o j ś c i a d o ż ą d a n y c h p r z y b l i ż e ń 
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k r ó t k ą drogą . P r z y p e w n e j w p r a w i e m o ż n a r o z w i ą z y w a ć m e t o d ą r e l a k s a c j i 
n p . u k ł a d y k i lkudz ies ięc iu r ó w n a ń l i n i o w y c h z k i l k u d z i e s i ę c i o m a n i e w i a ­
d o m y m i , n a w e t w p r z y p a d k u , g d y w s p ó ł c z y n n i k i n i e są n a o g ó ł z e ­
r a m i , w n a d s p o d z i e w a n i e k r ó t k i m c z a s i e . 

P R Z Y K Ł A D 1 2 . R o z w i ą z a ć u k ł a d r ó w n a ń 

l ,013a??/—0,981?/ + 1 , 0 2 6 2 + 4 , 4 5 0 = 0, 

(111) l ,988a? + 5 , 1 3 7 ? / - 6 ,734^+3 ,262 = 0, 

l , 0 0 8 z + 3 , 8 0 9 ? / - l l , 5 3 3 2 + l , 9 9 4 = 0, 

w k t ó r y m w s p ó ł c z y n n i k i d a n e są z d o k ł a d n o ś c i ą d o 0 ,0005 . 
Z a s t o s u j e m y m e t o d ę r e l a k s a c j i . P i s z e m y 

£ j = l , 0 1 3 a ; ? / - 0 , 9 8 1 ? / + 1 , 0 2 6 2 + 4 , 4 5 0 , 

e 2 = l , 9 8 8 a ; + 5 , 1 3 7 ? / - 6 , 7 3 4 2 + 3 , 2 6 2 , 

e 3 = l , 0 0 8 a ; + 3 , 8 0 9 ? / - 1 1 , 5 3 3 2 + 1 , 9 9 4 

i s t a r a m y się s t o p n i o w o t a k d o b i e r a ć w a r t o ś c i x,y,z, a b y u c z y n i ć ex,e2,e3 

m o ż l i w i e m a ł e . R a c h u n e k z a c z y n a m y o d w a r t o ś c i x=y=z=0. W t e d y 
g! = + 4 , 4 5 0 , e2=3,262, e 3 = l , 9 9 4 . N a j w i ę k s z y m o d u ł m a e x . S t a r a m y się 
z a t e m p r z e d e w s z y s t k i m z m n i e j s z y ć t e n m o d u t . W t y m c e l u d a j e m y z m i e n ­
n e j y p r z y r o s t A1y=l. A b y n i e s p o w o d o w a ć z b y t d u ż e g o w z r o s t u m o ­
d u ł ó w e 2 i e 3 , d a j e m y j e d n o c z e ś n i e z m i e n n e j x p r z y r o s t Alx=— 4. 
M a m y w t e d y 

x=— 4 , y=l, 2 = 0 , 

e 1 = — 0 , 5 8 3 , e 2 = 0 , 4 4 7 , 6 , - 1 , 7 7 1 . 

N a j w i ę k s z y m o d u ł m a t e r a z e 3 . A b y go z m n i e j s z y ć , d a j e m y z m i e n n e j z 
p r z y r o s t ^ 2 = 0 ,12 . P o w o d u j e t o n a s t ę p u j ą c e p r z y r o s t y w a r t o ś c i £ ! , e 2 , e 3 : 

ASl=1,026 • 0 , 1 2 = 0 , 1 2 3 1 2 , 

Ae2 = - 6 , 7 3 4 • 0 ,12 = - 0 , 8 0 8 0 8 , 

A e3 = - 1 1 , 5 3 3 • 0,12 = - 1 , 3 8 3 9 6 . 

W t e d y 

x = - 4 , y=l, 2 = 0 , 1 2 , 

£ 1 = - 0 , 4 5 9 8 8 , e 2 = - 0 , 3 6 1 0 8 , e3 = 0 , 38704 . 

A b y z m n i e j s z y ć m o d u ł e n d a j e m y z m i e n n e j x p r z y r o s t A2x=0,4. W t e d y 
o t r z y m u j e m y 

# = - 3 , 6 , ? / = l , 2 = 0 , 1 2 , 

£ l = - 0 , 0 5 4 6 8 , e 2 = 0 , 4 3 4 1 2 , e 3 = 0 , 7 9 0 2 4 . 
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W t e n s p o s ó b w z r o s ł y co p r a w d a m o d u ł y e 2 i £ 3 , a l e w z r o s t t e n ł a t w o 
u s u n ą ć d a j ą c z m i e n n e j z p r z y r o s t A2z= 0,07. W t e d y 

0 3 = — 3 , 6 , # = 1 , 2 = 0 , 1 9 , 

e 1 = 0 , 0 1 7 1 4 , £ 2 = - 0 , 0 3 7 2 6 , e 3 = - 0 , 0 1 7 0 7 . 

D a j e m y t e r a z z m i e n n e j y p r z y r o s t A2y = 0 , 007 . W s k u t e k t e g o m a m y 

a ? = — 3 ,6 , # = 1 , 0 0 7 , 0 = 0 , 1 9 , 

e, = - 0 , 0 1 5 2 5 4 6 , e 2 = - 0 , 0 0 1 3 0 1 0 , e 3 = 0 , 0 0 9 5 9 3 . 

D a j e m y n a s t ę p n i e z m i e n n e j x p r z y r o s t A3x=0,01 i o t r z y m u j e m y 
« * — 0 , 0 0 5 0 5 4 , e 2 = 0 , 0 1 8 5 7 9 , e 3 = 0 , 0 1 9 6 7 3 , p o t e m d a j e m y z m i e n n e j y p r z y ­
r o s t A3y = — 0 ,001 i z m i e n n e j z p r z y r o s t A3z= 0 ,001 i o t r z y m u j e m y 

# = - 3 , 5 9 , # = 1 , 0 0 6 , 0 = 0 , 1 9 1 , 

£ ^ 0 , 0 0 0 5 9 0 , £ 2 = 0 , 0 0 6 7 0 8 , £ 3 = 0 , 0 0 4 3 3 1 . 

D a j e m y t e r a z z m i e n n e j x p r z y r o s t Atx= — 0 ,002 i m a m y 

x=— 3 , 5 9 2 , # = 1 , 0 0 6 , 0 = 0 , 1 9 1 , 

£ ^ - 0 , 0 0 1 4 4 8 , £ 2 = 0 , 0 0 2 7 3 2 , £ 3 = 0 , 0 0 2 3 1 5 , 

a n a s t ę p n i e z m i e n n e j # p r z y r o s t z l 4 # = — 0 , 0 0 0 5 i w t e d y 

# = - 3 , 5 9 2 , # = 1 , 0 0 5 5 , 0 = 0 , 1 9 1 , 

£ ^ 0 , 0 0 0 8 6 2 , £ 2 ^ 0 , 0 0 0 1 6 4 , £ 3 ^ 0 0 0 4 1 0 . 

L i c z b y £ n £ 2 , £ 3 m o ż n a u z n a ć z a w y s t a r c z a j ą c o m a ł e , g d y ż w s p ó ł ­
c z y n n i k i u k ł a d u (111) p o d a n e b y ł y z d o k ł a d n o ś c i ą d o 0 , 0 0 0 5 . W t a k i m r a ­
z i e m a m y n a s t ę p u j ą c e p r z y b l i ż o n e r o z w i ą z a n i e u k ł a d u ( 1 1 1 ) : 

a ; ^ — 3 , 5 9 2 , # ^ 1 , 0 0 5 5 , 0 ^ 0 , 1 9 1 . 

P o n i e w a ż w u k ł a d z i e (111) p i e r w s z e r ó w n a n i e j e s t d r u g i e g o , a p o z o s ­
ta łe — p i e r w s z e g o s t o p n i a , u k ł a d t e n m a co n a j w y ż e j d w a r o z w i ą z a n i a . 

P r z y b l i ż e n i e d r u g i e g o r o z w i ą z a n i a m o ż n a r ó w n i e ż z n a l e ź ć m e t o d ą 
r e l a k s a c j i . R a c h u n e k r o z p o c z y n a m y r ó w n i e ż o d # = # = 0 = 0 i 

£ X = 4 , 4 5 0 , £ 2 = 3 , 2 6 2 , £ 3 = 1 , 9 9 4 . 

Z m n i e j s z e n i e m o d u ł ó w l i c z b £ i , £ 2 , £ 3 u z y s k u j e m y d a j ą c z m i e n n e j # p r z y ­
r o s t Ay=— 2 i w y r ó w n u j ą c j ego w p ł y w n a ex p r z e z j e d n o c z e s n e d a n i e 
z m i e n n e j x p r z y r o s t u Ax=3. J e s t w t e d y 

£ ^ 0 , 3 3 4 , £ 2 i ^ - 1 , 0 4 8 , £ 3 ^ 2 , 6 0 0 . 

P o s t ę p u j ą c d a l e j a n a l o g i c z n i e j a k w p r z y p a d k u p i e r w s z e g o r o z w i ą z a n i a , 
d o c h o d z i m y d o d r u g i e g o p r z y b l i ż o n e g o r o z w i ą z a n i a u k ł a d u (111) 

aji=s2,911, y&-2,119, 0 ^ - 0 , 2 7 3 . 


