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B. Uklady réwnan

§ 48. Uwagi ogolne. Opisane w nastepnych paragrafach metody shuzg
do obliczania przyblizonyeh rozwigzan szezegélnych ukladu réwnan (1).
W przykladach bedg jednak stosowane rézne sposoby pozwalajace
w konkretnych przypadkach znajdowaé réwniez rozwigzanie pelne uktadu. °
Ogolnej dyskusji mozliwosei stosowania tych sposob6w przeprowadzad
nie bedziemy. Nie bedziemy réwniez przeprowadzaé dyskusji, ezy cigg
otrzymywanych dang metodg przyblizenn jest zbiezny do jakiegos$ roz-
wigzania szczegdlnego. Dyskusja taka bylaby ucigzliwa, tymeczasem ba-
danie zbieznofci ciggu przyblizenn do rozwigzania szczegdlnego mozna
w wielu konkretnych przypadkach omingé: wstawiamy po prostu otrzy-
mywane przyblizenia do danego ukladu réwnan i sprawdzamy, czy row-
nania ukladu sg z wystarczajgeg dokladnoscig spelnione. Gdy przez pow-
tarzanie obliczeni dang metodq nie otrzymujemy dokladniejszych przy-
blizen, to mozna powtoérzyé obliczenia wychodzge z innych przyblizen
poezatkowyeh albo zmieni¢é metode. Rachujgey jest w ten sposéb zdany
w duzej mierze na wlasne doswiadczenie i intuicje, unika natomiast diu-
gich i skomplikowanych dyskusji teoretycznych. Rozwigzywanie ukla-
déw réwnan staje sie wtedy co prawda pewnego rodzaju sztukg, ale z dru-
giej strony nalezy zauwazyé¢, ze uzyskiwanie rozwigzan drogg teore-
tyeznych rozwazan i stosowanie ogdélnych sztywnych metod postepowa-
nia bardzo czesto staje sie praktyczng niemozliwoseig ze wzgledu na ilosé
rachunkéw. I tak np. rozwigzanie ukladu kilkudziesieciu réwnan liniowych,
w ktérych niewiele wspolezynnikéw jest réwnych zeru, bywa nieraz prak-
tyezng niemozliwodeig, nawet gdy stosujemy takie specjalne metody,
jak np. metode krakowianéw. Tymezasem znane sg przypadki, gdy uzy-
skano rozwigzania takiego ukladu metodq relaksacji, ktora w glownej
mierze opiera si¢ na dofwiadczeniu rachujgcego.

Wielkg trudnosé sprawia na ogdél poszukiwanie rozwigzania pelnego.
Gdy dojdcie do takiego rozwigzania w spos6b Scisly jest praktyczng nie-
mozliwogeig, mozna nieraz stosowa¢ metody mniej doskonale, w pewnym
sensie empiryczne, ale przystepniejsze i do celow praktyki nieraz wystar-
czajpee. Na przyklad podejrzewamy, ze dany uklad réwnan ma tylko
jedno rozwigzanie, a nie umiemy udowodnié, ze tak jest w istocie. Wtedy
mozemy postapié nastgpujaco: rozpoczynamy obliczenia wychodzge
z kilku roéznych przyblizeni poczatkowych; skoro dochodzimy do tego
samego rozwigzania szczegélnego, niezaleznie od wyboru przyblizen
poezgtkowyeh, to jest bardzo prawdopodobne, ze uklad nie ma juz in-
nych rozwigzan szczegélnych. Pewnosei w tym wzgledzie oczywidcie taky
metodg nigdy nie ofrzymamy, ale — mimo wszystko — uzyskujemy
informacje, pozwalajagce nam uznaé hipoteze jednoznacznosei rozwig-
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zania za prawdziwg. Sytuacja jest tu analogiczna, jak w wieln naukach
doswiadezalnych: hipoteze uwazamy za prawdziwg, gdyz do§wiadezenia —
jak dotgd — ja potwierdzajg. Oczywiscie moze sie zdarzyé, ze w kolicu
jakie§ nowe doswiadezenie zaprzeczy uczynionej hipotezie, ale im wigcej
doswiadezenn potwierdzajacych mamy za sobg, tym mniej sie liczymy
z mozliwoscig takiego zaprzeczenia. '

§ 49. Regula falsi i metoda Newtona. Niech bedzie dany uklad n
rownan z n niewiadomymi

f1 (@@, .., @,)=0,

(73) f2 (@1, @yy...,@,)=0,

...........

fﬂ(wl?‘rﬁ?‘ 5o !mn)= 09

gdzie o funkejach f;(v,,,,...,4,) (1=1,2,...,n) zakladamy, Ze majg
w rozpatrywanym obszarze ciggle pochodne czgstkowe do rzedu dru-
giego wlgeznie. Zakladamy, ze uklad (73) ma rozwigzanie szczegdlne
Oy =&, Ty=&, ..., £, =§,.
Uklad (73) zastepujemy dla ulatwienia p6zniejszych obliczeri ukladem
rownowaznym
=1 (@, &gy -~y L)s

- z:jz(m1!x2$'“!wﬂ)!
() sl Tk - TS

z:fn(ml!m?.r"!mn)!
e[

Geometryecznie uklad (74) odpowiada n-1 powierzchniom w przestrzeni
(n-1)-wymiarowej. Rozwigzanie o, =&, @,=5§, ..., #,=§&,, 2=0 odpo-
wiada punktowi przeciecia tych n--1 powierzehni. Nazwijmy ten punkt 5.
Bedziemy pisali 5(&,,4,,...,&,,0). Uklad (74) zast¢pujemy ukladem réw-
nan liniowyeh, ktéry mozliwie dobrze aproksymowalby uklad (74) w oto-
czeniu punktu Z. Geometrycznie oznacza to, ze checemy powierzchnie
(74) zastapié plaszezyznami, mozliwie dobrze do nich przylegajgeymi.
Wtedy przyblizeniem punktu & bedzie punkt przeciecia tych plaszezyzn,
czyli rozwigzanie ukladu réwnan liniowych aproksymujgeych uklad (74).

Uklad réwnan liniowych aproksymujgcey uklad (74) mozna otrzymaé
na rézne sposoby, z ktérych opiszemy tu dwa.

Niech np. bedg nam znane punkty X;, X;,..., X;,., lezgce na
powierzehni

(75) S=Fo(@ys@g5ec ey @)y | t=1,2 a0
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i polozone w poblizu punktu Z. Punkty X;,X,.,...,X;, , znajdujemy
podstawiajac we wzorze (75) odpowiednio dobrane wartodci zmiennych
@y,@y,...,&, 1 obliczajgec wartodei z. Wtedy plaszezyzna przechodzgea
przez te punkty aproksymuje powierzchmie (75) w poblizu punktu 5.
Niech réwnanie tej plaszezyzny bedzie
A 0+ T+ ...+ A @, + biz=¢;.
Uklad (74) zastepujemy ukladem

an @+ Q%+ oo Q@+ bi2=0,

Uy )+ Aga Byt oo Qo @y + by 2= 0y,
(76)

A @yt Oz @y o o+ Q@+ bnz: Cny
2=}

Rozwigzanie ukladu (76) jest przyblizeniem rozwigzania uktadu (74),
tzn. daje punkt bliski punktu &. Mozemy to wykorzystaé do obliczenia
nastepnych przyblizein. Obierzemy w tym celu w sasiedztwie obliczonego
punktu nowe punkty X;,X;,...,X;. Jest to uogdlnienie metody
requla falsi na przypadek ukladu réwnan.

Uklad (74) mozemy aproksymowa¢é¢ ukladem réwnan liniowych ina-
czej. Niech bedzie nam znane przyblizenie rozwigzania ukladu (73)

Ty, b, sevy Ty &
Kazdg z funkeji (73) rozwijamy wedlug wzoru Taylora w otoczeniu punktu
(Fy3%9y...,7, ). Dla zwiezlofei zapisu wprowadzimy oznaczenia
hi=§&—;,

2= [i(®), Ty Tp),

G = (aii) )
0T;) 2y 2y, 24 = 3, ., Tum T

gdzie 7,)=1,2,...,n. Wtedy

2=0=2z+ayh+a,hy+...+ ay, hy+ Ry,

o 2=0=2+ Gy Iy + Gy ly+. ..+ Gpp iy + Ry,

2=0=2,+ aply+ @ ho+...+ ap liy+ Ry,
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gdzie R, R,,...,R, sa odpowiednimi resztami ze wzoru Taylora. Jegli
te reszty sa male, to otrzymujemy uklad réwnain liniowyeh

apnh 4 aphs+ ...+ a by + 2~ 0,
Ag by + @yo by . .. - @y by +- 2~ 0,

(78)

by t+ah+-...+a,,h,+2,~0.

Rownania (78) sa tylko przyblizone, wige mozemy z nich obliczyé tylko
przyblizone wartosei hy,h,,...,h,, a nastepnie przyblizone wartosci

(79) EIN‘EI"{“hlr ‘52"""““-"'_'32‘5' hs’ Sy fﬂm}w;'i‘li'n'

Réwnania (78) sa réwnaniami plaszezyzn stycznyeh do powierzchni
(74) w punktach X,(7,,%,,...,7,,%) (i=1,2,...,n). Obliczone ze wzoru
(79) przyblizenia mozna Wykorzystaé do obliczenia nastepnych przybli-
zen. .

Metoda powyzsza jest nogélnieniem metody Newtona na przypadek
ukladu réwnan.

PrzYKEAD 9. Rozwigzaé¢ uklad réwnan
(80) =294+ y—1=0,. 22’43y +2—24°+6=0,

z dokladnogcig do 0,00005.
Kazde z rownan (80) przedstawia na plaszezyzZnie @,y pewng krzywg.
Wspolhrzedne punktow przeciecia

obu krzywych sg rozwigzaniami 5
ukladu (80). Sporzgdzamy zatem 2
wykres obu krzywych, korzystajac 1

ze znanych w rachunku rézniczko-
wym metod badania przebiegu
funkeji uwiklanyech.

Jak wida¢ z rysunku 10, uklad
rownan (80) ma tylko jedno roz-
wigzanie

=Y

Rys. 10

r~—0,8, y~—1.

Aby uzyskaé¢ dokladniejsze przyblizenie zastosujemy regula falsi. W tvm

celu uklad (80) zastapimy ukladem réwnowaznym
z=a"—-2y+ 2+ y—1,

(81) =22+ 3y’ -+ 2—2¢*} 6,

]
SE
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Podstawiajac w dwoech pierwszych réwnaniach kolejno

=—0,8, y=-1; 2=-0,7, y=-1; x=-—-08, y=-—0,9
i obliezajac #z otrzymujemy trzy punkty
4,(—0,8,—1, 0,128), B,(—0,7, —1, 0,147), C,(—0,8, —0,9, —0,314)
lezgce na powierzehni danej przez pierwsze z réwnan (81) i trzy punkty
A,(—0,8,—1,—0,824), B,(—0,7,—1,—0,386), C,(—0,8, —0,9, 0,369)
lezgce na powierzehni danej przez drugie z tych réwnan. Przez punkty
A,,B,,C, przechodzi plaszezyzna

192 —442y —1002 —414=0.
Przez punkty A4,,B,,C, przechodzi plaszezyzna
234222 —20281y 4100z —1461=0.

Tymi plaszezyznami zastepujemy powierzchnie dane przez dwa pierwsze
rownania (81). Uklad (81) zastepujemy w ten spos6b ukladem

192 —442y —1002—414=0,
234220 —20281y 1+100z—1461 =0,
2=,
z ktérego obliczamy 3
r~—0,7776, y~—0,9701.
Aby zwiekszy¢ dokladnosé przyblizen, zastosujemy teraz metode

Newtona. Niech

h=h(,y)=2"-2y+ o'+ y—1,

fo=fa(@,y)=22"4-3y* + 2 —2y"+-6.

Wiedy
ofy 3 0f, s
=3* -2 ! — 6y +1
Py a2z, : By =ty
afz o afz 2
2 —6a*+1 2 — gy —4
P 611, o Yy —4y
i dla 2=—0,7776, y=—0,9701
of : of
a:n_l ~ 0,258785 = ay;, 63}‘ ~ —4,646564 = a,,,
(82)

af 3 of '
5; ~ 4,627971 = ay,, 55’ ~12,350246 = a,, .
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Ponadto
%=5(—0,7776,—0,9701) ~ —0,00971263,
(83) 2= fy(—0,7776,—0,9701) ~ —0,339024.
Niech #=¢ i y=» beda pierwiastkami ukladu (80). Wprowadzimy ozna-
czenia
(84) hy=£+0,7776, h,=n+0,9701.
Podstawiajac (82), (83) i (84) do (78) otrzymujemy uklad réwnarn
0,258785 hy —4,646564h, —0,00971263~0,
4,62797 hy+12,35025 hy, —0,339024 20,
z ktérego otrzymujemy
hy~0,0686, hy~0,0017.
Stad na mocy (84)
E~—0,7090, 7~ —0,9634.

Stosujge do liezb #= —0,7090, y= —0,9684 ponownie metode Newtona
otrzymujemy uklad (77) w nastepujacej postaci:

0,090043h, — 4,626791h,= 0,00579158 —R, ,

85
2 4,016086h,+12,313787Th, = 0,02189115—R,,
edzie
_ Bferg s 0N f; .
(86) H, 3! (a }f;_i_ ale hl ’+ 2 g) (1’=112)1

a pochodne 8°*f;/da*, 0°f;/0xcy, 0°f;/0y’ nalezy obliczyé w punkcie le-
zgeym miedzy (&,%) i (—0,7090,—0,9684).
Z ukladu (85) otrzymujemy

hy= (0,00876...)— (0,62...) B+ (0,23...) R,,

(87)
hy = — (0,00108...)+ (0,20...) R, — (0,0045...) R,.
Mamy dalej
aajl asfl azf]
= 2 i L1
P el Ul e il B e
@ fa *f, 1,
o5 = e e
il L dwdy 0 ay* 1oy
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skad, zakladajgc
—0,712<w<—0,68, —0,98<y<—0,96,

otrzymujemy oszacowania

‘ b azjl B aafl
—2,33< 1 < —2,08, 1,52< 7 3 <11,76,
@ o
—8,64< %’i: cdlnge-t ihtgh 55: < 91,28,

a nastepnie na mocy (86)

| =

1 : _
5 (—2,32:0,009° 11,52 0,001%)< R, < — (—2,08-0,0085% 11,76 - 0,0011%),

=

1 y
- (—8,64-0,009* —21,64-0,0011*)<R,< - (—8,16-0,0085° —21,28 -0,001?),

L)

czyli
—0,000089< R, < —0,000067, —0,000364<R,<—0,000305.

Mozemy wiec napisaé
11 30
(88) R,=—0,000078, R,=—0,000335.

7 (87) i (88) otrzymujemy
05 05
hy=0,0087 , hy=—0,0011 .
Ze wzorow
§=%+h, n=yth

obliczamy ostatecznie, ze
05 05

£=—0,7003, 7n=—0,9695,

Jest to rozwigzanie pelne ukladu (80), gdyz — jak o tym poprzednio
juz byla mowa — uklad ten innych rozwigzan nie ma.
§ 50. Metoda iteracji. Niech bedzie dany uklad n réwnan z n nie-
wiadomymi
: [i(@1y@gy.. ., 25) =0,
fa(@y,@55...,@,)=0,

(89)
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O ukladzie tym zakladamy, ze z kazdego réwnania
) G e N - I SR IS s
umiemy obliczyé x;, gdy znamy wartodci pozostalych zmiennych, tzn.
istnieje uklad
@y —0; (@ y X5 s iy o0y L)y
Dy =g (05 oS Tam S s )

(89a) Ly =3 (L) @y, Tyy...yTy),

...............

Ty =@p (@1 y@gy @3y ooy Bp_y),
ro6wnowazny ukladowi (89).

Obliczenia rozpoczynamy od z géry danych przyblizen x,= @y,
Ty=Lg9, .0y Lp=Cyo 1 z réwnan (89) obliczamy kolejno nastepne przy-
blizenia o, =a,, Ty==sy ..y Ty=0n. Zatem

@1y = @1 (@903 g0y + ++ 1 T o)y
(90) Tgy = Pa (X113 @305+ + y To)s

Cpy = P (@113 @a1 g0 00y Cp_11)-
Jezeli przyjac
Y1 (Z20yL30y« + 3 @po) =P1 (Tagy T35+« + 3 L) s
Va (@205 @305+« + s Pno) =P [P1 (@205 @305+« + s Tno) P30y Ta0 3+ + + yTno ] 5

Va(Paos @309 -+ + 3 o) =Pa[P1 (X203 T30y - - - 3 To) y Yo (@205 @30y - - + s To) y a0 s X0y

........................................

Y (La03 T30y + + y To) =P [V1 (Ta0y@a0y -+« s To) y Yo (T2 y Tagy e« -y Lo g ==+ y
' Yn-1(%20y @305+« s Tno) ]

to mozna uklad (90) zastapié¢ ukladem

&y =91 (203 @305+ -+ 3 Tpo)

Loy =Yo (Tagy Tggy. ..y 2po),

.............

(90a)

wn1=1ﬂu(mzo:$sus ses :xno) .

Zar6éwno uklad (90), jak (90a) sg oczywiScie spelnione, gdy ,=£&,,
Log=0Tg =&ay covy Bpo=Tpy=28,, jezeli §&,&,...,&, sa pierwiastkami ukla-
du (89).

Metody numeryezne 1 graficzne — 13
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Jezeli
Zyg=Ey+ ARy,  By=E3+ A2y, ..oy Bpe=Ep+ dy,
@y =&+ 4@y, @gy =&y + Ay, sa29 mnl=5n+Amm

i jezeli funkeje (90) maja ciagle pochodne pierwszego rzedu, to na mocy
wzoru Taylora

0 d ad
A“’lr— tpl d%o”i‘ = dwgy ...+ 6‘% Ay
n
0 O, P
Ay = a'}’: Awy, + 3:3; dagy -+ "i‘ A,
I e P Tl ot il
6‘%

0@y 0Py
Ay, + —‘A Pyt +'—'—'— Ay_y .,

Aty = Oy 0,

gdzie pochodne dp;/dx; (i=1,2,...,n; j=1,2,...,n) nalezy wziag¢ w pew-

nych punktach posrednich miedzy punktami (@y,...,%; 11,%i 105« 3%no)

i (Els‘523“-9&—1!‘5-5-1—1&‘--3En)' -
Jezeli

(92) | Ay | < |dag|,  |day|<|d@s|, seey | Ay | < |dpy] 5

wtedy otrzymane ze wzoréw (90) przyblizenia w,,,24,...,2, sa doklad-
niejsze od przyblizenn @,y,2y,...,@,, i mozemy je wykorzystaé¢ do dal-
szej iteracji. Metoda powyzsza nosi nazwe melody iteracji.

PrzYKEAD 10. Rozwigzaé uklad réwnan

a) o, = w5160°,
bj sinz, = —0,26 sine,,
(93) ¢) @y= @, +5%,
d) sinag, = —0,35 sinz; —0,38 sina,,

cos@, .
e) sin(w;—a,)=0,27143 — ' sin (@, — )
_ COS @,

z dokladnoscig do 30", z warunkami: -
60°< @, <420°,  —90°< @y, 05, m,<90°,  0°< @< 360°.
Uklad (90a) przybiera tu postaé '

2y = P (Lg9) @gy = Yy (T50) ceey X5y = 5 (Tg0)y
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a nierdwnofci (92) redukuja si¢ do jednej
(94) | Awg,) | <|dag)|.

Traktujae @y jako zmienng widzimy, ze nieréwnos$é (94) bedzie spelmio-
na, jezeli udowodnimy, ze

da
95 = g<l,
(95) ’ Ee <¢<
Aby to wykazaé, obliczamy z (93), ze

dag, 1 day, dayy
(96) ~ (P +e

de, R\ dag, dag, |’
gdzie

P =sinw,, sin (@, — @,,)+0,27143 cosay, cos (a5 — @y,),
Q = Ccos®y COS (25— @) —0,27143 cos®yy COS (X5 — @4y,

R = cos@,; cos (w5 — @,)+40,27143 sinw,, sin (z;, — @),
&

da COS
D028 —— 1
dawy, COS Ty
do,,. - 0,35 COS @y,
= ———| — coswg -+ 0,27143 COS &y ) «
dog, | COSZy, COS gy

Do ﬁzyska-nia oszacowania (95) za pomoeg (96) niezbedne 83 oszaco-
wania dla @,,®,,...,2s.
Z réwnania (93b) otrzymujemy

|sina,| <0,25,
skad .
—14°28'40"" <®,<14°28740".
Z (93¢) wynika dalej
—9°28'40" <wy<<19°28'40",
nastepnie z (93d)
—28°28/20" <x,<24°22'10"
iz (93e) ‘
—40°29"20" <@;<36°23"10” albo 139°30"40" <w;<216°23"10".
Wtedy na mocy (93a) ; .
19°3040" <a;<96°23'10” albo  199°30’40"" <2, <276°23'10".

13*
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Bedziemy méwili, ze zachodzi przypadek I, gdy spelniona jest pierw-
sza z tych nier6wnosci, a przypadek II, gdy spelniona jest druga.
Na mocy (93b) jest

—14°28'40" <,< —4°47'30""  w przypadku I

oraz
4°47'30" <w,<<14°28'40"” w przypadku II.
Z (93c) wynika dalej
—9°28'40"" <>, < 0°12"30" w przypadku I,
9°47'30" <w,<19°28'30"”  w przypadku II,

nastepnie z (93d)

—12°04'00" <@, <16°51'00"” w przypadku I,

—20°43'50" <x,<8°13’20”  w przypadku IT
iz (93e)

—6°43'50" <wy—x,<¥3°13’20”" w przypadku I,

178°50'40"" <w;—wx,<<189°49'20" w przypadku II,
skad

—18°47'50" <2;<<20°04'20" albo 158°06'50" <x;<<198°02'40".

Majac powyzsze oszacowania szacujemy dw.,/dx,, wedlug wzoru (96)
i ofrzymujemy w obu przypadkach nieréwnosé

(97) ‘—d{‘f“- | <0,0<1.
dag, |

Jest to oszacowanie bardzo niedokladne, ale wystarczajace, gdyz gwaran-
tuje nam, ze

|Awg; | <<0,9 |dagy|.

Jezeli zatem z przyblizenia @, obliczymy #,,, a nastepnie w sposéb analo-
giezny z @, obliczymy x,, itd., to cigg przyblizen

(98) Tspy T51y Tspy +ee

na pewno bedzie zbiezny i to zbiezny do pierwiastka & ukladu (93).

Ponadto warunek (97) zapewnia nam jednoznaczno$é rozwigzania
w obu przypadkach, gdyz krzywa @, =y, (x;,) moze si¢ przecinaé z prosta
w5 =x5 tylko w jednym punkcie dla kazdego przypadku z osobna,
a pierwiagstek & otrzymujemy tylko wtedy, gdy ;= w;,.
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Uklad (93) ma zatem dokladnie jedno rozwigzanie dla
—18°47' 50" <w;<<20°04'20"
oraz dokladnie jedno rozwigzanie dla
158706’ 50" <;<<198°02°40"

i rozwigzania te mozna otrzyma¢ metodg iteracji.

Pozostaje sprawa oszacowania bledéw otrzymywanych przyblizen.
Poniewaz obliczenie liczby ¢ we wzorze (95) przez szacowanie pochodnej
dw,, [dzg, jest bardzo zmudne, mozna te pochodng aproksymowaé ilora-
zem réznicowym i przyjaé np.

oy — e
(99) q |_~"-'i_ “ﬁ”.l,
|5 — X544 1
gdzie w;; oznacza i-ty wyraz w ciggu (98).
Niech teraz Az;; oznacza blad przyblizenia w.;, wtedy
Ay = Ly — &= (Ts;— X5 4,1) + (T5501— 335,,:+z) )
skgd
| Adg;| < |55 — @5 449] + |5 0400 — D55 40] +- - -

Na mocy (99) jest dalej
(100) Ay <o — B g 0| (A gHF A )=

= |@5; — @541 pae <[54 1— @5l 1_-q
Jedli réznice
Psia— Psi. i X5 31— P
sg male, to mozna przyjaé
|53 — 5]
o ey
@5 _a— @54_1]
i wtedy zamiast (100) mamy oszacowanie

|5,4—1 — @l

@5 42— @551

| dwgi| | @55y — @ ’

1o _[a’s,i—l — P
[@5 ¢_a— @554
czyli
(101) |dg| ~ Gesst -0

| 53— @5 4y | — |@s 31 — g
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Dla pozostalych niewiadomyech znajdujemy oszacowania ze wzoréow
(93). Mamy
iAxl;i-:-ll:lAmsih
| A@y ;1] <0,25 | Awyl,
|A$3,1'.+1E = E‘dmz,i+1| <0125 |Ams£| ]
|Awy ;4] <0,40 | A2 55| 40,44 | Azy 5,4 < 0,61 | Awg|.

(102)

Iteracje rozpoczynamy od przyjecia a,,=0° Z (93) obliczamy kolejno
@, —60°, 0y, =—12°30°15", @, =—T°30"15",
3:41:2050,40” . .’,1?5121‘-"24'50”.
Na tym korezy sie pierwszy cykl iteracyjny. Jako warto$é wyjsciowy
do drugiego cyklu bierzemy x;,=1°24'50"" i z (93) obliczamy kolejno
E]2=61° 24’ 50”’ 3322: ‘_120 40’ 50”’ 5832: v 70 ‘10' 50“’
@p=2°25"00"",  @,=1°04"45".
Wartodé @, =1°04'45"" bierzemy jako wyjsciowg do trzeciego cyklu
i otrzymujemy kolejno
@, =61°04'50", @,;=—12°38'20", x,,——7°38'20",
D =2°31'00", s =1°09"30".
Z czwartego cyklu iteracyjnego otrzymujemy
@,,—61°09'30", Xy,=—12°39'00"", @,,=—7°39700",
o, —2°29'40", D= LI08 2550
Oszacujemy blad z,. W tym celu posluzymy si¢ wzorem (101).
Mamy
(@53 — @54)° pt OB

S R S
Vg — Wy — |Wgs—Tgs| 445" —1705"

| Az ~

Poniewaz dokladnogé przyblizenia ay, jest Wystarczajs@ca,' obliczymy
jeszeze tylko ze wzoru (93), ze
s =61°08'25", @, =—12°38"B0", wy=—7°38'50",
@y =2°29'35".
Blad tych przyblizen jest na mocy (102) réwniez rzedu 20" lub mniejszy.
Drugie rozwigzanie ukladu (93) obliczamy analogicznie rozpoczyna-
jac iteracje od x,,=180° Otrzymujemy na,stepu]a,ce przyblizenia z do-
kladnodcig do 20",
ey =175°56'25"",  @,5=235°5625", ws=11°57/20",
@45 =16°57'20", By=—T°47'35",
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Ostatecznie rozwigzanie pelne ukladu (93) w podanych przedziatach
sklada sie z dwéch rozwigzan szezegélnych:
£,~61°08'25”, £,~—12°38'B0", &~ —T7°38'50",
E,~2°29'35",  E,~1°08'25"
oraz
£,~235°6'28",  &~11°BT7'207, £,~16°57'20",
E,~—T°47'38", £~175°56'25",
gdzie blad kazdego z przyblizen jest rzedu 20". _
Metode iteracji mozna zastosowaé nieraz i do pojedynczych réwnan
z jedng niewiadomg. Niech bedzie dane réwnanie

(103) f(o)=g(a),

gdzie funkeje f(z), g(x) maja ciggle pochodne w przedziale (a,b). Ponadto

o jednej z funkeji, np. o funkeji f(») zakladamy, Ze umiemy obliezyé

wartogé zmiennej x, gdy podana jest wartosé f(x), to znaczy, ze w danym

przedziale a<w<b istnieje funkeja x=h(y) odwrotna do funkeji y=f(z).
Réwnanie (103) zastepujemy ukladem

y=gt@)i . Y=9@) -
@)=y, x=h(y).

Niech ¢ bedzie szukanym pierwiastkiem réwnania (103) w przedziale
(a,b) i niech bedzie dane przyblizenie x, tego pierwiastka.

Iteracje prowadzi si¢ w ten sposéb, ze z pierwszego réwnania (104)
oblicza sie ]

(104)

Yr=9(2),
a z drugiego takie @,, zeby

f@)=y,.

Jest to pierwszy eykl iteracyjny. Drugi cykl polega na obliczeniu z pierw-
szego réwnania AT

Y=g (x),
a z drugiego takiego wx,, Zeby

(@)= y,.

Iteracje mozna prowadzi¢ dalej analogicznie. Jezeli cigg otrzymy-
wanych kolejno przyblizen

(105) Xy, Tyy @y, .

jest zbiezny, to jego granica & jest pierwiastkiem réwnania (103).



200 V. Przyblizone rozwiazywanie réwnan i ich ukladéw
Wykazemy, ze jezeli istnieja takie trzy liczby a,b,c (b>a), Ze

(106) [f(a)—g(a)][f(b)—g(b)]<O
i dla a=a—c(b—a)<o<f=b-+tc(b—a)

g'(@)

o et
to réwnanie (103) ma dokladnie jeden pierwiastek w przedziale (a,p).
Pierwiastek ten moina otrzymaé jako gramice ciqgu (105), gdzie za x,
mozna przyjaé¢ dowolna liczbe z przedzialu (a,b).

Istotnie, z warunku (106) wynika, ze rownanie (103) ma co najmniej
jeden pierwiastek w przedziale (a,b), a wiec tym bardziej w przedziale
(a,f), ktory zawiera przedzial (a,b). Gdyby réwnanie (103) mialo dwa
pierwiastki & i & w przedziale (a,p), to mielibydmy f(&)—g(&)=/(&)—
—g(&)=0 i na mocy twierdzenia Rolle’a istniatlaby taka liczba { miedzy
& 1 &, ze byloby

(106a) ‘

F'(9)—g'(8)=0,

co jest sprzeczne z zalozeniem (106a). Zatem réwnanie (103) ma dokla-
dnie jeden pierwiastek & w przedziale (a,f). Pierwiastek ten lezy w
przedziale (a,b).

Niech bedzie teraz dany cigg przyblizenti @y, @y,..., Ty, yyyy... OtrZy-
manych metody iteracji z ukladu (104), gdy a<w,<b. Mamy zatem

Tpia=h[g (2,)], n=0,1,2,...
i na mocy twierdzenia o wartodci gredniej

' (%)

m;_) (xn_{:):

(107) Tpr—E=h"[g(D,)] 9’ (Py) (w0, — &)=
gdzie 9, jest liczbyg zawartg miedzy w, i &.

Jezeli a<wy<<b, to |x,—&|<b—a, poniewaz a<&<b. Z zalozenia
(106a) i wzoru (107) wynika wtedy, ze

|oy—¢&|<e(b—a).
Jezeli
(108) |2y —&|<c"(b—a),

wtedy liezba w», lezy w przedziale (a,f) i na mocy zalozenia (106a)
i wzoru (107)
[:an—§|<c|m,,—5|<c"+‘(b—a).
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Zatem wzoér (108) jest prawdziwy dla kazdego naturalnego n. Wynika
stad, ze

lim o, =&,

N—+00

poniewaz lim ¢"+'=0.
N—>00

a-+tb
Latwo spostrzee, ze gdy przyjmiemy x, = _E , to warunek (106a)

-

mozna zalozyé tylko dla przedzialu

b—a _ b—a
T <2<p=bte—

- i

a=a—=c¢

i twierdzenie powyzsze pozostaje nadal prawdziwe.
Twierdzenie to pozostaje rowniez prawdziwe, gdy zamiast warunku
(106a) przyjac, ze w przedzialea=a<z<f=b
jest A
_o@
f'(@)
Blad otrzymywanych przyblizen szaco-
wa¢ najwygodniej za pomocg wzoru (32).
Na rys. 11 podany jest przykladowo
wykres przebiegu metody iteracji.
PrzYKLAD 11. Rozwigzaé metody ite-
racji réwnanie (33) z przykladu 3.
Mamy zatem rozwigzaé¢ réwnanie

(106Db) 0 <e<l.

?*—20—5=0
z dokladnodcia do 0,000001. Jak w przykladzie 3 zauwazamy, ze
1@)=—1, j@3)=1.

W przedziale (2,3) lezy zatem co najmniej jeden pierwiastek réwnania
(33). Piszemy to réwnanie w postaci

2*=2245,
a uklad (104) w postaci

(109) y=220+4+5=g(x), ‘f(r)=2'=y
i przyjmujemy a=2,b=3,c¢=1/2. Warunek (106b) ma wtedy postaé

y’(m)_i<i

0<
(@) 3t 2

—.
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i jest spelniony w przedziale 2<x<3. Zatem na mocy udowodnionego
twierdzenia cigg przyblizen (105) bedzie zbiezny do szukanego pierwiastka.
Przyjmujemy z=x,=2,0"1 z pierwszego réwnania ukladu (109)

obliczamy

¥1=9(2,5)=10,
a z drugiego réwnania

3/—'-' 0y
7 =) 10~2,15.

Wykorzystujemy to przyblizenie do dalszej iteracji. Z pierwszego row-
nania ukladu (109) obliczamy

Y2=9(2,15)=9,3,
a z drugiego réwnania
| 2y =1/9,3~2,103.
Postepujge dalej analogicznie otrzymujemy
Y;=2+2,103 +5=19,206,
;rs_) 9,206 ,206 ~2,096,
-u,,=2-2 096 +5=9,192,
2y —1/9,192~2,0948,
Y =2+2,0948 + 59,1896,
.::5=;/9,1396M,094oq
Ye=2-2,09459+45=9,18918,
w—1/9,18918 ~2,094557,
Yy =2-2,0945567+5=9,189114,
2y —1/9,180114 ~2,094552,
Y= 2+ 2,094552 + 5 —9,189104,
7=/ 9,189104 ~/2,004551.
Poniewaz poréwnujac liczby @, i @, domyslamy sie, ze 2, jest przy-
blizeniem z dostateczng dokladnoseig, szacujemy blad tego przyblizenia

tak, jak to bylo pokazane w przykladzie 3. Dalsze postepowanie jest
takie samo, jak w tamtym przykladzie,
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§ 51. Metoda relaksacji. Dany jest uklad »n réwnan z n niewiadomymi

f1(®1,@25.00,2,)=0,

j.,,{xl,xz,...,a?“)=0,

(Bigh, £ P e RN ve s et vESHES
fn(‘rl 3 lpgees sm‘n}': 0:

gdzie funkeje f;(@y,@,...,2,) sa ciggle w rozpatrywanym obszarze.
Rozpoezynamy rachunek od dowolnie przyjetego ukladu przyblizen
By=Dygy Ly=DLagy ..., &,=d,. Podstawiajac te wartosei do (110) otrzy-
mujemy

F1 (@103 @30y - -+ 5 no) = 104

fa @19y @a9y+ + s Tp0) == Ea9

o (@105@a9 s+ yTpg) = Epg-
Gdyby bylo eo=éyp=...=¢,=0, wtedy uklad o,y,25,...,%,, bylby

Juz rozwigzaniem szezegdlnym ukladu réwnan (110). W przeciwnym razie
niech &,=¢, bedzie tg liczbg sposréd &y9,609,.. .65, kt6ra ma najwiekszy
modul,

Metoda relaksacji polega na takiej zmianie wartofei @yg,,...,%p,
ktéra by spowodowala zmniejszenie modulu &,, a nie pociggnela za
80bg zbyt duzego wzrostu moduléw pozostalych liczb sposréd e,g,e005« -« 800+
Na ogél daje sie to uzyskaé juz przez zmiane wartosei jednej tylko zmien-
nej sposréd @, ,a,,...,2,. Po takiej zmianie otrzymujemy nowy uklad
przyblizen =@, @y=as, ..., ¥,=&,,, & po podstawieniu do (110)

Fi (@115 @g1 500y @py) = 11,y

fo (@113 @ay 50 e ypy) = &9,

(@11 s @y y ey @p) = £y

Jezeli &), =gy =...=¢,, =0, to zhiér liczb @,,,ay,...,x,, jest rozwigzaniem
szezegblnym ukladun (110). W przeciwnym razie niech & =e¢, bedzie tg
liczbg sposréd ey ,e0; 4. yemy kKtOra ma najwiekszy modul. Otéz metoda
relaksacji wymaga wlasnie, by bylo |&]<|el.

Zmieniamy znown wartodei zmiennych @, ,a,,...,2, tak, aby uzyskaé
zmniejszenie modulu ||, ale nie spowodowaé zbyt duzego wzrostu modu-
16w pozostalych liczb sposréd ey ,e5y...y6,,. Otrzymujemy nowy uklad
przyblizen @, =@y, Xy= Fsgy +..y B =~y 1 nowy uklad liczb &, e55,...48035
z ktoérych najwigkszy modul niech ma liczba e,=e,.
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Postepujac dalej analogicznie otrzymujemy cigg liczb

Epy €13 E2y e
takich, zZe
: legl<lel  (7=1,2,...,n; t=0,1,...)
1

leggal <leg«

Przypusémy, ze po kilku czy kilkunastu powtérzeniach takiego poste-
powania otrzymujemy uklad przyblizenn @, =a,, To==0o,, vy Tp==Lpms
a po podstawieniu ich do (110) uklad liezb &, ,e,5---s60my 2 ktorych
nie wszystkie sa zerami. Chcemy wiedzie¢, czy liczby @, %y« Tpm
aproksymujg pierwiastki &,,§&,...,&, ukladu (110) z wystarczajacg do-
kladnoscig. Jezeli liczby e, & y-«3€0m Majg interpretacje np. fizykalng,
to na ogo6l latwo jest sprawdzié, ezy aproksymujg one liczbe zero z wystar-
czajgcg dokladnosecig (np. przez poréwnanie e, ,&mms---36nm % Odpowia-
dajgeymi im bledami pomiarowymi). Jezeli mozemy w ten sposéb uznad
liczby &1, 5€0my--«yEnm Za dostatecznie bliskie zera, to tym samym przyj-
mujemy liezby @,,%0mye.y%,, Za dostatecznie dokladne przyblizenie
rozwigzania szezegélnego rownan (110). Mozna to ujgé inaczej. Uznajemy
mianowicie liczby @y, ,%s,,...,%,, zZa wystarczajagco dokladne przybli-
zenie rozwigzania szczegélnego réwnan (110), jezeli ze wzgledéw np. fi-
zykalnych dopuszezalne jest zastgpienie ukladu (110) ukladem

fi(@y,@ay. 0y @,) =81y

fa (@13 @ayeeey@y) =60y

............

In@yy@ayee ey @) =Eppn.

Nie nalezy jednak zbyt pochopnie wyprowadzaé¢ wniosku o doklad-
nosci przyblizen @y, ,@my... &y, Na podstawie wielkosci &y, ,8my.-«rEnm-
Mozna latwo podawaé przyklady, w ktérych przyblizenia @, ,@ ..., %m0
sa obarczone bardzo duzymi bledami, mimo Ze liczby &,,,€my:+1Emm 52
bardzo male. .

Ogélnej dyskusji, kiedy @y, ,%opy--yTp, Mozna uwazaé za wystar-
czajgeo dokladne przyblizenie rozwigzania szezeg6lnego (110), przeprowa-
dzaé nie bedziemy. Nalezy jednak podkreflié, ze w kazdym konkretnym
przypadku dyskusja taka jest potrzebna, chociaz moze okazaé si¢ bardzo
zmudna.

Metoda relaksacji wymaga moze od rachujacego wigcej doswiadezenia,
sprytu ezy intuicji niz inne metody, ale przez to, Zze zostawia mu duzo
swobody w wyborze srodkéw prowadzgceych do celu, daje nieraz moznosé
wygodnego i szybkiego rachowania, dojscia do zgdanych przyblizen
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krotkg drogg. Przy pewnej wprawie mozna rozwigzywaé metodg relaksacji
np. uklady kilkudziesiecin réwnan liniowych z kilkudziesiecioma niewia-
domymi, nawet w przypadku, gdy wspélezynniki nie sg na ogél ze-
rami, w nadspodziewanie krotkim czasie.

PrzZYKEAD 12. Rozwigzaé¢ uklad réwnan
1,0132y—0,981y + 1,0262-4,450=0,
(111) 1,9882 +5,137Ty— 6,7342+3,262=0,
1,008z 3,809y —11,56332+1,994=0,
w ktérym wspoélezynniki dane sg z dokladnoscig do 0,0005.
Zastosujemy metode relaksacji. Piszemy
&=1,013xy — 0,981y 4 1,0262--4,450,
&,=1,988z -}5,13Ty— 6,734213,262,
&=1,008z 43,809y —11,5633211,994
i staramy sie stopniowo tak dobieraé wartosci @,y ,z, aby uezynié ¢, e, e,
mozliwie male. Rachunek zaczynamy od wartofei a=y=2=0. Wtedy
& =-+4,4b0, £=3,262, ,=1,994. Najwiekszy modul ma g,. Staramy si¢
zatem przede wszystkim zmniejszy¢ ten modul. W tym celu dajemy zmien-
nej y przyrost 4,y=1. Aby nie spowodowaé zbyt duzego wzrostu mo-

dulow e i &, dajemy jednoczesnie zmiennej @ przyrost A,x=—4.
Mamy wtedy

g=—4, y=1, 2=0,
§=—0,083, &=0,447, &=1,771.
Najwiekszy modul ma teraz e;. Aby go zmniejszyé, dajemy zmiennej z
przyrost A,2=0,12. Powoduje to nastepujace przyrosty wartosci ¢, ,e,,e;5:
Ae;=1,026-0,12=0,12312,
Aey— —6,734-0,12=—0,80808,
Agg=—11,533-0,12=—1,38396.
Wtedy :
r=—4, y=1, 2=0,12,
&= —0,45988, &=—0,36108, &= 0,38704.
Aby zmniejszyé modul ¢, dajemy zmiennej @ przyrost A,2=0,4. Wtedy
otrzymujemy
p=—3,6, y=1, 2=0,12,
& =—0,05468, &=0,43412, £=0,79024.
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W ten sposéb wzrosly co prawda moduly e, i &, ale wzrost ten latwo
usungé dajge zmiennej 2z przyrost A,2=0,07. Wtedy

@=——3 00—l S S — (1 Y,
&6=0,01714, &=—0,03726, ¢&=—0,01707.
Dajemy teraz zmiennej y przyrost 4,y=0,007. Wskutek tego mamy
- @=-36, y=1,007, 2=0,19,
& =—0,01525646, &=—0,0013010, &;,=0,009593.
Dajemy nastepnie zmiennej @ przyrost Ad,2=0,01 i otrzymujemy &=~
~—0,006054, &= 0,018579, &,=0,019673, potem dajemy zmiennej y przy-
rost A,y=—0,001 i zmiennej z przyrost A,2= 0,001 i otrzymujemy
¢z=-—3,69, y=1,008, 2=0,191,
£,~0,000590, &=0,006708, &=0,004331.
Dajemy teraz zmiennej @ przyrost A,z=— 0,002 i mamy
x=-—3,692, y=1,006, 2=0,191,
& ~—0,001448, &=0,002732, &=0,002315,
a nastepnie zmiennej y przyrost A,y=—0,0005 i wtedy
»=-—3,092, y=1,0066, 2=0,191,
£,~0,000862, £~0,000164, £~000410.

Liezby e,,e,,e, mozna uznaé¢ za wystarczajgco male, gdyz wspol-
czynniki ukladu (111) podane byly z dokladnofcig do 0,0005. W takim ra-
zie mamy nastepujace przyblizone rozwigzanie ukladu (111):

o~ —3,692, y~1,0065, 20,191,

Poniewaz w ukladzie (111) pierwsze réwnanie jest drugiego, a pozos-
tale — pierwszego stopnia, uklad ten ma co najwyzej dwa rozwigzania.

Przyblizenie drugiego rozwigzania mozna réwniez znalezé metoda
relaksacji. Rachunek rozpoczynamy réwniez od o#=y=z=0 i

e;=4,450, - £=3,262, £=1,994.
Zmniejszenie moduléw liczb e, e, ,6, uzyskujemy dajac zmiennej y przy-
rost Ady=—2 i wyréwnujac jego wplyw na g, przez jednoczesne danie
zmiennej @ przyrostu Adz=3. Jest wtedy
§~0,334, e~ —1,048, £~2,600,
Postepujge dalej analogicznie jak w przypadku pierwszego rozwigzania,
dochodzimy do drugiego przyblizonego rozwigzania ukladu (111)
*~2,911,  y~—2,119, 2~—0,273.



