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Podstawiajge te liczby do wzoru (41), w ktérym uwzgledniamy tylko wy-
razy Edo szOste] potegi ¢, wlacznie, otrzymujemy

EA240,1—0,006-+0,00062 —0,000078 -+0,0000108—0,0000016 =2,0945512.

Blad otrzymanego przyblizenia mozna szacowaé¢ wedlug wzoru (39)
albo (32). Wygodniejszy jest wzor (32).
Mamy w przedziale [2,3]

If’ (x)| =|3a4* —2| >3 - 2*—2=10.

1
Ponadto x,=2,0945512 i f(z,)=—0,00000314. Zatem ze wzoru (39)

|, — &| < 0,00000032 < 0,000001.

Blad uzyskanego przyblizenia spelnia zatem warunki zadania.
Dyskusje istnienia innych pierwiastkéw przeprowadzamy tak samo
jak w przykladzie 3.
§ 44. Metoda Newtona. Jezeli we wzorze Eulera (38) przyjmiemy
n=2, a zamiast symboli w,,%,,Y;,R, uzyjemy symboli x,,,f(x,),f (@.),
By, to wzér ten przyjmie postaé

j(a’.m)
(42) §=p— F@) + Bpi1y
gdzie

4 6) (;f(fﬁm"J)2
43 B = sl ) [
(43) me 2 (&) \F(§)

a & jest pewna liczbg zawartq miedzy pierwiastkiem & a jego przyblizeniem
@,,. Jezeli we wzorze (42) opuscié¢ reszte B,, ,, to zamiast pierwiastka
¢ ofrzymamy jego nowe przyblizenie @, ,:

} (@)

(44) D1 =Bm = Gy

z dokladnofcig okre§long wzorem (43).
Rozpoezynajge rachunek od danego przyblizenia z, mozemy ze wzo-
ru (44), dla m=0,1,2,..., oblicza¢ coraz to nowe przyblizenia

(45) : @y Lyy Tyy ous

Ten sposéb postepowania nosi nazwe metody kolejnych przyblizen
Newtona. Ciggowi (45) odpowiada cigg bledéow B,,B,,By,..., okreslonych
wzorem (43) .Ze wzoréw (42) i (44) otrzymujemy

(46) Bm-*-lzé—mm-g-l'
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B,, (m=1,2,...) jest zatem bledem przyblizenia z,. Jezeli

(47) lim B,,= 0,
M—p0

to wtedy oczywiscie
lima,, =§.

Wzér (44) ma prosty interpretacje geometryczng. Jezeli mianowi-
cie w punkecie (x,,,f(z,)) poprowadzi¢ styczng do krzywej y=f(x), to
styczna ta przetnie o # w punkcie @, ,
(rys. 8). Dlatego metoda Newtona nosi
réwniez nazwe metody stycznej.

Wzér (44) mozna wyprowadzié jeszcze
inaczej. Niech bedzie mianowicie — jak
poprzednio — dane rownanie

(48) f () =0,

YA

(X 1{ X))

o

3':}

gdzie o funkeji f(z) zak}a,ddmy, Ze ma
w przedziale [&,x,,] albo [#,,,&] ciagle pochodne do drugiego rzedu wig-
cznie i f'(x)=£0. Liczba & jest pierwiastkiem réwnania (48), a @, pewnym
jego przyblizeniem. Ze wzoru Taylora mamy
I (@) 1 (9)
f(IE)=0=f(ﬂ?m)+ T T
gdzie # jest liezbg zawartg miedzy & i @,,. Zatem

(49) sl i), T e i

(E_mm) + (‘-t_mm)z?

Jezeli blad przyblizenia «,, jest
Bm='$_"r'm!
to blad przyblizenia (44) jest

£(9)
(50) Bm.+l :E_ mﬂl.{_l =— m Bfn s
Jezeli wiemy, ze

If"(#)|<K (K=const)

dla kazdego ¢ zawartego miedzy & i x,, to

2

K
(51) |Bp 1| < ——— By,
A )]

Jezeli wiemy, ze
1" (9)

(52) 3 ()

i <M (M=const)
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dla kazdego ¢ zawartego miedzy & i z,,, to
(b3) B = M B

Ze wzoru (b3) widaé, ze — z grubsza moéwige — przy malych bledach
B,, jednorazowe uzycie wzoru (44) daje przyblizenie o dwa razy wiekszej
ilodei cyfr znaczgceych. Z tego spostrzezenia korzystamy czesto w prak-
tyce.

Niech bedzie dany cigg przyblizen x,,@,,2,,... otrzymywanych ko-
lejno ze wzoru (44) i niech B, B,,B,,... bedzie ciggiem odpowiednich
bled6w okreflonych wzorem (46).

Jezeli
(54) |By|<M*®  (s=const),
to na mocy (53)

|Bil<M**, |Bi|<M**,

i ogélnie
(55) | By <M+,
Otrzymujemy stgd nastepujace kryterium:
Jezeli dane sq liczby M i s okreslone wzorami (52) i (54), to na to, zeby
lima,,=§
Moo
wystarcza, aby
(56) (M—1)(s+1)<0.
Dowo6d. Warunek (56) jest spelniony, gdy

M<l i s> =—1
albo gdy
ﬂf}"l i l‘J<_1o

W obu przypadkach mamy na mocy wzoru (55)

limB,, =0
m—ro0
i stad
limmm = s
Mi—+20

co bylo do wykazania.

Udowodnimy jeszeze nastepujace kryterium:

Jezeli w przedziale (&,x,] albo [w,,,&) funkeje f(x) @ [ (x) majq ten
sam znak, to
(57) 1B i1l <IBnls

czyli przyblizenie w,,., olrzymane ze wzoru (44) jest dokladniejsze wiz w,,.
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Dowdéd. Na mocy (44) i (49) jest

/(@) 1(9) 2 () .
Bm=_ = m)y B-m = Wimli.
Pl o) T o
Jezeli fﬂ( m)) <0, to na mocy zalozenia tych samych znakéw dla f(z)
e “(9) } (@m) f"( )
i7" () ]esb2’;,((mm)<0 skad B, > B,, .,>0. Jezeh” m) ->0, to———— 57 m)

skad B,,<B,,,<0.

W obu przypadkach jest spelniona nieréwnosé (5H7).

Z kryterium tego wyplywa nastepujacy wniosek praktyezny: Aby przy-
blizenie w,, ., otrzymane ze wzoru (44) bylo dokladniejsze od przyblizenia x

rH

nalezy w przypadku gdy m-<0 w otoczeniu punktu x==§& prayjmowaé
1" (@)

jako w,, przyblizenia pierwiastka z niedomiarem, a w przypadlku gdy * 7 (m)

m

>0

przyblizenia z nadmiarem.
Istotnie, niech

‘f.{ﬁ? <0

' (@)
Jezeli f'(#)>0 i f'(2)<0, to dla z, <& jest f(x,)>f(&)=0 isa spelnione
zalozenia kryterium poprzedniego, bo obie funkeje f(x) i f’(x) s do-
datnie. Jezeli [ (x)< 0 i f'(2)>0, to dla @,<& jest f(x,)<f(£)=0 i tez
83 spelnione zalozenia kryterium poprzedniego, bo f(z)1if"(x) s njemne.
/" (w)
f(@)

PrzYKLAD 5. Rozwigzaé réwnanie

Dowéd w przypadku ——— >0 przeprowadzamy analogicznie.

(58) 0,60 —sino—0,1=0
z dokladnodeig do 0,001,
Rownanie to przedstawimy w postaci

0,62 —0,1=sina,

Pierwiastki tego réwnania sg zatem odcietymi punktéw przecigcia krzy-
wych
y=060—0,1 1 y=sina.
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Z rysunku. 9 widzimy, ze réwnanie (58) ma trzy pierwiastki: &~ —1,4,
&a~—0,2 1 &~1,7. Stosujemy metode Newtona. Niech
f(@)= 0,60 —sinz—0,1.
Poniewaz — co mozna sprawdzi¢ rachunkiem lub odezytaé z rysunku —
f'(&)>0 1 f"(&)<0, wige zgodnie z wnioskiem z pierwszego kryterium
staramy si¢ dla &, rozpoczgé obliczenia od przyblizenia z niedomiarem
i bierzemy ostroznie jako pierwsze przyblizenie
.’Bo: _'1’5-

Wtedy — korzystajge z tablic funkeji trygonometrycznych — obliczamy

f (@) ~—0,002505.
Poniewaz

f'(x)=0,6 —cosz,
wiec

' () ~0,6293.

Obliczamy ze wzoru (44), ze

Rys. 9

wl ~ ‘_‘1’495.

Na mocy podanego kryterium @, jest blizsze & niz w,. Blad B,=§ —a,
mozemy oszacowal ze wzoru (43), ale wygodniejszy jest wzoér (32).
Poniewaz z rysunku mozemy odezytaé, ze

—1,b<fH<—1,3,
wiee w tym przedziale jest
If ()| =0,6 —cosx|>[0,6 —cos 1,3| >0,33.
Obliczamy dalej, ze
1

f(—1,495)=0,000128.
Zatem na mocy (32)

| —1,495—£&,|<0,00039.

Liezba —1,495 przybliza zatem pierwiastek & z zgdang dokladnoseig.

Obliczenia dla & i & przeprowadzamy analogicznie.

Rachunek dla & rozpoczynamy od przyblizenia xy=—0,3 i otrzy-
mujemy @~ —0,256, a nastepnie oszacowanie

[ —0,256 —§&,|<0,0011.

Przyblizenie —0,256 jest za malo dokladne. Zamiast szukaé nastepnego
ze wzoru (44) sprawdzamy za pomocg wzoru (32), ze dla liczby —0,257
jest :
] | —0,257 — &, < 0,0006.
Liczba —0,257 przybliza juz pierwiastek & z zgdang dokladnoscig.
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W celu obliezenia przyblizenia dla & przyjmujemy x,=1,8, otrzy-
mujemy @,~1,793 i oszacowanie |1,793 —&,[<<0,0005.
Jest ostatecznie

E~—1,495, E~—0,257, &A1,793

z dokladnogeig do 0,0006.

§ 45. Uproszczona metoda Newtona. Stosowanie metody Newtona
wymaga obliczenia w kazdym punkeie x,, wartosei dwoech funkeji: f(x)
i f'(@). Mozna unikgé obliczania wartosei f'(xz,,), gdy kolejne przyblizenia
Zp_y 1 @, s juz dostatecznie bliskie. Mamy bowiem wtedy
f{"rm) ol f("-.f'._mll)_

j, ('xm)% E

Ly — Top 1
i wzér (44) mozemy zastapi¢ wzorem

Ly — Ty

) f(mm)‘_"f(mm—l) '
Jest to wzor (25) dla regula falsi zastosowany do przedziatu [, ,,2,].

Postepowanie wyglada zatem nastepujaco: Rozpoczynamy rachunek
metoda Newtona obliczajac ze wzoru (44) przyblizenie #, majac z gory
dane przyblizenie x,. Jezeli réznica miedzy przyblizeniami , i »; jest
mala, nastepne przyblizenia rachujemy ze wzoru (59). Jezeli rdéznica
miedzy x, i #;, jest duza, rachujemy nastepne przyblizenia metodg New-
tona tak dlugo, az bledy otrzymywanych przyblizen stang sie¢ tak male,
7ze bedzie mozna stosowadé wzor (59). Powyzszy sposob postepowania
bedziemy nazywali uproszezonq metodq N ewtona.

Jak juz zauwazyliSmy, wzor (59) jest identyczny ze wzorem (25).
Roznica polega na tym, ze w regula falsi zakladalismy, ze wartodei funkeji
na krancach przedzialu [z, _,,2, ] maja przeciwne znaki. Tutaj tego za-
lozenia nie czynimy,

Mozna wykazaé, ze kryterium i wniosek z niego, wyprowadzone dla
metody Newtona, pozostaja dla wzoru (59) prawdziwe. Dow6d pomi-
jamy.

PrzYKEAD 6. Rozwigzaé z dokladnodeig do 0,0000005 réwnanie

(60) @ 8ing cosg— 2 sin*p=0

(59} L1 =8 — f("rrn

z warnnkiem 0<¢<<m/2.
Mnozge réwnanie (60) przez 2 i podstawiajac @=2¢ otrzymujemy po
przeksztalceniu
(61) x--sing -2 cosz—2=10
z warunkiem O0<a<z.



176 V. Przyblizone rozwigzywanie réwnan i ich ukladéw

Niech
f(@)=a+sinz+42 cosw—2.
Wtedy
f' (®)=1+ cosz— 2 sinz, f’'(x)=—sinz—2 cosx.

Mamy f"(z)=0, gdy tge=—2. W przedziale (0,z) réwnanie to ma
tylko jeden pierwiastek »=2,03444..., ktéry znajdujemy za pomoca
tablie trygonometrycznych. Poniewaz

f(2,0344 ...) = —c082,03444 . .. +2 sin2,03444 .. .>0,

wiee funkeja f'(z) ma w tym punkeie swoje jedyne ekstremum, miano-
wicie minimum. Obliczamy, Ze

f(0)=2, f(a)=0,
a wieec musi byé f'(2,03444...)<0.

Pochodna f'(x) zmienia zatem znak w przedziale (0,z) tylko jeden
raz, mianowicie miedzy 0 i 2,03444... z dodatniej przechodzi na ujemng.
Funkeja f(z) ma wiee w przedziale (0,7) tylko jedno ekstremum, mia-
nowicie maksimum i to miedzy 0 i 2,03444... Poniewaz f(0)=0, wiec
funkeja f(x) jest co najmniej dla bardzo malych #>0 dodatnia. Poniewaz
jednak f(7) =n—4<0, wieec funkeja f(x) ma w przedziale (0,7) tylko jeden
pierwiastek, ktory oznaczymy literg &.

Zastosujmy nasamprzod metode Newtona. Poniewaz trudno jest
ocenié, jaki znak ma f"'(#) w otoczeniu punktu x=¢, rezygnujemy z ko-
rzystania z kryterium. Prébujemy z=2. Wtedy f(2)=0,0770...>0. Po-
niewaz f(x)<<0, wiec na pewno 2< &<z i liczba 2 jest przyblizeniem z nie-
domiarem. Przyjmujemy «,=2 i ze wzoru (44) obliczamy z,=2,062...
Poniewaz @, jest bliskie x,, stosujemy teraz wzor (59).

0,062

2,=2,062—1(2,062) oo e 7 5)

~2,062316.

Oszacujemy blad na podstawie wzoru (32).
1(2,062316)=0,00000023....<0,00000024.
Dla 2,062 <2<2,063 jest
<0 i |f'(@)|>]f(2,063)>1,2.
Stad

0,00000024
12,062316 — £| < — 1o = 00000002.
;

W takim razie liczba x,/2=1,031158 przybliza jedyny pierwiastek ¢p=§&/2
réwnania (60) z dokladnoscig do 0,0000001.
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-3

§ 46. Metoda interpolacyjna. Dane jest réwnanie
(62) f(x)=0,

o ktorym wiemy, ze ma pierwiastek & w przedziale [a,b]. O funkeji y=jf ()
zakladamy, Ze jest w tym przedziale ciggla i ma w nim funkeje odwrotng

(63) =g(y)-
Pierwiastek & jest zatem wartodcig funkeji ¢(y) w punkecie y=0:
&=¢(0).

Znalezienie funkeji odwrotnej (63) jest czesto trudne. Mozemy ja
whedy zastgpi¢ wielomianem interpolacyjnym z=w(y). Wartos¢ = wie-
lomianu w(y) dla y=0 jest przyblizeniem szukanego pierwiastka & Blad
przyblizenia najwygodniej oszacowaé postugujge sie wzorem (32). Taki
spos6b rozwigzywania réwnania (62) bedziemy nazywali metodq inter-
polacyjng.

Punkty potrzebne do znalezienia wielomianu interpolacyjnego w(y),
tj. punkty, w ktoryeh funkeje w(y) i ¢(y) maja mieé¢ te same wartosei,
znajdujemy obliczajac wartofei funkeji f(z):

Yo=1(®), Yr=[(®), vy Yn=1(@,),
gdyz wtedy oczywiscie

0=9("), n=9); .oy T=0(¥n)
Majae te punkty mozemy obliczy¢é przyblizong warto$é pierwiastka &

#=w(0)
dowolng metodg opisang w rozdziale ITT, np. metoda Lagrange’a czy
ilorazéw réznicowych.
Gdy wielomian w(x) jest pierwszego stopnia, metoda interpolacji
sprowadzp si¢ do regula jalsi. Mamy wtedy tylko dwa punkty
@o=g (%), @=g(%)

takie, ze y,=f(x,) i y,=f(x;) 1 na mocy wzoru (1) z rozdzialu III

L ‘ Yo
| AT 9(yo)+ i 9@,
czyli
e ____z(f'.l) s f(@‘o_)__ .1?
I @) —f (w,) : I (@) —f (@) i
Stad

@o f (@) — @1 f ()

B ) —F @)

zgodnie ze wzorem (25).

Metody numeryczne i grafiozne — 12
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PrzYKLAD 7. Rozwigzaé réwnanie

(64) 32°— ba* +Tx—6=0
z dokladnodcig do 0,00001.
Niech
f(@)=32—b2*+Ta—6.
Poniewaz
(65) f(@)=92"—10c+7>0

dla wszystkich ®, wieec funkeja f(x) jest rosngea i ma tym samym funkcje
odwrotng @=g(y), a rownanie ma tylko jeden pierwiastek &.
Obliczamy, ze

Yo=f(—2)=—64, y,=f—1)=-—21, y,=f(0)=—86,

Ys=f1)=—1, y,=f(2)=12.
Stad

g(—64)=—2, g(—-21)=-1, g(—6)=0, g(—1)=1, ¢(12)=2.

Funkeje g(y) aproksymujemy wielomianem co najwyzej czwartego stop-
nia. Warto$é¢ z tego wielomianu dla y=0, czyli przyblizenie szukanego
pierwiastka & obliczymy ze wzoru (7) z rozdzialu 111, ktéry w danym przy-
padku przyjmuje postaé

(66) Z=[Yo]+[Yoy11(—¥o) + Vo1 ¥ 1 —¥o) (—1) +
Yo ¥2¥s1(—Yo) (—¥0) (—¥2) + (Yo 1 Y2 ¥s¥s ] (—¥o) (— Y1) (—Y2) (—Ys) -

W tym celu sporzadzamy tabelke ilorazéw réznicowych, ktore obli-
czamy z dokladnodeig do 12 miejse dziesietnych po przecinku

64 ' —2
T 0,023255813953
—21 ‘ ~1 Al 748462978
0066666666667 N A e 03030741
—‘_3 | 0 6666666667 6620528
| 0,200000000000 S N0TN0d00=e. T m L
=1 1 — 6837606838

0,076923076923
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Do wzoru (66) podstawiamy liczby podkreslone w tabelce i otrzy-
mujemy
&= —2-40,023255813953 - 64 +0,000748462978 - 64 - 21
+0,000093939741-64-21-6 —0,000006620528:64:21-6-1~
~1,19845.
Oszacujemy blgd otrzymanego przyblizenia za pomoca wzoru (32). Mamy

1
£(1,19845)=0,3717

idla 1<x<1,3
f(z)=>6.
Zatem

' 0,3718
(67) 11,19845 — &| < — o <0,062.

Mimo zastosowania interpolacji wielomianem czwartego stopnia, blad
wypadl duzy. Wynika to stad, ze wartosei funkeji f(z) obliczali§my w du-
zych odstepach: —2, —1,0,1,2.

Poniewaz na mocy (67) otrzymujemy

1,19845— 0,062 < £§<1,19845 40,062, czyli 1,136<&<1,261,
wiec zastosujemy wzor (66) ponownie dla wartosei

Yo=1(1,14)=—0,073368,
y=f(1,17)=0,150339,
Y =1(1,20)=0,384000,
¥s=1£(1,23)=0,628101,
¥,=1(1,26)=0,883128.

Oto tabelka ilorazéw réznicowych:

y T

-0,073368 1,14

0,1341039842

0,150339 | 1,17 C—0,012490715
0,1283011307 0,00142153
~ 0,384000 | 1,20 —0,011493554 ~—  _0,00013869
0,1228009472 0,00128887 =Y
~ 0,628101 1.23 —0,010549085

0,1176346034

0,883128 1,26

12°
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Podstawiamy liczby podkreslone w tabelece do wzoru (66) i otrzy-
mujemy

Fael,1440,1341040-0,073368 +0,0124907 - 0,073368 - 0,150339 |-
+0,0014215-0,073368-0,150339 - 0,384000 -+
+40,00013869-0,073368 - 0,150339 - 0,384000 - 0,628101 ~+

~1,14998.

Oszacujemy blad za pomocyg wzoru (32). Poniewaz

1
7(1,14998) = —0,000023

i — jak juz obliczyliSmy poprzednio — dla 1<2<<1,3 jest

' (@)>6,
wiee

0,000023
[1,14998 — £| < ~——— <0,000004.

Liezba 1,14998 przybliza zatem szukany pierwiastek & z zgdang doklad-
noseig.

§47. Inne metody. Z innych niz powyzsze metod rozwigzywania
jednego réwnania z jedng niewiadomg na pierwszy plan wysuwa si¢ me-
toda iteracji. Bedzie o niej mowa w § 50, poswieconym rozwigzywaniu
ukladéw réwnan.

Osobng klase stanowig rézne warianty tzw. metody Graeffe’ go- Loba-
czewskiego. Jej mygla przewodnig jest obliczanie tego pierwiastka réwnania
algebraicznego, ktéry ma najwiekszy modul, drogg zastgpienia danego
réwnania takim, ktérego pierwiastkami bylyby potegi pierwiastkéw réw-
nania danego i to potegi o duzych wykladnikach.

Czytelnik interesujacy sie podobnymi metodami moze znalezé ich
opis w wielu ksigzkach?).

Poza tym istnieje jeszcze bardzo wiele innych metod. Wybraliémy
do niniejszej ksigzki tylko te, ktore naszym zdaniem sg najezesciej sto-
sowane. |

Oze$é A niniejszego rozdzialu, poswiecong rozwigzywaniu pojedyn-
czych réwnan z jedng niewiadomg, zakonczymy jeszcze jednym, nieco
trudniejszym przykladem.

1) Patrz np. C. Runge u. H. Kinig, Vorlesungen idiber numerisches Rechnen,
Berlin 1924, str. 164 i nastepne lub A. H. Kpwaos, Jexyuw o npubauscennum
avivucacnuax, Mocksa-Jlenuurpaj, 1950, str. 19 i nastepne.
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PrzyxrAD 8. Rozwiazaé¢ réwnanie
(68) 2"—0,86002°—0,81512° 42,8600z —1,90492* —0,6302a" -+
40,8600z —0,1849 =0

z dokladnoseig do 0,001.
Najpierw stosujemy metode¢ Sturma (por. § 41). Mamy

w, (@) =a" —0,86002° —0,8151a° +-2,8600a* —1,90492° —0,63022" -
+0,86000— 0,1849,
w, (@) =wy () =Ta* —5,16002° —4,07552" +11,44002° — 5,714 72 —
—1,26042-0,8600.
Dzielimy w,(x) przez w,(x) i otrzymujemy
w, () ~(0,14285712—0,0175510) w, (z) — (0,3234492° —1,1541862* -+
+0,887732a° +0,55044 22" —0,7150222 -} 0,169806).
Zatem
w, () ~0,3234492° —1,1541862" 4+ 0,8877322° -+ 0,55044 22" —
—0,7150222 4 0,169806.
Dzielimy w,(x) przez w,(z) i otrzymujemy
w, () ~(21,6417432 4 61,272720) w, () —
—(—47,4325a*4-54,86632° 1 23,96 752 — 38,87602-19,5445).
Zatem
wy (@)~ —47,43252" - 54,86632° 23,96 752 — 38,8760 - 9,5445.
Dzielimy w,(®) przez wsy(z) i otrzymujemy
w, () ~( —0,00681914302 -0,0164453697) w, () —

—(—0,1488732°40,1088132" 4-0,0106072 —0,012843).
Zatem

w (v) ~ —0,1488732° +-0,1088132° 4-0,010607z —0,012843.
Dzielimy wy(x) przez wy(x) i otrzymujemy
wy (@) ~(318,61050 —135,6680) w, (2) —(—35,3504a" —33,34510 —7,8021).
Ziatem
: w; (@) ~ —35,3504a" 4-33,34512 —7,8021.
Dzielimy w,(®) przez wg(x) i otrzymujemy
w, (@) ~(0,00421135262 -+ 0,0008943322) w; (v) — ( —0,0136422+0,0056865).
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Zatem
wg ()~ —0,0136422+0,005865.
Dzielimy w;(x) przez wg(x) i otrzymujemy
ws () ~(2591,292 —1330,245) wq () —0,0002.
Zatem
w, (2)~0,0002,

Poniewaz w,(x) ma wartos¢ bliskg zera, a rachunki byly wykony-
wane tylko z dokladnoseig do kilku miejse dziesietnych, nalezy sprawdzic,
c¢zy rownanie (68) nie ma pierwiastka wielokrotnego. Pierwiastki (k-+1)-
-krotne réwnania (68) musialyby by¢ réwnoezegnie k-krotnymi pierwiast-
kami réwnania wg(z)=0. Réwnanie to ma tylko jeden pierwiastek

0,005865
vy ———~0,43
0,013642

Rownanie (68) mogloby mieé zatem tylko jeden pierwiastek wielokrotny,
mianowicie pierwiastek podwijny x~0,43. Podstawiajac te wartosé
do wzoréw na funkeje w,(x) i w,(z)=w;(x) otrzymujemy

w,(0,43) = w, (0,43) = 0.

Liczba 0,43 jest zatem istotnie pierwiastkiem podwoéjnym réwnania (68).
Piszemy

(69) o, =, — 0,43.
Wielomian w,(z) jest podzielny przez (@—0,43)°. Otrzymujemy
wo () : (2 —0,43)  =a° —2® 22" —1.
Roéwnanie (68) mozna teraz napisa¢ w postaeci
(—0,43)% (2° —2* 422" —1)=0.

Whszystkie pozostale pierwiastki rownania (68), tzn. wszystkie procz
(69) mozemy znalez¢ jako rozwigzanie pelne réwnania

(70) a*—a*4+20° —1=0,

ktore nie posiada juz pierwiastkéw wielokrotnych. Mozemy zatem zasto-
sowaé¢ do niego twierdzenie Sturma. W tym celu droga kolejnych dzie-
lei obliczymy najpierw cigg Sturma.

Niech teraz

Wy (@)= —a* +-20° —1,  w,(x)=wy(x)=>5x"—3a*+4a.
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Dzielimy w,(«) przez w,(x) i otrzymujemy
wy () =0,2zw, (z) —(0,42° —1,22° +1).
Zatem
w, (@) = 0,4a® —1,20° +1.
Dzielimy w,(z) przez w,(z) i otrzymujemy
w, (¢) =(12,62+437,5) w, (z) —( —422* 48,50 1-37,5).

Zatem
wy (2) = — 422 1+ 8,60437,5.

Dzielimy w,(x) przez w,(x) i otrzymujemy
wy () ~(—0,009523812 4 0,0266440) w, () —( —0,1306692 —0,000850).
Ziatem
w, (r)~—0,1306692—0,000850.
Dzielimy w, (@) przez w,(r) i otrzymujemy

wy () ~(321,4232 —67,139)w, () —(—37,443).
Ziatem
ws ()~ —37,443.
Cigg Sturma tworzg funkeje

wy(0) = &* —a*+20° —1,

w, (@) =5a*—32* +4x,

w, (2)=0,42"—1,20* 41,

wy ()= —42a* 48,60 +37,5,

w4 () ~ —0,1306692 —0,000850 ,
wg(v)~ —37,443.

(71)

Niech Z(t) oznacza liezbe kolejnych zmian znaku wyrazéw tego ciggun
w punkcie x={, z pomini¢ciem wyrazéw rownych zeru w tym punkcie.

Dla = —oco otrzymujemy z (71) cigg —oo, + o0, —o0, —00, + 00,
—37,443. W ciggu tym sg 4 kolejne zmiany znaku: przy przejsciu od wy-
razu pierwszego do drugiego, od drugiego do trzeciego, od czwartego do
pigtego i od pigtego do széstego. Zatem

Z(—oo)=4.

Dla #=-+4oco0 otrzymujemy z (71) ciagg + oo, 4 o0, +00,.—00, —o0,
—37,443. Mamy tylko jedng zmiane znaku przy przejsciu od wyrazu
trzeciego do czwartego, wiec

Z(+o0)=1.
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Poniewaz
Z(—o00)—Z(+00)=4—1=3,

wiec rOwnanie (70) ma trzy pierwiastki rzeczywiste.

Poszukamy teraz wartosei przyblizonyech tych trzech pierwiastkow
za pomocqg twierdzenia Sturma.

Dla =0 otrzymujemy z (71) ciagg znakéw —,0, 4+, +, —, —. Po
pominigciu zera mamy w tym ciggn dwie zmiany znaku, wiec Z(0)=2.
Na mocy twierdzenia Sturma réwnanie (70) ma

Z(0)—Z(+o0)=2—1=1
pierwiastek dodatni i
Z(—o0)—Z(0)=4—2=2

pierwiastki niedodatnie, a poniewaz liczba 0 nie jest pierwiastkiem, wiec
réwnanie (70) ma dwa pierwiastki ujemne.

Podstawiajac w (71) rézne wartosci na @ otrzymujemy kolejno na-
stepujace ciggi znakow i liezby Z(x) kolejnych zmian tych znakéw (obie-
ramy tu kazdg nastepng wartos¢ @ kierujgc si¢ polozeniem pierwiastkow
réwnania (70), ktére oceniamy wedlug zmian wartosci Z(x)):

@ | we (@) | wy (@) | e (@) | w5 (@) | w4 (@) [105 (@) | Z (@)
—o0 | — + = i= — 4
Fosor P | Hovsgen | Tl ol denslitiog

(M VR (S B S TR e e R SR
A VY A P RS (G e ey

8 IR~ ol g ot (TS 5 el = =g
—2 | =+l ==+ | =] 4
AL IR ARE L H R RS e T W R R |
oy N ATIAY] IRITERY PR el (e o)

Roéwnanie (70) ma — jak widaé z powyzszej tabelki — po jednym
pierwiastkn w przedzialach

(72) S TS e, PR I R 2

Dokladniejsze wartosei przyblizone tych pierwiastkéw obliczymy teraz
za pomocg requla falsi, tzn. ze wzorn (25). Niech @,,2,,%; oznaczajg pier-
wiastki lezgce kolejno w przedzialach (72), & &g, @4y TggyeseyByyyLyayPyzgeeey
Tgy y@syyWsgy... Kkolejne przyblizenia tych pierwiastkéw. Niech f(x)=a®—
—a*4-22* —1. Otrzymujemy

f(=2)==17, f(=1)=+1, f(O)=—1, f()=+1
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‘na mocy wzoru (25)

o 1(=17) PRt
oy = — D — e S e — R — ) 5
L 1—(—17) 18 !
1-1

’Deu—_l_":‘__l___l =—0,b,

1+(—1
By =0 it 3D

T=(5=1)

Mamy dalej
f(—1,06)~ 1,100, f(—0,7)~ 40,155,
f(—1,2)~ 11,120, f(—0,6)~ —0,142,

f(—1,4)~ 0,286, f(0,6)~—0,594,
f(—1,5)~—0,719, 1(0,7) ~—0,195,
f(—0,5)~ —0,406, 7(0,8)~ -0,096.

Wynika stad, ze
—1,h<p,< —1,4, —0,T<ey;<—0,6, 0,T<>;<0,8.
Stosujac do tych przedzialow wzor (25) mamy
0,1(—0,719)
1,6 —- ——
0,286--0,719
0,7 St nD 0,648
Lyg = — — Rt —
4 ¢ —0,142—0,155 LA

0,1(—0,195)
0,096 +0,195

gy = — ~—1,429,

&'T52=0,7 &“0,?67.

Mamy dalej
f(—1,429)~+0,0433, f(—0,649)~+0,0006
f(—1,430)~+0,0343, 1(0,767)~—0,0092,
f(—1,433)~ 40,0069, 7(0,770)~—0,0005 ,
f(—1,434)~—0,0023, 7(0,771)~+0,0030.
f(—0,648)~—0,0023,
Zatem ay,~—1,434, a,~—0,649, a,~0,770 z dokladnoscig do 0,001.
A oto pelne rozwigzanie réwnania (68):
o =o,=10,43,
Wy~ —1,434 l
vy~ —0,649 z dokladnoscig do 0,001.
wsm~ 0,770 I





