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§ 40. U w a g i w s t ę p n e . N i e c h b ę d z i e d a n y u k ł a d m r ó w n a ń z n n i e ­
w i a d o m y m i 

fl (Xl Jx2j---)xn) — ®1 

(1) f2(x1,X2,. . . ,Xn) = 0, 

fm ixl t x n ) ~ Q« 

W s z c z e g ó l n o ś c i , w p r z y p a d k u g d y m=l i n=l, m a m y j e d n o r ó w n a n i e 
z j e d n ą n i e w i a d o m ą . 

Rozwiązaniem szczególnym u k ł a d u r ó w n a ń (1) n a z y w a m y j a k i ­
k o l w i e k zespó ł l i c z b f u f 2 , . . . , | n t a k i c h , że r ó w n a n i a (1) są spe łn ione 
d l a Xi — f i , X2 = £2i xn~£n' 

Rozwiązaniem pełnym a l b o w p r o s t : rozwiązaniem u k ł a d u r ó w n a ń (1) 
n a z y w a m y z b i ó r w s z y s t k i c h r o z w i ą z a ń s z c z e g ó l n y c h t e g o u k ł a d u 1 ) . 
Jeże l i z b i ó r t e n j e s t p u s t y , t z n . jeże l i u k ł a d (1) n i e m a r o z w i ą z a ń s z c z e ­
g ó l n y c h , t o m ó w i m y , że u k ł a d t e n j e s t sprzeczny. 

Są t a k i e z a g a d n i e n i a , w k t ó r y c h z a l e ż y n a m j e d y n i e n a z n a l e z i e n i u 
j a k i e g o k o l w i e k rozwiązania s z c z e g ó l n e g o układu r ó w n a ń (1). N a ogó l 
j e d n a k c e l e m n a s z y m j e s t z n a l e z i e n i e r o z w i ą z a n i a p e ł n e g o t e g o u k ł a d u . 

P o s z u k u j ą c r o z w i ą z a n i a p e ł n e g o n a p o t y k a m y n i e r a z n a b a r d z o d u ż e 
t r u d n o ś c i n u m e r y c z n e i t e o r e t y c z n e . Częs to m o ż n a s p o t k a ć z a g a d n i e n i a , 
w k t ó r y c h z n a l e z i e n i e r o z w i ą z a n i a p e ł n e g o j e s t p r a k t y c z n i e n i e m o ż l i w e , 
p o m i m o że m o ż e m y j u ż m i e ć j a k i e ś r o z w i ą z a n i a s z c z e g ó l n e . W i e l k i e t r u d ­
nośc i p r z y p o s z u k i w a n i u r o z w i ą z a n i a p e ł n e g o są n i e r a z p r z y c z y n ą t e g o , 
że p r a k t y c y , k i e r o w a n i m n i e j l u b więcej t rafną intu ic ją , p r z y j m u j ą b e z 
d o w o d u , iż p o s i a d a n y p r z e z n i c h z b i ó r r o z w i ą z a ń s z c z e g ó l n y c h j e s t j u ż 

') W dziedzinie rzeczywistej będzie to zbiór wszystkich rozwiązań rzeczywistych, 
w dziedzinie zespolonej zbiór wszystkich rozwiązań zespolonych. W rozdziale 
niniejszym ograniczymy się do dziedziny rzeczywistej. 
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r o z w i ą z a n i e m p e ł n y m . P o s t ę p o w a n i e t a k i e m o ż e o c z y w i ś c i e p r o w a d z i ć 
d o f a ł s z y w y c h w n i o s k ó w . A b y m o ż n a b y ł o u w a ż a ć d a n y z b i ó r r o z w i ą z a ń 
s z c z e g ó l n y c h z a r o z w i ą z a n i e p e ł n e , k o n i e c z n y j e s t d o w ó d , że n i e istnie ją 
i n n e r o z w i ą z a n i a s z czegó lne . T r u d n o ś ć d o w o d z e n i a n i e m o ż e u s p r a w i e d l i ­
w i a ć b r a k u d o w o d u . 

M e t o d y p r z y b l i ż o n e g o r o z w i ą z y w a n i a u k ł a d u r ó w n a ń (1) po l ega ją 
z a z w y c z a j n a p o d a n i u a l g o r y t m u ( t z n . p o s t ę p o w a n i a r a c h u n k o w e g o ) 
p o z w a l a j ą c e g o o b l i c z a ć k o l e j n o w y r a z y c i ą g ó w p r z y b l i ż e ń 

t a k i c h , że 

(3) l i m £ y = ! , . (i = l,2,...,v), 
7-+OQ 

g d z i e u k ł a d l i c z b , f 2 , . . . , f n j e s t j e d n y m z r o z w i ą z a ń s z c z e g ó l n y c h 
u k ł a d u r ó w n a ń (1). O b l i c z a j ą c war toś c i m a m y z a t e m 
przyb l i żen ie l e g o rozwiązania s z c z e g ó l n e g o . N a z y w a ć je b ę d z i e m y k-t/im 
przybliżeniem. L i c z b ę k d o b i e r a m y t a k , a b y b ł ę d y p r z y b l i ż e n i a b y ł y 
d o s t a t e c z n i e m a ł e . M e t o d o m o b l i c z a n i a p r z y b l i ż e ń (2) b ę d ą p o ś w i ę c o n e 
w s z y s t k i e p a r a g r a f y n i n i e j s z e g o r o z d z i a ł u począwszy o d § 4 2 . 

R o z w i ą z y w a n i e u k ł a d u r ó w n a ń (1) r o z p o c z y n a m y j e d n a k z a z w y c z a j 
o d u s t a l e n i a l i c z b y r o z w i ą z a ń s z c z e g ó l n y c h tego uk ładu i p o d a n i a d l a 
k a ż d e g o r o z w i ą z a n i a s z c z e g ó l n e g o £i» £ u •<,• • t a k i c h — m o ż l i w i e m a ł y c h 
— przedziałów [ a , - ,&i ] , że 

(4) • a ^ ^ b i d l a i=1,2,...,u 

i n i e ó w n o ś c i t e n i e są r ó w n o c z e ś n i e spe łn ione d l a ż a d n e g o i n n e g o r o z ­
wiązania s z c z e g ó l n e g o . J e s t t o c z ę s t o t r u d n e d o w y k o n a n i a z a d a n i e . 
W § 41 p o d a m y n i e k t ó r e z m e t o d j ogo r o z w i ą z y w a n i a , a l e t y l k o d l a 
równal i z j e d n ą n i e w i a d o m ą . 

D o b i e r a j ą c w (2) p r z y b l i ż e n i a spe łn ia jące n i e r ó w n o ś c i 

( t = l , 2 , . . . , n ; j = 0,l,...), 

z a p e w n i a m y s o b i e , że r o z w i ą z a n i e s z c z e g ó l n e o k r e ś l o n e w z o r a m i (3) 
j e s t t y m , d l a k t ó r e g o p o d a l i ś m y p r z e d z i a ł y (4). P r z e z o b l i c z e n i e p r z y b l i ­
żeń k o l e j n o d l a w s z y s t k i c h r ozwiązań s z c z e g ó l n y c h o t r z y m u j e m y p r z y ­
b l i żone r o z w i ą z a n i e p e ł n e u k ł a d u (1) . 

N a l e ż y p r z y t y m p a m i ę t a ć o o c e n i e b ł ędu u z y s k i w a n y c h p r z y ­
b l i żeń , g d y ż p r z y b l i ż e n i e , o k t ó r e g o b ł ędz i e n i c n i e w i e m y , j e s t d l a n a s 
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b e z w a r t o ś c i o w e . N i e c h f j , | 2 , . . . , | n będą, p r z y b l i ż e n i e m rozwiązan ia 
s z c z e g ó l n e g o £iV£ai--.>>$„ u k ł a d u r ó w n a ń (1) , n i e c h 

oi—Si — E u o2=^2 — ^2, •••) o n = | n — | n 

o r a z 

e l = / l ( f l J <?2 5 • • • > £n) > e 2 = f i { ^ 1) £2 ? • • • > f » ) » Em=fm ( £ l > f 2 > ••• » ? n ) ' 

L i c z b y ó j , ó 2 , . . . , dn są z a t e m b ł ę d a m i p r z y b l i ż e ń f x , | 2 , . . . , | n , n a t o m i a s t 
l i c z b y £ n e 2 , e m są b ł ę d a m i , z j a k i m i t e p r z y b l i ż e n i a spełnia ją r ó w n a n i a 
(1). O i l e o c e n a b ł ę d ó w S1,ó2,...,dn j e s t n a o g ó ł t r u d n a , o t y l e o c e n a b ł ę ­
d ó w s1,e2,..., sm j e s t z w y k l e ł a t w a . L i c z b y £ j , e 2 , . . . , e m m o g ą m i e ć z n a ­
c z e n i e n p . f i z y k a l n e i w n i e k t ó r y c h z a s t o s o w a n i a c h m o ż n a się o b e j ś ć 
b e z o c e n y b ł ę d ó w d1, d2,..., 6n, g d y ż A y y s t a r c z a o s z a c o w a n i e b ł ę d ó w 
s n e 2 , . . . , e m . D o s t a t e c z n i e m a ł y m b ł ę d o m ó 1 , ( 5 2 , . . . , cS ) l o d p o w i a d a j ą m a ł e 
b ł ę d y e1,s2,...,em, g d y f u n k c j e hfa,x2,...,xn) ( i = l , 2 , . . . , m ) u k ł a d u 
r ó w n a ń (1) są c iągłe . D o s t a t e c z n i e m a ł y m b ł ę d o m e1}e2,...,em o d p o w i a ­
da ją m a ł e b ł ę d y dx,d2,...,dn, jeśl i z a ł o ż y m y , że f u n k c j e o d w r o t n e d o 
f u n k c j i ft(a?i,-ft,,..., xn) są c iąg łe . 

O s o b n e j d y s k u s j i w y m a g a j ą b ł ę d y o t r z y m a n y c h p r z y b l i ż e ń , g d y 
w s p ó ł c z y n n i k i u k ł a d u r ó w n a ń (1) są p r z y b l i ż o n e i o b a r c z o n e b ł ę d a m i . 
W p ł y w b ł ę d ó w w s p ó ł c z y n n i k ó w n a o t r z y m y w a n e r o z w i ą z a n i a m o ż e b y ć 
b a r d z o d u ż y . M o ż n a k o n s t r u o w a ć p r z y k ł a d y , w k t ó r y c h b ł ę d y r o z w i ą z a ń 
s p o w o d o w a n e n i e z n a c z n y m i b ł ę d a m i w s p ó ł c z y n n i k ó w są d o w o l n i e w i e l k i e . 

O s o b n e j d y s k u s j i w y m a g a r ó w n i e ż s p r a w a d o k ł a d n o ś c i o b l i c z e ń 
p r z y b l i ż o n y c h , j a k i e w y k o n u j e m y w t r a k c i e r o z w i ą z y w a n i a d a n e g o u k ł a d u 
r ó w n a ń . M o ż n a p o d a ć p r z y k ł a d y u k ł a d ó w k i l k u r ó w n a ń z k i l k u n i e w i a ­
d o m y m i t a k i c h , że w c e l u o t r z y m a n i a p r z y b l i ż e ń p i e r w i a s t k ó w , n p . z d o ­
k ładnośc ią do 3 m i e j s c d z i e s i ę t n y c h , n a l e ż y w y k o n y w a ć r a c h u n k i z d o ­
k ładnośc ią d o k i lkudz ies ięc iu (!) i w i ę c e j m i e j s c d z i e s i ę t n y c h . 

D y s k u s j a d o k ł a d n o ś c i o t r z y m y w a n y c h w y n i k ó w o p i e r a się n a r e ­
g u ł a c h p r z e n o s z e n i a b ł ę d ó w m a k s y m a l n y c h ( p o r . R o z d z i a ł I ) . 

W r o z d z i a l e n i n i e j s z y m i n t e r e s o w a ć n a s b ę d ą j e d y n i e m e t o d y p o s z u ­
k i w a n i a r z e c z y w i s t y c h p i e r w i a s t k ó w r ó w n a ń i i c h u k ł a d ó w , m i m o że w i e l e 
z t y c h m e t o d m o ż n a s t o s o w a ć r ó w n i e ż w d z i e d z i n i e z e s p o l o n e j , - n p . reguła 
falsi, m e t o d a N e w t o n a i i n n e . 

Niektóre z o p i s a n y c h w r o z d z i a l e n i n i e j s z y m m e t o d s p r o w a d z a j ; ] 
r o z w i ą z y w a n i e u k ł a d u r ó w n a ń d o r o z w i ą z y w a n i a u k ł a d u r ó w n a ń l i n i o ­
w y c h . Jeże l i j e s t t o u k ł a d o m a ł e j l i c z b i e r ó w n a ń i n i e w i a d o m y c h , n i e j e s t 
t r u d n o go r o z w i ą z a ć . T r u d n o ś c i p o j a w i a j ą się d o p i e r o , g d y l i c z b a r ó w n a ń 
i n i e w i a d o m y c h j e s t d u ż a . Z e w z g l ę d u na d u ż e z n a c z e n i e p r a k t y c z n e u k ł a ­
d ó w w i e l u r ówna l i l i n i o w y c h z w i e l o m a n i e w i a d o m y m i , i c h r o z w i ą z y w a n i u 
p o ś w i ę c i m y c a ł y r o z d z i a ł n a s t ę p n y . 
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A . Jedno równanie z jedną niewiadomą 

§ 4 1 . M e t o d a S t u r m a i m e t o d y p o k r e w n e . M e c h b ę d z i e d a n e 
r ó w n a n i e 

(5) m = o , . 

g d z i e f(x) j e s t funkcją, ciągłą w d a n y m p r z e d z i a l e [a , / ? ] . M e c h b ę d z i e 
też d a n y c iąg f u n k c j i c i ą g ł y c h w p r z e d z i a l e [a , /? ] 

(6) f{x) = U(x), A (a?), f2(x), fm(x) 

o n a s t ę p u j ą c y c h w ł a s n o ś c i a c h : 

1° Jeże l i i s t n i e j e w d a n y m p r z e d z i a l e t a k a l i c z b a c, że / f c (c) = 0 , 
g d z i e l^k<m, t o / i : _ 1 ( c ) / A : + 1 ( c ) < 0 . 

2° / m ( « ) ^ 0 d l a a < a ? < / ? . 

3° Jeże l i f u n k c j a f(x) p r z e c h o d z ą c p r z e z p u n k t x=d ( a < ^ < / 3 ) z m i e ­
n i a z n a k (a w i ę c f(d) = 0), t o i l o c z y n f(x)f1(x) z m i e n i a w t e d y z n a k 
z u j e m n e g o n a d o d a t n i . 

T a k i c iąg f u n k c y j n a z y w a m y ciągiem Sturma. 

O z n a c z m y s y m b o l e m Z(t) l i c z b ę k o l e j n y c h z m i a n z n a k u w y r a z ó w 
t e g o c iągu w p u n k c i e x=t (as^i</?), z p o m i n i ę c i e m w y r a z ó w r ó w n y c h 
z e r u w t y m p u n k c i e . Jeże l i n p . d l a a?=2 o t r z y m u j e m y z c i ą g u S t u r m a 
c iąg l i c z b 

2 , 0, - 1 , - 3 , 1 0 , 1 5 , - 1 6 , 3 , 5 0 , 1 1 3 , 

t o p i s z e m y # ( 2 ) = 4 , g d y ż p o p o m i n i ę c i u w y r a z u d r u g i e g o j a k o r ó w n e g o 
z e r u m a m y k o l e j n o c z t e r y z m i a n y z n a k u : p r z y p r z e j ś c i u o d + 2 d o — 1, 
o d - 3 d o + 1 0 , o d + 1 5 d o — 1 6 i o d - 1 6 d o + 3 . 

S f o r m u ł u j m y t e r a z n a s t ę p u j ą c e t w i e r d z e n i e : 

T W I E R D Z E N I E S T U R M A . Jeżeli równanie (5) nie ma pierwiastków 
wielokrotnych, to liczba pierwiastków leżących w przedziale a<xśib, gdzie 
a^a i jest równa Z(a)—Z(b), to znaczy równa ubytkowi liczby zmian 
znaku w ciągu Sturma (6) przy przejściu od x=a do x=b. 

D o w ó d . Z a u w a ż m y n a s a m p r z ó d , że n a m o c y w ł a s n o ś c i 1° , j eże l i 
f u n k c j a fk(x) ( f c = l , 2 , . . . , w — 1) m a w a r t o ś ć z e r o w p u n k c i e x=t0, t o 
f u n k c j e fk_ 1(x) ifk+i{x) m a j ą w t y m p u n k c i e w a r t o ś c i o r ó ż n y c h z n a k a c h . 
P o n i e w a ż f u n k c j e fk_i(x) i fk+l(x) są c iąg łe , w i ę c i s t n i e j e o t o c z e n i e p u n k ­
t u x=t0, w k t ó r y m m a j ą o n e stałe , a l e r ó ż n e z n a k i . Jeże l i f u n k c j a fk(x) 
z m i e n i a z n a k , t o j a k o f u n k c j a c iągła m u s i p r z e j ś ć p r z e z w a r t o ś ć z e r o . 
A l e w t a k i m r a z i e z m i a n a z n a k u fk(x) n i e w p ł y w a n a l i c z b ę Z(t) w o t o -
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c z e n i u p u n k t u t0, g d y ż : a l b o fk(t) m a t a k i z n a k j a k fk_1(t), a w i ę c p r z e ­
c i w n y n iż fk+l(t), i w c iągu 

(7) / * _ ! « ) , fk{t), fk+1(t) 

j e s t t y l k o j e d n a z m i a n a z n a k u , m i a n o w i c i e p r z y p r z e j ś c i u o d jk{t) d o fk+1(t), 
a l b o fk(t) m a z n a k p r z e c i w n y niż fk_1(t), a w i ę c t a k i , j a k fk+1(t), i w c iągu 
(7) j e s t t a k ż e t y l k o j e d n a z m i a n a z n a k u , m i a n o w i c i e p r z y p r z e j ś c i u o d 
fk-i(t) do fk{t), a l b o w r e s z c i e /fc(£) = 0 i p o p o m i n i ę c i u t e j l i c z b y j a k o z e r a 
w c iągu (7) m a m y z n o w u t y l k o j e d n ą z m i a n ę z n a k u , m i a n o w i c i e p r z y 
p r z e j ś c i u o d fk_At) do fk+l{t). 

Z a t e m z m i a n y z n a k ó w w a r t o ś c i f u n k c j i fk(x) ( f c = l , 2 , . . . , w — 1 ) 
n i e m a j ą w p ł y w u n a l i c zbę Z(a)—Z(b) w j a k i m k o l w i e k p r z e d z i a l e 
a < a < a ; < 6 < / ? . P o n i e w a ż f u n k c j a fm{x) n a m o c y w ł a s n o ś c i 2° m a stały 
z n a k , w i ę c n a w a r t o ś ć Z(a)—Z(b) m a j ą w p ł y w t y l k o z m i a n y z n a k u f u n k c j i 
f{x). F u n k c j a f(x) z m i e n i a z n a k p r z e c h o d z ą c p r z e z k a ż d y p u n k t x=C, 
w k t ó r y m m a w a r t o ś ć z e r o , c z y l i p r z e z p u n k t b ę d ą c y p i e r w i a s t k i e m r ó w n a ­
n i a f(x) = 0, p o n i e w a ż z a ł o ż y l i ś m y , że n i e m a o n a p i e r w i a s t k ó w w i e l o ­
k r o t n y c h . A l e w t e d y n a m o c y w łasnośc i 3° u b y w a z m i a n a z n a k u p r z y 
prze j ś c iu o d f(x) d o fx(x) i l i c z b a z m i a n z n a k ó w w c iągu S t u r m a m a l e j e 
o j e d n o ś ć . Jeże l i l i c z b y a i b n i e są p i e r w i a s t k a m i f u n k c j i / ( .T ) , c z y l i p i e r ­
w i a s t k a m i r ó w n a n i a f(x) = 0, t o o c z y w i ś c i e l i c z b a Z(a)—Z(b), j a k o u b y t e k 
l i c z b y z m i a n z n a k ó w w c iągu S t u r m a p r z y p r z e j ś c i u o d a d o b, j e s t r ó w ­
n a l i c z b i e p r z e j ś ć f u n k c j i f(x) p r z e z w a r t o ś ć z e r o w p r z e d z i a l e (a ,b) , a w i ę c 
r ó w n a l i c z b i e p i e r w i a s t k ó w r ó w n a n i a f(x) = 0 w t y m p r z e d z i a l e . Jeże l i 
K c z b a a j e s t p i e r w i a s t k i e m t ego r ó w n a n i a , t o w c iągu S t u r m a d l a p u n k t u 
a p o m i j a m y p i e r w s z y w y r a z f(a) j a k o r ó w n y z e r u . T y m s a m y m b ę d z i e 
Z(t)=Z(a) d l a t^a w p e w n y m o t o c z e n i u p u n k t u t=a i Z(t)=Z(a)-\-1 d l a 
t<a w t y m ż e o t o c z e n i u . Z a t e m l i c z b a Z(a)—Z(b) n i e za l eży o d t e g o , c z y 
l i c z b a a j e s t , c z y n i e j e s t p i e r w i a s t k i e m r ó w n a n i a f(x) = 0, c z y l i — i n a c z e j 
mówiąc jeżeli n jest pierwiastkiem równania /(./') 0. to pierwiastek 
t e n n i e j e s t w l i c z a n y d o l i c z b y Z(a)—Z(b) p i e r w i a s t k ó w tego r ó w n a n i a . 
I n a c z e j m a się r z e c z w p r z y p a d k u , g d y p u n k t x=b j e s t p i e r w i a s t k i e m 
r ó w n a n i a f(x) = 0. W t e d y Z(t)=Z(b) d l a t^b w p e w n y m o t o c z e n i u p u n k ­
t u t=b i Z(t)=Z(b)+1 d l a t<b w t y m ż e o t o c z e n i u . W y n i k a s tąd , że l i c z ­
b a Z(a)—Z(b) u w z g l ę d n i a u b y t e k w a r t o ś c i Z(t) p r z y p rze j ś c iu f u n k c j i f(x) 
p r z e z w a r t o ś ć z e r o w p u n k c i e x=b, c z y l i że p i e r w i a s t e k x = b r ó w n a n i a 
f(x) = Q j e s t w l i c z o n y d o l i c z b y Z(a)—Z(b) p i e r w i a s t k ó w tego r ó w n a n i a . 

Z p o w y ż s z y c h r o z w a ż a ń w y n i k a , że h c z b a Z(a)—Z{b) j e s t l i czbą 
p i e r w i a s t k ó w r ó w n a n i a f(x) = 0, l e ż ą c y c h w p r z e d z i a l e a<x^b, co b y ł o 
d o d o w i e d z e n i a . 

T w i e r d z e n i e S t u r m a p o z o s t a j e p r a w d z i w e , g d y j a k o p r z e d z i a ł a<x^.b 
p r z y j ą ć przedz ia ł — o o < o ; < + oo, a w c iągu S t u r m a d o p u ś c i ć w a r t o ś c i 
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n i e w ł a ś c i w e +00 a l b o —00. W t e d y Z( — 00) o z n a c z a ć b ę d z i e l i c z b ę z m i a n 
z n a k ó w w c iągu 

/(— °°)> fA — 00), fil)— 99), fm{ — °°), 

k t ó r e g o w y r a z a m i m o g ą b y ć m i ę d z y i n n y m i s y m b o l e +00 a l b o —00. 

P o d o b n i e o k r e ś l a m y Z( + 00). W t e n s p o s ó b m a m y n a s t ę p u j ą c y w n i o s e k 
z t w i e r d z e n i a S t u r m a : 

Jeżeli równanie (5) nie ma pierwiastków wielokrotnych i a ——oo, 
p = = + o ó , to liczba jego pierwiastków jest równa Z( — oo)—Z(-\-oo). ( M o w a . 
t u o c z y w i ś c i e t y l k o o p i e r w i a s t k a c h r z e c z y w i s t y c h , j a k zresztą w c a ł y m 
n i n i e j s z y m p a r a g r a f i e ) . 

T w i e r d z e n i e S t u r m a p o z w a l a zna leźć p r z y b l i ż o n e r o z w i ą z a n i e p e ł n e 
d o w o l n e g o r ó w n a n i a (5), o i l e t o r ó w n a n i e n i e m a p i e r w i a s t k ó w w i e l o k r o t ­
n y c h i p o t r a f i m y s k o n s t r u o w a ć c iąg S t u r m a (6). L i c z b a Z( — 00)— Z( + 00) 
j e s t l i czbą p i e r w i a s t k ó w tego r ó w n a n i a . S t o s u j ą c t w i e r d z e n i e S t u r m a d o 
c o r a z t o w ę ż s z y c h p r z e d z i a ł ó w m o ż e m y zna leźć p r z y b l i ż o n e w a r t o ś c i 
k a ż d e g o z p i e r w i a s t k ó w . T e n s p o s ó b p o s t ę p o w a n i a b ę d z i e m y n a z y w a l i 
metodą Sturma. 

T w i e r d z e n i e S t u r m a j e s t b a r d z o m o c n y m ś r o d k i e m p o m a g a j ą c y m 
z n a j d o w a ć rozwiązan ie p e ł n e r ó w n a n i a (5). 

P o k a ż e m y t e r a z , j a k s t o s u j e się m e t o d ę S t u r m a do r o z w i ą z y w a n i a 
r ó w n a ń a l g e b r a i c z n y c h . M e c h b ę d z i e d a n e r ó w n a n i e 

(7) w(x) = 0, 

g d z i e w(x) j e s t w i e l o m i a n e m s t o p n i a n ( x > 0 ) . 
P o n i e w a ż p o c h o d n a wl(x)=w'(x) j e s t w i e l o m i a n e m s t o p n i a n i ż s z e g o 

n iż w(x), m o ż e m y p o d z i e l i ć w(x) p r z e z Wj ( . r ) . O t r z y m u j e m y j a k o i l o r a z 
w i e l o m i a n q1(x) i j a k o resz tę w i e l o m i a n >\(x). Jeże l i w p r o w a d z i m y w i e l o ­
m i a n w2(x)= — r1(x), t o w y k o n a n e d z i e l e n i e m o ż n a b ę d z i e z a p i s a ć n a s t ę ­
p u j ą c o : 

(8) w(x)= q1(x)w1(x)— w2(x). 

W i e l o m i a n w2(x) j e s t n i ż szego s t o p n i a niż w1(x). Dz i e lą c M?J(#) p r z e z 
w2(x) a n a l o g i c z n i e d o d z i e l e n i a w(x) p r z e z wl(x), o t r z y m u j e m y r ó w n o ś ć 

(9) w1(x)=q2(x)w2{x) — w3(x), 

g d z i e q2(x) i w3(x) są w i e l o m i a n a m i . 
P o s t ę p u j ą c d a l e j a n a l o g i c z n i e o t r z y m u j e m y c iąg w i e l o m i a n ó w 

(10) w0(x)=iv(x), w1(x) = w'(x), w2(x), w3(x), w4(x), ... 

c o r a z t o n i ż szego s t o p n i a . Z chwi lą p o j a w i e n i a się w t y m c iągu stałe j 
w s z y s t k i e n a s t ę p n e w y r a z y będą j u ż s t a l e . M e c h . >vn, (aj) o z n a c z a p ierwszą 
z k o l e i stałą. 
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B ę d z i e m y d a l e j zak łada l i , że 

( U ) wm(x)^0, 

w y k a ż e m y b o w i e m , że g d y b y b y ł o wm(x) = 0, t o m o g l i b y ś m y s p r o w a d z i ć 
r o z w i ą z a n i e rÓAvnania (7) d o r o z w i ą z a n i a t a k i c h r ó w n a ń , d l a k t ó r y c h b y ł ­
b y s p e ł n i o n y w a r u n e k (11) . 

G d y b y m i a n o w i c i e b y ł o wm (x) = 0 , t o m i e l i b y ś m y 

Wm-2 (x ) = 1m-\\9) Wm-l ( » ) | 

g d z i e wm_1(x) b y ł b y w i e l o m i a n e m co n a j m n i e j p i e r w s z e g o s t o p n i a . W i e ­
l o m i a n wm_2(x) b y ł b y , j a k w i d z i m y , p o d z i e l n y p r z e z i f „ _ , ( j ) , Z e w z o r u 

W m _ 3 (X) = 3m -2 (X)™m-2 (x) - Wm^ (X) 

w y n i k a , że w i e l o m i a n wm_3(x) b y ł b y r ó w n i e ż p o d z i e l n y p r z e z wm_1(x). 
R o z u m u j ą c d a l e j a n a l o g i c z n i e d o c h o d z i m y do w n i o s k u , że w i e l o m i a n w(x) 
b y ł b y p o d z i e l n y p r z e z wm_i(x). M e c h 

w(x) 
T T -

Wm-\(X) 

W t e d y r ó w n a n i e (7) m o ż n a b y n a p i s a ć w p o s t a c i 

v(x) = 0 . 

Z a t e m j ego r o z w i ą z a n i e s p r o w a d z i ł o b y się d o r o z w i ą z a n i a d w ó c h r ó w n a ń 
n iższego s t o p n i a , 

(12) w , » - i W = 0 , 

(13) v(x) = 0. 

G d y b y d l a k t ó r e g o k o l w i e k z t y c h r ó w n a ń n i e b y l spe łn iony w a r u n e k 
(11) , t o m o g l i b y ś m y j e g o r o z w i ą z a n i e s p r o w a d z i ć w a n a l o g i c z n y s p o s ó b 
d o r o z w i ą z a n i a r ó w n a ń j e s z c z e n i ż szego s t o p n i a . P o n i e w a ż zaś s t op ień 
równania (7) m o ż n a o b n i ż a ć co n a j w y ż e j n r a z y , w i ę c p o s t ę p o w a n i e 
p o w y ż s z e p o s k o ń c z o n e j i lości k r o k ó w d o p r o w a d z i n a s z a w s z e d o r ó w n a ń 
s p e ł n i a j ą c y c h w a r u n e k (11) . 

W y k a ż e m y t e r a z , że w p r z y p a d k u g d y wm(x)=£0 r ó w n a n i e (7) n i e 
m a p i e r w i a s t k ó w w i e l o k r o t n y c h . 

I s t o t n i e , g d y b y r ó w n a n i e (7) m i a ł o p i e r w i a s t e k fc-krotny a (Jol), 
t o w t e d y 

w(x)= (x— a)ku(x), 

g d z i e u(x) b y ł b y w i e l o m i a n e m s t o p n i a (n — h). Z a t e m 

(14) w'(x)=k(x-a)k-1u(x)+(x-a)ku'(x). * 
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W i d z i m y , że o b a w i e l o m i a n y w(x) i w'(x) b y ł y b y p o d z i e l n e p r z e z (x—a)k~1. 
W i e l o m i a n (x — a)k~1 n i e r e d u k o w a ł b y się d o s ta łe j , b o w p r z y p a d k u p i e r ­
w i a s t k a w i e l o k r o t n e g o fc>l. J e ż e l i b y w i e l o m i a n y w (x) i w1(x) = w'(x) 
b y ł y p o d z i e l n e p r z e z (x—a)k~1, t o — j a k w y n i k a ze w z o r u (8) — w i e l o m i a n 
w2(x) b y ł b y r ó w n i e ż p r z e z t e n c z y n n i k p o d z i e l n y . G d y b y zaś w i e l o m i a n y 
wt(x) i w2(x) b y ł y p o d z i e l n e p r z e z (x — a)k~\ t o — j a k w y n i k a ze w z o r u 
(9) — w i e l o m i a n w3(x) b y ł b y r ó w n i e ż p r z e z t e n c z y n n i k p o d z i e l n y . R o z u ­
m u j ą c d a l e j a n a l o g i c z n i e d o c h o d z i m y d o w n i o s k u , że stała wm(x)^0 
b y ł a b y r ó w n i e ż p o d z i e l n a p r z e z (x—a)k~1, co n i e j e s t m o ż l i w e . 

W y k a ż e m y t e r a z , że c iąg 

(15) w0(x) = w(x), w1(x) = w'(x), w2(x), wm(x) 

j e s t c i ą g i e m S t u r m a w p r z e d z i a l e — oo<x< + oo. 
I s t o t n i e , j eże l i i s t n i e j e t a k a l i c z b a c, że wk(c) = 0 ( l < f c < m — 1 ) , t o 

wk_1 (c) =£0 i wk+1(c)=£0. W p r z e c i w n y m b o w i e m r a z i e n a m o c y (14) m i e ­
l i b y ś m y w0(c)=w1(c)=w2(c) = . ..=wm(c) = 0. P o n i e w a ż wm(x) j e s t stałą, 
w i ę c m i e l i b y ś m y wm(x) = 0 w b r e w p r z y j ę t y m z a ł o ż e n i o m . S k o r o z a t e m 

(c) r£0 i w k + 1 (c) ^ 0 , t o n a m o c y (14) 

p o n i e w a ż wk(c) = 0. W t e n s p o s ó b s t w i e r d z i l i ś m y , że c iąg (15) m a w ł a s n o ś ć 
1° c iągu S t u r m a (6). W ł a s n o ś ć 2° j e s t spe łn i ona , p o n i e w a ż stała wm(x)=£0. 
P o n a d t o , j eże l i i s t n i e j e t a k a l i c z b a d, że w(d) = 0 ( t z n . l i c z b a d j e s t p i e r ­
w i a s t k i e m r ó w n a n i a (7)) , t o w'(d) = w1(d)^0, g d y ż z a ł o ż y l i ś m y , ż e r ó w ­
n a n i e (7) n i e m a p i e r w i a s t k ó w w i e l o k r o t n y c h . W y n i k a s tąd , że f u n k c j a 
w(x) p r z e c h o d z ą c p r z e z p u n k t x=d a l b o m a l e j e , a l b o r o ś n i e . W p r z y ­
p a d k u p i e r w s z y m w'(x) = w1(x)<0 w o t o c z e n i u p u n k t u x=d, n a t o ­
m i a s t w(x)>0 d l a x<d i ic(x)<0 d l a x>d. Z a t e m i l o c z y n w(x)w'(x) 
z m i e n i a z n a k p r z e c h o d z ą c p r z e z p u n k t x=d z u j e m n e g o n a d o d a t n i . 
W p r z y p a d k u d r u g i m j e s t w'(x)>0 w o t o c z e n i u p u n k t u x=d, n a t o m i a s t 
w(x)<0 d l a x<d i w(x)>0 d l a x>d. Z a t e m i w t y m p r z y p a d k u i l o c z y n 
w(xjw'(x) z m i e n i a z n a k p r z e c h o d z ą c p r z e z p u n k t x=d z u j e m n e g o n a d o ­
d a t n i . W t e n s p o s ó b s t w i e r d z i l i ś m y , że c iąg (15) m a t a k ż e w ł a s n o ś ć 3° 
i j e s t c i ąg i em S t u r m a . 

P R Z Y K Ł A D 1. R o z w i ą z a ć m e t o d ą S t u r m a z d o k ł a d n o ś c i ą d o 0 ,01 
r ó w n a n i e 

^k-i{c)wk+1{c)<0, 

(16) * 4 - 5 » 3 + 2 a ; - l l = 0 . 

Mamy 

w0 (x) = xĄ— ox3 + 2x —11 w , {x) =w'0 {x) = ix3 - 15a; 2 + 2 . 
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1 5 
D z i e l ą c w0(x) p r z e z wl(x) o t r z y m u j e m y i l o r a z x— — i resztę 

4 16 

75 . 3 83 
ar-\ x . 

16 2 8 

Z a t e m 

, \ 11 5 \ . i 75 . 3 83\ 

i s tąd 

, > 75 2 3 8 3 
tOm (x) = — r a r — — » H . 

2 V ' 16 2 8 
D z i e l ą c w1(x) p r z e z w2(x) o t r z y m u j e m y a n a l o g i c z n i e 

/ 6 4 5 4 8 8 \ / 7 5 „ 3 83\ / 
v1(x)=\—x 1 - - * ®-\ — I 

l V ' \ 7 5 1 8 7 5 / \ 16 2 ^ 8 / \ 

2 4 8 3 2 60688\ 
w,(x)—\ - x - - a r a ? + - | — | x 

1 8 7 5 1 8 7 5 / 

i s tąd 

2 4 8 3 2 6 0 6 8 8 
w.(x) = X— 

1 8 7 5 1 8 7 5 

D z i e l ą c n a k o n i e c w2(x) p r z e z w3(x) o t r z y m u j e m y 

1 3 3 7 5 7 6 8 7 5 / 1 4 0 6 2 5 4 6 3 5 5 0 6 2 5 \ / 2 4 8 3 2 60688\ 
w 9(x)= xĄ x + 

2 V ' \ 3 9 7 3 1 2 6 1 6 6 2 8 2 2 4 / \ 1 8 7 5 1 8 7 5 / 3 8 5 3 9 2 6 4 

i s tąd 

1 3 3 7 5 7 6 8 7 5 
W. (X) = — : . 

4 V ' 3 8 5 3 9 2 6 4 

P o n i e w a ż w c iągu S t u r m a interesują n a s t y l k o z n a k i p o s z c z e g ó l n y c h 
w y r a z ó w , w i ę c k a ż d y z w y r a z ó w tego c iągu m o ż e m y p o m n o ż y ć p r z e z 

1 8 7 5 
d o w o l n ą l i c zbę dodatn ią . M n o ż ą c w2(x) p r z e z 1 6 , w3(x) p r z e z i wi(x) 

16 
3 8 5 3 9 2 6 4 . . „ 

p r z e z 1 3 3 7 5 7 6 8 7 5 o t r z y m u j e m y n a s t ę p u j ą c y c iąg S t u r m a : 

w0{x) = x* — 5a: 3 + 2 a ; - l l , 

M'i(a-) = 4 a r ' - 1 5 a r + 2 , 

(17) w2(x) = 75x2-24x + 166, 

w s ( a ; ) = 1 5 5 2 a 5 — 3 7 9 3 , 
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P o n i e w a ż 

w i ę c r ó w n a n i e (16) n i e m a p i e r w i a s t k ó w w i e l o k r o t n y c h . Jeśl i Z(t) o z n a ­
c z a l i c z b ę z m i a n z n a k u w c iągu S t u r m a (17) d l a x=t, t o n a m o c y 
t w i e r d z e n i a S t u r m a l i c z b a N p i e r w i a s t k ó w r z e c z y w i s t y c h r ó w n a n i a (16) 
j e s t r ó w n a 

N=Z( — oo)—Z( + <x>). 

D l a x= — oo m a m y w c iągu (17) w y r a z y 

- f o o , —oo , + oo, —oo , — 1 

i t r z y z m i a n y z n a k u , w i ę c Z( — o o ) = 3 . 

D l a a?= + oo m a m y 
-)-oo, - f o o , + oo, + oo, — 1 

i j e d n ą z m i a n ę z n a k u , w i ę c Z(J
r<x>)=l. S t ą d ^ = 3 — 1 = 2 . R ó w n a n i e 

(16) m a d w a p i e r w i a s t k i r z e c z y w i s t e . 
D l a x=0 m a m y w c iągu (17) w y r a z y 

— 1 1 , + 2 , + 1 6 6 , - 3 7 9 3 , - 1 

i d w i e z m i a n y z n a k u , w i ę c Z(0)=2. N a m o c y t w i e r d z e n i a S t u r m a l i c z b a 
p i e r w i a s t k ó w d o d a t n i c h j e s t r ó w n a 

Z ( 0 ) - Z ( + o o ) = l , 

a l i c z b a p i e r w i a s t k ó w n i e d o d a t n i c h r ó w n a 

Z(-oo)-Z{0) = l. 

P o d s t a w i a j ą c c o r a z t o n o w e w a r t o ś c i n a x w c i ą g u (17) i o b s e r w u j ą c 
z m i a n y w a r t o ś c i f u n k c j i Z(x) m o ż e m y c o r a z d o k ł a d n i e j okreś la ć p r z e ­
d z i a ł y , w k t ó r y c h leżą p i e r w i a s t k i r ó w n a n i a (16) . R a c h u n k i w y g o d n i e 
j e s t u ł o ż y ć w t a b e l k ę , w k t ó r e j p i s z e m y t y l k o z n a k i w y r a z ó w c iągu 
S t u r m a . M a m y 

X w0(x) w,(x) 

10 + . + 
- 5 + _ + 
- 2 + — + 
- 1 — — + 
- 1 , 6 + - + 
- U3 + — + 
- 1 , 2 — — + 
- 1 , 2 5 — — + 
- 1,28 — + 

S t ą d xx m — 1,29. 
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M a m y d a l e j 

X w„ (a>) w1(x) w3(x) w t (•) Z{x) 

10 + + + + — 1 
5 — + + , + — 
6 + + + — 1 
5,5 + + + — 1 
5,2 + + + + — 1 
5,1 + + + + — 1 
5,05 + + + — 1 
5,02 + + + + — 1, 

S t ą d # 2 ^ 5 , 0 . 1 . 

C h o c i a ż m e t o d ą S t u r m a m o ż n a okreś l i ć d o k ł a d n i e l i c z b ę p i e r w i a s t ­
k ó w r ó w n a n i a (5) z a w a r t y c h w d a n y m p r z e d z i a l e (a,b], t o j e d n a k r a c h u n k i 
d o tego p o t r z e b n e są n i e r a z d ług ie i m o z o l n e . 

W n i e k t ó r y c h ' p r z y p a d k a c h m o ż n a u p r o ś c i ć p o s t ę p o w a n i e k o r z y s t a ­
j ą c z twierdzenia Budana-Fouriera. Jeże l i m i a n o w i c i e f u n k c j a f(x) w y s t ę ­
p u j ą c a w r ó w n a n i u (5) m a w p r z e d z i a l e [a ,8] p o c h o d n e d o ? i - tego 
r z ę d u w łączn ie i j e j n - t a p o c h o d n a fn){x) j e s t w c a ł y m t y m p r z e d z i a l e 
s ta łego z n a k u i r ó ż n a o d z e r a , t o w m i e j s c e c iągu S t u r m a (6) b i e r z e m y 
n a s t ę p u j ą c y c iąg p o c h o d n y c h : 

(18) f(x), f'(x), fn\x). 

P r z e p r o w a d z a j ą c d l a t ego c iągu r o z w a ż a n i a a n a l o g i c z n i e j a k w d o w o ­
d z i e t w i e r d z e n i a S t u r m a d o c h o d z i m y właśnie d o n a s t ę p u j ą c e g o t w i e r d z e ­
n i a B u d a n a - F o u r i e r a : 

Jeżeli V(t) oznacza liczbę zmian znaku w ciągu (18) dla x=t, a N jest 
liczbą pierwiastków równania (5) w przedziale a<x^.b, g d z i e a ^ a i ^ j ? , 
z uwzględnieniem ich krotności, to 

N = V(a)-V(b)-K, 

gdzie K jest liczbą parzystą nieujemną. 

G d y V(a)-V(b) = 0 a l b o V(a) — V(b) = 1, t o o c z y w i ś c i e • 

N = V(a)-V{b) 

i t w i e r d z e n i e B u d a n a - F o u r i e r a p o z w a l a d o k ł a d n i e okreś l i ć l i c z b ę N. 
M o g ą j e d n a k z a c h o d z i ć p r z y p a d k i , g d y n a w e t d l a d o w o l n i e m a ł e g o p r z e ­
dz ia łu (a,b~\ l i c z b a V(a) — V(b) j e s t r ó ż n a o d 0 i o d 1. W t e d y n i e m o ż e m y 
z p o m o c ą t w i e r d z e n i a B u d a n a - F o u r i e r a r o z s t r z y g n ą ć , c z y i i l e p i e r w i a s t ­
ki ) w r ó w n a n i a (5) z a w i e r a się w t y m p r z e d z i a l e , b o n i e z n a m y l i c z b y K. 
W t a k i c h p r z y p a d k a c h t r z e b a się u c i e c d o i n n y c h m e t o d , n p . m o ż n a 
z a s t o s o w a ć m e t o d ę S t u r m a . 
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P R Z Y K Ł A D 2 . Z a s t o s u j e m y t w i e r d z e n i e B u d a n a - F o u r i e r a d o rozwią ­
z a n i a r ó w n a n i a (16) . Ciąg (18) m a d l a t ego r ó w n a n i a p o s t a ć 

/ (x) = x* — 5x3+2x - 1 1 , 

f(x) = ix3-15x2+2, 

(19) f"(x)=12x2-30x, 

/ ' " (#) = 2 4 # - 3 0 , 

/* 4 ' ( a ? )=24 . 

D l a x=— oo o t r z y m u j e m y w t y m c iągu 

+ oo, —oo, + oo, —oo, + 2 4 

i s tąd V( — o o ) = 4 . 

D l a x=-\-oo o t r z y m u j e m y 

+ oo, + oo, + oo, + oo, 24 

i F ( - | - o o ) = 0 . Z a t e m l i c z b a N p i e r w i a s t k ó w r ó w n a n i a (16) j e s t 

N=4-0-K, 

g d z i e K j e s t Uczbą p a r z y s t ą n i e u j e m n ą , a s tąd r ó w n a n i e (16) m o ż e m i e ć 
4 l u b 2 p i e r w i a s t k i r z e c z y w i s t e a l b o n i e m i e ć i c h w c a l e . 

D l a a ; = 0 o t r z y m u j e m y z (19) 

— 1 1 , + 2 , 0 , - 3 0 , + 2 4 

i s tąd F ( 0 ) = 3 . Z a t e m r ó w n a n i e (16) m a V( — oo) — F ( 0 ) = 1 p i e r w i a s t e k 
n i e d o d a t n i , a t y m s a m y m 3 l u b 1 p i e r w i a s t e k d o d a t n i . P o d s t a w i a j ą c 
w (19) c o r a z t o n o w e w a r t o ś c i n a x d o c h o d z i m y — a n a l o g i c z n i e j a k w p r z y ­
p a d k u s t o s o w a n i a m e t o d y S t u r m a w p r z y k ł a d z i e 1 — d o w n i o s k u , że 
j e d e n z p i e r w i a s t k ó w r ó w n a n i a (16) l eży w p r z e d z i a l e ( — 1 , 3 0 , — 1 , 2 8 ] , 
a d r u g i w p r z e d z i a l e (5 ,00, 5 ,02 ] . M a m y s tąd z d o k ł a d n o ś c i ą d o 0 , 0 1 : 
x1fv—1,29 i a * 2 ^ 5 , 0 1 . P o n i e w a ż j e d n a k F ( 5 ) = l i 7 ( 0 ) — 7 ( 5 ) = 2 , n i e 
w i e m y , c z y w p r z e d z i a l e (0,5] n i e leżą j e s z c z e d w a p i e r w i a s t k i r z e c z y w i s t e . 
P o d s t a w i a j ą c w (19) a ; = l o b l i c z a m y , że F ( l ) = l « W t a k i m r a z i e w p r z e ­
d z i a l e (1,5] n a p e w n o p i e r w i a s t k ó w n i e m a , n a t o m i a s t d l a p rzedz ia łu (0,11 
t w i e r d z e n i e B u d a n a - F o u r i e r a w d a l s z y m c iągu n i e d a j e n a m o d p o w i e d z i . 
D a l s z e z w ę ż a n i e p rzedz ia łu j e s t t u b e z c e l o w e , na leży u c i e c się d o i n n y c h 
m e t o d . W d a n y m p r z y p a d k u m o ż n a b a r d z o ł a t w o r o s t r z y g n ą ć , c z y w p r z e ­
d z i a l e 0 ,1] są j e s z c z e p i e r w i a s t k i r ó w n a n i a ( 1 6 ) , c z y n i e . Z a u w a ż a m y 
m i a n o w i c i e , że d l a 0<x^l j e s t x*—5x3Ą-2x<ll, a w i ę c f(x)<0 i w t y m 
p r z e d z i a l e p i e r w i a s t k ó w b y ć n i e m o ż e . 



§ 4*1. Metoda Sturma i metody pokrewne 1 6 1 

Z t w i e r d z e n i a B u d a n a - F o u r i e r a w y n i k a j a k o p r z y p a d e k s z c z e g ó l n y 
n a s t ę p u j ą c e t w i e r d z e n i e : 

T W I E R D Z E N I E D E S C A R T E S ' A . Jeżeli N jest liczbą pierwiastków do­
datnich (z uiuzględnieniem ich krotności) równania algebraicznego 

(20) f(x) = anxn+an_1xn-1 + ... + a0 = 0 K # 0 ) , 

a L oznacza liczbę zmian znaku w ciągu współczynników 

( 2 1 ) « n > an-l, ••, «0> 

to 
N=L-K, 

gdzie K jest pewną liczbą parzystą nieujemną. 

I s t o t n i e , w s z y s t k i e w y r a z y / w ( + o o ) (k = 0,l,...,n) w c i ą g u (18) 
d l a x=-J

roo m a j ą t e n s a m z n a k co w s p ó ł c z y n n i k an, z a t e m F ( + oo) = 0 . 
N a t o m i a s t d l a x=0 w y r a z / ( A ) ( 0 ) m a t a k i z n a k , j a k w s p ó ł c z y n n i k ak 

( jeżel i ak = Q, t o r ó w n i e ż /<fc>(0) = 0 ) , z a t e m V(0)=L, s k ą d V(0) — V{ + oo) = 
=L i n a m o c y t w i e r d z e n i a B u d a n a - F o u r i e r a N=L—X, c . b . d . d . 

Z a p o m o c ą t w i e r d z e n i a D e s c a r t e s ' a m o ż n a r ó w n i e ż o s z a c o w a ć l i c z b ę 
p i e r w i a s t k ó w u j e m n y c h r ó w n a n i a (20) , p o n i e w a ż — j a k ł a t w o z a u w a ż y ć — 
j e s t o n a r ó w n a l i c z b i e p i e r w i a s t k ó w d o d a t n i c h r ó w n a n i a 

«*(-®)n+an-A -XT'1 + • • .+a1(-x)+a0 = 0. 

N a p r z y k ł a d d l a r ó w n a n i a (16) m a m y n a s t ę p u j ą c y c iąg w s p ó ł c z y n ­
n i k ó w ( 2 1 ) : 

+ 1 , - 5 , + 2 , - 1 1 . 

W c i ą g u t y m są t r z y z m i a n y z n a k u , z a t e m n a m o c y t w i e r d z e n i a D e s c a r -
t e s ' a r ó w n a n i e (16) m a 1 l u b 3 p i e r w i a s t k i d o d a t n i e . P o d s t a w i a j ą c w (16) 
—x w m i e j s c e x o t r z y m u j e m y r ó w n a n i e 

(22) * 4 + 5 a ; 3 - 2 a ; - l l = 0, 

d l a k t ó r e g o m a m y n a s t ę p u j ą c y c iąg w s p ó ł c z y n n i k ó w 

+ 1 , + 5 , - 2 , - 1 1 . 

W c i ą g u t y m j e s t t y l k o j e d n a z m i a n a z n a k u , z a t e m n a m o c y t w i e r d z e n i a 
D e s c a r t e s ' a r ó w n a n i e (22) m a 1 p i e r w i a s t e k d o d a t n i . W y n i k a s tąd , ż e 
r ó w n a n i e (16) m a j e d e n p i e r w i a s t e k u j e m n y . 

O p i s a l i ś m y t y l k o n i e k t ó r e z n a j b a r d z i e j z n a n y c h m e t o d u s t a l a n i a 
l i c z b y p i e r w i a s t k ó w r ó w n a n i a (5) l e ż ą c y c h w o k r e ś l o n y m p r z e d z i a l e 
(a , / ? ] . M e t o d a m i t y m i p o s ł u g u j e m y się z a z w y c z a j j e d y n i e d l a u s t a l e n i a 
t a k i c h p r z e d z i a ł ó w ( « i , & i ] , {a*,}).,],..., o k t ó r y c h w i e d z i e l i b y ś m y , że 
k a ż d y z a w i e r a d o k ł a d n i e j e d e n z p i e r w i a s t k ó w d a n e g o r ó w n a n i a . Z chwi lą 
u s t a l e n i a t a k i c h p r z e d z i a ł ó w s z y b c i e j n a o g ó ł d o c h o d z i m y d o d o k ł a d -

M r t o i l y miincTycziic i urufio / . i i i ' i l 
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n i e j s z y c h p r z y b l i ż e ń s z u k a n y c h p i e r w i a s t k ó w s t o su jąc j e d n ą z m e t o d , 
k t ó r y m b ę d ą p o ś w i ę c o n e n a s t ę p n e p a r a g r a f y , aniżel i s t o su jąc m e t o d y 
o p i s a n e w p a r a g r a f i e n i n i e j s z y m . 

§ 4 2 . R e g u ł a f a l s i . D a n e j e s t r ó w n a n i e 

(23) / ( * ) = p , 

g d z i e f u n k c j a f(x) j e s t w p r z e d z i a l e [a,b] c iągła i a l b o ściśle r o s n ą c a , 
a l b o ściśle m a l e j ą c a . Z a k ł a d a m y p o n a d t o , że l i c z b y f(a) i f(b) są p r z e c i w ­
n e g o z n a k u , t z n . 

(24) / ( a ) / ( 6 ) < 0 . 

Z t y c h z a ł o ż e ń w y n i k a , że r ó w n a n i e (23) m a w p r z e d z i a l e (a,b) d o k ł a d ­
n i e j e d e n p i e r w i a s t e k £. P o d a m y n a s t ę p u j ą c ą pros tą m e t o d ę o b l i c z e n i a 
Wartośc i p r z y b l i ż o n e j xx t e g o p i e r w i a s t k a : z a xx p r z y j m u j e m y p u n k t 
dz i e lą cy p r z e d z i a ł (a,b) w s t o s u n k u \f(a)\:\f(b)\, c z y l i n a m o c y (24) w s t o ­
s u n k u —f(a):f(b). W a r t o ś ć xt j e s t z a t e m w s p ó ł r z ę d n ą p u n k t u p r z e c i ę c i a 
s i e c z n e j p r z e c h o d z ą c e j p r z e z p u n k t y (a,f(a)),(b,f(b)) z osią x ( r y s . 7) . 

M a m y z a t e m 

x. 

x. 

m 

f(b)' 

skąd 

(25) 
af(b)-bf(a) 

1{b)-1 (a) 
=a 

(b-a)f(a) 

m - m R y s . 7 

P o w y ż s z y s p o s ó b o b l i c z a n i a n o w e g o p r z y b l i ż e n i a x1 s z u k a n e g o p i e r w i a s t k a 
f , g d y z n a n e są j e g o p r z y b l i ż e n i a a i b, n o s i n a z w ę reguła falsi a l b o 
metody siecznej. T ą m e t o d ą m o ż n a n a s t ę p u j ą c o o t r z y m a ć c iąg p r z y b l i ż e ń 
x1,x2,... Jeże l i f(x1) = 0, t o o c z y w i ś c i e xx = £ i z a d a n i e j e s t w y k o n a n e . 
Z a ł ó ż m y z a t e m , że f(x1)^0. Jeże l i f(x1)f(a)<0, t o o b l i c z a m y p r z y b l i ­
żenie x2 s t o s u j ą c w z ó r (25) d o p r z e d z i a ł u [a,xt], t z n . 

_af(x1)-x1f(a) _ 

/ ( * ! ) - / ( « ) 

Jeże l i f(xl)f(a)>0, t o w t e d y f(xl)f(b)<0 i o b l i c z a m y x2 s t o s u j ą c w z ó r 
(25) d o p r z e d z i a ł u [xx, b], t z n . 

OCn 
•rif(b)-bf(x1) (x1-b)f(x1) 

m - t o i ) m ) - m 

P r z y b h ż e n i a x3,x4,... o b l i c z a m y a n a l o g i c z n i e . 



§ 42. Eegula falsi 1 6 3 

Jeże l i w c iągu x1,x2,... i s t n i e j e t a k i w y r a z xk, że f(xk) = 0, t o o c z y ­
wiśc ie xk = C i z a d a n i e j e s t w y k o n a n e . W y k a ż e m y , że jeżeli f{xA^0 dla 
£ = 1 , 2 , . . . , to ciąg przybliżeń x1,x21... jest zbieżny do pierwiastka J . 

M e c h Dl,D2,D3,... b ę d ą k o l e j n y m i p r z e d z i a ł a m i d o m k n i ę t y m i , 
d o k t ó r y c h s t o s u j e m y reguła falsi, a b y o b l i c z y ć xl,x2,x3,... J e s t z a t e m 

!>! = [>,&], D 2 = [ a , * 1 ] a l b o D 2 = [*i,&] i t d . 

K a ż d y p r z e d z i a ł Dk (k=2,3,...) j e s t z a w a r t y w T)k_1, co z a p i s u j e m y 
n a s t ę p u j ą c o : 

D , D Ą D Ą D . . . 

Ciąg B1,D2,D3,... j e s t w i ę c c i ą g i e m z s t ę p u j ą c y m p r z e d z i a ł ó w d o m k n i ę ­
t y c h . 

M e c h d1,d2,d3,... b ę d ą d ł u g o ś c i a m i p r z e d z i a ł ó w D1,B2,D3,..., 
t z n . 

dx=b—a, d2=x1—a a l b o d2=b—x1 i t d . 

J e s t o c z y w i ś c i e 
d i > d 2 > d s > . . . > 0 , 

w i ę c c iąg d1,d2,d3,... j e s t z b i e ż n y , j a k o m o n o t o n i c z n y i o g r a n i c z o n y 1 ) . 
Jeże l i 

(26) . l i m «•„ = (), 

t o i s t n i e j e d o k ł a d n i e j e d e n p u n k t x=x w s p ó l n y w s z y s t k i m p r z e d z i a ł o m 
B1,D2,D3,... 2 ) . P o n i e w a ż p u n k t * = f , g d z i e f j e s t p i e r w i a s t k i e m r ó w n a ­
n i a (23) , l e ż y w e w n ą t r z k a ż d e g o z p r z e d z i a ł ó w D1,D2,D3,..., w i ę c j e s t 

P o n i e w a ż d a l e j k a ż d a l i c z b a xk (k=l,2,...) j e s t j e d n y m z k r a ń c ó w p r z e ­
d z i a ł u Dk+i, w i ę c 

i n a m o c y w z o r u (26) 

l i m | * n — 1 | = 0 , 

c z y l i 

lim*„ = | , 
n — K » 

co b y ł o d o d o w i e d z e n i a . 

') Patrz np . P . L o j a , Rachunek różniczkowy i całkowy, Warszawa 1954, str. 90. 
2) Ib idem, str. 90. 

l i * 



164 V. Przybliżone rozwiązywanie równań i ich układów 

Jeże l i j e d n a k 

l i m c Z „ = a ^ 0 , 

t o 

(27) U m ^ ± i = l 

i d o k a ż d e j l i c z b y q, t a k i e j że 0 < g < l , m o ż n a d o b r a ć taką l i c z b ę N9 ż e 

d l a n>N. W sz czegó lnośc i n a p r z y k ł a d 

( 3 8 , ^ i > i 

d l a n>N0, g d z i e J V 0 j e s t o d p o w i e d n i o dobraną, l i czbą . W y n i k a j u ż s tąd 
że l i c z b y f(xk+1),f(xk+2),... d l a Jc>N0 b ę d ą m i a ł y j e d n a k o w e z n a k i . M e c h 
m i a n o w i c i e a & i i>fc b ę d ą k r a ń c a m i p r z e d z i a ł u Dk, t z n . Dk = [ak,bk~], i n i e c h 
n a p r z y k ł a d 

\f(ak)\<\f(bk)\. 

S t o s u j ą c d o p r z e d z i a ł u Dk reguła falsi o t r z y m u j e m y t a k i e x k + 1 , ż e 

xk+l — ak<ł>k — Xk+l 

i n a m o c y (28) m u s i b y ć 

Dk+i = [%k+i,bk], 

a z a t e m f(xk+1) m u s i m i e ć z n a k p r z e c i w n y niż f{bk), c z y l i t e n s a m co f(ak), 
i p o n a d t o z u w a g i n a m o n o t o n i c z n o ś ć f u n k c j i f(x) 

|/. (« j fc+i) l<l / (« fc) l<l / (»*)|. 

Z a t e m n a s t ę p n e p r z y b l i ż e n i e x k + 2 b ę d z i e t a k i e , że 

Xk + 2 ^fc + l " ^ bk %k + 2 

i n a m o c y (28) m u s i b y ć 

&k+2 = \.xk+2ibk\-

E o z u m u j ą c d a l e j a n a l o g i c z n i e d o c h o d z i m y d o w n i o s k u , że 

# « = [ > » A ] 

d l a n>k>N0. S t ą d n a m o c y (25) 

^ n + l xn _ f(xn) 

h-xn+i f(h) ' 



§ 42. Reguła falsi 1.0") 

c z y l i 

dn f(xn) 

4 
Z u w a g i n a (27) m a m y stąd 

(29) l i m / > n ) = 0 . 

Z d r u g i e j s t r o n y c iąg 

j e s t r o s n ą c y i o g r a n i c z o n y , w i ę c j e s t z b i e ż n y . N i e c h 

(30) l i m ; r n = x . 
11—KJC 

P o n i e w a ż f u n k c j a f(x) j e s t c iągła z za łożen ia , w i ę c ze w z o r ó w (29) i (30) 
w y n i k a 

limf(xn) = f(x) = 0. 

Z a t e m al j e s t p i e r w i a s t k i e m r ó w n a n i a (23) . P o n i e w a ż t o r ó w n a n i e m o ż e 
m i e ć t y l k o j e d e n p i e r w i a s t e k £, w i ę c 

x = | 

i t y m s a m y m n a m o c y (30) 

]imxn=£, 
n->oo 

co b y ł o d o d o w i e d z e n i a . 

W p r z y p a d k u \f{ak)\>\ f(bk)\ d o w ó d p r z e b i e g a a n a l o g i c z n i e . W p r z y ­
p a d k u \f{ak)\ = \f(bk)\ o t r z y m a l i b y ś m y dk+l=dk/2, co p r z e c z y za łożen iu 
( 2 8 ) 1 ) . 

P o z o s t a j e s p r a w a o s z a c o w a n i a b ł ę d ó w o t r z y m y w a n y c h p r z y b l i ­
ż eń x1,x2,... Jeże l i — j a k p o p r z e d n i o — 

^n = [an,Kl, "- = 1 , 2 , 3 , . . . 
t o m a m y 

(31) l % - £ J < & » i - : < y 

J e s t t o o g ó l n e , a l e n a j c z ę ś c i e j b a r d z o n i e d o k ł a d n e o s z a c o w a n i e . 

') Dowód powyższy można tak zmodyfikować, aby nie korzystać z monoto-
nioznośoi funkcji . W t e d y liczba x dana wzorem (30) będzie nadal pierwiastkiem rów­
nania (23), ale równanie to może mieć w przedziale (a,b) więcej pierwiastków. Można 
ponadto założenie ciągłości zastąpić założeniem ograniczoności funkcji f(x) w prze­
dziale [a,6]. W t e d y będzio również istniała granica \imxn=x, ale x może już nie być 
pierwiastkiem równania (23). n-*co 
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Jeże l i f u n k c j a f(x) m a w p r z e d z i a l e [an,bn] pochodną , f'(x) taką, że 

\f(x)\>K>0, X = c o n s t , 

t o n a m o c y t w i e r d z e n i a o w a r t o ś c i średnie j i s t n i e j e t a k i p u n k t |, ż e 
an<C<bn i 

i m a m y 

(32) K-t\< 
K 

Z t ego — n a o g ó ł b a r d z o d o b r e g o — o s z a c o w a n i a m o ż e m y k o r z y s t a ć 
p r z y w s z e l k i c h m e t o d a c h p r z y b l i ż o n y c h r o z w i ą z y w a n i a r ó w n a n i a f(x) — 0. 

P R Z Y K Ł A D 3. R o z w i ą z a ć r ó w n a n i e 

(33) x3 — 2x-5 = 0 

z d o k ł a d n o ś c i ą d o 0 , 0 0 0 0 0 1 . 
N i e c h 

f(x) = x3-2x-5. 

Z a u w a ż m y , że 

/ ( 2 ) = - l , / ( 3 ) = 1 6 . 

Z a t e m w p r z e d z i a l e (2,3) l e ży co n a j m n i e j j e d e n p i e r w i a s t e k d a n e g o r ó w ­
n a n i a . P o n i e w a ż f'(x) = 3x2 —2>0 d l a 2 ^ * < 3 , w i ę c f u n k c j a f(x) j e s t ściśle 
r o s n ą c a w t y m p r z e d z i a l e . S t o s u j ą c z a t e m d o r ó w n a n i a (33) reguła falsi 
d l a p r z e d z i a ł u [2 ,3] o t r z y m u j e m y c iąg p r z y b l i ż e ń z b i e ż n y d o p i e r w i a s t k a 
f i z a w a r t e g o w t y m p r z e d z i a l e . 

S t o s u j ą c w z ó r (25) d o p rzedz ia łu [2 ,3] o t r z y m u j e m y 

l - ( - l ) 
xx=2 — - — ^ 2 , 0 6 . 

1 1 6 - ( - l ) ' 

O b l i c z a m y , że 

/ ( 2 , 0 6 ) » - 0 , 3 7 8 . 

Z a m i a s t s t o s o w a ć t e r a z reguła falsi d o p r z e d z i a ł u [ 2 , 0 6 , 3 ] o b l i c z a m y , że 

/ ( 2 , 1 0 ) = 0 ,061 

i s t o s u j e m y reguła fałsi d o p r z e d z i a ł u [ 2 , 0 6 , 2 , 1 0 ] . M a m y w t e n s p o s ó b 
n a d a l z a p e w n i o n ą z b i e ż n o ś ć c i ą g u o t r z y m y w a n y c h p r z y b l i ż e ń , a l e s z y b ­
k o ś ć zb l i żan ia się d o s z u k a n e g o p i e r w i a s t k a b ę d z i e w i ę k s z a . 

S t o s u j ą c z a t e m reguła fałsi d o p r z e d z i a ł u [ 2 , 0 6 , 2 , 1 0 ] o t r z y m u j e m y 

0 , 0 4 ( - 0 , 3 7 8 ) 
* 2 = 2 , 0 6 — - — ' ^ 2 , 0 9 4 4 

0 , 0 6 1 - ( - 0 , 3 7 8 ) 
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i o b l i c z a m y , że 

/ (2 ,0944) - 0 , 0 0 1 6 9 , / ( 2 , 0 9 5 0 ) ^ 0 , 0 0 5 0 1 . 

S t o s u j ą c j e s z c z e r a z w z ó r (25) o t r z y m u j e m y 

0 ,0006 ( - 0 , 0 0 1 6 9 ) 
x, = 2 , 0 9 4 4 — ^ 2 , 0 9 4 5 5 1 . 

3 ' 0 , 0 0 5 0 1 - ( - 0 , 0 0 1 6 9 ) ' 

O s z a c u j e m y b ł ą d t e g o p r z y b l i ż e n i a z a p o m o c ą w z o r u (32) . M a m y 

f'{x) = 3 « 2 - 2 . 

D l a p r z e d z i a ł u [ 2 , 0 9 4 4 , 2 ,0950] j e s t 

| / ' ( a ; ) | > 3 - 2 , 0 9 4 4 2 - 2 > l l , l . 
Z a t e m 

\fM\ 
l » s - - £ i l < < 0 , 0 0 0 0 0 0 5 1 , 

1 1 , 1 

co j u ż w y p e ł n i a w a r u n k i z a d a n i a . 
O s z a c o w a n i e n a p o d s t a w i e w z o r u (31) d a ł o b y j e d y n i e 

l « 3 — £ i l < 0 ,0006 

i m u s i e l i b y ś m y n i e p o t r z e b n i e r a c h o w a ć d a l e j . 
P o z o s t a ł e p i e r w i a s t k i r ó w n a n i a (33) z n a j d z i e m y r o z w i ą z u j ą c r ó w ­

n a n i e k w a d r a t o w e 

x2 + px+q=0, 

g d z i e 

x3— 2x-5 
xrJ

rpx-\- q = 
ą—ii 

W y k o n u j ą c t o d z i e l e n i e d o c h o d z i m y d o r ó w n a n i a 
1 1 

ar" + 2 ,095a ; - f 2 ,387 = 0 , 

k t ó r e p i e r w i a s t k ó w r z e c z y w i s t y c h n i e p o s i a d a . W s p ó ł c z y n n i k i w t y m r ó w ­
n a n i u są p r z y b l i ż o n e , a l e z m i a n a i c h w a r t o ś c i w g r a n i c a c h o s z a c o w a n e g o 
b ł ę d u n i e m o ż e s p o w o d o w a ć z m i a n y z n a k u w y r ó ż n i k a . 

R ó w n a n i e (33) m a z a t e m t y l k o j e d e n p i e r w i a s t e k r z e c z y w i s t y , k t ó r e g o 
w a r t o ś ć p r z y b l i ż o n a j e s t 

2 , 0 9 4 5 5 1 ± 0 , 0 0 0 0 0 0 5 1 . 

§ 4 3 . M e t o d a E u l e r a . D a n e j e s t r ó w n a n i e 

(34) f(x) = 0. 

M e c h t o r ó w n a n i e m a w d a n y m p r z e d z i a l e [ a , 6 ] d o k ł a d n i e j e d e n p i e r ­
w i a s t e k |, k t ó r e g o w a r t o ś ć p r z y b l i ż o n ą x0 z n a m y (a^.x0^b). O f u n k c j i f(x) 
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z a k ł a d a m y , że m a w p r z e d z i a l e [a,b] c iągłe p o c h o d n e d o r z ę d u TO (TO^I) 
w ł ą c z n i e i ż e w p r z e d z i a l e [a,b] j e s t f'(x)^0. Z a t e m f'{x) n i e z m i e n i a z n a ­
k u , f u n k c j a f{x) j e s t m o n o t o n i c z n a i m a f u n k c j ę o d w r o t n ą 

(35) x=g(y). 

F u n k c j ę x=g(y) r o z w i j a m y w e d ł u g w z o r u T a y l o r a w o t o c z e n i u p u n k t u 

yo=f(x0) 

(36) x=g{y0)+—^-(y-y0)+—^-- {y-y0) +••• + - ~ - {y-y0lPi 

g d z i e w j e s t p e w n ą l i c z b ą z a w a r t ą m i ę d z y y i y0. 
P o d s t a w i a j ą c w (36) y=0 o t r z y m u j e m y a ? = £ i 

( 3 7 , ! = g M - ą ^ + ą ^ 9 t - . . . + ^ i r ^ < t 

1 ! 21 TO! 
g d z i e w l e ż y m i ę d z y 0 i y0. 

P o c h o d n e f u n k c j i g(y) da ją się w y r a z i ć p r z e z p o c h o d n e f u n k c j i f{x). 
W p r o w a d z a j ą c s y m b o l e y'o=f'(x0), y'0'=f"(xo), ••• m a m y 

0'(!/o)— - T T - ' 

a, \ yo 
g (y»)=—,-3-, 

y0 

9"'(yo)=&y?-y'oy'ó')\, 
i/o 

9W(yo)- ( - 1 5 2 / o 3 + l O y J y J M ' ' - ? / 0 V o 4 ) ) 4 y , 
yo 

M o ż n a w y k a z a ć ( d o w ó d p o m i j a m y ) , że o g ó l n i e 

yo 

g d z i e Pk j e s t w y r a ż e n i e m d a j ą c y m się o b l i c z a ć r e k u r e n c y j n i e ze w z o r u 

P 1 = = l , Pk+1=(2lc-l)y0'Pk-y'0*(Pky. 

P o n i e w a ż p o n a d t o g{ya) = x0, w i ę c w z ó r (37) m o ż n a n a p i s a ć w p o s t a c i 

f y 0 

lifS 

3 

M i B ( l r ) yi y i y'o i \ y'o 
^ - +E 

• • • i •"'n > 
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g d z i e Rn=(-l)«9l±My», c z y l i 
nl 

(39) l Ą j ^ J ^ L y * 
nl 

a J f ^ m a z U j W f o ) ! . 
a<x<6 

Metoda Eulera p o l e g a n a o b l i c z a n i u p r z y b l i ż o n e j w a r t o ś c i p i e r ­
w i a s t k a | ze w z o r u (38) , w k t ó r y m p o m i j a się resztę Bn. B ł ą d t ego p r z y ­
b l i żen ia m o ż n a s z a c o w a ć ze w z o r u (39) a l b o (32) . 

Z e w z o r u (38) n a j w y g o d n i e j k o r z y s t a ć o b l i c z a j ą c n a s a m p r z ó d l i c z b y 

v{k) 

(40) ok=-ą~ (fc = 0 , 2 , 3 , . . . ) . 
Vo 

M o ż n a go w t e d y n a p i s a ć n a s t ę p u j ą c o : 

(41) C = x 0 - c 0 - - c2cl--~ (3cl-c3)cl — ^(15cl—10c2c3+c^4-
2 o 24 

- - o
 (105c' _ 105c^115CaC4+

 1 0 < ) 2 3 ~ C s ) C » ~ 720 ( 9 4 5 c * -

— 1 2 6 0 c ^ 3 + 2 1 0 c ^ c 4 + 2 8 0 c 2 Ą — 2 1 c 2 c s - 3 5 c 3 c 4 + c 6 ) cl — ... +Bn. 

P R Z Y K Ł A D 4 . R o z w i ą ż e m y z a d a n i e z p r z y k ł a d u 3 s t o s u j ą c w z ó r 
E u l e r a . 

J a k w p r z y k ł a d z i e 3 z a u w a ż a m y , ż e 

/ ( 2 ) = - l , / ( 3 ) = 1 6 . 

P o n i e w a ż 

/ ' ( a ; ) = 3 a ; 2 - 2 , 

a w p r z e d z i a l e [ 2 , 3 ] j e s t 
3 « 2 - 2 5 s 3 - 2 2 - 2 > 0 , 

w i ę c f u n k c j a j(x) j e s t w p r z e d z i a l e [ 2 , 3 ] r o s n ą c a , m a p o c h o d n e d o w o l n e g o 
r z ę d u , f u n k c j ę o d w r o t n ą (35) i d o k ł a d n i e j e d e n p i e r w i a s t e k , d l a k t ó r e g o 
m a m y p r z y b l i ż e n i e x0=2. 

O b l i c z a m y k o l e j n o 

f'(x) = 3x2-2, f"(x) = 6x, f"(x)=&, fM(x)=fl5Hx) = ... = 0. 

M a m y z a t e m 

2/o=/(2) = - l , i / 0 = / ' ( 2 ) = 1 0 , y 0 ' = / " ( 2 ) = 1 2 , y'0" =f" (2)=6, 

y 0*>=2, 0s>=... = 0 , 

a n a s t ę p n i e ze w z o r u (40) 
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P o d s t a w i a j ą c t e l i c z b y d o w z o r u (41), w k t ó r y m u w z g l ę d n i a m y t y l k o w y ­
r a z y [do szóste j p o t ę g i c0 w ł ą c z n i e , o t r z y m u j e m y 

£ « * 2 + 0 , l - 0 , 0 0 6 + 0 , 0 0 0 6 2 - 0 , 0 0 0 0 7 8 + 0 , 0 0 0 0 1 0 8 — 0 , 0 0 0 0 0 1 6 = 2 , 0 9 4 5 5 1 2 . 

B ł ą d o t r z y m a n e g o p r z y b l i ż e n i a m o ż n a s z a c o w a ć w e d ł u g w z o r u (39) 
a l b o (32). W y g o d n i e j s z y j e s t w z ó r (32). 

M a m y w p r z e d z i a l e [2 ,3] 

\f {x)\ = | 3 * 2 - 2 | > 3 • 2 2 - 2 = 1 0 . 

I 

P o n a d t o # „ = 2 , 0 9 4 5 5 1 2 i f(xn) = — 0 , 0 0 0 0 0 3 1 4 . Z a t e m ze w z o r u (39) 

| # „ - ! | < 0 , 0 0 0 0 0 0 3 2 < 0 , 0 0 0 0 0 1 . 

B ł ą d u z y s k a n e g o p r z y b l i ż e n i a spe łnia z a t e m w a r u n k i z a d a n i a . 
D y s k u s j ę i s t n i e n i a i n n y c h p i e r w i a s t k ó w p r z e p r o w a d z a m y t a k s a m o 

j a k w p r z y k ł a d z i e 3. 
§ 44 . M e t o d a N e w t o n a . Jeże l i w e w z o r z e E u l e r a (38) p r z y j m i e m y 

» = 2 , a z a m i a s t s y m b o l i x0,y0,y'0,Rn u ż y j e m y s y m b o l i xm,f(xm),f'(xm), 
Bm+ii t o w z ó r t e n p r z y j m i e p o s t a ć 

/ (xm) 
(42) f = * m - ~ m \ + B m + 1 , 

T \Xm) 
g d z i e 

p M + 1 _ 2 r d y w m i ' 

a | j e s t p e w n ą l i czbą zawar tą m i ę d z y p i e r w i a s t k i e m f a j e g o p r z y b l i ż e n i e m 
x m . JeżeU w e w z o r z e (42) o p u ś c i ć resztę B m + 1 , t o z a m i a s t p i e r w i a s t k a 
£ o t r z y m a m y j e g o n o w e p r z y b l i ż e n i e x m + 1 : 

f(xm) 
(44) x. m+l" 

z d o k ł a d n o ś c i ą okreś loną w z o r e m (43). 
R o z p o c z y n a j ą c r a c h u n e k o d d a n e g o p r z y b l i ż e n i a x0 m o ż e m y ze w z o ­

r u (44), d l a m = 0 , l , 2 , . . . , o b l i c z a ć c o r a z t o n o w e p r z y b l i ż e n i a 

(45) x0, x i f x2, ... 

T e n s p o s ó b p o s t ę p o w a n i a n o s i n a z w ę metody kolejnych przybliżeń 
Newtona. C i ą g o w i (45) o d p o w i a d a c iąg b ł ę d ó w BX,B2,B3,..., o k r e ś l o n y c h 
w z o r e m (43) . Ze w z o r ó w (42) i (44) o t r z y m u j e m y 

(46) Bm+i = C - x m + i . 


