ROZDZIAL V

PRZYBLIZONE ROZWIAZYWANIE ROWNAN |
I ICH UKLADOW

§ 40. Uwagi wstepne. Niech bedzie dany uklad m réwnan z n nie-
wiadomymi

hi(@yy@y...,,)=0,

(]) fz(.’.t'“:l'g,...,.’l‘:"):{],

.........

.fm (mlimzi'"!mn)=0'

W szezegblnosei, w przypadku gdy m=1 i n=1, mamy jedno réwnanie
z jedng niewiadoma. ,

Rozwiqzaniem szezegolnym ukladu réwnan (1) nazywamy jaki-
kolwiek zespol liczb §&,,&,,...,&, takich, ze réwnania (1) sg spelnione
dla @,=§,, ®,=§&, ..., 2,=§&,.

Rozwiqzaniem pelnym albo wprost: rozwiqzaniem ukladu réwnan (1)
nazywamy zbiér wszystkich rozwigzan szezegélnyeh tego ukladu?).
Jezeli zbiér ten jest pusty, tzn. jezeli uklad (1) nie ma rozwigzan szcze-
gblnych, to méwimy, ze uklad ten jest sprzeceny.

Sg takie zagadnienia, w ktérych zalezy nam jedynie na znalezieniu
Jakiegokolwiek rozwigzania szezegdélnego ukladu réwnan (1). Na og6l
jednak celem naszym jest znalezienie rozwigzania pelnego tego ukladu.

Poszukujge rozwigzania pelnego napotykamy nieraz na bardzo duze
trudnofei numeryczne i teoretyczne. Czesto mozna spotkaé zagadnienia,
w ktérych znalezienie rozwigzania pelnego jest praktycznie niemozliwe,
pomimo ze mozemy juz miec¢ jakied rozwigzania szczegélne. Wielkie trud-
nosei przy poszukiwaniu rozwigzania pelnego sg nieraz przyezyna tego,
ze praktycy, kierowani mniej lub wiecej trafng intuicja, przyjmujg bez
dowodu, iz posiadany przez nich zbiér rozwigzan szezegblnych jest juz

1) W dziedzinie rzeczywistej bedzie to zbiér wszystkich rozwigzaf rzeczywistych,
w dziedzinie zespolonej — zbidr wszystkich rozwiazan zespolonych. W rozdziale
niniejszym ograniczymy si¢ do dziedziny rzeczywistej.
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rozwigzaniem pelnym. Postepowanie takie moze oczywidcie prowadzié
do falszywych wnioskow. Aby mozna bylo uwazaé dany zbiér rozwigzan
szezegolnych za rozwigzanie pelne, konieczny jest dowdd, ze nie istnieja
inne rozwigzania szezegélne. Trudnosé dowodzenia nie moze usprawiedli-
wiaé¢ brakn dowodu.

Metody przyblizonego rozwigzywania ukladu réwnan (1) polegaja
zazwyczaj na podaniu algorytmu (tzn. postepowania rachunkowego)
pozwalajacego obliczaé kolejno wyrazy ciggéw przyblizen

e
‘51015115512?"‘

(2) - 520!5213‘522!-"
Enor Enty Snayeee
takich, ze
(3) limé; =& (i=1,2,...,n),
J—ro0

gdzie uklad liezb £,&,...,&, jest jednym z rozwigzan szczegolnych
ukladu réwnan (1). Obliczajge wartosei &, &yy..., &y Mmamy zatem
 przyblizenie tego rozwigzania szczegdlnego. Nazywaé je bedziemy k-tym
~ prazyblizeniem. Liczbe k dobieramy tak, aby bledy przyblizenia byly
dostatecznie male. Metodom obliczania przyblizen (2) beda poswiecone
wszystkie paragrafy niniejszego rozdzialu poczgwszy od § 42.

Rozwigzywanie ukladu réwnan (1) rozpoezynamy jednak zazwyczaj
od ustalenia liczby rozwigzan szcezegélnyeh tego ukladu i podania dla
kazdego rozwigzania szezegblnego &, &,,...,&, takich — mozliwie malych
— przedzialow [a;,b;], ze

(4) : a<E<b;,  dla  i=1,2,...,n

i nie-6wnodei te nie sy roéwnoczeénie spelnione dla zadnego innego roz-
wigzania szezegbélnego. Jest to czesto trudne do wykonania zadanie.
W §41 podamy niektére z metod jego rozwigzywania, ale tylko dla
rownan z jedng niewiadomsg. '

Dobierajge w (2) przyblizenia spelniajace nieréwnosei

G<Ey<b; (1=1,2,...,n; j=0,1,...),

zapewniamy sobie, Zze rozwigzanie szcezegilne okredlone wzorami (3)
jest tym, dla ktérego podaliémy przedzialy (4). Przez obliczenie przybli-
zett kolejno dla wszystkich rozwigzan szezegélnych otrzymujemy przy-
blizone rozwigzanie pelne ukladu (1).

Nalezy przy tym pamieta¢ o ocenie bledu unzyskiwanych przy-
blizeni, gdyz przyblizenie, o ktérego bledzie nic nie wiemy, jest dla nas
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bezwartosciowe. Niech &,&,...,&, beda przyblizeniem rozwigzania
szezegblnego &,,6&,,...,&, ukladu réwnan (1), niech

61351—‘?“ ()2:'52'_‘;:!1 LaEy an=§u_$ﬂ
oraz

"l_'fl(gli""’? 'En)' J'-2:.7'2(51.":':2!“"}5:“)? miee Eﬂl=flﬂ(E]'!'EZ"",E'H.)'

Liezby 6;,0,,...,0, sa zatem bledami przyblizen &,&,,...,&,, natomiast
liczby &, €.,...,¢, sg bledami, z jakimi te przyblizenia spelniaja réwnania
(1). O ile ocena bledow 8,,0,,...,0, jest na ogél trudna, o tyle ocena ble-
déw &,65,...,¢, jest zwykle latwa. Liczby e,,é&,...,&, mogg mieé zna-
czenie np. fizykalne i w niektéryeh zastosowaniach mozna sie obejsé
bez oceny bledow 6,,d,,...,0,, gdyz wystarcza oszacowanie bledow
€1y Eayeeey &y Dostatecznie matym bledom 6,,4,,...,6, odpowiada,j@ male
bledy &,8,4...,8n, gdy funkcje f;(®),2s,...,2,) (1=1,2,...,m) ukiadu
rownan (1) sa ciggle. Dostatecznie matym bledom &,¢,,...,¢, odpowia-
daja male bledy 6,,0,,...,6,, jesli zalozymy, ze funkcje odwrotne do
funkeji f;(@y, @yy...,2,) sa ciggle.

Osobnej dyskusji wymagaja bledy otrzymanych przyblizen, gdy
wspolezynniki ukladu réwnan (1) sa przyblizone i obarczone bledami.
Wplyw bledéw wspélezynnikéw na otrzymywane rozwigzania moze byé
bardzo duzy. Mozna konstruowaé przyklady, w ktérych bledy rozwigzan
spowodowane nieznacznymi bledami wspolezynnikow sa dowolnie wielkie.

Osobnej dyskusji wymaga réwniez sprawa dokladnosei obliczen
przyblizonych, jakie wykonujemy w trakecie rozwigzywania danego ukladu
rownan. Mozna podaé¢ przyklady ukladéow kilku réwnan z kilku niewia-
domymi takich, ze w celu otrzymania przyblizen pierwiastkéw, np. z do-
kladnogeig do 3 miejse dziesietnych, nalezy wykonywaé rachunki z do-
kladnogeig do kilkudziesiecin (!) i wiecej miejse dziesietnych.

Dyskusja dokladnodei otrzymywanych wynikéw opiera sie na re-
gulach przenoszenia bledéw maksymalnych (por. Rozdzial I).

W rozdziale niniejszym interesowa¢ nas bedg jedynie metody poszu-
kiwania rzeczy wistych pierwiastkéw réwnan i ich ukladéw, mimo ze wiele
z tych metod mozna stosowaé¢ rowniez w dziedzinie zespolonej, np. requla
falsi, metoda Newtona i inne.

Niektore z opisanych w rozdziale niniejszym metod sprowadzaja
rozwigzywanie ukladu réownan do rozwigzywania ukladu réwnan linio-
wyeh. Jezeli jest to uklad o malej liczbie réwnan i niewiadomych, nie jest
trudno go rozwigzaé. Trudnosei pojawiaja si¢ dopiero, gdy liczba réwnan
i niewiadomyech jest duza. Ze wzgledu na duze znaczenie praktyczne ukla-
dow wielu réwnan liniowyeh z wieloma niewiadomymi, ich rozwigzy wanin
poswigcimy caly rozdzial nastepny.
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A. Jedno réwnanie z jedng niewiadomgy

§ 41. Metoda Sturma i metody pokrewne. Niech bedzie dane
réwnanie

(5) f(@)=0,

gflzie f(x) jest funkcja ciggla w danym przedziale [a,f]. Niech bedzie
tez dany cigg funkeji cigglych w przedziale [a,f]

(6) f(ﬁ):fo{m)a fl(a?)r fz(ﬂ’)a seny fm(x)

o nastepujaeych wilasnodeiach:

1° Jezeli istnieje w danym przedziale taka liczba e, ze f.(¢)=0,
gdzie 1<k<m, to fi_,(¢)f;41(¢)<0.

2° fu(2)7#0 dla a<ao<p.

3° Jezeli funkeja f(x) przechodzge przez punkt x=d (a<<d<f) zmie-
nia znak (a wiee f(d)=0), to iloezyn f(x)f,(w) zmienia wtedy znak
z njemnego na dodatni.

Taki cigg funkeyj nazywamy eciqgiem Sturma.

Oznaczmy symbolem Z(t) liczbe kolejnych zmian znaku wyrazow
tego ciggu w punkcie z=t («<t<f), z pominigciem wyrazow réwnych
zeru w tym punkeie. Jezeli np. dla =2 otrzymujemy z ciggu Sturma
cigg liczb

2, 0, —1, -3, 10, 15, —16, 3, 50, 113,

to piszemy Z(2)=4, gdyz po pominieciu wyrazu drugiego jako réwnego
zern mamy kolejno cztery zmiany znaku: przy przejsciu od +2 do —1,
od —3 do +10, od 415 do —16 i od —16 do --3.

Sformulujmy teraz nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE STURMA. Jezeli réwnanie (D) mie ma pierwiastkow
wielokrotnych, to liczba pierwiastkéw lezqeych w przedziale a<w<b, gdzie
aza i b<<f, jest réwna Z(a)—Z(b), to znaczy réwna ubytkowi liczby zmian
wnaku w ciqgu Sturma (6) przy przejéciv od x=a do w=b.

Dow6d. Zauwazmy nasamprzéd, ze na mocy wlasnosei 1°, jezeli
funkeja fi(2) (k=1,2,..., m—1) ma warto§¢ zero w punkcie z=t,, to
funkeje f,_,(#) i f; ., (2) majg w tym punkecie wartodei o réznych znakach.
Poniewaz funkeje f,._,(2) i f,.,(x) sa ciggle, wiee istnieje otoczenie punk-
tu #=t,, w ktérym majy one stale, ale rézne znaki. Jezeli funkeja fi(x)
zmienia znak, to jako funkcja ciggla musi przej§é przez wartosé zero. .
Ale w takim razie zmiana znaku f,(2) nie wplywa na liczbe Z(t) w oto-
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czeniu punktu t,, gdyz: albo f.(f) ma taki znak jak f. ,(t), a wiec prze-
ciwny niz f,,,(t), i w ciggu

(7) fea @)y fr(®)y frea(?)

jest tylko jedna zmiana znaku, mianowicie przy przejsciu od jf,. () do f, ., (1),
albo f,(t) ma znak przeciwny niz f,_,(t), a wiee taki, jak f.,,(¢), i w ciggu
(7) jest takze tylko jedna zmiana znaku, mianowicie przy przejéciu od
fi_1(t) do f.(t), albo wreszeie f.(1)=0 i po pominigciu tej liczby jako zera
‘w ciggu (7) mamy znowu tylko jedng zmiane¢ znaku, mianowicie przy
przejsciu od f._,(¢) do f. ., (2).

Zatem zmiany znakéw wartosei funkeji fi.(z) (k=1,2,...,m—1)
nie maja wplywu na liczbe Z(a)—Z(b) w jakimkolwiek przedziale
a<a<r<b<f. Poniewaz funkeja f,(z) na mocy wlasnosci 2° ma staly
znak, wige na wartosé Z(a)—Z(b) maja wplyw tylko zmiany znaku funkeji
f(@). Funkeja f(#) zmienia znak przechodzac przez kazdy punkt r=§&,
w ktorym ma wartosé zero, czyli przez punkt bedgcy pierwiastkiem réwna-
nia f(x)=0, poniewaz zalozyliSmy, ze nie ma ona pierwiastkow wielo-
krotnych. Ale wtedy na mocy wlasnogei 3° nbywa zmiana znaku przy
przejseiu od f(x) do f,(x) i liczba zmian znakéw w ciggu Sturma maleje
0 jednos¢. Jezeli liezby a i b nie sg pierwiastkami funkeji f(z), ezyli pier-
wiastkami réwnania f(2)=0, to oczywiscie liczba Z (a) —Z (b), jako ubytek
liczby zmian znakéw w ciggu Sturma przy przejécin od a do b, jest row-
na liczbie 1}1'zejf§é funkeji f(x) przez wartosé zero w przedziale (a,b), a wiee
rowna liczbie pierwiastkéw rownania f(xz)=0 w tym przedziale. Jezeli
liczba a jest pierwiastkiem tego rownania, to w ciggu Sturma dla punktu
a pomijamy pierwszy wyraz f(a) jako réwny zeru. Tym samym bedzie
Z(t)=Z%(a) dla t=a w pewnym otoczeniu punktut=a i Z(t)=2(a)+1 dla
t<a w tymze otoczeniu. Zatem liezba Z(a)—Z(b) nie zalezy od tego, czy
liczba a jest, czy nie jest pierwiastkiem rownania f(z)=0, czyli — inaczej
moéwige — jezeli a jest pierwiastkiem réwnania f(x)=0, to pierwiastek
ten nie jest wliczany do liczby Z(a)—Z(b) pierwiastkow tego réwnania.
Inaczej ma sie rzecz w przypadku, gdy punkt xz=>b jest pierwiastkiem
réownania f(xz)=0. Wtedy Z(1)=Z(b) dla t=b w pewnym otoczeniu punk-
tu t=biZ(t)=2Z(b)+1 dla t<b w tymze otoczenin. Wynika stad, ze licz-
ba Z(a)—Z(b) uwzglednia ubytek wartosei Z(t) przy przejsciu funkeji f(x)
przez wartodé zero w punkecie #—=b, czyli ze pierwiastek w=b réwnania
f(x)=0 jest wliczony do liczby Z(a)—Z(b) pierwiastkow tego réwnania.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze liczba Z(a)—Z(b) jest liczby
pierwiastk6w réownania f(x)=0, lezgeych w przedziale a<x<b, co bylo
do dowiedzenia.

Twierdzenie Sturma pozostaje prawdziwe, gdy jako przedzial a<a<b
przyjaé przedzial —oo<@< +oo, a w ciggu Sturma dopuseié wartosei
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niewlasciwe -}-oo albo —oco. Wtedy Z(—oo) oznaczaé bedzie liczbe zmian
znakow w ciggu

f(—o0)y fi(—00)y fa—00)y wiey frm(—o00),

ktérego wyrazami mogg byé miedzy innymi symbole oo albo —ec.
Podobnie okreflamy Z(-+o0). W ten spos6b mamy nastepujacy wniosek
z twierdzenia Sturma:

Jezeli réwnanie (5) nie ma pierwiastkow wielokrotnych i o= — oo,
f=-4co, to liczba jego pierwiastkéw jest réwna Z(—oo)—Z(+ o). (Mowa,
tu oczywideie tylko o pierwiastkach rzeczywistych, jak zreszta w calym
niniejszym paragrafie).

Twierdzenie Sturma pozwala znalezé przyblizone rozwigzanie pelne
dowolnego réwnania (5), o ile to réwnanie nie ma pierwiastkow wielokrot-
nych i potrafimy skonstruowadé cigg Sturma (6). Liczba Z(—oo)—Z (4 o)
jest liezbg pierwiastkéw tego réwnania. Stosujac twierdzenie Sturma do
coraz to wezszych przedzialow mozemy znalezé przyblizone wartosei
kazdego z pierwiastkéw. Ten sposéb postepowania bedziemy nazywali
metodq Sturma.

Twierdzenie Sturma jest bardzo moenym srodkiem pomagajacym
znajdowaé rozwigzanie pelne rownania (5).

Pokazemy teraz, jak stosuje sie metode Sturma do rozwigzywania
rownan algebraicznych. Niech bedzie dane réwnanie
(7) w(w)=0,
gdzie w(x) jest wielomianem stopnia # (n>0).

Poniewaz pochodna w,(x)=w’(z) jest wielomianem stopnia nizszego

niz w(x), mozemy podzieli¢ w(wx) przez w,(r). Otrzymujemy jako iloraz
wielomian ¢, () i jako reszte wielomian r,(x). Jezeli wprowadzimy wielo-

mian w,(z)= —r,(x), to wykonane dzielenie mozna bedzie zapisa¢ naste-
pujaeco:
(8) w (@)= qy (2) w, (x)— w,(x).

Wielomian w, (x) jest nizszego stopnia niz w, (). Dzielace w,(x) przez
w, (x) analogieznie do dzielenia w(x) przez w,(z), otrzymujemy rownosé
(9) wy (2) = @y () wy (2) — wy (2),
gdzie q(2) i w,(x) sa wielomianami.

Postepujge dalej analogicznie otrzymujemy cigg wielomianow
(10) Wy (2)=w(x), w,(z)=w'(x), w,(x), w,(x), wy(x), ...

coraz to nizszego stopnia. 7 chwily pojawienia si¢ w tym ciggu stalej
wszystkie nastepne wyrazy bedg juz state. Nieche w,, (x) oznacza pierwszg
z kolei stalg.
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Bedziemy dalej zakladali, ze
(11) Wy () 70,

wykazemy bowiem, ze gdyby bylo w,, (z)= 0, to moglibyémy sprowadzic¢
rozwigzanie réwnania (7) do rozwigzania takich réwnan, dla ktérych byl-
by spelniony warunek (11).

Gdyby mianowicie bylo w,, (2)=0, to mielibysmy

W2 ({l‘?) T QHI—I (&'}) W1 ('T)!

gdzie w,, ,(x) bylby wielomianem co najmniej pierwszego stopnia. Wie-
lomian w,,_,(«) bylby, jak widzimy, podzielny przez w,,_,(z). Ze wzoru

W3 (ﬂ?) = Qin—2 (IB) W2 ('T) — Wy ('T')

wynika, ze wielomian w,, ,(z) bylby réwniez podzielny przez w,, ().
Rozumujgce dalej analogicznie dochodzimy do wniosku, ze wielomian w ()
bylby podzielny przez w,, ,(x). Niech

w(x)

v(x) = e
W1 {.-'.I’?]

Wiedy rownanie (7) mozna by napisaé¢ w postaci
W1 (@) v (@) =0.

Zatem jego rozwigzanie sprowadziloby si¢ do rozwigzania dwdch réownan
nizszego stopnia

(1—2’} L {.’I’} =0,
(13) v(2)=0.

Gdyby dla ktoéregokolwiek z tych réwnan nie byl spelniony warunek
(11), to moglibyémy jego rozwigzanie sprowadzié w analogiczny sposob
do rozwigzania réwnan jeszeze nizszego stopnia. Poniewaz zaf stopien
réwnania (7) mozna obniza¢ co najwyzej n razy, wiee postepowanie
powyzsze po skonezonej ilosci krokéw doprowadzi nas zawsze do rownaf
speliajaeych warunek (11). o

Wykazemy teraz, ze w przypadku gdy w,(#)+0 réwnanie (7) nie
ma pierwiastkéw wielokrotnyeh.

Istotnie, gdyby réwnanie (7) mialo pierwiastek k-krotny a (k>>1),
to wtedy

w (@)= (x— a)*u (@),

gdzie w(x) bylby wielomianem stopnia (n—k). Zatem

(14) w' (®)=k(@—a)u(x)+ (@—a)u'(@). °
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Widzimy, ze oba wielomiany w(z) i w’(2) bylyby podzielne przez (@ —a) ;.
Wielomian (z—a)*~" nie redukowalby sie do stalej, bo w przypadku pier-
wiastka wielokrotnego k>1. Jezeliby wielomiany w(z) i w,(z)=w'(2)
byly podzielne przez (@ —a)*~*, to — jak wynika ze wzoru (8) — wielomian
w, () bylby réwniez przez ten czynnik podzielny. Gdyby za$ wielomiany
w, (z) i wy(2x) byly podzielne przez (z— a)*~!, to — jak wynika ze wzoru
(9) — wielomian w,(x) bylby réwniez przez ten czynnik podzielny. Rozu-
mujgc dalej analogicznie dochodzimy do wniosku, ze stala w,,(z)#0
bylaby réwniez podzielna przez (xr—a)*=*, co nie jest mozliwe.
Wykazemy teraz, ze ciag

(15) wo(2)=w (@), w,(2)=0"(®), wy(2), ..., Wy (2)

jest ciggiem Sturma w przedziale —oco<@w< 4 oco.

Istotnie, jezeli istnieje taka liczba ¢, ze wy(c)=0 (1<k<m—1), to
wy_y(€)#0 1wy, ,(¢)#0. W przeciwnym bowiem razie na mocy (14) mie-
liby$my w,(¢)=w, (¢)=w,(¢)=...=w,,(¢)=0. Poniewaz w, (v) jest stala,
wiec mieliby§my w,,(z)=0 wbrew przyjetym zalozeniom. Skoro zatem
wy_y(e)#0 1w, ()40, to na moey (14)

Wy_y (€) Wy 41 (¢)<0,

poniewaz wy (¢) = 0. W ten sposob stwierdziliSmy, ze cigg (15) ma wlasnosé
1° ciggu Sturma (6). Wlasnosé 2° jest spelniona, poniewaz stala w,, (2)40.
Ponadto, jezeli istnieje taka liczba d, ze w(d)=0 (tzn. liczba d jest pier-
wiastkiem réwnania (7)), to w’'(d)=w,(d)+#0, gdyz zalozylimy, ze row-
nanie (7) nie ma pierwiastkéw wielokrotnych. Wynika stad, ze funkecja
w(x) przechodzgc przez punkt x=d albo maleje, albo rosnie. W przy-
padku pierwszym w'(x)=w,(x)<0 w otoczeniu punktu ax=d, nato-
miast w(x)>0 dla v<d i w(x)<0 dla 2>d. Zatem iloczyn w(z)w'(x)
zmienia znak przechodzge przez punkt z=d z ujemnego na dodatni.
W przypadku drugim jest w’(x)>0 w otoczeniu punktu x=d, natomiast
w(x)<0 dla 2<d i w(x)>0 dla >d. Zatem i w tym przypadku iloczyn
m(m)w'{m) zmienia znak przechodzgc przez punkt z=d z ujemnego na do-
datni. W ten sposéb stwierdzilismy, ze cigg (15) ma takze wlasnosé¢ 3°
i jest ciggiem Sturma.

PrRZYKEAD 1. Rozwigza¢ metodg Sturma z dokladnoscipg do 0,01
réwnanie

(16) 2'—52* 4 22—11=0.
Mamy

Wy (®)=a'— b’ + 20 —11, w, (@) =w,(x)=4a"—152*+ 2,
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: 1 b
Dzielge w,(x) przez w,(x) otrzymujemy iloraz AT i reszte
£ 10
75 3 83
——a x——.
16 i 2 8
Zatem
1 b 75 3 83
wy (@)= |— 2— — ] (42*—152* 2—( ——— ——)
A (4"” 16)( B T T
i stad
() (i n 83
Wy ()= —a"— — o+ —.
AT SO T T

Dzielae w, () przez w,(®) otrzymujemy analogicznie

64 5488) (75 3 83) (24832 60688)

w‘(m)=(‘75 Gty VT T i gt 1875 ©. 1875

24832m 60688
1875 1875 °

wy (@)=

Dzielge na koniec w,(x) przez w,(x) otrzymujemy

140625  463550625) (24832 60688\ 1337576875
w2(m)=(397312 Bl 616628224)(1875 m# 1875) 38539264
i stad
1337576875
W (@)= = e x30964

Poniewaz w ciggu Sturma interesuja nas tylko znaki poszezegélnych
wyrazow, wiee kazdy z wyrazow tego ciggn mozemy pomnozyé przez

dowolng liezbe dodatnig. Mnozge w,(x) przez 16, w,(x) przez 1122—5 1w, ()

7 B8059464 otrzymujemy nastepujacy cigg Sturma:
1337576875 Y UMY TASIEPUIRCy Clag ;

prze
wy (@)= — 5o’ +Sw—11,
w, (¢)=4a0° —16a° 4 2,

(17) wy (@) =T52" — 2424166,
wy (@) =15562x— 3793,

wy(z)=—1.
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Poniewaz
w, (@) #0, |
‘wiee réwnanie (16) nie ma pierwiastkow wielokrotnych. Jedli Z () ozna-
cza liczbe zmian znaku w ciggn Sturma (17) dla z=t, to na mocy
twierdzenia Sturma liczba N pierwiastkéw rzeczywistych réwnania (16)
jest rowna
N=Z(—oc0)—Z(-+c0).
Dla z—=-—occ mamy w ciggu (17) wyrazy
+ 00, —o0, |00, —oo, —1
i trzy zmiany znaku, wigee Z(—o0)=3
Dla =+ oco mamy
+ 00, 400, 400, + 00, —1
i jedng zmiane znaku, wiee Z(-+4oo)=1. Stad N=3 —1=2. Rdwnanie
(16) ma dwa '-pierwia.st.kl rzeczy wiste.
Dla =0 mamy w ciggu (17) wyrazy
—11, 4-2, +166, —3793, —1
i dwie zmiany znaku, wiee Z(0)=2. Na mocy twierdzenia Sturma liczba
pierwiastkow dodatnich jest réwna
Z(0)—Z(+o0)=1,
a liczba pierwiastkow niedodatnich réwna
Z(—o0)—Z(0)=1.
Podstawiajge coraz to nowe wartofei na @ w ciggu (17) i obserwujge
zmiany wartosei funkeji Z(2) mozemy coraz dokladniej okreflaé prze-
dzialy, w ktorych lezg pierwiastki réwnania (16). Rachunki wygodnie
jest ulozy¢ w tabelke, w ktorej piszemy tylko znaki wyrazéw ciggu
Sturma. Mamy

@ w,(x) ‘ w, (x) J Wy () i wy () w, () VA
-10 | e | ~ | +- | 3
— b -+ ~ | —_ - 3
2 -+ r - + ) - i — 3
— ] — | — A i) | A 2
—1,6 | (R o ] - 3
4.8 " = + | = = 3
1,2 Lt i i 2
~1,25 L 4 it 2
T ‘ [jo o ’ Fr = 2

Stlﬂ-d O~ — 1,29.



§ 41. Metoda Sturma i metody pokrewne 159

Mamy dalej
L wWo (@) W, (x0) wy (@) ; wy () i wy (@) ‘ Z (i)
10 + 4 2 L o 1
5 - 4 | - ‘ + — 2
6 + 4 | - 1
56 | + + + |+ — I
5,2 S A ir [ = v ‘ 1
5,1 13 | 7t = e = 1
5,05 b L e B = ‘ it oo il e
5,02 o S (N + + — ‘ 1

Stad w,~5,01.

Chociaz metodg Sturma mozna okregli¢c dokladnie liczbe pierwiast-
kow réwnania (5) zawartych w danym przedziale (a,b], to jednak rachunki
do tego potrzebne sg nieraz dlugie i mozolne.

W niektorych przypadkach mozna uprosci¢ postepowanie korzysta-
jac z twierdzenia Budana-Fouriera. Jezeli mianowicie funkeja f(x) wyste-
pujgea w réwnaniu (5) ma w przedziale [a,f] pochodne do n-tego
rzedu wlgeznie i jej n-ta pochodna f™(x) jest w calym tym przedziale
statego znaku i rézna od zera, to w miejsce ciggu Sturma (6) bierzemy
nastepujgey cigg pochodnych:

(18) ' f@), f(@)y vony f@(a).

Przeprowadzajac dla tego ciggu rozwazania analogieznie jak w dowo-
dzie twierdzenia Sturma dochodzimy wlasnie do nastepujacego twierdze-
nia Budana-Fouriera:

Jezeli V(t) oznacza liczbe zmian znaku w ciqgu (18) dla x=t, a N jest
liczbq pierwiastkéw réwnania (5) w przedziale a<w<b, gdzie a>a ib<f,
7 wwzglednieniem ich krotnosei, to

N=V(a)—V(b)—K,
gdzie K jest liczba parzyste nieujemna. :
Gdy V(a)—V(b)=0 albo V(a)—V(h)=1. to oczywidcie

N =V (a)—V(b)

i twierdzenie Budana-Fouriera pozwala dokladnie okresli¢ liezbe N.
Mogg jednak zachodzi¢ przypadki, gdy nawet dla dowolnie malego prze-
dzialu (a,b] liczba V (a)— V (b) jest r6zna od 0 i od 1. Wtedy nie mozemy
z pomocqy twierdzenia Budana-Fouriera rozstrzygngé, czy i ile pierwiast-
k6w réwnania (5) zawiera si¢ w tym przedziale, bo nie znamy liczby K.
W takich przypadkach trzeba si¢ uciec do innych metod, np. mozna
zastosowaé metode Sturma. )
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PRZYKLAD 2. Zastosujemy twierdzenie Budana-Fouriera do rozwig-
zania rownania (16). Ciagg (18) ma dla tego réwnania postaé
f(®)=a*—52*+22—11,

f ()=4a*— 1622 +2,

(19) 1 (®)=122—30,
" (x)=242—30,
O (v)=24.
Dla = —oc otrzymujemy w tym ciggu

+ 00, —00, 400, —o0, +24
i stgd V(—oo)=4.

Dla = +oco otrzymujemy
-+ 00, 400, 400, 00, 24
i V(-}-o§)=0. Zatem liczba N pierwiastkéw réwnania (16) jest
N=4—0—K,

gdzie K jest liczby parzysta nieujemng, a stad réwnanie (16) moze mied
4 lub 2 pierwiastki rzeczywiste albo nie mieé ich weale.
Dla =0 otrzymujemy z (19)

—11, +2, 0, —80, +24

i stad V(0)=3. Zatem réwnanie (16) ma V(—oo)—V (0)=1 pierwiastek
niedodatni, a tym samym 3 lub 1 pierwiastek dodatni. Podstawiajge
w (19) coraz to nowe wartosei na @ dochodzimy — analogicznie jak w przy-
padku stosowania metody Sturma w przykladzie 1 — do wniosku, ze
. jeden z pierwiastkéw rownania (16) lezy w przedziale (—1,30, —1,28],
a drugi w przedziale (5,00, 5,02]. Mamy stad z dokladnoseia do 0,01:
oy~ —1,29 i @,~5,01. Poniewaz jednak V(5)=1 i V(0)—V(5)=2, nie
wiemy, czy w przedziale (0,50] nie lezg jeszcze dwa pierwiastki rzeczywiste.
Podstawiajge w (19) 2=1 obliczamy, ze V(1)=1« W takim razie w prze-
dziale (1,5] na pewno pierwiastkéw nie ma, natomiast dla przedzialu (0,1]
twierdzenie Budana-Fouriera w dalszym ciggu nie daje nam odpowiedzi.
Dalsze zwezanie przedzialu jest tu bezcelowe, nalezy uciec sie do innych
metod. W danym przypadku mozna bardzo latwo ro strzygnaé, czy w prze-
dziale 0,1] sy jeszcze pierwiastki réwnania (16), czy nie. Zauwazamy
mianowicie, ze dla 0<a<1 jest o*— 52’4+ 20<11, a wige f(x)<0 i w tym
przedziale pierwiastkéw by¢ nie moze.
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Z twierdzenia Budana-Fouriera wynika jako przypadek szezegdlny
nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE DESCARTES’A. Jeieli N jest liczha pierwiasthow do-
datnich (z wwzglednieniem ich krotnodei) réwnania algebraicznego

(20) [(@)= 0,0"+ 8y 0" 4.+ 3g—0 (2, #0),
a L oznacza liczbe zmian znaku w ciggu wspolezynnikow
(21) a,,? Ap_1y «vvy Gy,
to

N=L—K,

gdzie K jest pewna liczbq parzystq nieujemng.

Istotnie, wszystkie wyrazy f®(+4o0) (k=0,1,...,n) w ciggu (18)
dla = +4oco majg ten sam znak co wspélezynnik a,, zatem ¥V (+4-oco)=0.
Natomiast dla =0 wyraz f*(0) ma taki znak, jak wspélezynnik a,
(jezeli a;,= 0, to réwniez f*(0)= 0), zatem V (0)=L, skad V (0)—V (+o0)=
=L i na mocy twierdzenia Budana-Fouriera N =L—K, c.b.d.d.

Za pomocy twierdzenia Descartes’a mozna réwniez oszacowaé liczbe
pierwiastkow ujemnych réwnania (20), poniewaz — jak latwo zauwazyé —
jest ona réwna liczbie pierwiastkéw dodatnich réwnania

Oy (—@)" +Gp_y(—@)" ' ... 40, (—@) +-a,=0.

Na przyklad dla réwnania (16) mamy nastepujgey cigg wspélezyn-
nikow (21):
+1, —5, 42, —11.

W ciggu tym sg trzy zmiany znaku, zatem na mocy twierdzenia Descar-
tes’a rdwnanie (16) ma 1 Iub 3 pierwiastki dodatnie. Podstawiajac w (16)
—x W miejsce @ otrzymujemy réwnanie

(22) a4 5a* — 22—11=0,
dla ktérego mamy nastepujacy cigg wspdlezynnikéw
B M e i

W ciggu tym jest tylko jedna zmiana znaku, zatem na mocy twierdzenia
Descartes’a réwnanie (22) ma 1 pierwiastek dodatni. Wynika stad, ze
rownanie (16) ma jeden pierwiastek ujemny.

OpisaliSmy tylko niektore z najbardziej znanych metod ustalania
liczby pierwiastkéw rownania (5) lezgeych w okreslonym przedziale
(a,f]. Metodami tymi poslugujemy sie zazwyczaj jedynie dla ustalenia
takich przedzialow (a,,b,], (ay,b,],..., o ktérych wiedzielibySmy, ze
kazdy zawiera dokladnie jeden z pierwiastkéw danego réwnania. Z chwilg
ustalenia takich przedzialow szybeicj na ogél dochodzimy do doklad-

Metody numeryczne i graficzane — 11
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niejszych przyblizenn szukanych pierwiastkéw stosujac jedna z metod,
ktorym beda poswigcone nastepne paragrafy, anizeli stosujae metody
opisane w paragrafie niniejszym.

§ 42. Regula falsi. Dane jest réwnanie
(23) f(2)=0,

gdzie funkeja f(a) jest w przedziale [a,b] ciggla i albo $cifle rosngca,
albo scisle malejaca. Zakladamy ponadto, ze liczby f(a) i f(b) s§ przeciw-
nego znaku, tzn.

(24) f(a)f(b)<0.

Z tych zalozen wynika, ze réwnanie (23) ma w przedziale (a,b) doklad-
nie jeden pierwiastek & Podamy nastepujacg prostg metode obliczenia
wartosei przyblizonej x, tego pierwiastka: za @, przyjmujemy punkt
dzielgey przedzial (a,b) w stosunku [f(a)|:|f(d)|, ezyli na moey (24) w sto-
sunku —f(a):f(b). Wartos¢ z; jest zatem wspélrzedng punktu przeciecia
siecznej przechodzgcej przez punkty (a,f(a)),(b,f(b)) z osig @ (rys. 7).

Mamy zatem

y
Dy iy f_(a_)
b—m  f(B)’

skad '

oy ity LIAEES ) v s (Bma)ile) R« SRR
f(b)—f(a) f(b)—f(a) e

Powyzszy sposéb obliczania nowego przyblizenia @, szukanego pierwiastka
&, gdy znane sy jego przyblizenia a i b, nosi nazwe regula falsi albo
metody siecznej. Tg metodg mozna nastepujaeo otrzymad cigg przyblizen
@)@y y... Jezeli f(x;)=0, to oczywiscie #;=¢ 1 zadanie jest wykonane.
Zalozmy zatem, ze f(w))+0. Jezeli f(a,)f(a)<0, to obliczamy przybli-
zenie x, stosujge wzor (25) do przedziatlu [a,x,], tzn.

L sl@d=eiia) g (08

Yo f@)—=fle) " fl@)—f(a)
Jezeli f(x,)f(a)>0, to wtedy f(x,)f(b)<0 i obliczamy x, stosujac wzér
(25) do przedzialu [x,,b], tzn.

L af0)—bf@) _ (@—b)f(@)

Tl —f @) T @) —1(b)

Przyblizenia @;,x,,... obliczamy analogicznie.
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Jezeli w ciggu @,a,,... istnieje taki wyraz a;, ze f(x.)=0, to oczy-
wiscie @, =¢& 1 zadanie jest wykonane. Wykazemy, ze jeieli f(x;)#40 dla
t=1,2,..., to ciqg przyblizen w,,a,,... jest zbieiny do pierwiastka &.

Niech D,,D,,D,,... bedg kolejnymi przedzialami domknietymi,
do ktorych stosujemy regula falsi, aby obliczyé @,,x,,2,,... Jest zatem

Di=[a,b], D;=[a,x,] +albo D,=[w,,b] itd.
Kazdy przedzial D, (k=2,3,...) jést zawarty w D,_,, co zapisujemy
nastepujaco:
D; DDy DDy ...

Cigg D,,D,,D,,... jest wiec ciggiem zstepujacym przedzialéw domknie-
tych.
Niech d,,d,,d;,... bedg dlugosciami przedzialow D,,D,,D;,...,
tzn.
dy=b—a, dy=2;,—a albo dy=b—a, itd.

Jest oczywiscie
dy>dy>dy>... >0,

wiee eiqg d,,d,,d,,... jest zbiezny, jako monotoniczny i ograniczony?).
Jezeli
(26) : lim d,=0,
n—+o0
to istnieje dokladnie jeden punkt z=% wspdlny wszystkim przedzialom
Dy, D,,Dy,... 2. Poniewaz punkt z=E¢, gdzie & jest pierwiastkiem réwna-
nia (23), lezy wewngtrz kazdego z przedzialéw D,,D,,D,,..., wiec jest

F=1%.
Poniewaz dalej kazda liczba @, (k=1,2,...) jest jednym z krancéw prze-
dzialu D, ,, wiee
| — & <y .y
i na moey wzoru (26)

lim |z, — & =0,
=00

czyli

limas, =§&,
N—+00

co bylo do dowiedzenia.

1) Patrz np. F. Leja, Rachunek rééniczkowy i calkowy, Warszawa 1954, str. 90,
%) Ibidem, str. 90.

11+
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Jezeli jednak

limd, =a =0,
n—o0
to
.
(27) T

N—00 d‘lﬂ,
i do kazdej liczby ¢, takiej ze 0<¢<1, mozna dobra¢ taka liczbe N, ze
d,

n41

a, 7

dla n>>N. W szczegélnosei na przyklad

dpyy 1

2
(28) d, 2

dla n>N,, gdzie N, jest odpowiednio dobrang liczbag. Wynika juz stad
ze liezby f(@y 1), f(#; 0),... dla k>N, bedg mialy jednakowe znaki. Niech
mianowicie a; i by beda kranecami przedzialu Dy, tzn. D,=[a;,b.], i niech
na przyklad

If (@)l < (b))l
Stosujac do przedzialu D, regula falsi otrzymujemy takie x,,,, ze
By — G <bp— @
i na mocy (28) musi byé
Dk+1=[mk+lsbk]s

a zatem f(w;,,) musi mie¢ znak przeciwny niz f(b,), czyli ten sam co f(a;),
i ponadto z uwagi na monotonicznosé funkeji f(w)

(@ )| <IF (@) | <[ (B)]-
Zatem nastepne przybliZzenie z,,, bedzie takie, Ze
B2 — L1 < bp— Lpe 2
i na mocy (28) musi byé
'Dk+2=[xk+2:bk]°
Rozumujge dalej analogicznie dochodzimy do wniosku, Ze
-Dn=[mu}bk]
dla n>k>N,. Stad na moecy (25)
- flae)

Dnir "8 T
b.— Ty 41 f(by) ;
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czyli
1 fnst
A=y AR 1,
Y R T -
d,
Z uwagi na (27) mamy stad
(29) lim f(wz,)=0

Z drugiej strony cigg

Lpq1y Tpyay ooe
jest rosngey i ograniczony, wiec jest zbiezny. Niech
(30) limz, =7.

n—roC
Poniewaz funkcja f(x) jest ciagla z zalozenia, wiee ze wzoréw (29) i (30)
wynika
limf(2,)=f(z)=0

n—o0
Zatem 7 jest pierwiastkiem réwnania (23). Poniewaz to réwnanie moze
mie¢ tylko jeden pierwiastek &, wiee

z=¢

i tym samym na moey (30)
lima,=§,
N—00

co bylo do dowiedzenia.

W przypadku |f(a;)|>|f(b;)| dow6d przebiega analogicznie. W przy-
padku |f(a)|=|f(b;)| otrzymalibysmy d, ,= d,/2, co przeczy zalozeniu
(28)1).

Pozostaje sprawa oszacowania bledéw otrzymywanych przybli-
ZeN &y ,&,,... Jezeli — jak poprzednio —

D, =[a,,b,], n=1,2,3,...
to mamy

(31) |.’.'G“-—E|§b“— a,,

Jest to ogdlne, ale najezesciej bardzo niedokladne oszacowanie.

Yy Dowdd powyzszy mozna tak zmodyfikowaé, aby nie korzystaé z monoto-
nieznodei funkeji. Wtedy liczba @ dana wzorem (30) bedzie nadal pierwiastkiem réw-
nania (23), ale réwnanie to moze mieé w przedziale (a,b) wigeej pierwiastkéw. Mozna
ponadto zaloZenie cigglodei zastapié zalozeniem ograniczonosei funkeji f(x) w prze-
dziale [a,b]. Wtedy bedzie réwniez istniala granica lima, =7, alo @ moZe juz nie byé
pierwiastkiem réwnania (23). iziard
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Jezeli funkeja f(#) ma w przedziale [a,,b,] pochodng f'(x) takg, ze
If ()| >K>0, K=const,
to na mocy twierdzenia o wartodei fredniej istnieje taki punkt &, Ze
a,<t<b, i
f(mn) — f’ (E) (mn_ E)
i mamy
If (@)

Z tego — na ogdél bardzo dobrego — oszacowania mozemy korzystaé
przy wszelkich metodach przyblizonych rozwigzywania réwnania f(z)= 0.

PrzYKEAD 3. Rozwigzaé¢ réwnanie
(33) 2 —20—5=0
z dokladnogcig do 0,000001.

Niech

fl@)=a*—20—5.
Zanwazmy, ze
f2)=—1, f(3)=16.

Zatem w przedziale (2,3) lezy co najmniej jeden pierwiastek danego row-
nania. Poniewaz ' ()= 32"—2>0 dla 2<2<3, wiec funkeja f(a) jest scisle
rosngea w tym przedziale. Stosujac zatem do réwnania (33) regula falsi
dla przedzialu [2,3] otrzymujemy cigg przyblizen zbiezny do pierwiastka
&, zawartego w tym przedziale.

Stosujac wzor (256) do przedzialu [2,3] otrzymujemy

14(=1)

== i e
i [

2,06.

Obliczamy, ze
1(2,06)~ —0,378.
Zamiast stosowaé teraz requla falsi do przedziatlu [2,06,3] obliczamy, ze
£(2,10)= 0,061
i stosujemy regula falsi do przedzialu [2,06, 2,10]. Mamy w ten sposdb
nadal zapewniony zbieznosé ciggu otrzymywanych przyblizen, ale szyb-
kosé zblizania sie do szukanego pierwiastka bedzie wieksza.
Stosujae zatem regula falsi do przedzialu [2,06, 2,10] otrzymujemy
0,04(—0,378)

qaegigpia S Ric)
B= 400 0,061—(—0,378)

~2,0944
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i obliczamy, ze
f(2,0944)~ —0,00169, f(2,0950)~0,00501.

Stosujac jeszeze raz wzoér (25) otrzymujemy
0,0006 (—0,00169)

0y =2,0944 —
T 0,00501 — (—0,00169)

~ 2,094551.

Oszacujemy blad tego przyblizenia za pomocg wzoru (32). Mamy
f ()=32"—2.
Dla przedzialu [2,0944, 2,0950] jest

If’ (z)| >3-2,0944* —2>11,1.
Zatem

| (25)]
i ki
co juz wypelia warunki zadania.
Oszacowanie na podstawie wzoru (31) daloby jedynie
|@y—&,|<<0,0006
i musielibydmy niepotrzebnie rachowaé dalej.

Pozostale pierwiastki réwnania (33) znajdziemy rozwigzujge row-
nanie kwadratowe

[y —&| <

<0,00000051,

o+ pa+q=0,
gdzie
o*—2x—5
o+ po+4 g= ——.
+ pe+q o—¢,
Wykonujge to dzielenie dochodzimy do réwnania
1 1

z*+2,09524-2,387=0,

ktore pierwiastkOw rzeczywistyeh nie posiada. Wspolezynniki w tym réw-
naniu 8§ przyblizone, ale zmiana ich wartosei w granicach oszacowanego
btedu nie moze spowodowaé¢ zmiany znaku wyréznika.

Roéwnanie (33) ma zatem tylko jeden pierwiastek rzeczywisty, ktérego
wartosé przyblizona jest

2,094551--0,00000051.

§ 43. Metoda Eulera. Dane jest réwnanie

(34) f(@)=0.

Niech to réwnanie ma w danym przedziale [a,b] dokladnie jeden pier-
wiastek &, ktérego wartos¢ przyblizong @, znamy (a<<x,<b). O funkeji f(r)
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zakladamy, ze ma w przedziale [a,b] ciagle pochodne do rzedu n (n>1)
wlgeznie i ze w przedziale [a,b] jest [’ (#) 0. Zatem f’(z) nie zmienia zna-
ku, funkeja f(x) jest monotoniczna i ma funkecje odwrotng

(35) 2=g(y).

Funkeje z=g(y) rozwijamy wedlug wzoru Taylora w otoczeniu punktu
Yo=F(,)
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gdzie n jest pewng liczbg zawarta miedzy ¥y i v,.
Podstawiajage w (36) y=0 otrzymujemy a=§ i

g1y il gL 0y B g L

gdzie n lezy miedzy 0 i y,.
Pochodne funkeji g(y) daja sie wyrazi¢ przez pochodne funkeji f(z).
Wprowadzajae symbole yo=f'(2), ¥, =/"(2;), ... mamy
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Mozna wykazaé¢ (dow6éd pomijamy), ze ogdlnie

P
g® (o) =(—1)*" ‘,J;,:I,

gdzie P, jest wyrazeniem dajacym sie¢ obliczaé rekurencyjnie ze wzoru
Pi=1, Pp,=(2k—1)yPr—y, (Pp).

Poniewaz ponadto g(y,)=x,, wiee wzbr (37) mozna napisaé w postaci
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gdzie R, (—1)“&(—1}) Yoy CzZyll

M
(39) B <= 3,

a M,=max|g®(y)|.
a<z<b
Metoda FEulera polega mna obliczaniu przyblizonej wartodei pier-
wiastka & ze wzoru (38), w ktorym pomija sie reszte R,. Blad tego przy-
blizenia mozna szacowaé ze wzoru (39) albo (32).
Ze wzoru (38) najwygodniej korzystaé¢ obliczajge nasamprzéd liczby

k) ’
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(40) ck—-——%, (k=0,2,3,...).
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Mozna go wtedy napisa¢ nastepujaco:
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(41) E=my—Co— — ,0— 6 (363 — ¢€3) ¢y — o4 (15 63 —10¢y05+ €;) o —
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— 1260¢3¢;+-210¢3¢, +280¢,63 —21¢,¢5— 35650, +66) €5 —. . .+ R,, .

PrzYKEAD 4. Rozwigzemy zadanie z przykladu 3 stosujge wzér
Eulera. '
Jak w przykladzie 3 zauwazamy, ze
f@)=—1, f(3)=16.
Poniewaz
f' (@) =32*—2,
a w przedziale [2,3] jest
8a*—2>3-22—2>0,
wige funkeja f(x) jest w przedziale [2,3] rosngca, ma pochodne dowolnego
rzedu, funkcje odwrotng (35) i dokladnie jeden pierwiastek, dla ktorego
mamy przyblizenie x,=2.
Obliczamy kolejno :
f@)=32"—2, f'(@@)=6z, f"(@)=6, [¥(2)=f"(2)=...=0.
Mamy zatem
Y»=f2)=-1, 5=/(2)=10, y'=f'(@2)=12, y'=f"(2)=6,
W=yP=...=0,
a nastepnie ze wzoru (40)

e=—01, ‘e=1.3., "6=08, g=6=..=0.
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Podstawiajge te liczby do wzoru (41), w ktérym uwzgledniamy tylko wy-
razy Edo szOste] potegi ¢, wlacznie, otrzymujemy

EA240,1—0,006-+0,00062 —0,000078 -+0,0000108—0,0000016 =2,0945512.

Blad otrzymanego przyblizenia mozna szacowaé¢ wedlug wzoru (39)
albo (32). Wygodniejszy jest wzor (32).
Mamy w przedziale [2,3]

If’ (x)| =|3a4* —2| >3 - 2*—2=10.

1
Ponadto x,=2,0945512 i f(z,)=—0,00000314. Zatem ze wzoru (39)

|, — &| < 0,00000032 < 0,000001.

Blad uzyskanego przyblizenia spelnia zatem warunki zadania.
Dyskusje istnienia innych pierwiastkéw przeprowadzamy tak samo
jak w przykladzie 3.
§ 44. Metoda Newtona. Jezeli we wzorze Eulera (38) przyjmiemy
n=2, a zamiast symboli w,,%,,Y;,R, uzyjemy symboli x,,,f(x,),f (@.),
By, to wzér ten przyjmie postaé

j(a’.m)
(42) §=p— F@) + Bpi1y
gdzie

4 6) (;f(fﬁm"J)2
43 B = sl ) [
(43) me 2 (&) \F(§)

a & jest pewna liczbg zawartq miedzy pierwiastkiem & a jego przyblizeniem
@,,. Jezeli we wzorze (42) opuscié¢ reszte B,, ,, to zamiast pierwiastka
¢ ofrzymamy jego nowe przyblizenie @, ,:

} (@)

(44) D1 =Bm = Gy

z dokladnofcig okre§long wzorem (43).
Rozpoezynajge rachunek od danego przyblizenia z, mozemy ze wzo-
ru (44), dla m=0,1,2,..., oblicza¢ coraz to nowe przyblizenia

(45) : @y Lyy Tyy ous

Ten sposéb postepowania nosi nazwe metody kolejnych przyblizen
Newtona. Ciggowi (45) odpowiada cigg bledéow B,,B,,By,..., okreslonych
wzorem (43) .Ze wzoréw (42) i (44) otrzymujemy

(46) Bm-*-lzé—mm-g-l'



