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§ 36. Aproksymacja wielomianami ortogonalnymi. Jezeli cigg funk -
cyj @ol@),p,(2),p,(2),... tworzy uklad ortogonalny w pewnym przedziale
[a,p] z waga p(z), to kazda funkeje postaci

(46) f (@) =copo (@) +¢,01 () 1. . . ¢, pn(2)

nazywaé bedziemy wielomianem ortogonalnym w tym przedziale.
Jezeli F(x) jest funkeja calkowalng wraz z kwadratem w przedziale

B g

[a,B] (mlki [ P(z)dei [ [F(x)]de moga byé niewlm’s('-iwe) i cheemy ja
a a

w tym przedziale aproksymowaé¢ wielomianem ortogonalnym (46), to

wygodnie jest zmodyfikowa¢ metode najmniejszych kwadratéw. Dobie-

ramy mianowicie wspolezynniki ¢y,¢,,...,¢, wielomianu ortogonalnego

(46) tak, aby funkeja

B
(47) W{GQ,C“...,G“): l p(m)[l‘ﬂt"")_ f’u‘!’o{m)_equ’l(x)—”"'_'Cu?’ﬂ(m)]gdm

a

osiggala minimum. Musi wiec byé 0¥ /de,= 0¥ |0¢,= ...= 0¥ [de, =0, czyli

(
| @)@ (@) [F () = ey (@) — €10 (2) — ... — €u, (2) 1 d2= 0,

‘,6 .
[ 2(@)g1 (@) [F (@) — 0 (@) — €13 (2) — ...~ e (@) ] dw=0,

(48)

8
[ 2 (@)ga (@) [F (@) — apo(@)— 10 (2)— .. — 6,70 (@) ] d=0.

1

Poniewaz funkeje ¢,(2),¢,(2),...,p,(x) nalezg do ukladu ortogonal-
p
nego z waga p(x), wiee fp(;r)qa,(::;)qok(m)dw:(} dla j==k i rownania

a
(48) mozna napisa¢ w postaci

a 8

| p@)go(@) F (@) dx — e [ p(@) (@) do=0,
ﬂf’ n‘.’

| p@pi @) F(@)de — ¢, [ p()[g(2)] dw=0,

ooooooooooooooooooooooooo

P fi
[ p@)gu(@) F(@)dz— e, [ p(@)[g, ()] do=0.

o
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Oznaczajac
[
(49) Jp(m)[@i(m)]zdmzﬂ.f (1=0,1,...,n),
mamy :
1 a
o=y [ POm@PEw,
0
1
o= [ r@n@r@a,
(50)
: :
=7 fmw)q:n(muﬂ(m)dw.

To, ze funkeja (47) istotnie osigga minimum, gdy sg spelnione row-
nosei (50), widaé od razu, gdy pr?edst-awimv ja w postaci

Y (005 01y~ +y08) = fp(w)[mrn“dw—o Zc J p(@)gi(@) F(@)do + 3 Aot =

1=l

‘!’l

A _ : 1 %
= ' p(@)[F(x))2ds — ___J ) I:J p (@) p; (@) F(T)d'fs] L

=l i a
n 1 f :
Ry z.r[cf e p(m)qa-(.-nu«’(w)dw] ,
i=0 A ;

ktorg otrzymujemy korzystajac z ortogonalnosei funkeyj ¢o(z),¢, (2),.. .,
@u(®) 1 wzoréw (49).
Widzimy réwniez, Ze jezeli sa spelnione réwnodei (50), to

[ n
(51) P (castrye o stn) = [ p(@) [F(@) Pdr — 3 .

Wspoélezynniki ¢,,¢,,...,¢, okredlone wzorami (50) nazywamy wspol-
czynnikami Fouriera funkeji F(x).

Ogélna dyskusja bledu aproksymaecji funkeji F(z) wielomianem
ortogonalnym (46) nie jest latwa. Dla oceny dobroci aproksymacji wpro-
wadzimy tu jedynie blad fredni, podobnie jak dla wszystkich metod
aproksymacyjnych opartych na metodzie najmniejszych kwadrat6w.

Blad sredni M, aproksymacji funkeji F(fc) wielomianem ortogonal-
nym (46) okreflimy wzorem

M:z ‘E- 1
[p(@)de

¥ (CysC1---3Cn)-
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Jezeli ¢y,¢,,...,¢, 82 wspélezynnikami Fouriera funkeji F(x), to z (51)

B
(62) Mi=- 1 (_lﬁ p(@)[F () dx — hyet — M6} — ... — Aﬂcf,).
[p(@)dx\s

Uklad ortogonalny ¢,(@),9,(®),p,(®),... nazywamy zupelnym, je-
zeli dla kazdej funkeji /' (z) ciaglej w przedziale [a,f] jest

(53) lim M, = 0.
N—r00

Mozna dowiesé (dowdéd pomijamy?)), ze uklady (39) i (45) sa zupelne.
Ze wzorow (50) wynika, ze wspoélezynniki wielomianu ortogonalnego
aproksymujacego funkceje F(x) w przedziale [«,f] s niezalezne od stopnia
n tego wielomianu. Jest to bardzo cenna wlasciwosé melonuanéw ortogo-
nalnych, gdyz w przypadku, gdy wielomian

f(@)=eypo (@) + 1y (@) +.. .+ g (@)
aproksymuje dang funkeje F(x) z za malg dokladnodcig, a cheemy osigg-
ngé zgdang dokladnodé aproksymujac funkeje F(x) wielomianem wyzszego
stopnia )
[* (@) =2,¢o (@) + 610, (@) ...+ CrPm (@)  (M>E),

10 6= Cy,¢,= C1y...,0.= ¢ 1 wystarcza za pomocqg wzoréw (50) obliczyé
jedynie brakujace wspolezynniki & ,,8.,4,...,6,, aby wielomian f*(x)
byl znany. Podobnie, obliczajac blad fredni aproksymacji wzorem (52)
nie trzeba rachunkéw rozpocezynaé od nowa, a tylko wprowadzié¢ dodatkowo
brakujace wyrazy.

PrzYKLAD 11. Rozwigzmy zadanie z przykladu 10 postugujae sie
wielomianami Legendre’a.

Poniewaz dang funkeje y=F(x)=sinz mamy aproksymowac¢ w prze-
dziale [0,7/2], a uklad wielomianéw Legendre’a jest ortogonalny w prze-
dziale [—1,4-1], wiee wprowadzamy nowq zmienng

1
(b4) U= —a—1,
7T

ktorej wartosci lezg w przedziale [ —1 +1], gdy wartosei @ bierzemy
z przedzialu [0,7/2]. Mamy wtedy

7 : . m(u+1
T O i e
4 4
1) Dowdd podany jest w ksiazee St. Kaczmarz, H. Steinhaus, Theorie der
Orthogonalreihen, Monografie Matematyczne t. VI, Warszawa-Lwdéw 1935, str. 106
i 119,
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Bedziemy aproksymowaé¢ funkeje

(65) G(ﬂ):siun—“{'}l—)
wielomianem _
(56) g(u)= ¢y Py (u)+ e, Py (u)+ € Py (u) + e3Py (u)+ 0y Py (u),

gdzie P,(u),P,(u),P,(u),Py(u),P,(u) s wielomianami Legendre’a, okreslo-
nymi wzorami (44).
Na podstawie wzorow (50) i (44) mamy

A :rz(u-l—l) 2
2 f =2,
+1

3 n(u+1) 24 6
6= ? 3:2 :x’
Sn :t(u-}-l) 480" 120 =10
— u — — —_— _i- _._.T _’
f 2 4 7T 7 7T
3 . w(u+t1) . 13440 3360 336 14
—")m . Rt ey Tt e st i i

2 4 7 7T 7T 7

(= -9 ﬁou e w4 2 sin Mdu—
L 8 1 8 | IR

=5

483840 120960 12060 720 18
+ Tt

o at a’ ALt
A zatem
(57) (s 2 (24 6 ) . (480 120 10) ( 3 ul 1 )
g\ = 7 + T 0w 7 x ‘=m/\2 2
( 13440 3360 336 14) ( 5__ " 3 u) iy
e BT e | TR
( 483840 120960 12960 720 18) (35 ub 15 ? 3 )
i U (IR B 8 R

A oto wartodei przyblizone wspélezynnikow ¢, ¢,,6,,¢65,¢6;:

0,~0,636619772367,  ¢,~0,52184909031, ¢~ —0,1390956290,
ey~ —0,022066510,  ¢,~0,00249144,
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Obliczymy blad fredni M aproksymacji na podstawie wzoru (52).

Mamy
+1

1
f sin® ﬂi:-—) du=1,

=1

a na podstawie (49) i (42)

h=2, MLh=2[3, ML=2[5, A=2[T1, A1=2/9,
skad
¢ Ay~ 0,8105694691
¢ A~ 0,1815509820
¢y~ 0,0077390376
€343~ 0,0001391231
€324~ 0,0000013794

Suma ~0,9999999912

g +1
Poniewaz [ p(z)de= [ de=2, wiec
a -1

1
M~ 0 (1—0,9999999912)= 0,0000000044 , M~ 0,00007 .

§ 37. Szereg Fouriera. Szereg

CPo (@) + ¢, @1 (®) + oo (@) +-. . .,

gdzie funkcje ¢, (@),¢, (@),p.(x),... tworzag uklad ortogonalny, a ¢;,c¢,,...
89 stalymi wspolezynnikami, nosi nazwe szeregu ortogonalnego. Szczeg6l-
nym przypadkiem szeregu ortogonalnego jest szereg trygonometrycany

(H8) 30 -+ a, cosz-+ b, sinz-} a, cos2x+ b, sin2x ...+

+ a,, cosnaw-+ b, sinne-+-...
Jefli dla n=0,1,2,... jest

2n 2n

1 1
(59) U= f F(x) cosnaxde, b,= = f I (2) sinnazde,
7T

gdzie F(z) jest pewna dang funkejp calkowalng w przedziale [0,2z],

to szereg (H8) nazywamy wtedy szeregiem Fouriera funkeji B (x).
Szereg Fouriera nie zawsze jest zbiezny, a jezeli nawet jest zbiezny,

to nie znaczy to jeszcze, ze_ jest zbiezny do funkeji F(x). Mozna podaé
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rézne warunki dla funkeji F (), aby jej szereg Fouriera byl do niej zbiezny,
Podamy tu bez dowodu?) tzw. warunki Dirichleta:

Jezeli

1° przedzial [0,2x] daje si¢ podzieli¢c na skonezona liezbe czesci, w kito-
rych dana funkeja F(zx) jest monotoniczna,

2° funkeja F(w) ma co najwyiej skonczonq liezbe punktow nieciqglosci
w przedziale [0,2x],

3% w kazdym punkeie nieciqglosci & jest

P)=, (Hm (@) + lim 7 (o),

4° F(0)=F(27n)= — (hm F (@) 4 lim F (),
-0+ T—+2n—
to dla kazdego w=w, z przedziatu [0,2xz] szereq Fouriera funkeji F(x) jest
zbieény do F(x,).

Jezeli szereg Fouriera funkcji F (x) jest zbiezny do funkeji F(2) w calym
przedziale [0,2x], a funkeja ta jest okresowa o okresie 2z, tzn. dla kazdego
o jest

F(x42x)=F(2),

to oczywiscie szereg ten jest zbiezny do funkeji F(x) w calym przedziale
(—oo,+o0), gdyz wszystkie funkeje ukladu ortogonalnego 1, cosx, sinz,
cos2x, sin2x,... sa okresowe o okresie 2x. Z tego wzgledu funkecje okre-
sowe wygodnie jest rozwija¢ w szeregi Fouriera. Gdy okres funkeji # (o)
nie jest rowny 2z, lecz np. o, dokonujemy zamiany zmiennej za pomocg
WZOoTu

[v1
o= = £ .
27

Wtedy funkeja
0 -
G(Z)=F\—=%
(%) (2:‘ x)
jest juz funkejg okresowy o okresie 2.
W szereg Fouriera rozwijamy réwniez czesto w przedziale [0,2z]

funkeje nie bedgce okresowymi.
Suma czesciowa

4 .
(60) 8, = ; + a, cos@+ b, sin@+...+a, cosne+ b, sinnw

!) Dowéd mozna znalezé np. w ksiazee: I M. ®uxrenroaniu, Kype dudi-
Pepenyuasvnoeo uw unwmeepaastiozo uenucaenus, tom III, Mocksa 1949, str. 529.
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szeregu Fouriera funkeji #(x) jest oczywiscie przyblizeniem tej funkeji,
jakie si¢ uzyskuje metodg najmniejszych kwadratéow, gdyz wzory (59)
sa szezegolnym przypadkiem wzorow (50). >
Szereg Fouriera funkejisF (z) ciaglej w przedziale [0,2x] nie zawsze
jest zbiezny w sensie zwyklym do funkeji F (), ale dla jego sum ezescio-
wych zawsze zachodzi wzoér (53). Wynika to z zupelnosei ukladu ortogo-
nalnego funkeyj 1, cosax, sina, cos2x, sin2z,..., o ¢zym juz byla mowa
w poprzednim paragrafie. Moéwimy wtedy, ze szereg Fouriera tej funkeji
jest do niej srednio zbieiny.
PrzvirAp 12. Funkeje
¢ da z=-—1,
—1 dla —l<z<0,
y=F(o)= 0 dla «=0,
| 1= 5 dlan 0Tl
I One—dlas «—l
rozwing¢ w szereg Fouriera w przedziale [ —1,+41].
Dokonujemy zamiany zmiennej

I'unkeja

ARG N R i)
. —1 dla  O<z<m,
r;(;s-)zﬁ‘(‘r —1)= 0 da F—n,
i 1 dla =#<z<n,
0 dla 7T=2x%

spelnia warunki Dirichleta, zatem jej szereg Fouriera jest do niej zbiezny.
Obliczamy wspoélezynniki tego szeregu ze wzoréw (5H9)

2n n

1 y il {37l
@, = f G (%) cosnidi—= — f cosnirdz — f cosnzdr—=0
T T 7T
(1} m (1]

dla n=0,1,2,...,

on

1
b, = - f(#(.?) sinnxdr =
T

a 0 dla = parzystych,

an
1 MRS, B TTYY A
= sinna dr — Sinm: :
70 F1a — dla = nieparzystych.
n 0

%
I
o
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Mamy stad nastepujace rozwiniecie funkeji G/(z) w szereg Fouriera w prze-
dziale [0,2x]:

4 1 4 4
G(F)=—-—sinZ¥— —sin3z7— —sindz— — sin7z— ...,
7T 37 il 4 T

a wiec nastepujace rozwiniecie funkeji F(x) w szereg Fouriera w prze-
dziale [—1,+1]:

(61) F(x)=0G[n(c+1l)]=— —sinz(z+1)— ; sin 3z (x-+1)—
by 4

o

| = & | W=

4
— —sinbx(x+1)— _ sinTz(z41)—...
1 Tm

=1

Niech

m

4
I = — SRR i — 1) (e 1
Ep@)== Yo sin(2i—T)a(a-+1)

Na rys. b podano wykresy funkeji y=F(2),F,(z),F,s(x), (@), F (o).

Flz), — 5 (@)

§ 38. Analiza harmoniezna. Zdarza sie czesto, ze funkeja F(z),
ktérag cheemy aproksymowaé¢ wielomianem trygonometrycznym

(62)  f(@)=ay+a, cosw-Fb, sinw+a, cos2z -+

+by8in2w+- ... +a, cosne-b,sinnw,

nie jest ,nam znana, wiemy jednak, ze w punktach ©o,@, ...,
(m=>2n-+41) przybiera wartosci ¥y, ¥y, .y ¥m_r. Wspolezynniki a,a,,
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bysoooyyyb, wielomianu (62) mozna wtedy znalezé metoda najmniej-
szych kwadratow. Zadamy mianowicie, aby funkeja
(63)  Plag,ayy byyayybyy..oyy,by)=

= (Yo — Ay— @y COST,— b, SiNAy—...— a, CO8NT,— b,, SInnay)* -+
+ (41— @Gy—a, cosx,— b, sinw, —...— a, cosnw,— b, sinnw;)*+...+
+ (Y1 — W— @y COSTy, _— by sine,, ,—...— a, cosnz,_,— b, sinnz,, ,)*

osiggata minimum. Musi byé zatem

(64) 6(1?"__()(?)-“605_ __6_?_06’)_
dag.  0ay 00 "L ey Leobgi
co daje 2n--1 réwnan normalnych
m—1
2.0 [y,—f(2,)]=0,
m—1
(65} Z (yv_f(mv)] COSII1-= 0!
v=0
t:1,2,...,n.
m—1
4‘:0 [yr_f(“vv)] Sin'l'm",': U!

7 réwnan tych obliczamy wspélezynniki a,,a,,b,,...,a,,b, wielo-
mianu (62). (Dyskusje istnienia rozwigzania ukladu (65) pomijamy).
Analizq harmoniczng nazy wamy wladnie wyznaczanie wspolezynnikow
wielomianu trygonometrycznego (62) bedacego przyblizeniem funkeji F (a).
Rozwigzywanie réwnan normalnyeh (65) prowadzi w przypadku ogdl-
nyvm do bardzo dlugich i Zzmudnych rachunkéw. Rachunki te stajg sie o wiele
prostsze, gdy punkty @,,o,...,o,, ;, w ktorych znamy wartosci funkeji
I'(x), nastepuja po sobie w rownych odstepach. Zalozmy mianowicie, ze
Ty
(66) t=— =0,1,...,m—1.
m
Gdyby tak nie bylo, ale @,=x, -+ vAw, gdzie Axr jest stala rézng od
zera, to wprowadzilibysSmy w miejsce @ nowg zmienng ¥ okreslong wzorem

o . —g 27
UH) T = - gl =

Az m
Po oznaczeniu przez Ty,¥,...,&, , wartosci, jakie zmienna ¥ przybiera
dla ® =@y, @;,...,&5_,, Otrzymalibysmy

27y

T, =—", v =0,1,...,m—1,
m
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jak we wzorze (66). Przyblizenie funkeji F(z) otrzymujemy w postaci

rx—x, 27
Az m

f(a?):f(—-

W zastosowaniach praktycznych analizy harmonicznej warunek (66)
jest nieraz spelniony i podstawienie (67) nie jest wtedy potrzebne.
Po podstawieniu (66) réwnania normalne (65) przybieraja postac

m—1 m-—1 m—1 m-—1
Z [yr— f(xv).l= Z yr— ma,— @y _)_; COS.T‘,— bl 2 sma"v_
p==() y=0 p=0 r=0
m-1 m—1 m-—-1
ol (3 ol .l oy ol .
—a, Y cos2x,—b, ) sin2x,—...—a, Y cosnz,—
v=0 r=0 r=(
m-—1
—b, Y sinnw,=0,
r=0

m—1 m—1 m -1

Y [y,—f(=,)] costa,= > y, costw,—a, ) costx,—

pusl r==0 v=0
m—1 m—1
(68) —a, ) cosz, costw,—b, Y sinz, costa,—...—
2 pa= r=0
m-—1
—b, _Z; sinna, cos ro,=0,
yam!
m -1 m-—1 m-1
Y [y,—f(=,)] sinve,= 3 y, sinvw,—a, Y sinzw,—
o ) v=0 re=0

m—1 m—1

—a, Y cosa,sinzw,—b, Y sina, sintw,—...—

ve= 0 v=0
m—1
—b, > sinnw, sinza,=0,
r=l
gdzie v=1,2,...,n.
Obliczmy najpierw sumy
m—1 m—1
3 eoftwy D\ BN,y w=l 2.0,
w0 pe= ()
W tym celu piszemy sume zespolong
m-1 m—1 =1
2 costa,+i ) sinvw,= ) expira,
=0 ye=0 v=0

Ale @,=2mv[m i expire,= exp (2xivt [m)= [exp(2zizr/m)]". Po wprowadze-
nin pomocniczej zmiennej g=exp(2xir/m) otrzymujemy

m—1 m—1 g’"—l
J, oostw,+i 3 sinw, =1+ g+t + =S,
puu youu ) P

przy ezym ¢=+1, bo m>2n i dla 0<r<2n jest 0<zt/m<t/2n<1.
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Ale ¢" = exp (2xirm[m)= exp2xir—=1, wiec

m—1 m—1
Y costa,+ ¢ ) sintw,=0,
ve==0 we=0
skad
m—_l Hl_—l
(69) D cosTw,= 0, Y sinta, =0,
y=0) yre=1

dla 7 naturalnych nie wiekszych od 2n.
Mamy dalej

m-—1 m—1

-1
1 = HIj
M cos ox, COB TL, = \ cos(o+1)e, -+ \ cos(o—1),,
—_ _— 0
pe= ) = =0 = =0
m—1 m -1 m-1
\---‘ . 1 ‘ﬂ = 1 \"1 ¥
¥ cos o, sinte,— — » sin(o-t71)r,— » sin(o—7)a,,
d D id D v
p==0 = =m0 = =i
m—1 m—1 m—1
N o ; 1 1
¥ Sinow, Sintw, = 5‘ cos(oc—1)w,— b% cos(o+1),,
— 9 ) id $
=] re=0 pe=Al
skad na mocey (69) dla o,7=1,2,...,n
sl 0 dla o#7,
COS ox, COSTE, = | M
Jg‘:l z £ _‘j dl{L T=T,
mTl
(70) N cosow, sinte, =0,
pe=0
it ) 0 dla o##v,
w B .
sinow, Sinte, = | M
,.%‘o : ¢ : dla o=r.
2

141

Uwzgledniajge wzory (69) i (70) w ukladzie rownan (68) z latwosdcig

uzyskujemy jego rozwigzanie

1 m-—1
Gy ==t Z Y
m =,
o m 1 o Mm=1 01-”}
- Y - -
(71) a,= Z-y, COSTE, = Ey, COS - y
m m m
r=0 yeall
=1 -1
9 m\1 f 2 m i 23_"'
b= 2, psinte,=— )y, sin :
m <= m & m

gdzie 7=1,2,...,n.
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Dla uproszezenia rachunkéw przyjmuje sie z reguly, ze m jest liczby
podzielng przez 4, tzn.
(72) m=4r,
gdzie r jest liczba naturalng.

Mamy wtedy

2 - ' 0
Ly = --mzzn—.-n,, :r:1,2,...,-”-,
m 2
skad
COST®,_,— COSTw,, SinTw, ,—— Sinry,.
Ziatem
il
2 ARl 2
a=— Y+ % U+ Yon ) COSTZ, A+ Yz COS T,
=
2 * :
brz ,;n_r ; (yr—ym‘l') Smr‘,ﬂv'
Ale
3 (m ) '
——
0 7 2 1.9 m
WMy = =aT— .1‘}‘, V= CICRLY T
m b it ] !4 ?
wiee
—costw, dla 7 nieparzystych,
COBTE 0 _, =
' costw, dla 7 parzystych,
1 sinte, dla 7 nieparzystych,
SIM T, = .
' —sinte, dla 7 parzystych.
Zatem
i
2 sy 2 4 2mTy
m o= Yma) 0 N (G —Yma—y — Ymass +Ym—,) COS
y=1
dla 7 nieparzystych,
m
O= x5 O o 2ary
?ﬂ; {yﬂ +ym2) -i- _’:n’ Z (yr+ym!2——v + y‘mjﬂ-l-r +yﬂl--r) COs _,,n_ +
=l
2 7
+ = (Ymps + Ysmpa) COS g ¥ dla 7= parzystych,
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n
ey

2 ¢ . 2mzy 2 7
m 2: (Hw S Yo - —/ ry Hm-,-) SIn _; A m ('ym 4 = H:)'H!,-].) Sin 0 T
b= dla 7 nieparzystych,
m 1
2 4 2nTy
m 2 (3!,-— Ymp—y +?fm':.‘. v T Ym .-] sin - _3 2 dla = PEIJI'ZLVR":_V('II.
pe=1
Wprowadzamy teraz oznaczenia:
8, = T Yn—rs m
f, + Y :rz—:],:},,,,,”.u_l,
: : 2
dy = y; i H.m ¥
Ss,- =3 +8m 2y
78 Sg=d,+dpn_.s m
(73) dy mi2—wv 9 S L e .I_'l’
DR':'?r_sm&—r y .
-Dfivz dv - dm;z—v!
A =y,+ Ymyz s
. B = y,— Ymyz -
Wzory (71) przybieraja wtedy ostatecznie postac
1 r—1
Ay = ”'?; (4 8 g;ss,)}
2 (34 S, m”) dl i tych
- = Cos - a 1t nieparzystye
m ~ 2r it e
g 2 7T = 7Ty
—|A-+s.co8 —7 ' 8, cos - ) dla 7 parzystych
(74) m ( i L g: LR D Ay
2 (4, sin ™ rf‘lg‘m) dls i tyel
= » SITL ) t—|—_‘ Ng, SN B a 1 nieparzystych,
h‘r e 2 J re=1 !
= v i :_12' aArzystyc
S04 Dy, sin oy dla = parzystych,

pe=]

gdzie r=m[4 zgodnie ze wzorem (72).
Blad éredni M, aproksymacji funkeji F(x) wielomianem frygono-
metryeznym (62) okreflamy wzorem

1 m—1
="V [y,—f(=)T,
m ‘:E

v
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ktéry na moey wzordw (69), (70) i (71) daje sie przedstawié¢ w postaei

N
(75) 5,/ NS LI -Z(a- - b?).

m

v=ll)

Tlos¢ n wyrazéw w wielomianie (62) dobieramy zazwyeczaj tak, aby

M, bylo dostatecznie male i aby byl spelmiony warunek m>2n.
Sa w uzyeciu specjalne przyrzady zwane analizatorami harmonicz-
nymi, przy pomocy ktéryech mozemy otrzymad (oczywidcie z ograniczong
y dokladnogcia) wspolezynniki wielo-
i mianu trygonometryecznego (62), gdy
dany jest wykres funkeji aproksy-
mowanej F(xz). Zasadg ich dzialania
jest przyblizone obliczanie catek we
wzorach (59) dla wspélezynnikéw
) - = Fouriera. Szczegélowy opis analizato-
ek dw\u_j/w i : ro6w harmonicznych (w szezegdlnogei
Rys. 6 najbardziej rozpowszechnionego ana-
lizatora harmonicznego O. Madera)
znajdzie czytelnik np. w ksigzce A. N. Krylowa poswiecone) rachunkom

przyblizonym?!).

PrzZYKLAD 13. Przeprowadzi¢ analiz¢ harmoniczng funkeji perio-
dycznej o okresie w, ktorej wykres jest dany na rys. 6

Dzielimy przedzial (0,0) na 12 réwnych eczeSei (znajgc wartosci
danej funkeji w 12 punktach przedziain o dlugodei jednego okresu, znamy
juz w przyblizeniu przebieg tej funkeji). Zatem we wzorach (74) i (75)
bedzie m=12 i r=3. Z wykresu odezytujemy

¥,= 0,60,

¥ =0,72, Yn= 0,05,
Y=0,77, Yho=—0,19,
Y3= 0,62, Uy =—0,22,
Y= 0,43, Ys =—0,18,
Ys=0,44, Y, = 0,03,

.’!6 = 0’34.
Powyzszy schemat zapisn odezytanych wartosei Yo, ¥p,....Y, jest wy-
godny dla dalszych obliezen.

) A. H. Kpusaos, Jderyun o npubsuscennviz evuuwecaenusz, Mockna-Jlenmmn-
rpaj 1950, str. 182-188.
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Obliczamy teraz s,,d,,8,,ds,...,8;,d;,4,B wedlug wzoréw (73).
Otrzymujemy

8,=0,17, 8,=0,47, d,= 0,67, d;=0,41,
8,—0,b8, 8,=— 0,25, d,= 0,96, d,=0,61,
8,=0,40, d,= 0,84,
A=0,94, B=10,26.
Obliczamy teraz S, , D, ,84,Dq4,,8, D5, 84,04, wedlug wzoréw (73).
Otrzymujemy
8, =1,24, D, =0,30, Sq,=1,08, Dy, =0,26,
S, =0,83, D, =0,33, 8a,=1,5T7, Dy, =0,35.

Mozemy teraz obliczy¢ wspdélezynniki a,,a,,b,,a,,b,,... wedlug
wzoréw (74)

L 3,41

&

0,26 -+ 0,30 cos -} +0,33 cos : )m[),ll-l,
»

T

0,94—0,40+1,24 cos -,

,?

( 0,84 - 1,08 sin :‘ 41,57 sin %) 0,457,
)

2%
+ 0,83 cos 3—) ~0,124,

-5

( 0,26 sm + 0,35 sin —3—) ~0,088,
</ 1
(0, 610,30 cos , 10,33 eosn) ~— 0,012,

—0,84--1,08 sin T , 1,57 sinn) =0,040,

s—-a-l-lc~|p—l =l = c:»|i-' cz:.|s-4=:-

on 4z
0,94 + 0,40} 1,24 cos - 3 —f—083 oS 3)*»00')1

]

0,26 - 0,30 coq

b
5 | ~0,028,

D LA !
0,26 sin 3 -+ 0,35 sin 3 ~ — 0,013,

bm
0,84 +1,08 Bm — -+- 1,67 sin —3—) ~0,003.

Metody numeryczne | graticzne — 10



146 IV. Aproksymacja

Dalszych wspdlezynnikdéw obliczaé¢ nie mozemy, gdyz musi by¢ spelniony
warunek m>2n.

Poniewaz okres funkeji danej jest réwny o, wiee przyjmujac de=w/12
mamy na mocy wzorn (67) ¥=2az /.

Wielomian trygonometryczny aproksymujacy dang funkeje bedzie
mial zatem postad

2nw . 2nx
(76) f(@®)=0,284+ 0,114 cos — + 0,457 sin —
w o

dax dmx bz
40,124 €08 — 40,088 gin —— — 0,012 08 —— -
(d))

(7] (i} ]
. 6nx % S8zw . 8w
+0,040 sin —— +0,051 cos —— — 0,013 sin——
w (i} ()]

107z 2 10nw
-+ 0,028 cos —— - 0,003 sin :

(1) w

Korzystajac ze wzoru trygonometrycznego

O, cosg+C, sinrp:;r"a' -+ O sin (¢ -+ 9),

dzie :

7 . ¢, 0,

8iNd=—x—, COB0=-——,
VCi+ 03 Y Ci+ 03

mozemy wzor (76) zapisa¢ jeszeze w postaci

2 1w
f(@)= 0,284 40,471 sin (—ﬂf -4 U,BH) -+ 0,152 sin ( i +- 0,9:"14) +
w

(]

Sax
4 1,821) S

(] ]

G
10,042 sin( hoij 0,292) 40,053 sin (

1072
10,028 sin( ikt 1,464).
w
Obliczymy jeszeze blad dredni M, otrzymanego przyblizenia podlug
wzorn (75). Mamy

11 5
3 2=2,4701, al=0,080656, 3 (a}+ b?)=0,250272.

ye=0) rml)
Zatem
2,4701 0,250272
’o — —0,080656 — = ~0,000050 i M,~0,007.

-

Mi=
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§ 39. Wybor metody aproksymacyjnej. W rozdziale niniejszym
omoOwiliSmy tylko niektére z najbardziej znanych i uzywanyeh metod
aproksymacyjnych. Czym si¢ teraz kierowaé przy wyborze odpowiedniej
metody? Ot6z wybor metody aproksymacyjnej zalezy przede wszystkim
od zagadnienia, do ktorego bedziemy ja stosowali. A zagadnienia aproksy-
macyjne dzielg sie na dwie klasy w zaleznosei od teorii bledéw, na ktérej
sie opieraja. Do klasy pierwszej nalezg zagadnienia oparte na teorii ble-
déw maksymalnych. W zagadnieniach tej klasy zakladamy, ze blad
aproksymacji nie moze w zadnym punkcie rozpatrywanego przedzialu
przekroczy¢ okreslonej wartodei, a wiee poszukujemy przyblizenn jedno-
stajnych. Do klasy drugiej naleza zagadnienia oparte na statystycznej
teorii bledéw. W zagadnieniach tej klasy bledy aproksymacji okres§lamy
statystyeznie przez podanie bledu sredniego. Bledy aproksymacji mogg
byé¢ lokalnie bardzo duze, ale prawdopodobienstwo duzyeh bledéw ma by¢
odpowiednio male, co uzyskujemy przez zalozenie, ze blad $redni ma by¢é
mniejszy od ustalonej wartodci. Przyblizenia znajdowane na gruncie
statystycznej teorii bledow noszg nazwe przyblizen kwadratowych. Warto
zauwazy¢, ze jezeli blagd maksymalny aproksymacji jest maly, to oczy-
wiscie i blad sredni jest maly, a zatem dokladne przyblizenia jednostaj-
ne sg zarazem dokladnymi przyblizeniami kwadratowymi, ale nie na
odwrot.

Zagadnienia klasy pierwszej rozwigzujemy najczescie] metody sze-
regéw potegowych lub metodg interpolacyjng, zagadnienia klasy dru-
giej — najezedciej metoda najmniejszych kwadratéw (ktora obejmuje
jako przypadki szezegélne metode wielomianéw ortogonalnych i analize
harmoniezng). Nie jest to jednak reguly bez wyjatkow. Mozna np. szukad
wielomianu aproksymujacego dang funkeje metoda najmu‘iejszych kwa-
dratow, a szacowaé¢ maksymalny blad aproksymacji. Mozna réwniez szu-
ka¢ wielomianu aproksymujacego metodg interpolacyjng, a obliczad
blad $redni aproksymacji. Jednak postepowanie takie nalezy do wyjatkow
i musi byé¢ usprawiedliwione specjalnym charakterem zagadnienia.

Zagadnienia zwigzane z aproksymacjg funkeji, danyech w postaci
analityeznej, przez inne funkeje nalezg prawie zawsze do klasy pierwszej.
Zagadnienia zwigzane z aproksymacjg zaleznosei stochastycznych lub
funkeyj, dla ktoéryeh znane sg jedynie wartosei w okreslonych punktach
jako wyniki eksperymentu, nalezg z reguly do klasy drugiej, poniewaz
wyniki eksperymentu maja z reguly znaezenie jedynie statystyczne i pro-
wadzenie krzywych interpolacyjnych dokladnie przez punkty otrzymane
z pomiarow weale nie jest pozadane,

W zagadnieniach klasy pierwszej stosujemy metode szeregow pote-
gowych wtedy, gdy funkeja aproksymowana daje si¢ latwo rozwingé
w szereg Taylora lub jest dana w postaci szeregu potegowego, a zalezy

10*
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nam przede wszystkim na prostocie i krétkodei rachunkow. Za prostote
rachunkéw musimy jednak czesto zaplacié tym, ze — przy ustalonej
dokladnofei aproksymacji — stopien wielomianu aproksymujgcego, otrzy-
manego metodg szeregdw potegowych, jest wyzszy od stopnia wielomianu,
jaki uzyskaliby§my metodg interpolacyjng. Gdy zalezy nam — przy usta-
lonej dokladnodei — na uzyskaniu mozliwie niskiego stopnia wielomianu
aproksymujacego, stosujemy najezesciej metode interpolacyjng, a zwlasz-
‘cza — o ile to jest mozliwe (np. ze wzgledu na dlugosé rachunkéw) — opty-
malng metode interpolacyjng. Metody interpolacyjne stosujemy réwniez
w tych przypadkach, gdy funkeja dana jest przez wartosei w okredlonych
punktach i wartodei te uznajemy za pewne. Sytuacje takg mamy np.
w tablicach matematycznych.

Gdy funkeja aproksymowana daje si¢ rozwingé w szereg Fouriera,
to w niektérych zagadnieniach klasy pierwszej oplaca sie aproksymowaé
te funkecje wielomianem trygonometrycznym, ktéry uzyskujemy jako
sume czesciowq tego szeregu. W ten sposéb mozna nieraz otrzymadé blad
maksymalny aproksymacji znacznie mniejszy niz w przypadku aproksy-
macji tejze funkeji wielomianem zwyklym tego samego stopnia. Na ogét
jednak oszacowanie bledu maksymalnego nie jest w tych przypadkach
latwe.

W zagadnieniach klasy drugiej stosujemy rézne warianty metody
najmniejszych kwadratéw. Poniewaz wymaga ona na ogél dlugich
i zmudnych rachunkéw, staramy si¢'ja upraszezaé, o ile na to warunki
zadania pozwalaja. W niektérych zagadnieniach, gdy nie wymaga si¢ du-
zej dokladnosei, mozna — przy pewnej wprawie — zastosowaé nawet tak
radykalne uproszcezenie, jak znalezienie wielomianu aproksymujgcego
»na oko”. Np. w przykladzie na rys. 4 mozna by ,na oko” poprowadzié
prostg aproksymujacg dang zaleznosé stochastyczng. Takie postepowanie
jest o tyle usprawiedliwione, Ze przez obliczenie bledu Sredniego mamy
zawsze kontrole dobroci aproksymacji. Ponadto blad éredni aproksymacji
dla wielomianu znalezionego ,na oko” jest zazwyczaj niewiele wigkszy
od bledu fredniego dla wielomianu obliczonego precyzyjnie metody naj-
mniejszych kwadratow. Jezeli wymagana jest wieksza dokladnodé, to
duze uproszezenie metody najmniejszych kwadratéw mozna uzyskaé
w przypadku, gdy wartosci argumentu nastepujag po sobie w réwnych
odstepach (patrz przyklad 9). Do zaleznodci periodycznych stosujemy
aproksymacje metodg analizy harmonicznej. Gdy wreszeie aproksymujemy
funkeje dang w postaci analitycznej, to stosujemy zazwyczaj aproksymacje
wielomianami ortogonalnymi.



