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§ 3 6 . A p r o k s y m a c j a w i e l o m i a n a m i o r t o g o n a l n y m i . Jeże l i c iąg f u n k -
c y j q>0(x),(fi(x),q)2(*),... t w o r z y u k ł a d o r t o g o n a l n y w p e w n y m p r z e d z i a l e 
[a , /? ] z wagą p(x), t o k a ż d ą f u n k c j ę p o s t a c i 

(46 ) f{x)=c0<p0(x)+0^! ( * ) + . . . +c r e 9 9 n (a5) 

nazywać" b ę d z i e m y wielomianem ortogonalnym w t y m p r z e d z i a l e . 
Jeże l i P(a?) j e s t f u n k c j ą c a ł k o w a l n ą w r a z z k w a d r a t e m w p r z e d z i a l e 

[a,/?] ( ca łk i j* F(x)dx i J* [P(a;)] 2<fe m o g ą b y ć n i e w ł a ś c i w e j i c h c e m y ją 

w t y m p r z e d z i a l e a p r o k s y m o w a ć w i e l o m i a n e m o r t o g o n a l n y m ( 4 6 ) , t o 
A y y g o d n i e j e s t z m o d y f i k o w a ć m e t o d ę n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w . D o b i e ­
r a m y m i a n o w i c i e w s p ó ł c z y n n i k i <;0,el,...,cn w i e l o m i a n u o r t o g o n a l n e g o 
(46) t a k , a b y f u n k c j a 

fi 
(47 ) y / ( c 0 , c 1 , . . . , c , l ) = J p(x)[F(x)-c0<p0(x)-c1(Pl{x)-... — cnq>n{x)fdx 

a 

os iągała m i n i m u m . M u s i w i ę c b y ć dWlde0= dxF/dc1= . .. = bW\dcn= 0 , c z y l i 

fi 
{ p{x)<Po(®)[F{v)- <>o<Po(®)- Ci<Pi(x)- ...-cn<pn(x)]dx=Q, 

? 
I p{n>)w1{x)[F{x) — e0<p0(x) — c1q>1(x) — ...-cn<pn(x)]dx=0, 

(48 ) • 

"/ V W<p%(x)[F(x)- C0<p0(X)- Cxęx(*)-•••- cncpn(x)]dx= 0. 

P o n i e w a ż f u n k c j e (p0(«),99,(*),...,c>n(a?) należą d o u k ł a d u o r t o g o n a l ­
ni 

n e g o z w a g ą p ( * ) , w i ę c J p ( * ) ( p , ( * ) 9 ? t ( « ) f l [ a ;= 0 d l a ? # 7 c i r ó w n a n i a 
a 

(48 ) m o ż n a n a p i s a ć w p o s t a c i 

/ p(x)<p0(x)F(x)dx — c0 j p(x)[qj0{x)fdx=0, 
a a 
fi P 

f p(x)<p1(x)F(x)dx~c1 f p(x)[(Pl{x)fdx=0, 

fi fi 
f •p(x)q>n(x)F{x)dx—cnf p(x)[q>n(x)f dx = 0. 
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O z n a c z a j ą c 

(49) fp(x)[<Pi(x)fdx~li ( ; = 0 ? l , . , . , n ) , 

m a m y 

(50) 

>= y J*p(aj)c>o(«)^ 
a 

i = y j p{x)q>1(x)F(x)dx, 

p(aj )<pJa; ) .F( ir )*» -

T o , że f u n k c j a (47) i s t o t n i e os iąga m i n i m u m , g d y są spe łn ione r ó w 
nośc i (50) , w i d a ć o d r a z u , g d y p r z e d s t a w i m y ją w p o s t a c i 

n 
2 ^ ( c 0 , C l , . . . , c n ) = f p ( a ; ) [ ^ ( , T ) l 2 d a ; - 2 2" ^ fp(x)Vt{x)F(x)dx + 

= / p ( ® ) [ J » ( » ) ] * A » l J 1 | j ^ ) 9 > i ( ^ W ^ J + 

™ r i ^ i 2 

k t ó r ą o t r z y m u j e m y k o r z y s t a j ą c z o r t o g o n a l n o ś c i f u n k c y j ^ „ ( a ; ) , ^ ; * ; ) , . . . , 
9sn(#) i w z o r ó w (49) . 
W i d z i m y r ó w n i e ż , że jeże l i są spe łn ione r ó w n o ś c i (50) , t o 

0 n 
(51) f ( C o , C l , . . . , C n ) = f p(x)[F(x)fdx-Z^ol 

i . i -o 
W s p ó ł c z y n n i k i c0,cl,...,cn okreś l one w z o r a m i (50) n a z y w a m y współ­

czynnikami Fouriera funkcji F(x). 
O g ó l n a d y s k u s j a b ł ę d u a p r o k s y m a c j i f u n k c j i F(x) w i e l o m i a n e m 

o r t o g o n a l n y m (46) n i e j e s t ł a t w a . D l a o c e n y d o b r o c i a p r o k s y m a c j i w p r o ­
w a d z i m y t u j e d y n i e b ł ą d średni , p o d o b n i e ; j a k d l a w s z y s t k i c h m e t o d 
a p r o k s y m a c y j n y c h o p a r t y c h n a m e t o d z i e n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w . 

B ł ą d średni Mn a p r o k s y m a c j i f u n k c j i F(x) w i e l o m i a n e m o r t o g o n a l ­
n y m (46) o k r e ś l i m y w z o r e m 

Ml= T lP(c0,c1,...,cn). 
(p(x)dx 
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.leżeli c0,Ci,...,cn są w s p ó ł c z y n n i k a m i F o u r i e r a f u n k c j i F(x), t o z (51) 

(52) 3Pn= f

 1 l f p(x)[F(x)fdx - X0cl - \xc\ - . . . - k n A . 

jp(x)dx^a ' 
a 

U k ł a d o r t o g o n a l n y <p0(x),(p1(x),(p2(x),... n a z y w a m y zupełnym, j e ­
żeli d l a k a ż d e j f u n k c j i F(x) c iągłe j w p r z e d z i a l e [a,8] j e s t 

(53) U r n Mn= 0. 

M o ż n a d o w i e ś ć ( d o w ó d p o m i j a m y 1 ) ) , że u k ł a d y (39) i (45) są z u p e ł n e . 
Z e w z o r ó w (50) w y n i k a , że w s p ó ł c z y n n i k i w i e l o m i a n u o r t o g o n a l n e g o 
a p r o k s y m u j ą c e g o f u n k c j ę F(x) w p r z e d z i a l e [u,8] są n ieza leżne o d s t o p n i a 
n t e g o w i e l o m i a n u . J e s t t o b a r d z o c e n n a w ł a ś c i w o ś ć w i e l o m i a n ó w o r t o g o ­
n a l n y c h , g d y ż w p r z y p a d k u , g d y w i e l o m i a n 

f(x) = c0<p0 (a?) + c1cPl(x) + ... + ck<Pk (x) 

a p r o k s y m u j e d a n ą f u n k c j ę F(x) z z a małą d o k ł a d n o ś c i ą , a c h c e m y os iąg ­
n ą ć żądaną d o k ł a d n o ś ć a p r o k s y m u j ą c f u n k c j ę F(x) w i e l o m i a n e m w y ż s z e g o 
s t o p n i a 

/* (x) = c 0 <p<, {x) +c1<p1(x) + ... + cm<pm (x) (m>k), 

t o c0=e{>,c1 — c1,...,ck—ck i w y s t a r c z a z a p o m o c ą w z o r ó w (50) o b l i c z y ć 
j e d y n i e b r a k u j ą c e w s p ó ł c z y n n i k i c k + l , c k + 2 , . . . , c m , a b y w i e l o m i a n f*(x) 
b y ł z n a n y . P o d o b n i e , o b l i c z a j ą c b ł ą d średni a p r o k s y m a c j i w z o r e m (52) 
n i e t r z e b a r a c h u n k ó w r o z p o c z y n a ć o d n o w a , a t y l k o w p r o w a d z i ć d o d a t k o w o 
b r a k u j ą c e w y r a z y . 

P R Z Y K Ł A D 1 1 . R o z w i ą ż m y z a d a n i e z p r z y k ł a d u 10 p o s ł u g u j ą c się 
w i e l o m i a n a m i L e g e n d r e ' a . 

P o n i e w a ż daną f u n k c j ę y=F(x)=smx m a m y a p r o k s y m o w a ć w p r z e ­
d z i a l e [ 0 , T C / 2 ] , a u k ł a d w i e l o m i a n ó w L e g e n d r e ' a j e s t o r t o g o n a l n y w p r z e ­
d z i a l e [ — 1 , + 1 ] , w i ę c w p r o w a d z a m y n o w ą zmienną 

4 
(54) u—— w—l, 

TC 

k t ó r e j w a r t o ś c i leżą w p r z e d z i a l e [ — 1 , + 1 ] , g d y w a r t o ś c i x b i e r z e m y 
z p r z e d z i a ł u [ 0 , T T / 2 ] . M a m y w t e d y 

n , , '< • • 31 {U+ 1) 
x= (u + 1), sin sin . 

4 4 

') Dowód podany jest w książce s t . R a c z m a r z , H . S t o i n h a u s , Theorie der 
Orthogonalreihen, Monografie Matematyczne t. V I , Warszawa-Lwów 1935, str. 106 
i 119. 
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B ę d z i e m y a p r o k s y m o w a ć f u n k c j ę 

. n(u+l) 
(55) ( ? ( « ) = s i n 

4 
w i e l o m i a n e m 

(56) flr(it) = c 0 P 0 ( i ł ) + c , P ! ( w ) 4- c2P2(ti)4- c 3 P 3 ( M ) + c 4 P 4 ( w ) , 

g d z i e P 0 ( M ) , P 1 ( « ) , P 2 ( ' w ) , P 3 ( w ) , P 4 ( w ) są w i e l o m i a n a m i L e g e n d r e ' a , o k r e ś l o ­
n y m i w z o r a m i (44). 

N a p o d s t a w i e w z o r ó w (50) i (44) m a m y 
+1 

1 C n{u+l) 2 
c 0 = — l s i n du= — , 

2 J 4 71 
- 1 

+1 

a(u+l) 24 6 
u s i n a « = - , , 

4 TT 71 
i 

5 f X / 3 , 1 \ » ( « 4 - l ) , 4 8 0 1 2 0 10 
— I I — u - S I N au= r + —=- 4 , 
2 J \ 2 2 / 4 

-1 

5 . 3 \ w ( « + l ) 1 3 4 4 0 3 3 6 0 3 3 6 14 
f* ^ T U ) a i n ^ ~ A d U = 4 - "I fT +—2- ' 
2 2 / 4 71 71 71 71 

4 / ( 
-1 

9 f 1 / 3 5 4 15 2 3 \ . 
y 4 = - — w — - I sin du 

2 J \ 8 4 8 / 4 
- 1 

4 8 3 8 4 0 1 2 0 9 6 0 1 2 9 6 0 720 18 

+ • 5 „,4 _ 3 71 71 71 71 71 

A z a t e m 

2 / 2 4 6 \ / 4 8 0 1 2 0 1()\ / 3 , 1 \ 

f 9 < " ^ n t h f - j ) T \ ^ T « ) U " " - 2 ) -

/ 1 3 4 4 0 3 3 6 0 336 14\ / 5 , 3 \ 

" h * - ^ - ^ + 7 < ! \ 2 u - 2 - u ! + 

1483840 1 2 0 9 6 0 1 2 9 6 0 720 18\ / 3 5 . 1 5 . 3 \ 

+ ( ? ^ 1 T + -TJ + n ) ( 8 ' * " 4 * + 8") • 

A o t o w a r t o ś c i p r z y b l i ż o n e w s p ó ł c z y n n i k ó w <?„,<?!, c 2 , e 3 , c 4 : 

c 0 s » 0 , 6 3 6 6 1 9 7 7 2 3 6 7 , ^ 0 , 5 2 1 8 4 9 0 9 0 3 1 , c 2 % - 0 , 1 3 9 0 9 5 6 2 9 0 , 

c3(v-0,022066510, c 4 % 0 , 0 0 2 4 9 1 4 4 . 
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O b l i c z y m y b ł ą d średni M a p r o k s y m a c j i n a p o d s t a w i e w z o r u (52) . 
M a m y 

+i 

s i n 2 x " 1 du=l, 

— 1 

a n a p o d s t a w i e (49) i (42) 

A 0 = 2 , A, = 2 / 3 , A 2 = 2 / 5 , A 3 = 2 / 7 , A 4 = 2 / 9 , 
skąd 

c 2 A 0 ^ 0 , 8 1 0 5 6 9 4 6 9 1 
c j A ^ 0 , 1 8 1 5 5 0 9 8 2 0 
c 2 A 2 s s 0 , 0 0 7 7 3 9 0 3 7 6 
Ą ^ P H 0 , 0 0 0 1 3 9 1 2 3 1 
c\X^ 0 , 0 0 0 0 0 1 3 7 9 4 

S u m a ^ 0 , 9 9 9 9 9 9 9 9 1 2 

P o n i e w a ż j p(x)dx = j dx=2, w i ę c 
a - i 

M2<=a— ( 1 - 0 , 9 9 9 9 9 9 9 9 1 2 ) = 0 , 0 0 0 0 0 0 0 0 4 4 , Men 0 , 0 0 0 0 7 . 
2 

§ 3 7 . S z e r e g F o u r i e r a . S z e r e g 

Co9?o (x) + ci <Pi (x) + c2<p2(x) + ..., 

g d z i e f u n k c j e <p0(x),(p1(x),<p2(*),... t w o r z ą u k ł a d o r t o g o n a l n y , a c 0 , c x , . . . 
są s t a ł y m i w s p ó ł c z y n n i k a m i , n o s i n a z w ę szeregu ortogonalnego. S z c z e g ó l ­
n y m p r z y p a d k i e m s z e r e g u o r t o g o n a l n e g o j e s t szereg trygonometryczny 

(58) —- + ax c o s a ; + Oj s m a ; + a2 c o s 2 a ; + b2 s i n 2 a ? + . . . + 
2 

+ an cos was-f- bn sva.nx + ... 

Jeśl i d l a w = 0 , 1 , 2 , . . . j e s t 
, 2n 2n 

l r
 1

 c 
(59) * n = " I F(x) c o s n x d x , bn=— I F{x) mxnxdx, 

71 J 71 J 
o o 

g d z i e F(x) j e s t p e w n ą d a n ą f u n k c j ą c a ł k o w a n i a w p r z e d z i a l e [ 0 , 2 J I ] , 
t o s z e r e g (58) n a z y w a m y w t e d y szeregiem Fouriera funkcji F(x). 

S z e r e g F o u r i e r a n i e z a w s z e j e s t z b i e ż n y , a jeże l i n a w e t j e s t z b i e ż n y , 
t o n i e z n a c z y t o j e s z c z e , że* j es t z b i e ż n y ^ d o f u n k c j i F(x). M o ż n a p o d a ć 
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r ó ż n e w a r u n k i d l a f u n k c j i F(x), a b y j e j s z e r e g F o u r i e r a b y ł do n i e j z b i e ż n y . 
P o d a m y t u b e z d o w o d u 1 ) t z w . w a r u n k i D i r i c h l e t a : 

J eżeli 

1° przedział [ 0 , 2TS] daje się podzielić na skończoną liczbę części, w któ­
rych dana funkcja F(x) jest monotoniczna, 

2° funkcja F(x) ma co najwyżej skończoną liczbę punktów nieciągłości 
w przedziale [ 0 , 2 T T ] , 

3 ° w każdym punkcie nieciągłości f jest 

F ( £ ) = 1 ( UmF{x)+ l i m F(x)), 
2 x—y(- X-*t+ 

4° F(0)=F(2n) = 1 ( l i m F(x) + U r n F(x)), 
2 x-*0 + x-+2n — 

to dla każdego x=xQ z przedziału [ 0 , 2 T T ] szereg Fouriera funkcji F(x) jest 
zbieżny do F(x0). 

Jeże l i s z e r e g F o u r i e r a f u n k c j i F(x) j e s t z b i e ż n y do f u n k c j i F(x) w c a ł y m 
p r z e d z i a l e [ 0 , 2n], a f u n k c j a t a j e s t o k r e s o w a o o k r e s i e 2n, t z n . d l a k a ż d e g o 
x j e s t 

F(x+2n)=F(x), 

t o o c z y w i ś c i e s z e r e g t e n j e s t z b i e ż n y d o f u n k c j i F(x) w c a ł y m p r z e d z i a l e 
( — o o , - f o o ) , g d y ż w s z y s t k i e f u n k c j e u k ł a d u o r t o g o n a l n e g o 1, c o s s i n a ; , 
c o s2a ; , s i n 2 a ; , . . . są o k r e s o w e o o k r e s i e 2n. Z t ego w z g l ę d u f u n k c j e o k r e ­
s o w e w y g o d n i e j es t r o z w i j a ć w s z e r e g i F o u r i e r a . G d y o k r e s f u n k c j i F(x) 
n i e j e s t r ó w n y 2n, l e c z n p . co, d o k o n u j e m y z a m i a n y z m i e n n e j z a p o m o c ą 
w z o r u 

OJ 
X= X. 

2n 
W t e d y f u n k c j a 

j e s t j u ż f u n k c j ą o k r e s o w ą o o k r e s i e 2TI. 
W s z e r e g F o u r i e r a r o z w i j a m y r ó w n i e ż c z ę s t o w p r z e d z i a l e [ 0 , 2 T I ] 

f u n k c j e n i e b ę d ą c e o k r e s o w y m i . 
S u m a c z ę ś c i o w a 

a0 

(60) 8n— + al cosx+b1 Biax + ... + anconnx+bnsmnx 

') Dowód można znaleźć np . w książce: T . M . <X> H X T e H r o JIŁ> u, Kypc diujj-
diepeHąuaAbHoeo u umneepaAbHoeo ucnucjienua, tom III, MociiBa 1949, str. 529. 



§ 37. Szereg Fouriera 13 7 

s z e r e g u F o u r i e r a f u n k c j i F(x) j e s t o c z y w i ś c i e p r z y b l i ż e n i e m te j f u n k c j i , 
j a k i e się u z y s k u j e metodą, n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w , g d y ż w z o r y (59) 
są s z c z e g ó l n y m p r z y p a d k i e m w z o r ó w (50) . v 

S z e r e g F o u r i e r a f u n k c j i * ^ ( x ) c iągłe j w p r z e d z i a l e [ 0 , 2 T T ] n i e z a w s z e 
j e s t z b i e ż n y w s e n s i e z w y k ł y m d o f u n k c j i F(x), a l e d l a j ego s u m częś c i o ­
w y c h z a w s z e z a c h o d z i w z ó r (53) . W y n i k a t o z zupe łnośc i u k ł a d u o r t o g o ­
n a l n e g o f u n k c y j 1 , c o s * , s i n * , c o s 2 * , s i n 2 * , . . . , o c z y m j u ż b y ł a m o w a 
w p o p r z e d n i m p a r a g r a f i e . M ó w i m y w t e d y , że s z e r e g F o u r i e r a t e j f u n k c j i 
j e s t d o n i e j średnio zbieżny. 

P R Z Y K Ł A D 1 2 . F u n k c j ę 

y=F(x) = 

0 

-1 

0 

1 

0 

d l a 

d l a 

d l a 

d l a 

d l a 

* = — 1 , 

— 1 < * < 0 , 

8 = 0 . 

0 < * < 1 , 

* = 1 

r o z w i n ą ć w s z e r e g F o u r i e r a w p r z e d z i a l e [ — 1 , - f - l ] . 
D o k o n u j e m y z a m i a n y z m i e n n e j 

* = 1 . 
7t 

F u n k c j a 

p 

- l 
0 

1 

o 

d l a 

d l a 

d l a 

d l a 

d l a 

* = 0 , 

0 < * < j r , 

X = 7t, 

7i<Lx<2n, 

X=2TX 

spełnia w a r u n k i D i r i c h l e t a , z a t e m j e j s z e r e g F o u r i e r a j e s t d o n i e j z b i e ż n y . 
O b l i c z a m y w s p ó ł c z y n n i k i t ego s z e r e g u ze w z o r ó w (59) 

27 2JI 

G(x) aosnxdx = — f cosnxdx — | c 
JtJ 71 J 

c o s n x d x - | cos nxdx — O 
71 , 

O 

d l a w = 0 , l , 2 , . 

i r 
b„ = - j G(x) nmnxdx = 

2n 

/
s i n nx dx — — \ 

n J 
smnxd E 

O 

4 

1171 

d l a n p a r z y s t y c h , 

d l a n n i e p a r z y s t y c h . 
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M a m y stąd n a s t ę p u j ą c e r ozwin ię c i e f u n k c j i G(x) w s z e r e g F o u r i e r a w p r z e ­
d z i a l e [ 0 , 2 J I ] : 

4 . _ 4 . _ 4 _ 4 
G(x) = s m x s m 3 x — —- sirr5a; sin7a;—• 

n 3TE on In 

a w i ę c n a s t ę p u j ą c e r ozwin ię c i e f u n k c j i F(x) w s z e r e g F o u r i e r a w p r z e ­
d z i a l e [ — 1 , - f l ] : 

4 4 
(61) F(x) = G[n(x + 1)] = — smji{x+l)— s i n 3 7 t ( a ; + l ) — 

71 'Ó7T 

4 4 
_ — s i n 5 7 t ( a ; + l ) — s i n 7 7 t ( a ; 4 - l ) -

5TC In 
M e c h 

Fm(x) = - Ę — — sm(2i-l)n(x+l). 

N a r y s . 5 p o d a n o w y k r e s y f u n k c j i y=F(x),F1(x),F3(x),F&(x),Fl8(x). 

-1,0 

1 \ 

*.(*) 
R y s . 5 

§ 3 8 . A n a l i z a h a r m o n i c z n a . Z d a r z a się c z ę s t o , że f u n k c j a f ( a i ) , 
k t ó r ą c h c e m y a p r o k s y m o w a ć w i e l o m i a n e m t r y g o n o m e t r y c z n y m 

(62) / (x) = a0 4 -Oi c o s a - f i i s i n a ; + a 2 cos2a; + 

+ % s i n 2 a ; + . . . + a n c o s n a ; - f bns'mnx, 

n i c j e s t „ n a m z n a n a , w i e m y j e d n a k , że w p u n k t a c h x 0 , x 1 , . . . , x m _ 1 

( T O > 2 W + 1 ) p r z y b i e r a war toś c i , ' / 0 , 2 / i , • • • >.'/m-i • W s p ó ł c z y n n i k i « u , « i , 



§ ;S8. A n a l i z a h a r m o n i c z n a 

b1,...,an,bn w i e l o m i a n u (62) m o ż n a w t e d y zna leźć m e t o d ą n a j m n i e j ­
s z y c h k w a d r a t ó w . Ż ą d a m y m i a n o w i c i e , a b y f u n k c j a 

(63) 0(ao,a1, b1,a.2,b2,...,an,bn) = 

= (y0 — a0— a1 cosa? 0 — b1 s i n a ; 0 — . . . — an c o s « « 0 — bn s in«a ; 0 ) 2 -|-

+ — ao—ai cosa?,— b1 sinx1 —... — an cosnx1— bn s i n » a ; 1 ) 2 + . . . + 

+ (ym-i — « o — « i cosxm_1-b1 s i n a j n , . ! — a n cosnxm_1—bu amnxm^)2 

os iąga ła m i n i m u m . M u s i b y ć z a t e m 

00 00 00 00 00 
(64) = = _ . . = = = ( ) , 

0a0 d a , 0bx 0an 0bn 

co d a j e 2n+l r ó w n a ń n o r m a l n y c h 
TO- 1 

1 [y,-/(av)]=o, 

m—1 

(65) 2 [yv—f(xr)~\ c o s T a ; „ = 0 , 
v=0 

m—1 
^ [ 2 / v - / ( ^ v ) ] s i n T a ; v = 0 , 

r = l , 2 , . . . , n . 

Z r ó w n a ń t y c h o b l i c z a m y w s p ó ł c z y n n i k i a0,al,b1,...,an,bn w i e l o ­
m i a n u (62) . ( D y s k u s j ę i s t n i e n i a r o z w i ą z a n i a u k ł a d u (65) p o m i j a m y ) . 

Analizą harmoniczną n a z y w a m y właśn ie w y z n a c z a n i e w s p ó ł c z y n n i k ó w 
w i e l o m i a n u t r y g o n o m e t r y c z n e g o (62) b ę d ą c e g o p r z y b l i ż e n i e m f u n k c j i F(x). 

E o z w i ą z y w a n i e r ó w n a ń n o r m a l n y c h (65) p r o w a d z i w p r z y p a d k u o g ó l ­
n y m d o b a r d z o d ł u g i c h i ż m u d n y c h r a c h u n k ó w . R a c h u n k i t e stają się o w i e l e 
p r o s t s z e , g d y p u n k t y x0,x1,...,xm_l, w k t ó r y c h z n a m y w a r t o ś c i f u n k c j i 
F(x), n a s t ę p u j ą p o s o b i e w r ó w n y c h o d s t ę p a c h . Z a ł ó ż m y m i a n o w i c i e , że 

(66) x — , v = 0,l,...,m — 1 . 
m 

G d y b y t a k n i e b y ł o , a l e x„ = x0 -+- vAx, g d z i e Ax j e s t stałą r óżną o d 
z e r a , t o w p r o w a d z i l i b y ś m y w m i e j s c e x n o w ą z m i e n n ą x okreś loną w z o r e m 

X — Xa '2,71 
(67) x = ——0 . 

Ax m 

P o o z n a c z e n i u p r z e z x0,x1,...,x„,_l war tośc i , j a k i e z m i e n n a x p r z y b i e r a 
d l a x = x0,x1,...,xm_1, o t r z y m a l i b y ś m y 

2JIV 
x,= , v = 0 , 1 , . . . , » / — ! , 
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j a k w e w z o r z e (66) . P r z y b l i ż e n i e f u n k c j i F(x) o t r z y m u j e m y w p o s t a c i 

\ Ax m I 

W z a s t o s o w a n i a c h p r a k t y c z n y c h a n a l i z y h a r m o n i c z n e j w r a r u n e k (66) 
j e s t n i e r a z s p e ł n i o n y i p o d s t a w i e n i e (67) n i e j e s t w t e d y p o t r z e b n e . 

P o p o d s t a w i e n i u (66) r ó w n a n i a n o r m a l n e (65) przybierają, p o s t a ć 

m—l m—l m—l m-1 

S [y,-/(«,)]= Z y , - » M * o - « i E COBX,-*b1 Z s i n a - , -
v=.0 i=0 v=0 v=0 

m-1 m—l m—l 
— a2 £ c o s 2 a - , — & 2 £ s i n 2 * , — . . . — an y cosnxv — 

v=0 r=0 1=0 
m - 1 

— bn sinnxr=0, 
r = 0 

m—l m-1 

Z t y * — c o s T a , = 2 ypcosTxv—a0 £ cosra* ,— 
v - 0 r = 0 v = 0 

m—l m—l 

(68) - a , ^ cosec, cosra?,,— 6, £ sina?, c o s x x „ — ... — 
p_0 v=0 

m—1 
— bn JT s i n wa;, cos rx„= O, 

v=0 

m—l m-1 m-1 

Z [ y . - / ( « , ) ] s i n ta- , = ^ 2/, s i n r a ; , - a 0 £ s i n r a ? , -
K-O »0 v=0 

m—l m—l 

— a , cos a", s i n ra?,— fej J£ sina*, s i n T . T , — . . . — 
••=0 v = 0 

m - 1 
— bn £ s i n n a ; , s i n T a ; , = O, 

v = 0 

g d z i e T = 1 , 2 , . . . , » . 
O b l i c z m y n a j p i e r w s u m y 

m—l m—l 
£ c o s r a ; , , £ s i n r a ; , , T = 1 , 2 , . . . , M . 
»-=0 v=0 

W t y m c e l u p i s z e m y s u m ę z e s p o l o n ą 
m - 1 m—l m-1 

£ c o s r a ; , + t ^ s i n rxr = £ e x p i r a ; , . 
r — 0 v = 0 v = 0 

A l e w
r
—2m>/m i e x p i T a - , = e x p ( 2 j i * r r / m ) = [ e x p ( 2 : r i T / m ) ] v . P o w p r o w a d z e ­

n i u p o m o c n i c z e j z m i e n n e j g = e x p ( 2 7 M T / m ) o t r z y m u j e m y 

m — l m—l „m j 
^ cosrx,+ i % &mTX,= l+q+q2 + ... + qm-1=?-— 
» - 0 > = 0 (J— 1 

p r z y c z y m g # l , b o w > 2 w i d l a 0 < T ^ 2 W j e s t 0 < T / W < T / 2 W < 1 . 
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A l e qm= e x p (2mrmjm) = e x p 2 7 m r = l , w i ę c 

m—l m-l 

skąd 

(69) 
VI — 1 

£ cosrxtl — 0 , £ s i n raj , = 0 , 
i u 

d l a T n a t u r a l n y c h n i e w i ę k s z y c h o d 2n. 
M a m y d a l e j 

m—l m- 1 -ĵ  UL— 1 | UL — l 
V cos axv cos xxv= V cos(o- + T ) . r „+ V cos(o- — r ) x v , 

' 2 2 

m — l 

. 0 

m-l Ul - I ^ /» - 1 

- £ s i n ( o - + r ) ; r , . - - £ sm{a-T)xv, 

- m— 1 m — i 

- c os ( f f—T ) O J , - - ^ c o s ( f f + T ) a ? „ 

2 1 C O f 

W — 1 

i ' ' 

cos ax„ s i n T*„ = 

sin<T;c„sin rx„ = 

skąd n a m o c y (69) d l a C T , T = 1 , 2 , . . . , « 

m - l 

^ COS CT*,. COS T.T,,: 

m - l 

£ oosaxv s i n ras, = 0 , 
m - l 

Y s i n aa\, s i n Ta;, = 

(70) 

0 d l a a^r, 
m 

ula c r = T , 

0 d l a c r ^ T , 

m Al 
d l a a = r . 

U w z g l ę d n i a j ą c w z o r y (69) i (70) w u k ł a d z i e r ó w n a ń (68) z ł a twośc ią 
u z y s k u j e m y j e g o r o z w i ą z a n i e 

(71) 

i 
a0 = - y ni —i, 

y y, c o 8 r a ? , = 
0 m - l n 

2 r-, 2JITV 

2 y 
' " 7-,, 

i / v s i n rxr= 2 "ir̂ 1 . 27ETi' 
- > ?/v s m 
»i m 

Y^0 g d z i e T = l , 2 , . . . , n . 
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D l a u p r o s z c z e n i a r a c h u n k ó w p r z y j m u j e się z r e g u ł y , że m j e s t l i czbą 
p o d z i e l n ą p r z e z 4, t z n . 
(72) TO=4r, 
g d z i e r j e s t l i czbą natura lną . 

M a m y w t e d y 

skąd 

Z a t e m 

2n[m —v) m 
* m - , = = 2n—x„ v=l,2,...,—-, 

c o s r a ; m . „ = co»rxv, suirxm_r=— s m r a , , . 

2 2 V i 2 

A l e 

więc 

Z a t e m 

2 
ni 

^ ( y r - y m - v ) sinrxv. 

(m \ 
T H 
m 

»,j v = l , 2 , . . . , — , 

c o s T a ; m ( , 2 _ r — 

s i n r a ; m/2—v 

— COS T#, dla T nieparzystych, 

cos T a ; , dla T parzystych, 

sinra;, dla T nieparzystych, 

— sinra; r dla T parzystych. 

2 

ni 

2 * 2nxv 
( ? / o - ? / m . 2 ) + — V ( y , - ! / » 2 - , - f c + , + : ' / » , - , ) cos-

dla T nieparzystych, 

2 2 2wn> 
- (yo+ym*) + — £ (y,+ym,2^ + ymJ2+v + y,n-v)cos — + 

2 ?r 
+ " (ym/* + y3mi4) cos T dla T parzystych, 

m 2 
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2 * 

m 

2ntv 2 
- £ (;'/, + y ™ / 2 - , - ? / , « 2 + , - : ' / , „ - , ) s i n — - + — (ym/i — y3m/i) s i n - x 

71 
2 

2 * 
+ymn+,-ym-,.) s i n -

2TITJ' 

W p r o w a d z a m y t e r a z o z n a c z e n i a : 

(73) 

2/v + ? / » > - , , 

d, = y , - y m - „ , 

sSp = s v T * m / 2 - » ł 

DSv = Si> sm/2-v J 

^ ^ m / 2 - v , 

v = l , 2 , . . . , - 2 - - 1 , 

d l a T n i e p a r z y s t y c h , 

d l a T p a r z y s t y c l i . 

TO * . = 1 , 2 , . . . , — - 1 , 
4 

^ =y0+ym/2, 

B = y 0 - y m / 2 -

W z o r y (71) p r z y b i e r a j ą w t e d y o s t a t e c z n i e p o s t a ć 
i r - l 

« 0 = + * r + Y X , ) , 
TO 

(74) 

2 

TO 
2 

m 

x r - l 

71XV\ 
cos — I d l a r n i e p a r z y s t y c h , 

2r I 
r - l 

75 7CTV\ , , 
J . + s , cos T + > $ g „ c o s - — I d l a r p a r z y s t y c h , 

2/' ' 

2 / TT T I T I A 
- I dr s i n - T + > fi^ s i n 1 d l a T n i e p a r z y s t y c h , 
w. \ 2 2ł* / TO 
2 r -

~ 2 J -°dv s m I j r d l a T p a r z y s t y c h , 
V= 1 

g d z i e r = m / 4 z g o d n i e ze w z o r e m (72) . 
B łąd średni Mn a p r o k s y m a c j i f u n k c j i F(x) w i e l o m i a n e m t r y g o n o ­

m e t r y c z n y m (62) o k r e ś l a m y w z o r e m 

-. m—l 

m » 



1 4 4 I V . Aproksymacja 

k t ó r y n a m o c y w z o r ó w (69) , (70) i (71) d a j e się p r z e d s t a w i ć w p o s t a c i 

m—l 

lvi -i » 

(75) M\= A - - a l - ± 2" + 6.2)• 

I l o ś ć w w y r a z ó w w w i e l o m i a n i e (62) d o b i e r a m y z a z w y c z a j t a k , a b y 
Mn b y ł o d o s t a t e c z n i e m a ł e i a b y b y ł s p e ł n i o n y w a r u n e k m>2n. 

Są w u ż y c i u s p e c j a l n e p r z y r z ą d y z w a n e analizatorami harmonicz­
nymi, p r z y p o m o c y k t ó r y c h m o ż e m y o t r z y m a ć ( o c z y w i ś c i e z o g r a n i c z o n ą 

d o k ł a d n o ś c i ą ) Avspółczynniki w i e l o ­
m i a n u t r y g o n o m e t r y c z n e g o (62) , g d y 
d a n y j e s t w y k r e s f u n k c j i a p r o k s y -
m o w a n e j F(x). Z a s a d ą i c h dz ia łania 
j e s t p r z y b l i ż o n e o b l i c z a n i e ca łek w e 
w z o r a c h (59) d l a w s p ó ł c z y n n i k ó w 
F o u r i e r a . S z c z e g ó ł o w y o p i s a n a l i z a t o ­
r ó w h a r m o n i c z n y c h ( w sz czegó lnośc i 

K v s . (> n a j b a r d z i e j r o z p o w s z e c h n i o n e g o a n a ­
l i z a t o r a h a r m o n i c z n e g o O . M a d e r a ) 

z n a j d z i e c z y t e l n i k n p . w ks iążce A . N . K r y l o w a p o ś w i ę c o n e j r a c h u n k o m 
p r z y b l i ż o n y m 1 ) . 

P R Z Y K Ł A D 1 3 . P r z e p r o w a d z i ć anal i zę h a r m o n i c z n ą f u n k c j i p e r i o ­
d y c z n e j o o k r e s i e co, k t ó r e j w y k r e s j e s t d a n y n a r y s . 6. 

D z i e l i m y p r z e d z i a ł (0,co) n a 12 r ó w n y c h częśc i ( z n a j ą c w a r t o ś c i 
d a n e j f u n k c j i w 12 p u n k t a c h p r z e d z i a ł u o d ł u g o ś c i j e d n e g o o k r e s u , z n a m y 
j u ż w p r z y b l i ż e n i u p r z e b i e g t e j f u n k c j i ) . Z a t e m w e w z o r a c h (74) i (75) 
b ę d z i e m = 1 2 i r = 3 . Z w y k r e s u o d c z y t u j e m y 

2/o = 0 , 6 0 , 

y i = 0 , 7 2 , 2/n = 0 , 0 5 , 

2/2 = 0 , 7 7 , 2/io = - 0 , 1 9 , 

2/3 = 0 , 6 2 , 2/9 = - 0 , 2 2 , 

2/4 = 0 , 4 3 , 2/s = - 0 , 1 8 , 

2/5 = 0 , 4 4 , 2/7 = 0 , 0 3 , 

2/e - 0 , 3 4 . 

P o w y ż s z y s c h e m a t z a p i s u o d c z y t a n y c h war tośc i 2/o>2/i>--->2/n J e s t w y ­
g o d n y d l a d a l s z y c h o b l i c z e ń . 

') A . H . K p u . i O B , Jlenąwi n npu6.m.iiceninux obmucjieiM.iz, MoCKHa-.lIciiilil-
rpafl 1950, str. 182-188. 
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O b l i c z a m y t e r a z sl,d1,s2,d2,... ,ss,d5,A ,B w e d ł u g w z o r ó w (73) . 
O t r z y m u j e m y 

s 1 = 0 , 7 7 , s 5 = 0 , 4 7 , o", = 0 , 6 7 , d 5 = 0 , 4 1 , 

s 2 = 0 , 5 8 , s 4 = 0 , 2 5 , o"2 = 0 , 9 6 , a"4 = 0 , 6 1 , 

s 3 = 0 , 4 0 , a"3 = 0 , 8 4 , 

A = 0 , 9 4 , 5 = 0 , 2 6 . 

O b l i c z a m y t e r a z 8 S l , D S l , S d i , D d i , 8^ , - D ^ , Sdi,Ddi w e d ł u g w z o r ó w (73) . 
O t r z y m u j e m y 

S S i = l , 2 4 , - D S l = 0 , 3 0 , - 8 ^ = 1 , 0 8 , i > d l = 0 , 2 6 , 

^ = 0 , 8 3 , i > S a = 0 , 3 3 , ^ = 1 , 5 7 , 1 ^ = 0 , 3 5 . 

M o ż e m y t e r a z o b l i c z y ć w s p ó ł c z y n n i k i a0,a1,b1,a2,b2,... w e d ł u g 
w z o r ó w (74) 

a 0 = - ( 0 , 9 4 + 0 , 4 0 + 1 , 2 4 + 0 , 8 3 ) = ^ ^ 0 , 2 8 4 , 

A 10 ,26+0 ,30 cos — + 0 ,33 cos 1 ^ 0 , 1 1 4 , 

\ = — ( 0 ,84 + 1 , 0 8 s i n ~ + 1,57 s i n ~) « *0 ,457 , 
6 \ 0 3 / 

1 / Ti 2n\ 
a2 = 0 , 9 4 — 0 , 4 0 + 1 , 2 4 cos [-0,83 cos ^ 0 , 1 2 4 , 

6 \ 3 3 / 

1 / n 2n\ 
b2 = - 0,26 s i n h 0 ,35 s m — ^ 0 , 0 8 8 , 

6 \ 3 3 / 

« 3 = - ł - |o,26 + 0 ,30 cos ^ + 0 ,33 COSTCj — 0 ,012 , 

b3 = * | - 0 , 8 4 + l , 0 8 s i n | + 1 , 5 7 s i n j r j = 0 , 0 4 0 , 

1 / 2n ±7l\ 
a 4 = 0 , 9 4 + 0 , 4 0 + 1,24 cos h 0 ,83 cos — - 1 ^ 0 , 0 5 1 , 

0 \ 3 3 / 

1 / . 2n 47t\ 
6 4 = 0,20 s i n + 0 ,35 s i n \ ^ - 0 , 0 1 3 , 

6 \ 3 3 / 

1 / \ 
a 5 = — 0,26 + 0 ,30 cos j - 0 , 3 3 c o s — ^ 0 , 0 2 8 , 

6 \ 6 3 / 

1 / 5TZ 5TI\ 
b5 = — 0,84 + 1,08 s i n 1-1,57 s i n — ^ 0 , 0 0 3 . 

6 \ . 6 3 / 

Metody numeryczne i graficzne — 10 
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D a l s z y c h w s p ó ł c z y n n i k ó w o b l i c z a ć n i e m o ż e m y , g d y ż m u s i b y ć s p e ł n i o n y 
w a r u n e k m > 2 n . 

P o n i e w a ż o k r e s f u n k c j i d a n e j j e s t r ó w n y w, w i ę c p r z y j m u j ą c Ax=coj\2 
m a m y n a m o c y w z o r u (67) x=2nx\co. 

W i e l o m i a n t r y g o n o m e t r y c z n y a p r o k s y m u j ą c y d a n ą f u n k c j ę b ę d z i e 
m i a ł z a t e m p o s t a ć 

(76) / » = 0 , 2 8 4 + 0 , 1 1 4 cos — + 0 ,457 s i n 1-
co co 

\nx 4TXX 6TTX 
+ 0 ,124 cos h-0,088 s i n 0 ,012 cos h 

co co co 

QJIX 8>JTX 8nx 
+ 0 , 0 4 0 s i n h 0 , 0 5 1 cos 0 ,013 s i n 1-

co co co 

10TIX 10JIX 
+ 0 ,028 cos h 0 ,003 s i n . 

co co 

K o r z y s t a j ą c ze w z o r u t r y g o n o m e t r y c z n e g o 

Ct c o s y , + C 2 s i n c p = y / C \ + C l s i n ( < p + ó ) , 

g d z i e 
O, C2 

s m i ) = — , cos<5 = 
, • w o w — : , 

]/c\+a \/c2+ci 
m o ż e m y w z ó r (76) zap i sać j e s z c z e w p o s t a c i 

- i I2nx \ . I4tnx \ 
f(x)= 0 , 2 8 4 + 0 , 4 7 1 s i n i \- 0 , 244 ) + 0 ,152 s i n i h 0 ,9541 + 

(OTtrr \ I8TZX \ 

- 0 ,292) + 0 ,053 s i n I + 1 ,821) 
+ 

( \0nx 
h 1,404 

co 

O b l i c z y m y j e s z c z e b ł ą d średni Ms o t r z y m a n e g o p r z y b l i ż e n i a p o d ł u g 
w z o r u (75) . M a m y 

j£ y 2 = 2 , 4 7 0 1 , al= 0 , 0 8 0 6 5 0 , £ ( a 2 + 6 2 ) = 0 , 2 5 0 2 7 2 . 

Zatem 

2 ,4701 0 , 2 5 0 2 7 2 
j\ll=—L- — 0 , 0 8 0 6 5 6 — — ^ 0 , 0 0 0 0 5 0 i l f r ,%() , ( )07. 

12 2 
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§ 3 9 . W y b ó r m e t o d y a p r o k s y m a c y j n e j . W r o z d z i a l e m n i e j s z y m 
o m ó w i l i ś m y t y l k o n i e k t ó r e z n a j b a r d z i e j z n a n y c h i u ż y w a n y c h m e t o d 
a p r o k s y m a c y j n y c h . C z y m się t e r a z k i e r o w a ć p r z y w y b o r z e o d p o w i e d n i e j 
m e t o d y ? O t ó ż w y b ó r m e t o d y a p r o k s y m a c y j n e j za l eży p r z e d e w s z y s t k i m 
o d z a g a d n i e n i a , d o k t ó r e g o b ę d z i e m y ją s t o s o w a l i . A z a g a d n i e n i a a p r o k s y ­
m a c y j n e dzielą się n a d w i e k l a s y w za leżnośc i o d t e o r i i b ł ę d ó w , n a k t ó r e j 
się op iera ją . D o k l a s y p i e r w s z e j należą z a g a d n i e n i a o p a r t e n a t e o r i i b ł ę ­
d ó w m a k s y m a l n y c h . W z a g a d n i e n i a c h t e j k l a s y z a k ł a d a m y , że b ł ą d 
a p r o k s y m a c j i n i e m o ż e w ż a d n y m p u n k c i e r o z p a t r y w a n e g o p r z e d z i a ł u 
p r z e k r o c z y ć o k r e ś l o n e j w a r t o ś c i , a w i ę c p o s z u k u j e m y p r z y b l i ż e ń j e d n o ­
s t a j n y c h . D o k l a s y d r u g i e j należą z a g a d n i e n i a o p a r t e n a s t a t y s t y c z n e j 
t e o r i i b ł ę d ó w . W z a g a d n i e n i a c h t e j k l a s y b ł ę d y a p r o k s y m a c j i o k r e ś l a m y 
s t a t y s t y c z n i e p r z e z p o d a n i e b ł ę d u ś redn iego . B ł ę d y a p r o k s y m a c j i m o g ą 
b y ć l o k a l n i e b a r d z o d u ż e , a l e p r a w d o p o d o b i e ń s t w o d u ż y c h b ł ę d ó w m a b y ć 
o d p o w i e d n i o m a ł e , co u z y s k u j e m y p r z e z za łożen ie , że b ł ą d średni m a b y ć 
m n i e j s z y o d u s t a l o n e j w a r t o ś c i . P r z y b l i ż e n i a z n a j d o w a n e n a g r u n c i e 
s t a t y s t y c z n e j t e o r i i b ł ę d ó w noszą n a z w ę przybliżeń kwadratowych. W a r t o 
z a u w a ż y ć , że jeżel i b ł ą d m a k s y m a l n y a p r o k s y m a c j i j e s t m a ł y , t o o c z y ­
wiśc ie i b ł ą d średni j e s t m a ł y , a z a t e m d o k ł a d n e p r z y b l i ż e n i a j e d n o s t a j ­
n e są z a r a z e m d o k ł a d n y m i p r z y b l i ż e n i a m i k w a d r a t o w y m i , a l e n i e n a 
o d w r ó t . 

Z a g a d n i e n i a k l a s y p i e r w s z e j r o z w i ą z u j e m y n a j c z ę ś c i e j m e t o d ą sze ­
r e g ó w p o t ę g o w y c h l u b m e t o d ą i n t e r p o l a c y j n ą , z a g a d n i e n i a k l a s y d r u ­
g ie j — n a j c z ę ś c i e j m e t o d ą n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w ( k t ó r a o b e j m u j e 
j a k o p r z y p a d k i s z c z e g ó l n e m e t o d ę w i e l o m i a n ó w o r t o g o n a l n y c h i anal izę 
h a r m o n i c z n ą ) . N i e j e s t t o j e d n a k regułą b e z w y j ą t k ó w . M o ż n a n p . s z u k a ć 
w i e l o m i a n u a p r o k s y m u j ą c e g o daną f u n k c j ę m e t o d ą n a j m n i e j s z y c h k w a 
d r a t ó w , a s z a c o w a ć m a k s y m a l n y b ł ą d a p r o k s y m a c j i . M o ż n a r ó w n i e ż szu­
kać w i e l o m i a n u a p r o k s y m u j ą c e g o m e t o d ą i n t e r p o l a c y j n ą , a o b l i c z a ć 
b łąd średni a p r o k s y m a c j i . J e d n a k p o s t ę p o w a n i e t a k i e na leży d o w y j ą t k ó w 
i m u s i b y ć u s p r a w i e d l i w i o n e s p e c j a l n y m c h a r a k t e r e m z a g a d n i e n i a . 

Z a g a d n i e n i a z w i ą z a n e z a p r o k s y m a c j ą f u n k c j i , d a n y c h w p o s ł a ci 
a n a l i t y c z n e j , p r z e z i n n e f u n k c j e należą p r a w i e z a w s z e d o k l a s y p i e r w s z e j . 
Z a g a d n i e n i a z w i ą z a n e z a p r o k s y m a c j ą za leżnośc i s t o c h a s t y c z n y c h l u b 
f u n k c y j , d l a k t ó r y c h z n a n e są j e d y n i e w a r t o ś c i w o k r e ś l o n y c h p u n k t a c h 
j a k o w y n i k i e k s p e r y m e n t u , należą z r e g u ł y d o k l a s y d r u g i e j , p o n i e w a ż 
w y n i k i e k s p e r y m e n t u m a j ą z r e g u ł y z n a c z e n i e j e d y n i e s t a t y s t y c z n e i p r o ­
w a d z e n i e k r z y w y c h i n t e r p o l a c y j n y c h d o k ł a d n i e p r z e z p u n k t y o t r z y m a n e 
z p o m i a r ó w w c a l e n i e j e s t p o ż ą d a n e . 

W z a g a d n i e n i a c h k l a s y p i e r w s z e j s t o s u j e m y m e t o d ę s z e r e g ó w p o t ę ­
g o w y c h w t e d y , g d y f u n k c j a a p r o k s y n i o w a n a d a j e się ł a t w o r o z w i n ą ć 
w s z e r e g T a y l o r a l u b j e s t d a n a w p o s t a c i s z e r e g u p o t ę g o w e g o , a z a l e ż y 
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n a m p r z e d e w s z y s t k i m n a p r o s t o c i e i k r ó t k o ś c i r a c h u n k ó w . Z a p r o s t o t ę 
r a c h u n k ó w m u s i m y j e d n a k c zęs to z a p ł a c i ć t y m , że — p r z y u s t a l o n e j 
d o k ł a d n o ś c i a p r o k s y m a c j i — s t o p i e ń w i e l o m i a n u a p r o k s y m u j ą c e g o , o t r z y ­
m a n e g o m e t o d ą s z e r e g ó w p o t ę g o w y c h , j e s t w y ż s z y o d s t o p n i a w i e l o m i a n u , 
j a k i u z y s k a l i b y ś m y m e t o d ą i n t e r p o l a c y j n ą . G d y za l eży n a m — p r z y u s t a ­
l o n e j d o k ł a d n o ś c i — n a u z y s k a n i u m o ż l i w i e n i s k i e g o s t o p n i a w i e l o m i a n u 
a p r o k s y m u j ą c e g o , s t o s u j e m y n a j c z ę ś c i e j m e t o d ę i n t e r p o l a c y j n ą , a z w ł a s z ­
c z a — o i l e t o j e s t m o ż l i w e ( n p . ze w z g l ę d u n a d ł u g o ś ć r a c h u n k ó w ) — o p t y ­
m a l n ą m e t o d ę i n t e r p o l a c y j n ą . M e t o d y i n t e r p o l a c y j n e s t o s u j e m y r ó w n i e ż 
w t y c h p r z y p a d k a c h , g d y f u n k c j a d a n a j e s t p r z e z w a r t o ś c i w o k r e ś l o n y c h 
p u n k t a c h i w a r t o ś c i t e u z n a j e m y z a p e w n e . S y t u a c j ę taką m a m y n p . 
w t a b l i c a c h m a t e m a t y c z n y c h . 

G d y f u n k c j a a p r o k s y m o w a n a d a j e się r o z w i n ą ć w s z e r e g F o u r i e r a , 
t o w n i e k t ó r y c h z a g a d n i e n i a c h k l a s y p i e r w s z e j o p ł a c a się a p r o k s y m o w a ć 
t ę f u n k c j ę w i e l o m i a n e m t r y g o n o m e t r y c z n y m , k t ó r y u z y s k u j e m y j a k o 
s u m ę c z ę ś c i o w ą t ego s z e r e g u . W t e n s p o s ó b m o ż n a n i e r a z o t r z y m a ć b ł ą d 
m a k s y m a l n y a p r o k s y m a c j i z n a c z n i e m n i e j s z y n i ż w p r z y p a d k u a p r o k s y ­
m a c j i t e j ż e f u n k c j i w i e l o m i a n e m z w y k ł y m t e g o s a m e g o s t o p n i a . N a o g ó ł 
j e d n a k o s z a c o w a n i e b ł ę d u m a k s y m a l n e g o n i e j e s t w t y c h p r z y p a d k a c h 
ł a t w e . 

W z a g a d n i e n i a c h k l a s y d r u g i e j s t o s u j e m y r ó ż n e w a r i a n t y m e t o d y 
n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w . P o n i e w a ż w y m a g a o n a n a o g ó ł d ł u g i c h 
i ż m u d n y c h r a c h u n k ó w , s t a r a m y s i ę T j ą u p r a s z c z a ć , o i l e n a t o w a r u n k i 
z a d a n i a p o z w a l a j ą . W n i e k t ó r y c h z a g a d n i e n i a c h , g d y n i e w y m a g a się d u ­
że j d o k ł a d n o ś c i , m o ż n a — p r z y p e w n e j w p r a w i e — z a s t o s o w a ć n a w e t t a k 
r a d y k a l n e u p r o s z c z e n i e , j a k z n a l e z i e n i e w i e l o m i a n u a p r o k s y m u j ą c e g o 
„ n a o k o " . N p . w p r z y k ł a d z i e n a r y s . 4 m o ż n a b y „ n a o k o " p o p r o w a d z i ć 
p ros tą a p r o k s y m u j ą c ą d a n ą z a l e ż n o ś ć s t o c h a s t y c z n ą . T a k i e p o s t ę p o w a n i e 
j e s t o t y l e u s p r a w i e d l i w i o n e , że p r z e z o b l i c z e n i e b ł ę d u ś redn iego m a m y 
z a w s z e k o n t r o l ę d o b r o c i a p r o k s y m a c j i . P o n a d t o b ł ą d średni a p r o k s y m a c j i 
d l a w i e l o m i a n u z n a l e z i o n e g o „ n a o k o " j e s t z a z w y c z a j n i e w i e l e w i ę k s z y 
o d b ł ę d u ś redn iego d l a w i e l o m i a n u o b l i c z o n e g o p r e c y z y j n i e m e t o d ą n a j ­
m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w . Jeże l i w y m a g a n a j e s t w i ę k s z a d o k ł a d n o ś ć , t o 
d u ż e u p r o s z c z e n i e m e t o d y n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w m o ż n a u z y s k a ć 
w p r z y p a d k u , g d y w a r t o ś c i a r g u m e n t u n a s t ę p u j ą p o s o b i e w r ó w n y c h 
o d s t ę p a c h ( p a t r z p r z y k ł a d 9 ) . D o za leżnośc i p e r i o d y c z n y c h s t o s u j e m y 
a p r o k s y m a c j ę m e t o d ą a n a l i z y h a r m o n i c z n e j . G d y w r e s z c i e a p r o k s y m u j e m y 
f u n k c j ę daną w p o s t a c i a n a l i t y c z n e j , t o s t o s u j e m y z a z w y c z a j a p r o k s y m a c j ę 
w i e l o m i a n a m i o r t o g o n a l n y m i . 


