108 IV. Aproksymacja

po uporzadkowaniu

22 98 @ 54 2 \2
(18) ¥ = s8in &~ 0,0001206 -+ 3,129496 — 4 0,197059 (—) —
T 7T

255 1 0 \3 252 1 . \4
—6,312310 (——) +2,797005 (——-) .
T 7T

czyli ostatecznie po uwzglednieniu bledu aproksymacji

22 32 56
(19)  y=sin 2=10,0001206 -+ 0,99614952+ 0,0199663 =" —

160 83 26
— 0,2035817 2% + 0,0287140 2",

Podstawiajac na przykiad do wzoru (19) #= 18°= z/10 otrzymujemy
17
8in18°=0,30901. Dokladna wartodé jest sin18°=0,309017... Poréwnujge
bledy otrzymane dla sin18° w przykladach 3 i 4 widzimy, ze blad otrzy-
many w przykladzie 4 jest mniejszy niz w przykladzie 3.

§ 34. Metoda najmniejszych kwadratow. Niech bedzie dana funkeja
y=~F(z), ktéra w réznych pomiedzy sobg punktach ,,2,,o,...,o,
przybiera wartosei ¥, Y;¥as-.-s¥m- Cheemy znaleZé takie przyblizenie
funkeji y="F(z) wielomianem c¢o najwyzej stopnia n (n<m)

(20) (@)= ay+ &y 2+ ay@*+ . .. + a, 2",

aby blgd dredni M aproksymacji osiggngl minimum, tj. aby funkcja

(21) D(@gy@yy-. 1) =(Yo— Gp— OBy — Gy By — ... — G, Tp)’ +
F (Y — Gg— Oy — et — ... — @ &P+ ...F
2 \2 2
+‘ (y'm — Oy — Oy 2, — aﬁm:n'_— it T a’ﬂm:l) =(?ﬂ +1) M

osiggala minimum. Nalezy podkreslié, ze przy takim postawieniu zagad-
nienia minimizujemy tylko blad sredni M, z jakim wartosci wielomianu
f(z) w punktach x,,2,,2,,...,2,, przyblizajg wartosci Yo,¥,¥ss:«-s¥m
funkeji F(x). O bledzie, z jakim wielomian f(x) przybliza funkecje F(z)
poza punktami @y,mx,,2,,...,&,, nie potrafimy zazwyeczaj nic powiedzieé.

Takg metode aproksymacji nazywamy metodq najmniejszych kwadra-
téw. O ile w przypadku przyblizenn interpolacyjnych bylo zawsze n=m,
o tyle metode najmniejszych kwadratéw stosujemy, gdy n<m. W prazy-
padku n=m metoda najmniejszych kwadratéw pozwala otrzymaé co
prawda wielomian interpolacyjny, ale na dluzszej drodze niz bezposred-
nie metody interpolacyjne.
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§ 34. Metoda najmniejszyeh kwadratéw

W metodzie najmniejszych kwadratéw szukamy minimum funkeji
D(ag,ay,...,a,). Musi byé zatem
0P 00
da,

o
= =)

22 s
S ia,

da,
Dostajemy stad »-+1 rownan liniowych z n -1 niewiadomymi a,,a,,...,a,.
Roéwnania te noszg nazwe réwnan normalnych. Mozna dowiesé ), ze uklad
rownan normalnych (22) ma zawsze dokladnie jedno rozwigzanie i Ze to
rozwigzanie daje istotnie punkt, w ktérym funkeja (20) osigga mini-
mum. Dokladnos¢ przyblizenia (20) oceniamy najezesciej przez podanie
bledu sredniego M aproksymacji, gdzie (patrz wzor (21))

. 1

(23) M= —
m—+1

D(ag,a,,...,a,).

Rownania (22) mozna zapisa¢ w wygodnej dla rachunkow postaci.
Mamy mianowicie dla i=0,1,...,n

P

T =—2[(Yo— By — Oy By—...— A, ) Th+

[yl_“’n_mlm] -—...—a,,.’::;‘)m‘,' T +(;f;,,,—au—~a,;vm~... __anm:r)m;n I=

m
= —2 Y (y—ay,—a,x;—... —a,2})0j=0,
F=0

skgd na niewiadome a,,a,,...,a, otrzymujemy réwnania

i m n m
F 0t b1 iR N L,
(24) a,,j%x,-+ a, _2:.13;- +...4a, 2 i 26 Y, .
= J= =0 7=

Wprowadzimy oznaczenia

m

S.,- = Z CL';

F =

oraz

"

Ti= Y ajy;.
j=0

Wtedy uklad réwnan normalnych (24) mozna zapisa¢ nastepujaco:

S
al+ ...+Sﬂ+lafﬂ:1‘||

'
ay,= 101

. OIS TR .

Sy a,+ Sﬂ+lal+ oot 8By a="T,.

Spa,+ 8, a4+ .
S, ay+ 8,
(25)
') Dowéd mozna znalezé w ksigzce:
ceton 1949, str. 250-255.

W. E. Milne, Numerical Caleulus, Prin-
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Wspélezynniki Sy, 8,,...,8,, 7, 7,,...,T, wygodnie jest oblicza¢ we-
diug nastepujgcego schematu:

Seg=m + 1.

2 3 2n | 2 i
i o il ; I iy oy £y
2 i an 2 | n
i oy Lo, Ly o Eolfo LYo s Lo Yo
| 2 n | 2 n
3 n [ o ] u n Sy o1y ik L1Y1
(2 6 ) | FEa 3 29 I 2 [ 1
g @ra To | »av Ao Yo raifs w9l | eve | oyYs
AR o o Vi
| |
|
2 3 2n | | 2 an
T T | Bm AT Ey | Ym | PmYm | Pmlm e PYm
1 i
| | ] |
S S | Ss eee | Son Ty 4 1 S IO L 1o ‘ Ta

PrzvkeAD 5. Dana jest funkcja y = F(z), ktéra w punktach
0,7)6,m/4,n[3, x|2 przybiera wartodci 0,1/2, V2/2,V/3/2,1 (a wiec moze
byé np. F(z)=sinz). ZnaleZé metodg najmniejszych kwadratéw przy-
blizenie funkeji () wielomianem f(x) co najwyzej drugiego stopnia.

Mamy

f(@)=ay+ ayot+ a2, n=2, m=4.

Sporzgdzamy tabele (26).

8o = 5.
@ bt | 2 at U ay |i @ty
(1] | 0 0 0 0 l 0 I 0
| | .

n® L at | 1 7 I n?
6 36 216 1206 | 2 1 12 | 72
L n? 2 | o Ve /2 nty/2
4 16 61 | 256 2-h LEe 32
n %=t a? e V3 ay/3 7%/3
3 9 27 81 2 6 18
7 2 n? 1o . I n nl
2 4 8 16 ‘ 2

- : |

8, S, B ol 18 /S I SR SR




§ 34. Metoda najmniejszych kwadratiow

L11
gdzie
s 200 (g L0 G e R T
!\ﬂ:-), A‘Sl = I Ty h.‘._: ]-‘14 T, DNg=— 1—92 T, 1\1_‘_- é‘("'-ﬁiﬁ T,
1! .‘%—|—;.-":3-4—]3 . 7T St A A - s
To="F 00, Ty= oo (1443)/244Y/3), Ty= oo (1649)/2+16Y/3).

Dostajemy stad uklad réwnan normalnyeh (25)

AR 66 , 3+12+3
dy+ —7 a, —— T Oy == & y
| 144 9
5) G5 i 35 T y
Py T R Sy T Ay = & (14 43y 244y3),
65 3B AL 1649 . .
7 o xa — 34, =—— (76491 2+4-161/3).
144" 1 1957 U F 50736 B 5gg OOV ET10VS)

Niech ¢,=A,, na,=A4,, n’a,
wtedy zapisaé tak:

4,. Uklad réwnan normalnych mozna

T204,+ 1804, 4 654,=72(3+y2+V3),
7204,+ 260A,+ 1054,=24(14+-3y/24+4y3),

93604,+37804,+16494,=T2(76 +9)/2+16)/3).
Obliczamy stad, ze

56 —8)/2—27y/3 120)/2+111)/3—105 42 —24y/2—18)/3
e L, 4= sl ) Ay= 2,
420 70 7
Zatem
_ B56—8)/2—27y8  120)/2+4111y/3—105  42—24y/2—18Y/3
i R TR S B R T W O e U
skad
) 56—8)/2—27)/3  120)/24111y3—105 @
2 420 PREETTAT T e
42—24)/2-18y/3 [ »\*
e e IS
T

czyli, przechodzge do przyblizen dziesietnych,

@ 2
f (@)~ —0,004950 --3,670904 — — 3,302577 ( 9’:) j
T
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Mamy dalej

F(0) =0,00000, f(0) =~ —0,00495,

)
) = 0,50000, J ( —)
) 6

X
)mn,mm, j(--i- ~0,70636,

,-.1‘_]
14

- d

P

w4

: fe
~0,86603, f( 3) ~0,85173,

( ):1.00000, f(.g)m,oo.mu.

Obliczamy blad sredni M aproksymacji wedlng wzoréw (23) i (21):

M= — (0 00495% + 0,01513°4-0,00075* 4-0,01430% -+ 0,00486%) ~0,00009642,

M ~0,00982.

Aproksymacja jest w tym przypadku obarczona dosé¢ duzym bledem.
Mozna go zmniejszy¢ dwoma sposobami: albo przyblizyé funkeje F ()
wielomianem stopnia wyzszego niz drugi, np. wielomianem stopnia
czwartego, albo tez aproksymowaé funkeje F(z) oddzielnie w kilku prze-
dzialach, np. przyblizy¢ ja wielomianami stopnia drugiego w przedzia-
lach 0<e<n/4i n[/d<w<z/2. W obu przypadkach dobrze jest mieé wiecej
punktow, w ktérych wartodei funkeji #(x) sy znane, niz to mialo miejsce
w ostatnim przykladzie.

PrzykrAD 6. Niech funkeja y=1F(x) z przykladu (b5) przybiera
w punktach 0,1/36x,2/36x,...,17/367,18/36a=n=/2 wartodci
0,0000000, 0,0871557, 0,1736482, 0,2588190,  0,3420201,
04226183,  0,5000000, 05735764, 0,6427876, 0,7071068,
0,7660444,  0,8191520, 0,8660254, 0,9063078, - 0,9396926,
0,9659258,  0,9848078,  0,9661947,  1,0000000.

Znalez¢ metodg najmniejszych kwadratow przyblizenie funkeji
F(x) wielomianem f(z) stopnia co najwyzej czwarfego.
Mamy

f(@)=ay+a, 2+ a, 2" +ay2° +a, 2
Sporzgdzamy tabele (26) dla 8,=19.
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&

0,0000000
0,0872665
0,1745329
0,2617094
0,3490659
0,4363323
0,5235988
0,6108652
0,6981317
0,7853982 |
0,8726646 |
0,9599311
1,0471976
1,1344640
1,2217305
1,3089969
1,3962634
1,4835299 |
1,5707963 |

2

x?

0,0000000
0,0076154
0,0304617
0,0685389
0,1218470
0,1903859
0,2741557
0,3731563
0,4873879
0,6168503
0,7615435
0,9214677
1,0066228
1,2870086
1,4926254
1,7134729
1,9495515

2,2008610 |

2,4674010

| 3
| T

0,0000000

|
0,0006646 |
0,0053166 |
0.0179434 |
mu425323‘
0,0830715

0,1435476 |
0,2279482 |
0,3402609 |
|L4844731‘
0,6645721

0,8845455 |
1,1483808 |
L4600649‘
1.8235860

29420307 |
2,7220874 |
3,2650430 |
3,8757844 |

at

0,0000000
0,0000580
0,0009279
0,0046976
0,0148467
0,0362468
0,0751613
0,1392456
0,2375469
0,3805043
0,6799485
0,8491027

1,2025816 |

1,6563911
2,2279306
2,9359893
3.8007510
4,8437890
6,0880678

3‘:5

s

x7

0,0000000
00000051
0,0001620
0,0012298
0,0051825
0,0158156
0,0393544
0,0850603
0,1658390

0,2088474 |

0,5061005
0,8150801
1,2593406
1,8791160
2,7219308
3,8432009
5,30684905
7,1859058
9,5631143

0,0000000
0,0000004
0,0000283
0,0003220
0,0018090
0,0069009
0,0208059
0,0519604
0,1157775
0,2347142
0,4416560
0,7824208
1,3187784
2,1317895
3,3254659
5,0307381
7,4007597
10,6605061
15,0217046

0,0000000
0,0000000
0,0000049
0,0000843
0,0006315

0,0030111
0,0107892
0,0317408
0,0808279
0,1843441
0,3854176
0,7510700
1,3810216
2,4184384
4,0628231
6,5852206

10,3459763

15,8151795

23,5960380

14,9225652 |16,0609535 |19,4327533

e

Sy

65,6526189

Ss

25,0737867 (33,6921346 |46,6549377

| S

8,

ab

0,0000000
0,0000000
0,0000009
0,0000221
0,0002204
0,0013138
0,0056492
0,0193893
0,0564285

0,3363403
0,7209755
1,4462025
2,7436313
4,9636749
8,6200333

14,4457080

23,4622017

37,0645692

0,1447835 |

| €y

0,0000000

00871557

0,1736482
| 0,2588190
0,3420201
0,4226183
0,5000000
0,5735764
0,6427876
0,7071068
0,7660444
0,8191520
0,8660254
0.9063078 |
0,9396926
09659258
0,9848078
0,9961947
1, 0000000

[ et

Ty

Metody numeryczne i graficzne — 8

0,0000000
0,0076058
0,0303073
0,0677587
0,1193876 |
0,1844020
0,2617994
0,3503779
0,4487504
0,6553604
0,6684908
0,7863295
0,9068097
1,0281736
1,1480511
1,2643939
1,3750511
1,4778846
1.56707063

xzty -t
1

@y

oty

0,0000000 |
0,0006637
0,0052896
0,0177392
0,0416741
0,0804606 |
0,1370778
0,2140336
03132869
0,4361790
0,5833761
0,7548221
0,9497032
1,1664259
1,4026090
1.6550877
1,9199335
2,1924861
2.4674010

0,0000000
0,0000579 |
0,0009232
0,0046441
0,0145470
0,0351075
0,0717738
0,1307457
0,2187155
0,3425742
0,5090917
0,7245772
0,0945269
1,3232682
1,7136103
2,1665046
2,6807329
3,2526185
3,8757844

0,0000000
0,0000051

0,0001611

0,0012158
0,0050779
0,0153186
0,0375807
0,0798680
0,1526922

0,2690572
0,4442663
0,6055442
1,0414662
1,5012002
2,0935699
2,8359478 |
3,7430002

4,8253569
6,0880678

m
Ty

04,03123d4 | 11,9518826 | 12.2518201 | 14,3382491 | 18,0508036 | 23,8204051
o s 5k |

m
Ty

’IT‘
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Dostajemy stad uklad réwnan normalnych
19,000000a, +-14,922565a, +16,060953a, +19,432753a, +25,073787a, ~
~11,951883,
14,922565a,+16,060953a, +19,432753a, +25,073787a, -+33,692135a, ~
~12,251829,
16,060953a,-+19,432753a, +25,073787a, +33,692135a, 1 46,664938a, ~
~14,338249,
19,432753a,+25,073787a, +33,692135a, +46,554938a, +65,652619a, ~
~18,059804,
25,073787a,--33,692135a, -46,5654938a, -}-65,652619a, +94,031234a, ~
~23,829405.
Oto rozwigzanie tego ukladu (por. takze rozdz. VII, str. 00)
a,~0,000122,  a,~0,996146, a,~0,019752,
Ly~ —0,203190,  a,~0,028549.
Zatem f(x)~0,000122-+0,9961462-0,0197522° +0,2031902° 4-0,0285492".
OtrzymaliSmy wielomian o wspélezynnikach niewiele si¢ réznigcych
od wspolezynnikéw optymalnego przyblizenia interpolacyjnego (19).
Obliczymy teraz blad sredni aproksymacji. Mamy

P4 S il o BV F@)—f@) | F@)—f@
0,0000000 0,000000 0,000122 —0,000122 14884-10—12
0,0872665 0,087156 0,087069 0,000087 7569-10-12
0,1745329 ! 0,173648 0,173530 0,000118 13924-10-12
0,2617994 0,2588190 0,258754 0,000065 42251012
0,3490659 0,342020 0,342031 —0,000011 121-10-12
0,4363323 | 0,422618 * 0,422689 | —0,000071 5041-10-1
0,5235088 0,500000 0,500006 ~0,000096 9216101
0,6108652 0,5673576 | 0,673662 - 0,000086 7396101
0,6981317 0,642788 0,642834 —0,000046 2116-10-12
0,7853982 0,707107 | 0,707100 0,000007 I 49-10-12
0,8726646 | 0,766044 0,765988 _ 0,000056 | 3136-10-1
0,9509311 0,819152 0,819065 0,000087 75691012
1,0471976 0,866025 0,865937 0,000088 | 77441012
1,1344640 | 0,906308 0,906252 | 0,000056 3136-10-1=
1,2217305 0,939693 0,939697 —0,000004 | 16-10—1=
1,3089969 0,965926 0,965997 . —0,000071 | 5041-10-1
1,3962634 0,984808 0,984918 —0,000110 12100-10-12
1,4835299 |  0,996195 ' 0,996267 —0,000072 | 5184-10-12
1,6707963 | 1,000000 0,999888 | 0,000112 12544-10-12

| | | Suma: 121011-10-12

\ 1
M= T 121011-10 *~6369-10", M ~0,0000798 ~0,00008.
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PrzYKLAD 7. Metoda najmniejszych kwadratéw znaleZé przybli-
zenie funkeji F(z) z przykladu 6 wielomianami stopnia co najwyzej dru-
giego, oddzielnie w przedzialach 0<e<=z/4 i #/4 <o m/2.

Niech

(@)=

ao—t— a, @+ aﬂ,::;'2 dla 0o

bo-+ byx+ bya*

Sporzgdzamy tabele dla 0<a<=/4.

dla -Z <mg

w1.i m|a

Sg - lU.
I !

L x? b i F ! U xy zty
0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000 = 0,0000000  0,0000000 | 0,0000000 | 0,0000000
0,0872665 | 0,0076154 | 0,0006646 = 0,0000580 | 0,0871557 | 0,0076058 | 0,0006637
0,1745329 | 0,0304617 | 0,0053166 | 0,0009279 ‘ 0,1736482 | 0,0303073 | 0,0052896
0,2617994 | 0,0685380 | 0,0179434 | 0,0046976 | 0,2588190 | 0,0677587 | 0,0177392
0,3490659 | 0,1218470 | 0,0425326 | 0,0148467 | 0,3420201 | 0,1193876 | 0,0416741
0,4363323 | 0,1903859 | 0,0830715 I 0,0362468  0,4226183 | 0,1844020 | 0,0804606
0,5235988 | 0,2741557 | 0,1435476 | 0,0751613 | 0,5000000 | 0,2617994 | 0,1370778
0,6108652 | 0,3731563 | 0,2279482 | 0,1392456 | 0,5735764 | 0,3503779 | 0,2140336
0,6981317 | 0,4873879 | 0,3402609 | 0,2375469 ‘ 0,6427876 | 0,4487504 | 0,3132869
0,7853982 | 0,6168503 | 0,4844731 | 0,3805043 | 0,7071068 | 0,5553604 | 0,4361790
3,0260000 | 2,1703991 | 1,3457585 | 0,8892351 | 3,7077321 | 2,0257495 | 1,2464045

T T
oraz tabel@ dla E TS — .
Sy=9.
@ : x* ’ z? ‘ b ] y Y xty
v =M |
0,8726646 | 0,7615435 0,6645721 0,5799485 i 0,7660444 | 0,6684998 | 0,5833761
0,9599311 | 0,9214677 0,8845455 0,8491027 | 0,8191520 | 0,7863205 | 0,7548221
1,0471976 | 1,0966228 1,1483808 1,2025816 | 0,8660254 | 0,9068997 | 0,9497032
1,1344640 | 1,2870086 1,4600649  1,6563911 | 0,9063078 | 1,0281736 | 1,1664259
1,2217305 | 1,4926254 1,8235860 2,2279306 | 0,9396926 | 1,1480511 | 1,4026090
1,3089969 | 1,7134729 2,2429307 2,9359893 | 0,9659258 | 1,2643939 | 1,6550877
1,3062634 | 1,9495515 2,7220874 3,8007510 | 0,9848078 | 1,3750511 | 1,9199335
1,4835299 | 2,2008610  3,2650430 4,8437890 | 0,9961947 | 1,4778846 | 2,1024861
1,6707963 | 2,4674010 3,8757844 6,0880678 | 1,0000000 | 1,5707963 | 2,4674010
10,9955743 [13,8005544 |18,0869948 |24.1845516! 8,2441505 |10,2260796 |13,0018446

8*
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Otrzymujemy stad uklad réwnai:

10,000000a,+ 3,926991a,+ 2,170399a,~ 3,707732,
3,926991a,+ 2,1703994,+ 1,345759a,~ 2,025750,

2,170399a,+ 1,345759a,+ 0,889235a,~ 1,246405,
9,000000b,+10,995574b, +13,890554b, ~ 8,244151,

10,995574b,+-13,890554b, 4-18,086995b, ~10,226080,
13,890554b,+18,086995b, |- 24,184552h, ~13,091845.
Oto rozwigzanie tego ukladu:

Zatem

f(@)~ —0,002594 +1,0551702 —0,1888922° dla
f (@)~ —0,166127 +1,4732192—0,4650352° dla

Obliczymy teraz blad fredni M aproksymacji. Mamy

@y~ —0,002594,
by~ —0,166127, b,~1,473219, by~ —0,465035.

a,~1,055170,

a,~ —0,188892,

il
e —m,
4
1 11
1 BB o .

1

2 i ) (@) F@)—f@) | [F@)—f)
0,0000000 0,000000 ~0,002594 0,002594 672881010
0,0872665 0,087156 0,088049 —0,000893 70741010
0,1745329 0,173648 0,175814 —0,002166 469161010
0,2617994 0,258819 0,260702 —0,001883 354571010
0,3490659 0,342020 0,342714 —0,000604 48161010
0,4363323 0,422618 0,421848 0,000770 59291010
0,5235988 0,500000 0,498106 0,001894 35872+ 1010
0,6108652 0,573576 0,571486 0,002090 43681-10-10
0,6981317 0,642788 0,641990 0,000798 6368+ 1010
0,7853082 0,707107 0,709617 —0,002510 63001+ 10-19
0,8726646 0,766044 0,765355 0,000689 47471019
0,9599311 0,819152 0,819547 —0,000395 1560-10-10
1,0471976 0,866025 0,866656 —0,000631 39821010
1,1344640 0,906308 0,906683 —0,000375 1406+ 10-10
1,2217305 0,939693 0,939627 0,000066 4410~
1,3089969 0,965926 0,965487 0,000439 1927 - 10-10
1,3062634 0,984808 0,984265 0,000548 2048-10-10
1,4835299 0,996195 0,995960 0,000235 552-10-10
1,5707963 | 1,000000 | 1,000572 —0,000572 3272.10-10

| | [ Suma:  337740-10-10

M= 5-337740-10~°~ 17776101,

M ~0,00133.
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Widzimy, ze blad S$redni aproksymacji jest znacznie wiekszy niz
w przypadku rozpatrywanym w przykladzie 6.

Wielkg zaleta metody najmniejszych kwadratéw jest to, ze pozwala
ona znajdowaé¢ aproksymacje nie tylko funkeyj, ale takze i zaleinosei
stochastycznych, tj. zaleznofei miedzy zmiennymi losowymi. Nie precy-
zujge tego zagadnienia ograniczymy sie do nastepujacego przykladu.

PRzZYKEAD 8. ZnaleZé metoda najmniejszych kwadratéw wielomian
stopnia pierwszego najlepiej aproksymujgcy (najlepiej w sensie metody
najmniejszych kwadratéw, tzn. tak, aby funkeja (20) osiagala minimum)
zaleznosé stochastyczng wielkodei y od wielkosei #, jezeli otrzymano z do-
$wiadezenia nastepujace dane: '

@ |1,107[08]10]05|09|05|08]06]07
y|26|1e|14[28]10| 23 05|18|10[15

2 07]12[08]09| 11]10/05]06]10| 0809
y|21|27]|07|20[30|24|07]12]25] 1722

Obliczamy wspélezynniki S;,8,,8,,7,,7, wedlug schematu (26).

|

So=21. % 28 : y oy
1,1 1,21 Il 2.6 2,86
0,7 0,49 1,4 0,98
0,8 0,64 | 1,4 1,12
1.0 100 Ka ki3 128 2,80
0,5 & 0,25 1.0 0,50
0,9 0,81 2.3 2,07
0,5 0,25 0.5 0,25
0,8 0,64 1Y 1,44
0.6 0,36 1.0 0,60
0,7 0,49 1,5 1,05
0,7 0,49 2,1 1,47
1,2 1,44 2,7 3,24
0,8 0,64 0,7 0,56
0,9 0,81 2.0 1,80
1,1 1,21 3,0 3,30
1,0 1,00 2.4 2,40
0,5 0,25 0,7 0,35
0,6 0,36 1,2 0,72
1,0 1,00 2.5 2,50
0,8 0,64 1,7 1,36
0,9 0,81 2.2 1,98
L R AT (N7 33,35

R [P e e LT ]
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Szukany wielomian
f@)=a,+a,x {
ma zatem wspélezynniki bedgce pierwiastkami ukladu réwnan normal-
nych (25)
21lay+ 17,1a,=37,5,
17,1a,+ 14,79a,=33,35.
Mamy stad
a,~—0,8614, a,~3,2561,
a nastepnie
f(@)~ —0,8614 3,251
Obliczmy jeszcze blad sredni M uzyskanego przybh'zenj'a; wedlug

wzoru (23).
W tym celu sporzadzamy nastepujaca tabelke:

3,251z | Ay=y—3,251z+0,8614 | (dy)*
3,6761 —0,1147 0,0132
2,2757 —0,0143 0,0002
2,6008 —0,3304 0,1152
3,2510 0,4104 0,1684
1,6255 | 10,2359 0,0556
2,9259 0,23556 0,0555
1,6255 —0,2641 0,0697
2,6008 0,0606 0,0037
1,9506 - 10,0892 0,0080
2,2757 | 0,0857 0,0073
2,2757 | 0,6857 0,4702
3,9012 —10,3398 0,1155
2,6008 —1,0394 1,0804
2,9259 —0,0645 0,0042
3,6761 0,2853 0,0814
3,2510 0,0104 0,0001
1,6255 —0,0641 0,0041
1,9506 0,1108 0,0123
3,2510 0,1104 0,0122
2,6008 —0,0394 0,0016
2,9259 0,1355 0,0184

| Suma: 2,2072

1 .
M= Bt +2,2972~0,1094, M ~0,331.
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)

Sporzadzmy wykres, na ktérym oznaczymy punktami dane z dogwiad-
czen i prosta aproksymujacg zaleznosé y od z (rys. 4).

Metoda najmniejszych kwadratéw wymaga bardzo zmudnych ra-
chunkéw, gdy liczba punktéw, w ktérych podane sg wartosei funkeji
aproksymowanej ' (x), jest duza. Mozna jednak w pewnych przypadkach
szezegélnyeh bardzo uprosei¢ rachunki. 3

Zal6zmy na przyklad, ze dane sg! wartosci] ¥_.u,Y_mi1se-+y¥-1%0s
:'yl"' “.ly‘nl—-l’yﬂl flmkcjj' F(x)w I]T“‘l]'{t["'ch m~?nsm—m+l - ol b '?m—l ?mﬂ rwi!"':mm—lr
@, (tzn. ogélem w 2m-1 punktach), ktére nastepuja po sobie w réw-
nych odstepach, tzn.

o=yt jd®, j=-—m,—m+1,...,—1,0,1,...,m—1,m,

gdzie Awx jest stalg rézng od zera. Szukamy metoda najmniejszych kwad-
ratéw wielomianu \

gy
27 f(@)= ay+ae+...+a,2" 5.

(n<2m), 28
2,6

aproksymujacego dang funkcje

F(z), W tym celu wprowa- 2y
dzamy nowg zmienng w
; 20
X— %
(28) f=—— 18
Ax 1
i w miejsce wielomianu (27) po- ¢
szukujemy wielomianu 12
(29) p(H=aptmé+...+a,é", 1
0,54
a wielomian f(») znajdujemy
Ze WZOru
04
; &L — o, 02
(30) f(w)=q»( b "—) PRI
@ 0 01 02 05 04 05 06 07 08 09 10 41 2 X
Gdy zmienna » przybiera : Rys. 4

wartosei T s® mpryes@_15%p,

Tyyerey@pu_yy@py 0 zmienna & przybiera na mocy (28) wartosei —m,
—m+1,...,—1,0,1,...,m—1,m. Zatem na wspélezynniki ukladu réwnan
normalnych (25) otrzymujemy nastepujace wzory?1):

1) Wzory na S; dla j parzystych moZna wyprowadzié za pomocs wielomianéw
czynnikowych, stosujac metode pokazana w przykladzie 4 z rozdzialu II.
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(51a)

(31b)

IV. Aproksymacja
Sy =2m+1, 8;=0,
Sy, =212 422 +...4+m?)= % m(m-+1)(2m-+4-1),
8, =0,
8, =2(1*4+-2*4-...4+m*)= flg"" (m-+1)(2m -+ 1)(3m*+3m—1),

8; =0,
8 =2(154-2°+...4+m°)=

= % m(m—+1)(2m~+1)(3m*+6m®—3m-+1),
8, =0,
8y =21 4+224-...4+m) =
=4—15 m(m-+1)(2m 1) (5m®4-15m° +5m" —15m* —m*4-9m —3),
8, =0,
810 =2(1"+2"+...+m')= 515 m(m—+1)(2m—+1) (3m®412m’ -+

+8mb —18m° —10m* 4-24m* +2m* —16m -+ 5),
‘gu=05

S =2(1"4-2"2 ... 4+m'?) = m(m-+1)(2m+1)(105m" -

+-525m° +526m® —1050m" — 1190m® 4-2310m° +1420m* —
—3285m* —28Tm* +2073m —691),

83 _1=0, .S,,‘=2(13"+23“--{-...-{--mi“),
To=%+(y1+y-1)+(yz+y_2)+...+(ym+g;_.,,l}_.

Ty = —Y 1) +2 W —Y_2) +3Us—Y_s)+oee M Y=Y )
Ty=(+Y-1)+2* (Y +Y_2) +3 (Ys—Y_s)+- . -+ Y +Y _m),
Ty=(1—Y 1) +2 U2 —Y o) +3 Uy —Y_s)+- .+ Y —Y )5

----------------------------------

To=[y:+ (—1)*y_ 14+ 2"+ (—1)"y_o ]+
+3"ys+ (—1)"y_sl+ ..+ M " [Ym+ (—1) y_nl.
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Wprowadzamy oznaczenia

(32) 1{1 = _}_y—l! :'i‘:::y2 "*'y—LZ! e '.'im:ym'{'y——m!
N=h—"Y_1y, Y2=Y2—Y_2; ceny Ym=Ym—Y _m-

Uzywajac tych oznaczeri wzory (316) piszemy w postaci

Ty =yo+ +¥a+- -+

Ty =4 +2Ys+3Ys+.. .+ MY,
(33) Tzzj;l —1—2352—{—32;}3 o m

Ts=y;+22Ys+3Ys+. . +M3 Yy

...................

T, — r,:, +2"_};2+:3"§3 + ...+-m-“’;?f,,,_ dla = parzystych,
Y1 +2"Y+3"ys+ ... +m"y,, dla n nieparzystych.
Poniewaz wspolezynniki z nieparzystymi indeksami 8,,8,,8;,...,8:, 1
sa wszystkie réwne zeru, wiec uklad (25) rozpada sie na dwa uklady
Syag+8Ssas+8a,+. .=,
Syap+8,as+Seay+...=T

Ssap+8sas+8ga,+...=T,,
TRyl A o e S e e TS, B EUR

------------

Zaroéwno obliczenie wspolezynnikéw Sy,8,,8.,...,8,,, jak i rozwigzanie
ukladéw (34) jest — dzieki podstawieniu (28) — znacznie latwiejsze
niz w przypadku ogélnym (25).

PrzYKEAD 9. Rozwigzaé przyklad 6 %tosu]q,o podstawienie (28).

Poniewaz warto§¢ funkeji F(x) podana jest w 19 punktach, wiec
m=(19—1)/2=9. :

Ze wzoru (32) obliczamy

1 =1,4088320,  1,—1,3927284,  y,—1,3660254, y,—1,3289261,
ys=1,2817127, §,=1,2247448, 3, =1,1584560, y,=1,0833504,
1,=1,0000000,
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¥, =0,1232568,  ¥,=0,2455756,  y;=0,3660254,  y,=0,4836895,
¥=0,6976725,  ¥,=0,7071068,  y,=0,8111596,  y,=0,9090390,
1, =1,0000000.
Ze wzorow (31la) i (33) dostajemy
8,=19, 8,=570, 8,=30666, S,=1956810, 8;=135462666,
T,=11,9518826, T,=32,8286747, T,=323,7691917,
T,=1743,0265175, 1T,=16642,7414181.
Uklad réwnan (34) przybiera zatem postaé
19a,+ 5700, 30666a,—11,9518826,
570, + 306660, 1956810a,=323,7691917,
306660, + 19568100, +135462666¢, —16642,7414181,
570a,+ 30666a,—32,8286747,
30666a, 419568100, =1743,0265175.
Dostajemy stad

4~ 0,7071006,  a,~0,06165243, ay~— 0,002690979,
ay~— 0,00007543241,  a,~ 0,000001657494 .

‘Wielomian (29) ma zatem postaé

@ (&)~ 0,7071006 4 0,06165243 & — 0,002690979&" —
— 0,00007543241 £+ 0,000001657494 £*.

Podstawiajge, zgodnie ze wzorem (28),

o —mn[4
Mt ngDidy

e %36 =x

otrzymujemy szukany wielomian w postaci
@ ' @
f@)=¢gp (36 — — 9) ~ 0,707101 + 0,654872 (4 - = 1) —
n 7T
x ® @ 2 .o 5
— 0,217969 (4 - —1) — 0,0549902 (4 — ~—1) + 0,0108748 (4 — —1) 3
7 T b3

a po rozwinigciu i redukeji — w postaci otrzymanej w przykladzie 6. Blap
fredni jest oczywidcie taki, jak w przykladzie 6, i obliczamy go tak samo.
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Jezeli funkeja F(x) jest calkowalna wraz z kwadratem?!) w pew-
nym przedziale (a,f), to miozna zmodyfikowaé¢ metode najmniejszych
kwadratéw w ten sposob, ze funkecje F(x) aproksymujemy takim wielo-
mianem stopnia co najwyzej n (njest z gory ustalone) a,+a,z+...+a,a",

/]

aby funkeja @(ay,a,...,a,) = f]F(m)——ao—ala**...— a,2"| de osiggala

minimum. Jak widaé z poruwnama ze wzorem (21), suma skonczmm
zostala tu zastgpiona przez calke oznaczong.
Réwnania normalne (24) przybiorg teraz postaé

B p p B B

a, fda: + a, fmdcc + a, ‘]’m""dx 4.t a,lfm"da: =J'F{m)dm,
4 4 4 ﬂ‘? 4

a, f:nd:a.- +al.] c?de +a, | ?dv 4+ ...+aﬂj " Hde= wa(a:)dx,

.....................................

] B B : B
@, fa:"da;+a,f:v“*‘dm—i—agfm"“dx-i—...-}-anfa:z"dw = fw"lf"(w)da:,

ezyli
(ﬁ—ﬂ)ﬂo+ (ﬁgﬁa )a, + 3 B—a’)ag+... +
]
n+1 o o
'm,+_1(‘6 2 +lyg = !F(w)dx,
Kl 1 1
9 (B*— a®)ay + 3 (B — a®)a, + 7Y (B*—a*)a, + ...+
(38)" & _ :
n4-2 n+-2 = R
+ m (" = o Ya = JmF(m)da,

-------------------------------------

("= g o (B ) +

n- 1
[

160 Mk +3 _ ni3 ; M+l nd = 1 J
+ﬂ+3 (" Yoyt .. %H (B )a, ;fsc F (@) da
Blad fredni M aproksymacji okreflamy wzorem

(36) M={ﬁ— ﬂ)hlqﬁ(ao!a’l!'“ran)-

) Funkeje F(w) nazywamy ecalkowalng wraz ¢ kwadratem w przedziale [a,f],
f

g
jezeli istnieja ecalki [F(a)de i [ [F(2)]*da.
a a


file://-/-ayjxdx
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Przyxzap 10. Metodg najmniejszych kwadratéw znalezé przybli-
zenie funkeji y=sinz w przedziale [0, 7 /2] wielomianem f(x) stopnia co
najwyzej czwartego. Niech f(z)= a,+ a,a+ a,@*+ a,a*+ a,0*. Mamy

n n n
i3 2 2
J ginzdr =1, f wsinzdr=1, f a*sinzde—= x— 2,
0 0 0
n o
Ld a 3

3 : -
f a*sinwde = 7 7w — 6, f ot sinede— % — 127+ 24.
0 0 2

Uklad réwnan normalnych (35) przybiera postaé

R + 7 733 nl :Tn
— ' + — & e ek — 0=
W T D7 e v T
o i n® 7 n° i 7 ;
— @ ay - a+ — Oy 1 — @, =1,
B A 1O g | By e, SR ]
33 nl :TS “mﬁ 5'\‘:1
T M Tig0 % T s BT geg BT Y
4 4 ° L 0 ’ T o = ot L
— - — L a. - - e I, =
L V" 160) > 384 2 -LBOE oV 5048 T & Linied
35 nb T ,P:B 3'59 ,'?:3
e B Sy Y S A S SRR L ) B
160 » " 384 596 T 2048 T Teos #T 2 T 7T
Oto rozwigzanie tego ukladu:
50 480 16800 107520 483840
R R R e S R = W Bl R T T
T T T b 4 F1
1200 22080 604800 4515840 19353600 i
st S S St o Bt st o op L U g
T Tt 2 n by 4
8400 221760 5080320 41932800 174182400
= —o e R L i R ~0,020033,
T 4 7T by 4 T
922400 752640 15052800 133324800 541900800
Lo pu <L i a0 e G
% nd 7’ n® 7 n*
; ~— 0,203864,
20160 806400 14515200 135475200 541900800
WS 53 I A TR 7 T 5 A TR
T T T Tt T

~0,028646.
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Zatem
f(2)~ 0,000233 -+ 0,995447 2+ 0,020933 2* — 0,203864 2* -+ 0,0286462" .

Obliczymy blad $redni M aproksymacji ze wzoru (36). Mamy
2

D(ag,ay,ay,a5,0,) = | (sinw— a,— a0 — a,2" — a0’ — a,0*)* do =
u

1
= (— 2a,— 2a,+ 4a,+ 12a,— 48a,) | (4 — 20, + 24a,+- -, aa) T+

3 Lo 3 3
-}-- —_ 5 a3+ a'o 1 n *— — ﬂ-,;+ 2-1 "‘l.—}_ 1:_-" a’{laz 7 J’..

ﬂ‘ ﬂ;s S‘Z{'
(@ a3+ a, a,) ET) + (a3 + 2a,a,+ 2a, a,) TG + (@, a8, ayas) o il
bl P y =
+(@+20,8) o + aya, 7o + 6 ~0,00000002,

g 2
M =~ D(ay,a,,a,,a,,a,)~ 0,000000012, M~ 0,0001.

T
W przypadku gdy funkeja F(x) aproksymowana w pewnym prze-
dziale [a,f] jest w tym przedziale caltkowalna wraz z kwadratem,
wygodniej jest, zamiast szukaé bezposrednio wspélezynnikéw a,,a,...,a,

przyblizenia f(x)= a,+ a;&+-...4-a,2", podstawié

p—a . p+a

w=2£+2

ol LiJbss
(wtedy — il el g ‘—mﬁ;—‘—uﬁ)

i obliczy¢ wspélezynniki ¢y,¢,,...,c, wyrazenia

(37) ¢(5)=I(ﬁ;a &+ ﬁ—;a) = g Py(§) -+, Py (§)+...+ePp(8),

gdzie P;(x) (i=0,1,...,n) oznacza pewien wielomian stopnia i. Wielo-
miany P,(x),P,(®),...,P,(x) dobieramy tak, aby

41

: Al j£Fk,
(38) [ Py(a)Py(e)dw= )7
=]

A#0 dla j=k (4;= const).

Wielomiany Py(x),P,(®),...,P,(x) spelniajagce warunek (38) nazywamy
wielomianami ortogonalnymi. Zanim oméwimy metode aproksymowania
funkeji F(z) wielomianami postaci (37), zapoznamy sie z elementami
teorii ukladéw funkeyj ortogonalnych.
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§ 35. Uklady ortogonalne funkcyj. Cigg funkeyj ¢, (2),p,(2),¢,(2),...
okreflonych i calkowalnych wraz z kwadratem w przedziale [a,f] na-
zywamy ukladem ortogonalnym funkeyj w tym przedziale z wagy p (),
gdzie p(x) jest funkejg ciggly i nieujemng w przedziale [a,f], jezeli
dla j#k,

B
‘;‘. ? (w)qu (m)‘pk (w) dﬁ}' ITH Aj ?& 0 dja j = k (;"f st!ar‘lal).

Przyklady ukladéw ortogonalnych funkeyj.
I. Uklad wielomianéw okreslonych wzorem

] = f 2 q4\0
(39) Py(a)= 1 &(*—1) d"u_=1)

jest ukladem ortogonalnym w przedzia',le [ 1,+1] z waga p(z)=1.
Istotnie, gdy k=1,2,...,j, 1=1,2,...,j—1, to

+1
y @ (@ — 1Y L. 2 ot V4
(40) f = e

-1

+1 A e +1 k1 _ﬁ i
—lf-’l?l“ld'— d(_::___l___]I)_ d;;;:—a‘,j m‘“ld—d;kufws

=1 -1
poniewaz —1 i +1 sg miejscami zerowymi wielomianu

dklw2 1y . )
di;"-T—) da  k<ij.

Stosujac wielokrotnie wzor {40) otrzymujemy

+1
1 Bctag i
fx‘d-’-(—"’i-.l’ Lotd ‘ % é.::-l S e

@ (aF — 1Y
i 2@ -3
i 1)J e ==

o [ @R — 1y
==1) z!J — 7 gy

e
-1
&N —1y |+
1
SRS A\ ] T ()
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" Wynika stad, ze dla 1<

+1 +1 ; :

; G O O
1 . SRS = ! —

(41) J ' Py(w)de= 51 ‘ @ i =05
1 -1
Poniewaz P;(x) jest wielomianem stopnia j, wiec z (41) wynika, Ze

+1
[ Pj@)Pu(@)de=0 dla j+k.
-1
Gdy j=Fk, mamy

+1 +1

(P P v b il 'd’(:c 1)* d"‘(f—l)"'d_
.‘ A BT T S da® e
=] =1
AT | d* (@ =1y @ (a*—21)* |+
T R S
1 '1 (Ik+i($2~“1)k di I(.B' )fs
2@y P TS R 2 R

-1

+1
1 fét e —1)f @ et —a)
%l ) ddH da*—

-1

1 @t —1)f &t —1)f|

T OTRENT e R S S
+1
1 (& (@ — 1)k @2 — 1)
o | T g e
—l
1 d,"+2(.a, 1)* d* (o —1)*
= n)!k(k') J dx];_fg _d_wk—_z—— (FE s
(=1 [ @@y 407
e 22k(k!)2 J d{{."'k (mi_ 1) da.
2 -1 .
Ale poniewaz
(et —1)k
T =(2k)!,
wiee
” (2k)! -
| PePi@ e = g J (1—a?)*da
-1

-1
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Podstawiamy t= 1:’”,
co (2k)! 0 1—a\ (142
TR, J i e J Erlee
L ERLE g e
=L ft(l t)* dt —
== (Zk)! k(l—t)k-{—i 1 1 o (1_“;'.:4-1 i
1 ;
34 (2k)! e ton2 50
= D)E+1)! f’k (1— )+ ar=
()1 ke 1(1 )+ |1 i : k-2 (1—t)k+2 )_
(k—l)!(k+1)g( e ) ft )=
(2k)! : Btk B e VY
(k—2)!(k+ 2)! f‘ (A—tdt=...=
(2k)' AR 7s (1 t)ﬂk-{»l 1 & _2_
® otk f(l—t) dicais s L e e
Ostatecznte wiec bedzie
+1 0 dla }?ék,
Fi 2k 41 dla j=k.

Wielomiany (39) noszg nazwe wielomianéw Legendre’a. Wielomiany
te najlatwiej oblicza¢ ze wzoru rekurencyjnego

(43)

przy czym, zgodnie ze wzorem (39), Py(»)=1, a P,(x)=

wzoru (43) pomijamy ).

(k+1) Py (2) = (2k+1) 2Py ()

—kPy_, (@)

(k=1),

. Uzasadnienie

') Uzasadnienie wzorn (43) znajdzie ezytelnik up. w ksigzeo 5. Kaczmarz,
H. Steinhaus, Theorie der Orthogonalreihen, Monografie Matematyezne t. VI, War-

szawa-Lwéw 1935, str. 108.
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Oto kilka pierwszych wielomianéw Legendre’a:

Po(m)zl:
Pl(.‘l:)zm‘,
] Suleuill |
Py (2) = 9 Wiay 9’
b 5 3
D Y —
(44) Bl o
P, (@) 3b\ L b AL 3
L) = — o' — —
" 8 { 8’
63 oL RN 1
P, (2)=— ey '+ 3 @,
281" = = SLbror cl QBN el
Pi(t)=——a"——u — T — —
16 16 16 16

Udowodnimy jeszeze nastepujgce twierdzenie:

TwierDpzENIE 1. Wielomian Legendre’a stopnia n ma n réznych
pierwiastkow rzeczywistych zawartych w przedziale (—1,--1). '

Dow6d. Wielomian (2* —1)" ma 2 pierwiastki n-krotne —1 i +1.
Wielomian :; (#*—1)" ma zatem 2 pierwiastki (n—1)-krotne —1 i -+1

i ponadto na mocy twierdzenia Rolle’a jeden pierwiastek », wewngtrz
przedzialu (—1,+41), a wiec razem 2n—1 pierwiastkéw (z uwzglednie-

d
niem ich krotnosei). Wielomian =3 (#*—1)" ma zatem 2 pierwiastki

(n—2)-krotne —11i 41 i ponadto na moey twierdzenia Rolle’a 2 pierwiastki
wewngtrz przedzialu (—1,+1): jeden miedzy —1 a @, drugi miedzy a,
a 1. Stosujge n-krotnie twierdzenia Rolle’a dochodzimy do wniosku,

T

: . . n a4 £ . . "
ze wielomian g (x*—1)" ma n réznych pierwiastkéw rzeczywistych

w przedziale (—1,--1), skad na mocy wzoru (39) wynika teza niniejszego
twierdzenia.

IT. Cigg funkeyj
(45) 1, cosx, sinz, cos 2, sin2w,..., coskw, sinke,...

jest ukladem ortogonalnym w przedziale [0,22] z waga p(ax)=1.

Metody numeryezne i graficzne — 9



130 IV. Aproksymacja

Mamy bowiem dla naturalnych j i %

2x 2x 2n

[' 1-1de=2n, J 1 coskxdr=0, ' 1 sinkedr=0,
0 0

0

by i Wi t ¥ 0 dla j+#k,

f eosywcoskmdx=—f [cos(j— k)x+ cos(j+ k)w]de=

0 25 gz dlas =il
2n 1 2n

jeos;'wsinkmdm=.2.f [sin (k— j) @+ sin (k+ §) @] do= 0,

0 0

e ht Sl S 1f2”[ (i g s 0 dla j#k,
sinje sinkade = — cos (k—j)x— cos @)de=

sy 3 ) ) lat R B

ITI. Cigg wielomianow Czebyszewa (9) tworzy uklad ortogonalny
w przedziale [—1,+1] z waga p(z)=1/)1—2a*.
Mamy bowiem dla naturalnych j i %

+1

+
1 J dax
[Ty(z)fde=4 ——— =4 are sing
2 / 2
A ]/1—:6 R 11—

| +1

= 47,
-1

+1 . +1

1 DI
f Ty(2)T;(2)de=— j J cos (j arc cos@)d(j are cosw)=

V1—ao?

45 | -1

92— +1 2—j
= = —sinjz)=0,
+1
- T (@) Ty (2) do =
(ST i i
+1
J ¢os (j arc cosx) cos(k arc cosa) a0
] —
21+fc 2 ! l—w'

Podstawiaj%c tu arc cosz=wu dostajemy

l L
Ti(m)Tk(m)da:_ = fcosju cos ku du=
o

|/1

= W f[cos(j—k)u +-cos(j+k)u]du=

0

1

0 dla j#k,



