
108 IV. Aproksymacja 
• 

p o u p o r z ą d k o w a n i u 

2 2 9 8 x 84/*\2 

(18) y = s i n * ^0 ,0001206 +3,129496 h 0 , 1 9 7 0 5 9 I — ] -
71 \ 71 I 

2 5 5 / * \ 3 2 5 2 / * \ 4 

6 , 3 1 2 3 1 0 I — I + 2 , 7 9 7 0 0 5 1 — , 

c z y l i o s t a t e c z n i e p o uwzg lędn ien iu b łędu a p r o k s y m a c j i 

22 32 86 
(19) y= s i n * = 0,0001206 + 0 ,9961495*+ 0,0199663x 2 -

160 83 26 
- 0 ,2035817* 3 + 0,0287140* 4 . 

P o d s t a w i a j ą c n a p r z y k ł a d do w z o r u (19) * = 18° = TE/10 o t r z y m u j e m y 
17 

s i n 18° =0,30901. D o k ł a d n a w a r t o ś ć j e s t s i n 1 8 ° = 0,309017. . . P o r ó w n u j ą c 
b ł ę d y o t r z y m a n e d l a s i n 18° w p r z y k ł a d a c h 3 i 4 w i d z i m y , że b ł ą d o t r z y ­
m a n y w p r z y k ł a d z i e 4 j es t m n i e j s z y niż w p r z y k ł a d z i e 3. 

§ >4. M e t o d a n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w . N i e c h b ę d z i e d a n a f u n k c j a 
y — F(x), k t ó r a w r ó ż n y c h p o m i ę d z y sobą p u n k t a c h * 0 , * 1 , * 2 , . . . , * m 

p r z y b i e r a w a r t o ś c i y^,yi,y2,- • • ,ym- C h c e m y zna leźć t a k i e p r z y b l i ż e n i e 
f u n k c j i y = F(x) w i e l o m i a n e m co n a j w y ż e j s t o p n i a n (n<m) 

(20) / ( * ) = a0 + a2x2+ ... + anx", 

a b y b łąd średni .17 a p r o k s y m a c j i os iągnął m i n i m u m , t j . a b y f u n k c j a 

(21) 0(a„, a , , . . . , a„) = (yQ - a0 - a , * 0 — a2x*0 — ... —ana%)\+ 

+(Vi — « o - aixi — a2xl — • • • — ">n
xi? + ••• + 

+ (?/,„ - aa - a , * m - a2xrm - ... - anx?n)2=(m +1 ) M2 

os iągała m i n i m u m . N a l e ż y p o d k r e ś l i ć , że p r z y t a k i m p o s t a w i e n i u z a g a d ­
n i e n i a m i n i m i z u j e m y t y l k o b ł ą d średni M, z j a k i m w a r t o ś c i w i e l o m i a n u 
/ (* ) w p u n k t a c h x0,x1,x2,...,xm p r z y b l i ż a j ą w a r t o ś c i y0,yi,y2,-..,ym 

f u n k c j i F(x). O b ł ędz ie , z j a k i m w i e l o m i a n / (* ) p r z y b l i ż a f u n k c j ę F(x) 
p o z a p u n k t a m i x0,xl,x2,...,xm, n i e p o t r a f i m y z a z w y c z a j n i c p o w i e d z i e ć . 

T a k ą m e t o d ę a p r o k s y m a c j i n a z y w a m y metodą najmniejszych kwadra­
tów. O i l e w p r z y p a d k u p r z y b l i ż e ń i n t e r p o l a c y j n y c h b y ł o z a w s z e n=m, 
o t y l e m e t o d ę n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w s t o s u j e m y , g d y n<m. W p r z y ­
p a d k u n=m m e t o d a n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w p o z w a l a o t r z y m a ć co 
p r a w d a w i e l o m i a n i n t e r p o l a c y j n y , a l e n a d łuższe j d r o d z e n iż b e z p o ś r e d ­
n i e m e t o d y i n t e r p o l a c y j n e . 



§ 34. Metoda najmniejszych kwadratów 1 0 9 

W m e t o d z i e n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w s z u k a m y m i n i m u m f u n k c j i 
0 ( a o , a n ) . M u s i b y ć z a t e m 

00 00 00 
(22) = = . . . . = = 0 . 

da0 0ax 0an 

D o s t a j e m y stąd n'+l r ó w n a ń l i n i o w y c h z n -(-1 n i e w i a d o m y m i a0, al,..., a ł ( . 
R ó w n a n i a t e noszą, n a z w ę równań normalnych. M o ż n a d o w i e ś ć *), że u k ł a d 
r ó w n a ń n o r m a l n y c h (22) m a z a w s z e d o k ł a d n i e j e d n o rozwiązan ie i że t o 
rozwiązanie d a j e i s t o t n i e p u n k t , w k t ó r y m f u n k c j a (20) os iąga m i n i ­
m u m . D o k ł a d n o ś ć p r z y b l i ż e n i a (20) o c e n i a m y na j częśc i e j p r z e z p o d a n i e 
b ł ę d u średniego M a p r o k s y m a c j i , g d z i e ( p a t r z wzór (21)) 

(23) M2 = - J — 0 K , « . , • • • , « „ ) • 
m + 1 

R ó w n a n i a (22) m o ż n a zap isać w w y g o d n e j d l a r a c h u n k ó w p o s t a c i . 
M a m y m i a n o w i c i e d l a i=0,1,..., w 

j— - - = - 2 [ ( ; ( / 0 - a0-alx0 — ...-anx,^)xi
0 + 

+ (Vi - «o— «i »i - • • • - a?i + - - - + (ym—a„ ~ a i - • • • ) J = 

m ' 

= - 2 (?/, - % - ai ajy - . . . - an af )x}=(), 

skąd n a n i e A v i a d o m e a 0 , a , , . . . , a„ o t r z y m u j e m y r ó w n a n i a 

(24) a 0 2 ^ + « i ^ > j + 1 + . . . + a „ J£«$+•»>- j > f r , . 

W p r o w a d z i m y o z n a c z e n i a 
TO M 

#<= 2 X o r a z T « = V ^ . ' / y 
7 = 0 / . -O 

W t e d y u k ł a d r ó w n a ń n o r m a l n y c h (24) m o ż n a zap i sać n a s t ę p u j ą c o : 

S0a0+Si a , + . . . + # „ a „ = T 0 , 

S ' , o 0 + 6 ,
2 o , + ... + Sn+1an=l\, 

(25) 

') Dowód można znaleźć w książce: W . E . M i l n e , \umerical Gateulus, Pr in­
ceton 1949, str. 250-255. 

file:///umerical
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W s p ó ł c z y n n i k i S0,81,...,82n,Te,T1,...,Tn w y g o d n i e j e s t o b l i c z a ć w e ­
d ł u g n a s t ę p u j ą c e g o s c h e m a t u : 

' S0 = m+ l. 

(20) 

X X 
3 

X 
2n 

;'/ xy 
2 

x y . . . n 
u; y 

«0 
i 3 

•co, 
Sn 

»o yo xoyo 
2 

•''Oi/0 
n 

*o;'/o 

Xl 
2 

Xi 
3 

Xi . . . Sn 
*1 y\ xyyi 

2 
X\1l\ 

n 

$2 
2 

X2 

' W : 

#2 . . . Sn 
Vi x2y2 3'22/2 

n 
•*2 2/2 

x m 

2 
Xm 

3 2n 
* m ym Xm ym 

2 
Xrn\hn 

n 
Xmym 

Si Si « 3 . . . S 2 „ T0 Ti Ti ... 

P R Z Y K Ł A D 5. D a n a j e s t f u n k c j a y = F(x), k t ó r a w p u n k t a c h 
0 , w / 6 , T T / 4 , T T / 3 , T T / 2 p r z y b i e r a w a r t o ś c i 0 , 1 / 2 , j / 2 / 2 , | / 3 / 2 , 1 ( a w i ę c m o ż e 
b y ć n p . F(x)=sinx). Z n a l e ź ć m e t o d ą n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w p r z y ­
b l i żen ie f u n k c j i F(x) w i e l o m i a n e m f(x) c o n a j w y ż e j d r u g i e g o s t o p n i a . 

M a m y 

f(x)=a0+a1xJ
ra2x2, n = 2, m = 4 . 

S p o r z ą d z a m y t a b e l ę (26) . 

8, = ó. 

X* X3 X* V xy x*y 

0 0 0 0 0 0 0 
71 n* 1 71 71' 

6 36 216 1296 J Ti" 72" 

71 B« 71* V* 7t|/2 7taj/2" 
4 Te 64 256 2 8 32 

n 31' TJ* ^3 3I*|/3 

3 2T I I 2 6 18 

JI 

"2 

JI» 

T 
JI» 

~8 

*• 
Te 1 

71 

1L 

«» 

S. s, Si SĄ T„ TI 
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g d z i e 

6 5 2 „ 3 5 „ 3 „ 1 6 4 9 4 
71 

3 + l / 2 4 V 3 TT / - / - JI 2 . - , -
T 0 = - 7 ^ - - » ^ = ^ ( 1 4 + 3 ^ 2 + 4 1 / 3 ) , T , = — ( 7 6 + 9| 2 + 1 6 ] / 3 ) . 

D o s t a j e m y stąd u k ł a d r ó w n a ń n o r m a l n y c h (25) 

5 6 5 . 3 + l / 2 + i / 3 
» « o + - r » «, + — — j e f l 2 = — , 

4 144 2 
5 6 5 , 3 5 , 71 , /— 

—71 a „ + — 7 t a , + : 7tsa2——(14 + 3 1 2 + 4 1 / 3 ) , 
4 0 144 1 192 * 2 4 ; , ' " 

6 5 , . 3 5 , 1 6 4 9 , 712 -
7 t 2 a 0 + 7 t 3 a , H 7 t 4 a 2 = ( 7 6 + 9 i 2 + 1 6 1 / 3 ) . 

1 4 4 0 1 9 2 1 2 0 7 3 6 2 2 8 8 V ' 1 ; 

M e c h a0=A0, nal=A1, 7i2a2—A2. U k ł a d r ó w n a ń n o r m a l n y c h m o ż n a 
w t e d y zap i sać t a k : 

7 2 0 A 0 + 1 8 0 A j + 6 5 A 2 = 72 ( 3 + l / 2 + | / 3 ) , 

7 2 0 ^ 0 + 2 6 0 . 4 , + 1 0 5 A 2 = 2 4 ( 1 4 + 3 i / 2 + 4 i / 3 ) , 

9360^1 0 + 3 7 8 0 A J + 1 6 4 9 ^ i 2 = 72 (76 +91/2 + 1 6 j / 3 ) . 

O b l i c z a m y s tąd , że 

_ 5 6 - 8 1 / 2 - 2 7 1 / 3 _ 1 2 0 1 / 2 + 1 1 1 1 / 3 - 1 0 5 _ 4 2 - 2 4 i / 2 - 1 8 l / 3 
" 4 2 0 " ^o~- — 

Z a t e m 

_ 5 6 - 8 1 / 2 - 2 7 1 / 3 1 2 0 1 / 2 + 1 1 1 1 / 3 - 1 0 5 4 2 - 2 4 1 / 2 - 1 8 t / 3 
" 4 2 0 " " ' 70TT' ' ~^hF~ ~' 

s k ą d 

4 5 6 - 8 1 / 2 - 2 7 1 / 3 1 2 0 j / 2 + l l l i / 3 - 1 0 5 8 

/(a?) = !• - 1 r-—! ? h 
/ V ' 4 2 0 ^ 70 » 4 2 - 2 4 1 / 2 - 1 8 1 / 3 / a ; \ 2 

c z y l i , p r z e c h o d z ą c do p r z y b l i ż e ń d z i e s i ę t n y c h , 

/ ( i c ) ^ - 0 , 0 0 4 9 5 0 + 3 , 6 7 0 9 0 4 — - 3 , 3 0 2 5 7 7 
71 ( i i 
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M a m y d a l e j 

*-(0) 0,00000, / (O) m — 0 , 0 0 4 9 5 , 

O b l i c z a m y b ł ą d średni M a p r o k s y m a c j i w e d ł u g w z o r ó w (23) i (2.1): 

J f 2 = = — ( 0 , 0 0 4 9 5 2 + 0 , 0 1 5 1 3 2 + 0 , 0 0 0 7 5 2 + 0 , 0 1 4 3 0 2 + 0 ,00486 2 ) ^ 0 , 0 0 0 0 9 6 4 2 , 

A p r o k s y m a c j a j e s t w t y m p r z y p a d k u o b a r c z o n a d o ś ć d u ż y m b ł ę d e m . 
M o ż n a go z m n i e j s z y ć d w o m a s p o s o b a m i : a l b o p r z y b l i ż y ć f u n k c j ę F{x) 
w i e l o m i a n e m s t o p n i a w y ż s z e g o niż d r u g i , n p . w i e l o m i a n e m s t o p n i a 
c z w a r t e g o , a l b o też a p r o k s y m o w a ć f u n k c j ę F (x) o d d z i e l n i e w k i l k u p r z e ­
d z i a ł a c h , n p . p r z y b l i ż y ć ją w i e l o m i a n a m i s t o p n i a d r u g i e g o w p r z e d z i a ­
łach 0 < # < 7 t / 4 i n/4<«<7t/2. W o b u p r z y p a d k a c h d o b r z e j e s t m i e ć w i ę c e j 
p u n k t ó w , w k t ó r y c h w a r t o ś c i f u n k c j i F(x) są z n a n e , n iż t o m i a ł o m i e j s c e 
w o s t a t n i m p r z y k ł a d z i e . 

P R Z Y K Ł A D 6. N i e c h f u n k c j a y—F(x) z p r z y k ł a d u (5) p r z y b i e r a 
w p u n k t a c h 0 , 1 / 3 6 ^ , 2 / 3 6 : * , . . . , 17 /36 :r ,18 /367r==7r /2 wartośc i 

Z n a l e ź ć m e t o d ą n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w przyb l i ż en ie f u n k c j i 
F(x) w i e l o m i a n e m f(x) s t o p n i a co n a j w y ż e j c z w a r t e g o . 

5 
M ss0,00982. 

0,0000000, 0,0871557, 0,1730482, 0,2588190, 0,3420201, 

0,4226183, 0,5000000, 0,5735764, 0,6427876, 0,7071068, 

0,7660444, 0,8191520, 0,8660254, 0,9063078, 0,9396926, 

0,9659258, 0,9848078, 0,9661947, 1,0000000. 

M a m y 

/ (x)=a0
J

ra1x-\-a2x2+a3x3 ~\-a4xi. 

S p o r z ą d z a m y tabe lę (26) d l a $„ = 1 9 . 
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X X1 xl x> X1 

0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 
0,0872665 0,0076154 0,0006646 0,0000580 0,0000051 0,0000004 0,0000000 
0,1745329 0,0304617 0,0053166 0,0009279 0,0001620 0,0000283 0,0000049 
0,2617994 0,0685389 0,0179434 0.0046976 0,0012298 0,0003220 0,0000843 
0,3490659 0,1218470 0,0425326 0,0148467 0,0051825 0,0018090 0,0006315 
0,4363323 0,1903859 0,0830715 0,0362468 0,0158156 0,0069009 0,0030111 
0,5235988 0,2741557 0,1435476 0,0751613 0,0393544 0,0206059 0,0107892 
0,6108652 0,3731563 0,2279482 0,1392456 0,0850603 0,0519604 0,0317408 
0,6981317 0,4873879 0,3402609 0,2375469 0,1658390 0,1157775 0,0808279 
0,7853982 0,6168503 0,4844731 0,3805043 0,2988474 0,2347142 0,1843441 
0,8726646 0,7615435 0,6645721 0,5799485 0,5061005 0,4416560 0,3854176 
0,9599311 0,9214677 0,8845455 0,8491027 0,8150801 0,7824208 0,7510700 
1,0471976 1,0966228 1,1483808 1,2025816 1,2593406 1,3187784 1,3810216 
1,1344040 1,2870086 1,4600649 1,6563911 1,8791160 2,1317895 2,4184384 
1,2217305 1,4926254 1,8235800 2,2279306 2,7219308 3,3254659 4,0628231 
1,3089969 1,7134729 2,2429307 2,9359893 3,8432009 5,0307381 6,5852206 
1,3962634 1,9495515 2,7220874 3,8007510 5,3068495 7,4097597 10,3459763 
1,4835299 2,2008610 3,2650430 4,8437890 7,1859058 10,6605061 15,8151795 
1,5707963 2,4674010 3,8757844 6,0880678 9,5631143 15,0217046 23,5960380 

14,9225652 16,0609535 19,4327533 25.0737807 33,6921346 46,5549377 65,6526189 

8.i •S 8 , 8t 5 , 8> 8, 

y xy x*y x3y x*y 

0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 

0,0000000 0,0871557 0,0076058 0,0006637 0,0000579 0,0000051 

0,0000009 0.1736482 0,0303073 0,0052896 0,0009232 0,0001611 

0,0000221 0,2588190 0,0677587 0,0177392 0,0046441 0,0012158 
0,0002204 0,3420201 0,1193876 0,0416741 0,0145470 0,0050779 

0,0013138 0,4226183 0,1844020 0,0804606 0,0351075 0,0153186 

0,0056492 0,5000000 0,2617994 0,1370778 0,0717738 0,0375807 

0,0193893 0,5735764 0,3503779 0,2140336 0,1307457 0,0798680 

0,0564285 0,0427876 0,4487504 0,3132869 0,2187155 0,1526922 

0,1447835 0,7071068 0,5553604 0,4361790 0,3425742 0,2690572 

0,3363403 0,7660444 0.6684998 0,5833761 0,5090917 0,4442663 

0,7209755 0,8191520 0,7863295 0,7548221 0,7245772 0,6955442 

1,4462025 0,8660254 0,9068997 0,9497032 0,9945269 1,0414662 

2,7436313 0,9063078 1,0281736 1,1664259 1,3232682 1,5012002 

4,9636749 0,9396926 1,1480511 1,4026090 1,7136103 2,0935699 

8,6200333 0,9659258 1,2643939 1,6550877 2,1665046 2,8359478 

14,4457080 0,9848078 1,3750511 1,9199335 2,6807329 3,7430092 

23,4622917 0,9961947 1.4778846 2,1924861 3,2526185 4,8253569 

37,0645692 1,0000000 1,5707963 2,4674010 3,8757844 6,0880678 

94,0312344 11,9518826 12,2518291 14.3382491 18,0598036 23.829 1051 

8, To Ti T, 

Metody numeryczne i graficzne — 8 
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D o s t a j e m y s tąd u k ł a d r ó w n a ń n o r m a l n y c h 

1 9 , 0 0 0 0 0 0 % + 1 4 , 9 2 2 5 6 5 % + 1 6 , 0 6 0 9 5 3 % + 1 9 , 4 3 2 7 5 3 % + 2 5 , 0 7 3 7 8 7 % % 
» 1 1 , 9 5 1 8 8 3 , 

1 4 , 9 2 2 5 6 5 % + 1 6 , 0 6 0 9 5 3 % + 1 9 , 4 3 2 7 5 3 % + 2 5 , 0 7 3 7 8 7 % + 3 3 , 6 9 2 1 3 5 % «s 
^ 1 2 , 2 5 1 8 2 9 , 

1 6 , 0 6 0 9 5 3 % + 1 9 , 4 3 2 7 5 3 % + 2 5 , 0 7 3 7 8 7 % + 3 3 , 6 9 2 1 3 5 % + 4 6 , 5 5 4 9 3 8 % ss 
^ 1 4 , 3 3 8 2 4 9 , 

1 9 , 4 3 2 7 5 3 % + 2 5 , 0 7 3 7 8 7 % + 3 3 , 6 9 2 1 3 5 % + 4 6 , 5 5 4 9 3 8 % + 6 5 , 6 5 2 6 1 9 % ^ 
^ 1 8 , 0 5 9 8 0 4 , 

2 5 , 0 7 3 7 8 7 % + 3 3 , 6 9 2 1 3 5 % + 4 6 , 5 5 4 9 3 8 % + 6 5 , 6 5 2 6 1 9 % + 9 4 , 0 3 1 2 3 4 % % 
^ 2 3 , 8 2 9 4 0 5 . 

O t o r o z w i ą z a n i e t e g o u k ł a d u ( p o r . t a k ż e r o z d z . V I I , s t r . 00) 

% % 0 , 0 0 0 1 2 2 , % % 0 , 9 9 6 1 4 6 , % % 0 , 0 1 9 7 5 2 , 

% % — 0 , 2 0 3 1 9 0 , % % 0 , 0 2 8 5 4 9 . 

Z a t e m f{x)^0,000122 + 0 , 9 9 6 1 4 6 a ; + 0 , 0 1 9 7 5 2 a ; 2 + 0 , 2 0 3 1 9 0 a > 3 + 0 , 0 2 8 5 4 9 « 4 . 
O t r z y m a l i ś m y w i e l o m i a n o w s p ó ł c z y n n i k a c h n i e w i e l e się r ó ż n i ą c y c h 

o d w s p ó ł c z y n n i k ó w o p t y m a l n e g o p r z y b l i ż e n i a i n t e r p o l a c y j n e g o (19) . 
O b l i c z y m y t e r a z b ł ą d średni a p r o k s y m a c j i . M a m y 

X F(x) /(*) V (»)-/(») [ F W -
0,0000000 0,000000 0,000122 -0,000122 MSS-I i o - L2 

0,0872665 0,087156 0,087069 0,000087 7569 10- 12 

0,1745329 0,173648 0,173530 0,000118 13924 i o - • 
0,2617994 0,258819 0,258754 0,000005 4225- i o - 2 

0,3490659 0,342020 0,342031 -0,000011 121- i o - 2 

0,4363323 0,422018 • 0,422689 -0,000071 5041 • 10- 2 

0,5235988 0,500000 0,500096 -0,000096 9216 i o - a 
0,6108652 0,573576 0,573662 0,000086 7396 i o - a 
0,6981317 0,642788 0,642834 -0,000046 2116- i o - « 

0,7853982 0,707107 0,707100 0,000007 49- i o -
0,8726646 0,766044 0,765988 0,000050 3136- i o - -
0,95993 1 1 0,819152 0,819065 0,000087 7569 10- 2 

1,0471976 0,866025 0,805937 0,000088 7744- i o - 2 

1,1344640 0,906308 0.906252 0,000056 3136' 10- 2 

1,2217305 0,939693 0,939697 -0,000004 16< i o - « 

1,3089969 0,965926 0,965997 -0,000071 5041- i o - 2 

1,3902634 0,984808 0,984918 -0,000110 12100' i o - 12 

1,4835299 0,996195 0,996267 -0,000072 5184- i o - 2 

1,5707963 1,000000 0,999888 0,000112 12544- II) 1 

S u m a : 121011 10- 12 

M2 = — • 1 2 1 0 1 1 • 10 - 1 2 ^ 6 3 6 9 • 1 0 ~ 1 2 , M ^ 0 , 0 0 0 0 7 9 8 ^ 0 , 0 0 0 0 8 . 
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P R Z Y K Ł A D 7. M e t o d ą n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w z n a l e ź ć p r z y b l i ­

żenie f u n k c j i F(x) z p r z y k ł a d u 6 w i e l o m i a n a m i s t o p n i a c o ' n a j w y ż e j d r u ­
g i e g o , o d d z i e l n i e w p r z e d z i a ł a c h 0 < # < 7 r / 4 i j r / 4 <x^. n\2. 

M e c h 

f(x) = 

a0+ a1xJ
r a2x2 d l a 0 < a ? ^ 

71 

7 » 

ba+ bxx+ b2x2 d l a — < a ? < 

S p o r z ą d z a m y tabe lę d l a 0 ^ a ; < 7 i ; / 4 . 

S„ = 10. 

X X1 x» X* y xy x*y 

0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000 
0,0872665 0,0076154 0,0006646 0,0000580 0,0871557 0,0076058 0,0006637 
0,1745329 0,0304617 0,0053166 0,0009279 0,1736482 0,0303073 0,0052896 
0,2617994 0,0685389 0,0179434 0,0046976 0,2588190 0,0677587 0,0177392 
0,3490659 0,1218470 0,0425326 0,0148467 0,3420201 0,1193876 0,0416741 
0,4363323 0,1903859 0,0830715 0,0362468 0,4226183 0,1844020 0,0804606 
0,5235988 0,2741557 0,1435476 0,0751613 0,5000000 0,2617994 0,1370778 
0,6108652 0,3731563 0,2279482 0,1392456 0,5735764 0,3503779 0,2140336 
0,6981317 0,4873879 0,3402609 0,2375469 0,6427876 0,4487504 0,3132869 
0.7X53982 0,6168503 0,4844731 0,3805043 0,7071068 0,5553604 0.4361790 

3.9269909 2,1703991 1,3457585 0,8892351 3,7077321 2,0257495 1,2464045 

71 71 
o r a z tabe lę d l a — <x ^ — . 

4 2 
S, = 9. 

X X* x> ar* xy x%y 

0,8726646 0,7615435 0,6645721 0,5799485 0,7660444 0,6684998 0,5833761 
0,9599311 0,9214677 0,8845455 0,8491027 0,8191520 0,7863295 0,7548221 
1,0471976 1,0966228 1,1483808 1,2025816 0,8660254 0,9068997 0,9497032 
1,1344640 1.2870086 1.4600649 1,6563911 0,9063078 1,0281736 1,1664259 
1,2217305 1,4926254 1,8235860 2.2279306 0,9396926 1,1480511 1,4026090 
1,3089969 1,7134729 2.2429307 2,9359893 0,9659258 1,2643939 1,6650877 
1,3962634 1,9495515 2,7220874 3.8007510 0,9848078 1,3750511 1,9199335 
1,4835299 2,2008610 3,2650430 4,8437890 0,9961947 1,4778846 2,1924861 
1.5707963 2,4674010 3,8757844 6.0880678 1,0000000 1,5707963 2,4674010 

10,9955743 13.8905544 18,0869948 24,1845516 8,2441505 10.2260796 13,0918446 



1 1 6 I V . Aproksymacja 

O t r z y m u j e m y s t a d u k ł a d r ó w n a ń : 

1 0 , 0 0 0 0 0 0 a 0 + 3 , 9 2 6 9 9 1 a i + 2 , 1 7 0 3 9 9 a 2 s * 3 , 7 0 7 7 3 2 , 

3 , 9 2 6 9 9 1 a 0 + 2 , 1 7 0 3 9 9 a x + l , 3 4 5 7 5 9 a 2 ^ 2 , 0 2 5 7 5 0 , 

2 , 1 7 0 3 9 9 a 0 + 1 , 3 4 5 7 5 9 ^ + 0 , 8 8 9 2 3 5 a 2 ^ 1 ,246405 , 

9 , 0 0 0 0 0 0 & 0 + 1 0 , 9 9 5 5 7 4 ^ + 1 3 , 8 9 0 5 5 4 & 2 RS 8 , 2 4 4 1 5 1 , 

1 0 , 9 9 5 5 7 4 & 0 + 1 3 , 8 9 0 5 5 4 & 1 + 1 8 , 0 8 6 9 9 5 6 2 ^ 1 0 , 2 2 6 0 8 0 , 

1 3 , 8 9 0 5 5 4 6 0 + 1 8 , 0 8 6 9 9 5 6 ! + 2 4 , 1 8 4 5 5 2 6 2 ^ 1 3 , 0 9 1 8 4 5 . 

O t o r o z w i ą z a n i e t ego u k ł a d u : 

a0&— 0 , 002594 , 0 , ^ 1 , 0 5 5 1 7 0 , a 2 ^ - 0 , 1 8 8 8 9 2 , 

b0&-0,166127, 6 , ^ 1 , 4 7 3 2 1 9 , 6 2 s * - 0 , 4 6 5 0 3 5 . 

Z a t e m 

f(x)^-0,002594 + 1 , 0 5 5 1 7 0 * - 0 , 1 8 8 8 9 2 * 2 d l a 0 ^ * < — n, 
4 

/ ( * ) ^ - 0 , 1 6 6 1 2 7 + l , 4 7 3 2 1 9 * - 0 , 4 6 5 0 3 5 * 2 d l a ; 7 t < * < 4 ^ . 

O b l i c z y m y t e r a z b ł ą d średni M a p r o k s y m a c j i . M a m y 

X F(x) /(*) F(x)-f(x) [F(x)~ V 

0 ,0000000 0 ,000000 - 0 , 0 0 2 5 9 4 0 ,002594 67288 i o - 10 

0 ,0872665 0 ,087156 0 ,088049 - 0 , 0 0 0 8 9 3 7974 10- o 
0 ,1745329 0 ,173648 0 ,175814 - 0 , 0 0 2 1 6 6 46916 i o - 0 

0 ,2617994 0 ,258819 0 ,260702 - 0 , 0 0 1 8 8 3 35457 i o - 0 

0 ,3490659 0 ,342020 0 ,342714 - 0 , 0 0 0 6 9 4 4816 i o - u 
0 ,4363323 0 ,422618 0 ,421848 0 ,000770 5929 i o - 0 

0 ,5235988 0 ,500000 0 ,498106 0 ,001894 35872- 10- 0 

0 ,6108652 0 ,573576 0 ,571486 0 ,002090 43681 i o - LD 
0 ,6981317 0 ,642788 0 ,641990 0 ,000798 6368- i o - 11 
0 ,7853982 0 ,707107 0 ,709617 - 0 , 0 0 2 5 1 0 63001 10- u 
0 ,8726646 0 ,766044 0 ,765355 0 ,000689 4 7 4 7 - i o - u 
0 ,9599311 0 ,819152 0 ,819547 - 0 , 0 0 0 3 9 5 1560- i o - 0 

1,0471976 0 ,866025 0 ,866656 - 0 , 0 0 0 6 3 1 3982 i o - 0 

1,1344640 0 ,906308 0 ,906683 - 0 , 0 0 0 3 7 5 1406 i o - 0 

1,2217305 0 ,939693 0 ,939627 0 ,000066 44 1 0 - n 
1 ,3089969 0 ,965926 0 ,965487 0 ,000439 1927- i o - 0 

1,3962634 0 ,984808 0 ,984265 0 ,000543 2948 i o - 10 

1,4835299 0 ,996195 0 ,995960 0 ,000235 552 i o - 0 

1,5707963 1,000000 1,000572 - 0 , 0 0 0 5 7 2 3272 i o - 0 

S u m a : 3 3 7 7 4 0 - 1 0 - ' • 

i U 2 = 3 3 7 7 4 0 • 1 0 ~ l l V l 7 7 7 6 - 1 0 - 1 0 , M ^ 0 , 0 0 1 3 3 . 
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W i d z i m y , że b ł ą d średni a p r o k s y m a c j i j e s t z n a c z n i e w i ę k s z y n iż 
w p r z y p a d k u r o z p a t r y w a n y m w p r z y k ł a d z i e 6. 

W i e l k ą zaletą m e t o d y n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w j e s t t o , że p o z w a l a 
o n a z n a j d o w a ć a p r o k s y m a c j e n i e t y l k o f u n k c y j , a l e t a k ż e i zależności 
stochastycznych, t j . za l eżnośc i m i ę d z y z m i e n n y m i l o s o w y m i . N i e p r e c y ­
z u j ą c t e g o z a g a d n i e n i a o g r a n i c z y m y się d o n a s t ę p u j ą c e g o p r z y k ł a d u . 

P R Z Y K Ł A D 8. Z n a l e ź ć m e t o d ą n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w w i e l o m i a n 
s t o p n i a p i e r w s z e g o n a j l e p i e j a p r o k s y m u j ą c y ( n a j l e p i e j w sens ie m e t o d y 
n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w , t z n . t a k , a b y f u n k c j a (20) os iągała m i n i m u m ) 
z a l e ż n o ś ć s t o c h a s t y c z n ą w i e l k o ś c i y o d wie lkośc i x, jeżel i o t r z y m a n o z d o ­
ś w i a d c z e n i a n a s t ę p u j ą c e d a n e : 

* 11,1 0,7 0,8 1,0 0,5 0,9 0,5 0,8 0,6 0,7 

y | 2,6 1,4 1,4 2,8 1,0 2,3 0,5 1,8 1,0 1.5 

x | 0,7 1,2 0,8 0,9 1,1 1,0 0,5 0,6 1,0 0,8 0,9 

y 2,1 2,7 0,7 2,0 3,0 2,4 0,7 1,2 2,5 1,7 2,2 

O b l i c z a m y w s p ó ł c z y n n i k i S0,S1,S2,T0,T1 w e d ł u g s c h e m a t u (26) . 

X y xy 

1,1 1,21 2,6 2,86 
0,7 0,49 1,4 0,98 
0,8 0,64 1,4 1,12 
1,0 1,00 2,8 2,80 
0,5 • 0,25 1,0 0,50 
0,9 0,81 2,3 2,07 
0,5 0,25 0,5 0,25 
0,8 0,64 1,8 1,44 
0,6 0,36 1,0 0,60 
0,7 0,49 1,5 1,05 
0,7 0,49 2,1 1,47 
1.2 1,44 2,7 3,24 
0,8 0,64 0,7 0,56 
0,9 0,81 2,0 1,80 
1,1 1,21 3,0 3,30 
1,0 1,00 2,4 2,40 
0,5 0.25 0,7 0,35 
0,6 0,36 1,2 0,72 
1,0 1,00 2,5 2,50 
0,8 0,64 1,7 1,36 
0,9 0,81 2,2 1,98 

17,1 14,79 37,5 33,35 

s1 s , r . 
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S z u k a n y w i e l o m i a n 

f(x)=a0+alx 

m a z a t e m w s p ó ł c z y n n i k i b ę d ą c e p i e r w i a s t k a m i u k ł a d u r ó w n a ń n o r m a l ­
n y c h (25) 

2 1 a 0 + 17 ,1 (^=37,5 , 

1 7 , l a 0 + 1 4 , 7 9 a i =33,35. 

M a m y stąd 

a0?v— 0,8614, 0 ^ 3 , 2 5 1 , 

a n a s t ę p n i e 

/ (<z)^-0,8614+3,251#. 

O b h c z m y j e s z c z e b ł ą d średni M u z y s k a n e g o p r z y b l i ż e n i a w e d ł u g 
w z o r u (23). 

W t y m c e l u s p o r z ą d z a m y n a s t ę p u j ą c ą t a b e l k ę : 

3,251a; /J 3 / = y _3 ,251a ; -| -0 ,8614 (AyY 

3,5761 - 0 , 1 1 4 7 0,0132 
2,2757 - 0 , 0 1 4 3 0,0002 
2,6008 - 0 , 3 3 9 4 0,1152 
3,2510 0,4104 0,1684 
1,6255 0,2359 0,0556 
2,9259 0,2355 0,0555 
1,6255 -0 ,2641 0,0697 
2,6008 0,0606 0,0037 
1,9506 - 0,0892 0,0080 
2,2757 0,0857 0,0073 
2,2757 0,6857 0,4702 
3,9012 - 0 , 3 3 9 8 0,1155 
2,6008 -1 , 0394 1,0804 
2,9259 -0 ,0645 0,0042 
3,5761 0,2853 0,0814 
3,2510 0,0104 0,0001 
1,6255 -0,0641 0,0041 
1,9506 0,1108 0,0123 
3,2510 0,1104 0,0122 
2,6008 -0 , 0394 0,0016 
2,9259 0,1355 0,0184 

S u m a : 2,2972 

M2 = — -2,2972^0,1094, JK>0,331. 
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} 

S p o r z ą d ź m y w y k r e s , n a k t ó r y m o z n a c z y m y p u n k t a m i d a n e z d o ś w i a d ­
c z e ń i pros tą a p r o k s y m u j ą c ą z a l e ż n o ś ć y o d x ( r y s . 4 ) . 

M e t o d a n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w w y m a g a b a r d z o ż m u d n y c h r a ­
c h u n k ó w , g d y l i c z b a p u n k t ó w , w k t ó r y c h p o d a n e są w a r t o ś c i f u n k c j i 
a p r o k s y m o w a n e j F(x), j e s t d u ż a . M o ż n a j e d n a k w p e w n y c h p r z y p a d k a c h 
s z c z e g ó l n y c h b a r d z o u p r o ś c i ć r a c h u n k i . \ 

Z a ł ó ż m y n a p r z y k ł a d , że d a n e są l "wartośc i ] 2 / _ m , J / - m + n - - - > 2 / - i > 2 / o > 

? / i v ,ym -1 > ym f u n k c j i F (x) w p u n k t a c h x 
xm ( t z n . o g ó ł e m w 2 r a + l p u n k t a c h ) , k t ó r e n a s t ę p u j ą p o sob ie w r ó w ­
n y c h o d s t ę p a c h , t z n . 

x< •x0 + jAx, j=—m,—m+l,. - 1 , 0 , 1 , . . . , T O — l , m , 

g d z i e Ax j e s t stałą różną o d z e r a . S z u k a m y m e t o d ą n a j m n i e j s z y c h k w a d ­
r a t ó w w i e l o m i a n u 

(27) f(x)= a0+a1x+...+anxn -,.o 

( % < 2 m ) , 2,8 

a p r o k s y m u j ą c e g o daną f u n k c j ę 
F(x). W t y m c e l u w p r o w a ­
d z a m y n o w ą z m i e n n ą 

(28) 
x—x, o 

Ax 

i w m i e j s c e w i e l o m i a n u (27) p o ­
s z u k u j e m y w i e l o m i a n u 

(29) <P(£)=a0 + a1C + ...+aJn, 

a w i e l o m i a n f(x) z n a j d u j e m y 
z e w z o r u 

(30) f\x): 
I x — x0 \ 

G d y z m i e n n a x p r z y b i e r a 
war toś c i x _ m , x _ m + 1 , . -1 > "^O > 

2,6 

2.4 

2.2-

2,0 

1.8 

1,6 

M 

1.2 

1.0 

0,8 

0,6 

¥ 
02 

0 0,1 0,2 0,~> O.J 0,5 0.6 07 0.8 0? 1,0 1,1 (2 I 

R y s . 4 

x l , . . . , x m _ l , x m , t o z m i e n n a | p r z y b i e r a n a m o c y (28) w a r t o ś c i — m , 
— m + 1 , . . . , — 1 , 0 , 1 , . . . , m — l , m . Z a t e m n a w s p ó ł c z y n n i k i u k ł a d u r ó w n a ń 
n o r m a l n y c h (25) o t r z y m u j e m y n a s t ę p u j ą c e w z o r y 1 ) : 

l) W z o r y na Sj dla j parzystych można wyprowadzić za pomocą wielomianów 
czynnikowych, stosując metodę pokazaną w przykładzie 4 z rozdziału II. 
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fi0 = 2 m + l , # , = 0 , 

fi, = 2 ( l 2 + 2 2 + . . . + w 2 ) = — m ( ł w + l ) ( 2 ł » + l ) , 
3 

S3 = 0 , 

fi4 = 2 ( 1 4 + 2 4 + ...+TO4) = — « i ( m + l ) ( 2 w + l ) ( 3 m 2 + 3 m - l ) , 
15 

8t = 0 , 

fi« = 2 ( l 6 + 2 6 + . . . + m 6 ) = 

= — m ( m + l ) ( 2 » i + l ) ( 3 w 4 + 6 m 3 - 3 m + l ) , 

flf, = 0 , 

Sa = 2 ( l 8 + 2 8 + . . . + m 8 ) = 

1 (3ia) 

(31b) 

m ( w + l ) ( 2 m + l ) ( 5 m 6 + 1 5 T O 5 + 5 m 4 - 1 5 m 3 — m 2 + 9 m — 3 ) , 
45 

fi, = 0 , 

fi10=2(l,0+21<) + . . . + m I 0 ) = = - i w ( w + l ) ( 2 m + l)(3TO 8+12TO 7 + 
33 

+ 8 m 6 - 18w 5 - 1 0 w 4 + 2 4 m 3 + 2 TO2 - 15m + 5) , 
fiu = 0 , 

fi„=2(l1, + 212 + ...+mn) = w ( m + l ) ( 2 m + l ) ( 1 0 5 w l u + 

.1365 

+ 5 2 5 m 9 + 525w 8 - 1 0 5 0 w 7 - 1 1 9 0 w 6 + 2 3 1 0 T O 5 + 1 4 2 0 m 4 -

- 3 2 8 5 m 3 - 2 8 7 m 2 + 2 0 7 3 m - 6 9 1 ) , 

S2n-1 = 0 , £ 2 n = 2 ( l 2 " + 2 2 « + . . . + m 2 " ) , 

T0=y0+{y1+y_1)+(y2+y^) + ---+(ym+y- .J, 

T1 = (y1-y„i)+2(y2-y„2)+3(y3-y_3) + ...+m(ym-y 

T2=(y1+y_1)+22(y2+y_2)+32(y3-y_3) + ...+m2(ym+y_ni), 

^ = (2 /1-? / i ) + 2 3 ( 3 / 2 - 2 / „ 2 ) + 3 3 ( 2 / 3 - i / _ 3 ) + . . . + m 3 ( i / m - ? / . _ m ) , 

Tn=[y1+(-l)ny-1l+2n[y2+(-l)ny_2] + 

+zn[y3 + ( - i ) n 2 / - 3 ] + • • • + mn[ym+ ( - i ) " ? / - m J . 
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W p r o w a d z a m y o z n a c z e n i a 

+ + + 

(32) i h = y i + y - i , y*=y»+y-jj y m = y m + y - m , 

y i = y i - y - i , ^ = 2 / 2 - ^ - 2 , •••> y m = y m - y - m -

U ż y w a j ą c t y c h o z n a c z e ń w z o r y (316) p i s z e m y w p o s t a c i 

T\ = ? / i + 2y2+37/3 + . . . + tnym, 

l2y2+32y3 + ...+m2} 

T3=y1+23y2+33y3 + ...+mi~ym, 

(33) T 2 = J 1 + 2 2 ? y 2 + 3 2 y 3 + . . . + m 2 L M 

7' = 
? / , - f 2 n / / 2 + 3 " ? / 3 + . . . + mnym d l a ?t p a r z y s t y c h , 

yl+2nyi + 'óny3+...+mnym d l a » n i e p a r z y s t y c h . 

P o n i e w a ż w s p ó ł c z y n n i k i z n i e p a r z y s t y m i i n d e k s a m i S1,83,85,...,$2n_ 1 

są w s z y s t k i e r ó w n e z e r u , w i ę c u k ł a d (25) r o z p a d a się n a d w a u k ł a d y 

# 0 « 0 + # 2 a 2 + £ 4 a 4 + . . . = T 0 , 

# 2 a 0 + £ 4 a2+S6ai + ... = T2, 

Sta0 + S6a2+Saai + ...=1\, 

(34) , . 
8 ^ + 8 ^ + . . . = ^ , 

Z a r ó w n o o b l i c z e n i e w s p ó ł c z y n n i k ó w 80,81,S2,...,82n, j a k i r o z w i ą z a n i e 
u k ł a d ó w (34) j e s t — dz ięk i p o d s t a w i e n i u (28) — z n a c z n i e ł a tw ie j s ze 
niż w p r z y p a d k u o g ó l n y m (25) . 

P R Z Y K Ł A D 9 . R o z w i ą z a ć p r z y k ł a d 6 s t o su jąc p o d s t a w i e n i e (28) . 
P o n i e w a ż w a r t o ś ć f u n k c j i F(x) p o d a n a j e s t w 19 p u n k t a c h , w i ę c 

m= (19 — 1 ) / 2 = 9 . 
Z e w z o r u (32) o b l i c z a m y 

; ! / ! = 1 , 4 0 8 8 3 2 0 , J 2 = 1 , 3 9 2 7 2 8 4 , J 3 = 1 , 3 6 6 0 2 5 4 , J 4 = l , 3 2 8 9 2 6 1 , 

J 5 = l , 2 8 1 7 1 2 7 , J 6 = l , 2 2 4 7 4 4 8 , J7 = 1 ,1584560 , J 8 = l , 0 8 3 3 5 0 4 , 

y9=1,0000000, 
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i / ! = 0 , 1 2 3 2 5 6 8 , y2=0,2455756, y3=0,3660254, # 4 = 0 , 4 8 3 6 8 9 5 , 

^ 5 = 0 , 5 9 7 6 7 2 5 , ? / 6 = 0 , 7 0 7 1 0 6 8 , y, = 0 , 8 1 1 1 5 9 6 , ? / 8 = 0 , 9 0 9 0 3 9 0 , 

t / 9 =l ,0000000 . 

Z e w z o r ó w (31a) i (33) d o s t a j e m y 

S 0 = 1 9 , ^ = 5 7 0 , £ 4 = 3 0 6 6 6 , £ 6 = 1 9 5 6 8 1 0 , 8B=135462666, 

T 0 = l l , 9 5 1 8 8 2 6 , T , = 3 2 , 8 2 8 6 7 4 7 , T 2 = 3 2 3 , 7 6 9 1 9 1 7 , 

. T , = 1 7 4 3 , 0 2 6 5 1 7 5 , T 4 = 1 6 6 4 2 , 7 4 1 4 1 8 1 . 

U k ł a d r ó w n a ń (34) p r z y b i e r a z a t e m p o s t a ć 

1 9 a 0 + 5 7 0 a 2 + 3 0 6 6 6 a 4 = l l , 9 5 1 8 8 2 6 , 

5 7 0 a 0 + 3 0 6 6 6 a 2 + 1 9 5 6 8 1 0 a 4 = 3 2 3 , 7 6 9 1 9 1 7 , 

3 0 6 6 6 < x 0 + 1 9 5 6 8 1 0 a 2 + 1 3 5 4 6 2 6 6 6 a 4 = 1 6 6 4 2 , 7 4 1 4 1 8 1 , 

5 7 0 a i + 3 0 6 6 6 a 3 = 3 2 , 8 2 8 6 7 4 7 1 

3 0 6 6 6 a 1 + 1 9 5 6 8 1 0 a 3 = 1 7 4 3 , 0 2 6 5 1 7 5 . 

D o s t a j e m y stąd 

a0^ 0 , 7 0 7 1 0 0 6 , a , ^ 0 , 0 6 1 6 5 2 4 3 , a2^ - 0 , 0 0 2 6 9 0 9 7 9 , 

a3f»f-r 0 , 0 0 0 0 7 5 4 3 2 4 1 , a 4 ^ 0 , 0 0 0 0 0 1 6 5 7 4 9 4 . 

W i e l o m i a n (29) m a z a t e m p o s t a ć 

? > ( f ) « 0 , 7 0 7 1 0 0 6 + 0 , 0 6 1 6 5 2 4 3 £ - 0 , 0 0 2 6 9 0 9 7 9 £ 2 -

- 0 , 0 0 0 0 7 5 4 3 2 4 1 £ 3 + 0 , 0 0 0 0 0 1 6 5 7 4 9 4 £*. 

P o d s t a w i a j ą c , z g o d n i e ze w z o r e m (28) , 

| = = 3 6 9 
7r/36 n 

o t r z y m u j e m y s z u k a n y w i e l o m i a n w p o s t a c i 

f(x) = <p[zS — — oj 0 , 7 0 7 1 0 1 + 0 , 5 5 4 8 7 2 ^ 4 — 

- 0,21796914 - - l j - 0 , 0 5 4 9 9 0 2 J4 - - l Y + 0 , 0 1 0 8 7 4 8 \i - - l | , 

a p o r o z w i n i ę c i u i r e d u k c j i — w p o s t a c i o t r z y m a n e j w p r z y k ł a d z i e 6. B l ą p 
średni j e s t o c z y w i ś c i e t a k i , j a k w p r z y k ł a d z i e 6, i o b l i c z a m y go t a k s a m o . 
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. leżeli f u n k c j a F(x) j e s t c a ł k o w a l n a w r a z z k w a d r a t e m 1 ) w p e w ­
n y m p r z e d z i a l e (a,/?), t o m o ż n a zmodyfikoAvać m e t o d ę n a j m n i e j s z y c h 
k w a d r a t ó w w t e n s p o s ó b , że f u n k c j ę F(x) a p r o k s y m u j e m y t a k i m w i e l o ­
m i a n e m s t o p n i a co n a j w y ż e j n ( ł i j jest z g ó r y u s t a l o n e ) a0+a1x+...+anxn, 

a b y f u n k c j a 0{ao,al,...,an) = j [F(x)~a0 — axx — a n x n ] 2 d x os iągała 
a 

m i n i m u m . J a k w i d a ć z p o r ó w n a n i a ze w z o r e m (21 ) , s u m a s k o ń c z o n a 
zos ta ła t u z a s t ą p i o n a przez ca łkę o z n a c z o n ą . 

R ó w n a n i a n o r m a l n e (24) p r z y b i o r ą t e r a z p o s t a ć 
P P P p n 

aa j dx -\-ayjxdx + a2jctrdx + + a n jxndx = J F(x)dx, 
a a a a a * 

P P P P P 
a0 I xdx + ^ J a?dx + a2jx3dx + . .. + an j x n + 1 dx—J xF(x)dx, 

a0 f x n d x + a l j ^ dx+a2 j xn+2dx-\-. +an f x2ndx = fxnF(x)dx, 
a a a a a 

c z y l i 

( / S - a K + i ^ - c r K + - ( / ? 3 -a 3 )a 2 + . . . + 

+ - « n + 1 ) « n - f F(x)dx, 
n-\-l J 

a 

| (fi2- a2)a, + i (fi3 - a3)a, « V 2 + ... + 

( 3 5 ) " 1 
TO + 2 J 

( ) 3 n + 1 - « n + 1 K + ^ n(Pn+2-a»+2)a1 + 

n+1 v r ' u ' n + 2 

n+ó 2n «H 1 J 
a 

B ł ą d średni M a p r o k s y m a c j i o k r e ś l a m y w z o r e m 

(36) M* = (fi-a)-10(at,a1,...,an). 

') Funkcję jF(a;) nazywamy całkowalną wraz z kwadratem w przedziale [a,fi], 
P P 

jeżeli istnieją całki j F{x) dx i j [F(x)]2dx. 

file://-/-ayjxdx
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P R Z Y K Ł A D 1 0 . M e t o d ą n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w zna leźć p r z y b l i ­
żenie f u n k c j i ? / = s i n a ; w p r z e d z i a l e [ 0 , T C / 2 ] w i e l o m i a n e m f(x) s t o p n i a co 
n a j w y ż e j c z w a r t e g o . N i e c h f(x)= a 0 + a1x-{- a 2af J + a3x3-\- aixi. M a m y 

j sinxdx = 1, j xńnxdx = l, j x2Rinxdx = n — 2 , 
o o o 

n n 

j x3siaxdx = w 2 — 6 , j~ #4sin;£<fcc= 1271+21. 
o ^ o * 

Układ równań normalnych ( 35 ) przybiera postać 
71 

2 
a 0 + 

T E 2 

8 
« ! + 

7t3 

24 
a 2 + 

71* 

64 « 3 + 

T C 5 

1 6 0 « 4 = 1, 

T C 2 

T 
% + 

T C 3 

24 
« 1 + 

T C 4 

6 4 
% + 

T C 5 

1 6 0 
« 3 + 

w 6 

3 8 4 a 4 = 1 , 

7t3 

24 «o + 
71* 

64 
« 1 + 

T C 5 

1 6 0 384 « 3 + 

71* 

896 
a 4 = 71— 2 , 

w 4 

« 0 + 

T C 5 

« 1 + 
a* 

% + 
Tl1 

« 3 + 

w 8 

a 4 
3 2 fi 

64 « 0 + 1 6 0 
« 1 + 

384 
% + 

896 
« 3 + 

20 18 
a 4 

3 2 fi 

T C 5 Tl" w 7 T T 8 
*» ił 

= 12TC + 24 
2 

T C 5 

«o + 
Tl" 

« 1 + 
w 7 

« 2 + 

T T 8 

« 3 + 

*» 
o 4 

ił 
= 12TC + 24 

2 1 6 0 
«o + 384 « 1 + S!)(> « 2 + 

2 0 4 8 
« 3 + 

4 6 0 8 
o 4 

ił 
= 12TC + 24 

2 

O t o r ozwiązan ie t ego u k ł a d u : 

5 0 4 8 0 1 6 8 0 0 1 0 7 5 2 0 4 8 3 8 4 0 
a0 = — + —.2 - - 3 j — : + 5 — % 0 , 0 0 0 2 3 3 , 

71 71 71 71 71 

1 2 0 0 2 2 0 8 0 6 0 4 8 0 0 4 5 1 5 8 4 0 1 9 3 5 3 6 0 0 
a, = — + 4 + 5 - S % 0 , 9 9 5 4 4 7 , 

TC TC 71 TC TC 

8 4 0 0 2 2 1 7 6 0 5 0 8 0 3 2 0 4 1 9 3 2 8 0 0 1 7 4 1 8 2 4 0 0 
a a = — 3 + - — 4 - 5 - 6 + 7 ^ 0 , 0 2 0 9 3 3 , 

71 71 TT JI TC 

2 2 4 0 0 7 5 2 6 4 0 1 5 0 5 2 8 0 0 1 3 3 3 2 4 8 0 0 5 4 1 9 0 0 8 0 0 
«3 = 4— 5 1" 6 1 7 "Ji 

71 Tl TC TC TC 

— 0 , 2 0 3 8 6 4 , 

2 0 1 6 0 8 0 6 4 0 0 1 4 5 1 5 2 0 0 1 3 5 4 7 5 2 0 0 5 4 1 9 0 0 8 0 0 

0 , 0 2 8 6 4 6 . 

0 4 = — _ + - : - + « 
71 71 71 7C 71 
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Z a t e m 

f(x)t* 0 ,000233 + 0 , 9 9 5 4 4 7 x + 0 , 0 2 0 9 3 3 a ; 2 - ( ) , 2 0 3 8 6 4 i c 3 + 0,028646®*. 

O b l i c z y m y b ł ą d średni M a p r o k s y m a c j i ze w z o r u (36) . M a m y 
n 

0 ( a o , a , , a 2 , a 3 , a 4 ) = j ( s i n a ; — a0 — avx — a2x2 — a3x3 — a4x*)2dx = 
o 

= ( - 2 a 0 - 2ax + 4 a 2 + 1 2 a 3 - 4 8 a 4 ) + t | - 2 a 2 + 2 4 a 4 + l a2J n + 

+ (af)a3+ala2) — + ( a 2 + 2 o 0 a 4 + 2 % ^ ) — + K a 4 + a 2 a 3 ) — + 

7t
7

 7T
8

 7t
9 

+ ( a 3 + 2 a 2 a 4 ) \- a3a. h a\ « 0 , 00000002 , 
- r \ w j - r 2 4 / g 9 6 - r 3 4 1 0 2 4 TT 4 4 6 ) J 8 > > 

2 
ikf 2 = 0(ao,al,a.1,a3,ai)?v 0 , 0 0 0 0 0 0 0 1 2 , J f ^ 0 , 0 0 0 1 . 

W p r z y p a d k u g d y f u n k c j a F(x) a p r o k s y m o w a n a w p e w n y m p r z e ­
d z i a l e [a, 8] j e s t w t y m p r z e d z i a l e c a ł k o w a l n a w r a z z k w a d r a t e m , 
w y g o d n i e j j e s t , z a m i a s t s z u k a ć b e z p o ś r e d n i o w s p ó ł c z y n n i k ó w a 0 , a „ 
p r z y b l i ż e n i a f(x) = a0+a1xJ

r...+anxn, p o d s t a w i ć 
B — a B+a I 2x—a—8' 

/ 2x—a—8\ 
| w t e d y - K K 1 i f = - I 

2 * ' 2 

i o b l i c z y ć w s p ó ł c z y n n i k i c 0 , c x , . . . , c m w y r a ż e n i a 

( 3 7 ) 9(i) = f l t z l f + _ ^ ± ° \ = C b P 0 ( f ) + c 1 P 1 ( * ) + . . . + e f , P n ( f ) , 

g d z i e P 4 (a : ) ( i = 0 , l , . . . , n ) o z n a c z a p e w i e n w i e l o m i a n s t o p n i a i. W i e l o ­
m i a n y P0(x),P1(x),...,Pn(x) d o b i e r a m y t a k , a b y 

+ i i 
( 3 8 ) J Pj(x)Pk(x)dx; = 

- i 

? ± . . ; 1 ° d l a i^k> 
A ; ^ 0 d l a j=h ( A ^ = c o n s t ) . 

W i e l o m i a n y P 0 ( x ) , P j ( a ? ) , . . . , P ? l ( a ? ) spe łn ia jące w a r u n e k ( 38 ) n a z y w a m y 
wielomianami ortogonalnymi. Z a n i m o m ó w i m y m e t o d ę a p r o k s y m o w a n i a 
f u n k c j i F(x) w i e l o m i a n a m i p o s t a c i ( 3 7 ) , z a p o z n a m y się z e l e m e n t a m i 
t e o r i i u k ł a d ó w f u n k c y j o r t o g o n a l n y c h . 
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§35. U k ł a d y o r t o g o n a l n e f u n k c y j . Ciąg f u n k c y j cpa{x),(pl{x),(p2{x),... 
o k r e ś l o n y c h i c a ł k o w a l n y c h w r a z z k w a d r a t e m w p r z e d z i a l e [a , /? ] n a ­
z y w a m y układem ortogonalnym funkcyj w t y m p r z e d z i a l e z w a g ą p(x), 
g d z i e p(x) j e s t f u n k c j ą ciągłą i n i e u j e m n ą w p r z e d z i a l e [a,fi], j eże l i 

f p{x)<pAx)<pk(x)dx-
0 d l a j ^ k , 

d l a j=k {kj s ta ła ) . 

P r z y k ł a d y u k ł a d ó w o r t o g o n a l n y c h f u n k c y j . 

I . U k ł a d w i e l o m i a n ó w o k r e ś l o n y c h w z o r e m 

(39) PAX): 
1 ^ ( a 2 - ! / 

¥Jl dxf 
/ j = 0 , l , 2 , . . . ; 

cP (x2-l)° 

dx° 
= 1 

j e s t u k ł a d e m o r t o g o n a l n y m w p r z e d z i a l e [ — 1 , + 1 ] z w a g ą p(x)=l. 
I s t o t n i e , g d y fe=l,2,...,j, 1=1,2,...,j—l, t o 

(40) ar 
dh(x2-iy n j d ^ t f - i y 

dx* 

+i 

7 
dx = x dx*~ 

+i 

- i 

- i 

i _ 1 ^ - 1 ( ^ 2 - l ) ' 
+i 

p o n i e w a ż — 1 i + 1 są m i e j s c a m i z e r o w y m i w i e l o m i a n u 

#-\(a?-l? 

da?' 
dla 

S t o s u j ą c w i e l o k r o t n i e w z ó r (40) o t r z y m u j e m y 
+i , + 1 

x — 5 — j dx= — l 
dx> J 

- i - i J 

J 
- 1 

+1 

(-l)ll\ J ' 

• , ^ - ^ - i y 
dx?-

dx=... = 

w-l{oł-iy 
dx — 

( — 1 / 1 1 
- 1 ) ? 

i - i 
= 0 . 

- i 
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W y n i k a s t a d , że d l a l<j 
+1 + i 

(41) a / P , (#)<fa = - j - - a?! r t e = ( ) . 

P o n i e w a ż Pj(x) j e s t w i e l o m i a n e m s t o p n i a i ' , w i ę c z (41) w y n i k a , że 

+1 
)' Pj(a?)Pfc(ar)(fo==0 d l a j ^ f r . 
+ i 

G d y j — k , m a m y 

1 } ' d k { x 1 - l ) k dk(ar-l)k 

— £ 3 J J — A A , = 2 2 f c ( & ! ) 2 J A r f r 

- i 

1 d k ( x 2 - l ) k d k - 1 ( x 2 - l ) k i + 1 

2* r|3W^ d * f c ' a * * - 1 . 

1 '+f.dk+1{x*-l)k dk"1(x2-l)k 

2 * (*!•)• J flf;rfe+1 dar*" 1 

- i 

2 2 f c ( & ! ) 2 J 
- i 

d k + 1 ( x 2 - l ) k dk~1(x2-l)k 

dx 
22k(k\f j dxk+1 <l.rl: 1 

1 dk+l(x2 - l)k dk-2(x2 - l)k | +1 ^ 

2 2 f c ( & ! ) 2 A i r * + 1 d * * - 2 |_, 

+ 22k(k\)2 J ~lx^2 ~~dxk^ 
- i 

h l d k + 2 ( x 2 - l ) k dk~2(x2-lf 
dx = ... 

2 2 k ( k l f J dxk+2 da?-2 

- i 

_(-!)__ f d r W - l ) 

22k(k\)2 J ,/,-'• 

A l e p o n i e w a ż 

w i ę c 

dr fk = (2fc)!, 

J Pk(x)Pk{x)dx = ~ ^ L I (l-x2)kdx. 
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P o d s t a w i a m y t = 
\-x 

2 

+1 

dx — 

o 

' - ( 1 - f ) f c + 1 1 + * f t h ( 1 - t ) k + l d t ) 

o J Jc+1 J 

(2k)\ 

(fc!)2~ 

2 ^ f < * - ' ( l - i ) f c + 1
< t t = 

(*+l)!(*+l)l J ( * - - l ) ! ( f c + l ) ! 

(2ft)! 

( * - 1 ) ! ( * + 1 ) ! 

( 2 * ) ! 

( * - 2 ) ! ( f e + 2 ) ! 

fc+2 

i 

f tk-2(l-t)k+2dt=...= 

+ (k-l) I 
fc+2 

dt\ = 

( 2 * ) ' ." 
0 ! ( 2 * ) ! * ) 2 * < f t = - 2 

2fc + l 

O s t a t e c z n i e w i ę c b ę d z i e 

+i 

(42) f P,(x)Pk(x)dx-. 

2k + l 

2 

2k |-I 

d l a ? 7̂  A;, 

d l a ; / ' =& . 

W i e l o m i a n y (39) noszą n a z w ę wielomianów Legendre'a. W i e l o m i a n y 
t e n a j ł a t w i e j o b l i c z a ć z e w z o r u r e k u r e n c y j n e g o 

(43) (k+l)Pk+l(x) = (2k + l)xPk(x)-kPk_Ax) (k>l), 

p r z y c z y m , z g o d n i e ze w z o r e m (39) , P 0 (a ; ) = l , a Pl(x) = x. U z a s a d n i e n i e 
w z o r u (43) p o m i j a m y 1 ) . 

') Uzasadnienie wzoru (43) znajdzie czytelnik np . w książce S. K a c / m a r z . 
H . S t e i n h a u s , Theorie der Orthoijniudreihen, Monografie Matematyczne t. V I , War-
szawa-Lwów 1935, str. 108. 
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O t o k i l k a p i e r w s z y c h w i e l o m i a n ó w L e g e n d r e ' a : 

P0(x) = l. 

P1(x) = x, 

3 , 1 
2 V ' 2 2 

^ 5 , 3 
PJx) = — X X, 

(44) 3 V ' 2 2 ' 

i j 1 ;• 'i 3 5 . 1 5 i 3 
P (aj) = — a; 4 a?2 4- - , 

X ', 6 3 , 3 5 ; 15 
= - g * 5 - - j * + - g - » , 

2 3 1 - 3 1 5 . 105 , 5 
P (aj) = aj 6 a?*H a?2 . 

6 16 16 16 16 

U d o w o d n i m y j e s z c z e n a s t ę p u j ą c e t w i e r d z e n i e : 

T W I E R D Z E N I E 1. Wielomian Legendre'a stopnia n ma n różnych 
pierwiastków rzeczywistych zawartych w przedziale (—1 ,4 -1 ) . 

D o w ó d . W i e l o m i a n (ar — l ) " m a 2 p i e r w i a s t k i w - k r o t n e — 1 i + 1 . 

W i e l o m i a n ~-(x2 — 1)B m a z a t e m 2 p i e r w i a s t k i ( n — l ) - k r o t n e — l i - f l 
dx 

i p o n a d t o n a m o c y t w i e r d z e n i a E o l l e ' a j e d e n p i e r w i a s t e k a?t w e w n ą t r z 
p rzedz ia łu ( — 1 , 4 - 1 ) , a w i ę c r a z e m 2 n — 1 p i e r w i a s t k ó w (z u w z g l ę d n i e -

n i e m i c h k r o t n o ś c i ) . W i e l o m i a n — » (x — 1 ) " m a z a t e m 2 p i e r w i a s t k i 
dx 

( w — 2 ) - k r o t n e —1 i +1 i p o n a d t o n a m o c y t w i e r d z e n i a R o l l e ' a 2 p i e r w i a s t k i 
wewnątrz p rzedz ia łu (—1,4-1) : j e d e n m i ę d z y — 1 a xl, d r u g i m i ę d z y a;, 
a 4 1 - S t o s u j ą c « - k r o t n i e t w i e r d z e n i a R o l l e ' a d o c h o d z i m y d o w n i o s k u , 

<P 
że w i e l o m i a n - - ( . u 2 — ! ) ' 1 m a // r ó ż n y c h p i e r w i a s t k ó w r z e c z y w i s t y c h 

dr" 
w p r z e d z i a l e ( — 1 , + 1 ) , skąd n a m o c y w z o r u (39) w y n i k a t e z a n i n i e j s z e g o 
t w i e r d z e n i a . 

I I . Ciąg f u n k c y j 

(45) 1 , cos ar, s i n a ; , c o s2a ; , s i n 2 . r , . . . , e o s f c r , s i n f c r , . . . 

j e s t u k ł a d e m o r t o g o n a l n y m w p r z e d z i a l e [ 0 , 2 T I ] Z wagą p(x) = \. 
Metody numeryczne i tfriiticzne - 9 
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M a m y b o w i e m d l a n a t u r a l n y c h j i k 

2n 2n 

f l-ldx=2n, j 1 co&Jcxdx= 0, |* 1 sinkxdx = 0, 
2n 

±71 ±71 

j cosjx coskxdx = — J [cos(j—k)x+cos (j+k)x]dx 

D ^ 0 

2JJ 2JI 

j cosjx siakxdx = - - J [sin(fc — j)x + sin(A; + j)x)dx=0, 

0 d l a j^Tc, 

Ti d l a j=k, 

2n 2ix 
J 8injxsmlcxdx=- j [cos(fc— j)x— c o s ( f c + j)x~\da 

0 d l a j^Tc, 

ITi d l a j=k. 

I I I . Ciąg w i e l o m i a n ó w C z e b y s z e w a (9) t w o r z y u k ł a d o r t o g o n a l n y 

w p r z e d z i a l e [ — 1 , + 1 ] z w a g ą p ( a ? ) = l / j / l —a? 2 . 
M a m y b o w i e m d l a n a t u r a l n y c h j i k 

I yT-
[T0(x)fdx = 4 f - £ 

J j / l - a ; 2 

4 a r c s i n x 
+i 

4TC, 

+ 1 „ • + 1 

r i 2 2 ~ 7 r 
I — T„ (a?) T , - = cos (i a r c cos a;) d (j a r c cos x) = 

J ] / l - * 2 J J 

s i n ( j a r c cos a?) 
J 

+i g 2 - ' 
( s i n O — s i n ? 7 r ) = 0 , 

TAx)Tk(x)dx = 
x 

— r cos(? a r c cosa;) cos(fc a r c cosa?) 
dx 

]/l-x2 

P o d s t a w i a j ą c t u a r c cos a?=w d o s t a j e m y 

+ 1 n 

/
,— TAx)TJx)dx= . , . , I cosju co$kudu= 

\/l-x2 2 1 + k J 

71 

2*+*- ' 
J [ c o s ( i - f c ) « + c o s ( H f c ) « ] ^ = 

0 d l a 

71 

,2k ^- d l a 7' = k. 


