
R O Z D Z I A Ł I V 

A P R O K S Y M A C J A 

§ 3 0 . W s t ę p . W r a c h u n k a c h n u m e r y c z n y c h b a r d z o częs to zas tę ­
p u j e m y daną f u n k c j ę y=F(x) inną f u n k c j ą y=f(x), k t ó r a z t y c h c z y i n ­
n y c h w z g l ę d ó w j e s t d l a n a s w y g o d n i e j s z a . F u n k c j ę f(x) n a z y w a m y w t e d y 
aproksymacją l u b przybliżeniem f u n k c j i F(x). Zas tąp ien ie f u n k c j i F(x) 
j e j p r z y b l i ż e n i e m f(x) p o c i ą g a z a sobą p e w n e b ł ę d y w w y n i k a c h r a c h u n ­
k ó w , w k t ó r y c h n a m i e j s c u F(x) f i g u r u j e p r z y b l i ż e n i e j(x). B ł ę d y , k t ó r y c h 
p r z y c z y n ą j e s t zastąp ien ie f u n k c j i F(x) j e j p r z y b h ż e n i e m f(x), n a z y w a ć 
b ę d z i e m y błędami aproksymacji l u b błędami przybliżenia. M e t o d a a p r o k s y ­
m a c y j n a m o ż e m i e ć t y l k o w t e d y sens p r a k t y c z n y , j eże l i p o d a j e s p o s ó b 
o s z a c o w a n i a b ł ę d ó w a p r o k s y m a c j i . 

W i e l k o ś ć b ł ę d ó w a p r o k s y m a c j i za leży w d u ż y m s t o p n i u o d u m i e ­
j ę t n e g o d o b o r u m e t o d y a p r o k s y m a c y j n e j . G d y b y n a p r z y k ł a d d a n a b y ł a 
f u n k c j a y=F(x), k t ó r a w p u n k t a c h — 2 , — 1 , 0 , 1, 2 p r z y b i e r a w a r ­
t ośc i 8 , - 2 , 1, — 4 , 1 0 , i g d y b y ś m y zażądal i , a b y p r z y b l i ż e n i e f(x) b y ł o 
w i e l o m i a n e m m o ż l i w i e n i s k i e g o s t o p n i a , k t ó r y b y w p u n k t a c h — 2 , — 1 , 
0, 1, 2 p r z y b i e r a ł r ó w n i e ż war toś c i 8, — 2 , 1, — 4 , 1 0 , t o — j a k w i e m y 
z p r z y k ł a d u (12) w r o z d z i a l e I I I — 

1 3 
i(x) = 2x*Ą x3 — 6x2 x+1 . 

G d y b y ś m y j e d n a k p o s z u k a l i t a k i e g o p r z y b l i ż e n i a f*(x), k t ó r e b y 
b y ł o f u n k c j ą w y m i e r n ą 

a-\-bx+cx2 

d+ex+fxJ 

p r z y b i e r a j ą c ą w p u n k t a c h — 2 , — 1 , 0 , 1, 2 w a r t o ś c i 8 , — 2 , 1, — 4 , 1 0 , 
t o — j a k w i e m y z t e g o s a m e g o p r z y k ł a d u — 

2 - z - . t o * 

™ = 2 r • 

R y s u n e k 2 p o k a z u j e , j a k d a l e c e różnią się o d s i eb i e p r z y b l i ż e n i a f(x) 
i f*{x). 
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M e t o d a p r o k s y m a c j i j e s t w i e l e . Z n i e k t ó r y m i z n i c h z e t k n ę l i ś m y się 
j u ż w r o z d z i a l e o i n t e r p o l a c j i . W r o z d z i a l e n i n i e j s z y m o m ó w i m y t y l k o 
k i l k a n a j b a r d z i e j z n a n y c h i u ż y w a n y c h . 

D o b i e r a m y z w y k l e m e t o d ę a p r o k s y m a c y j n ą t a k , a b y z j e d n e j s t r o n y 
b ł ę d y a p r o k s y m a c y j n e n i e b y ł y z b y t d u ż e , a z d r u g i e j s t r o n y r a c h u n k i 
n i e n a s t r ę c z a ł y z b y t w i e l k i c h t r u d n o ś c i . 

§ 3 1 . P r z y b l i ż e n i a j e d n o s t a j n e . N i e c h będą d a n e d w i e f u n k c j e F{x) 
i f(x) o k r e ś l o n e w p r z e d z i a l e z a m k n i ę t y m [a,b]. F u n k c j ę f(x) n a z y w a ć 
b ę d z i e m y przybliżeniem jednostajnym f u n k c j i F(x) w p r z e d z i a l e [a,b] 
z d o k ł a d n o ś c i ą do e (e j e s t t u l i czbą d o d a t n i ą ) , jeżel i 

(1) \F(x)-f(x)\<e, 

d l a w s z y s t k i c h x z p rzedz ia łu [a,b]. 
C h a r a k t e r y s t y c z n ą ce chą p r z y b l i ż e n i a j e d n o s t a j n e g o j e s t właśnie 

t o , ż e i s t n i e j e t a k a l i c z b a d o d a t n i a e, iż n i e r ó w n o ś ć (1) j e s t spe łn iona 
d l a w s z y s t k i c h x z p r z e d z i a ł u [a,b]. 

N a j w a ż n i e j s z y m p r z y p a d k i e m p r z y b l i ż e n i a j e d n o s t a j n e g o j e s t a p r o k ­
s y m a c j a f u n k c j i c iąg łe j w p r z e d z i a l e z a m k n i ę t y m p r z e z w i e l o m i a n . W t y m 
p r z y p a d k u f u n d a m e n t e m t e o r i i a p r o k s y m a c j i j e s t n a s t ę p u j ą c e t w i e r d z e ­
n i e : 

T W I E R D Z E N I E W E I E R S T R A S S A . Niech F(x) będzie funkcją ciągłą w prze­
dziale domkniętym [a,b]. Dla każdej liczby dodatniej e istnieje taki wielo­
mian w(x), że 

\F{x) — w{x)\<e 

dla wszystkich x z przedziału [a ,b] . 

D o w o d u p o w y ż s z e g o t w i e r d z e n i a n i e p o d a j e m y 1 ) . T w i e r d z e n i e W e i e r ­
s t r a s s a g w a r a n t u j e n a m , że f u n k c j e c iągłe w p r z e d z i a l e [a,b] m o ż n a a p r o k -
s y m o w a ć j e d n o s t a j n i e w i e l o m i a n a m i z d o w o l n i e d u ż ą d o k ł a d n o ś c i ą . 

N i e c h w(x) b ę d z i e w i e l o m i a n e m s t o p n i a n, a F{x) f u n k c j ą ciągłą 
w p r z e d z i a l e d o m k n i ę t y m [a ,b] . L i c z b ę 

A = m a x \ w (x) — .F(aj)| 
a<x<6 

n a z y w a ć ' . b ę d z i e m y odległością wielomianu w(x) od funkcji F(x) w prze­
dziale [a,b]. K a ż d ą l i c z b ę n i e m n i e j s z ą o d A n a z y w a ć b ę d z i e m y maksy­
malnym błędem aproksymacji funkcji F(x) w przedziale [a,b] przez wielo­
mian w{x). 

') Dowód ten znajduje się np . w książce: P r . L e j a , Bachunek różniczkowy i cał­
kowy, w y d . II uzupełnione, Warszawa 1949, str. 267. 
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Jeże l i n i e m a t a k i e g o w i e l o m i a n u s t o p n i a n, k t ó r e g o od leg łoś ć o d d a ­
ne j f u n k c j i b y ł a b y m n i e j s z a o d od leg łośc i p e w n e g o w i e l o m i a n u p(x) 
s t o p n i a n o d t e j ż e f u n k c j i F (x) i w t y m ż e p r z e d z i a l e , t o w i e l o m i a n p(x) 
n a z y w a ć b ę d z i e m y najlepszym przybliżeniem jednostajnym funkcji F(x) 
wielomianem stopnia n. 

E . B o r e l w y k a z a ł 1 ) , że dla każdej funkcji F(x) ciągłej w przedziale 
[ a , 6 ] i każdej liczby naturalnej n istnieje wielomian p„(x) będący najlep­
szym przybliżeniem jednostajnym funkcji F{x) wielomianem stopnia n. 
P . L . C z e b y s z e w 2) u d o w o d n i ł , że istnieje tylko jeden taki wielomian. 

N i e z n a m y j e d n a k o g ó l n e j m e t o d y , k t ó r a b y p o z w o l i ł a d l a d o w o l n e j 
f u n k c j i F[x) c iągłe j w p e w n y m p r z e d z i a l e d o m k n i ę t y m [a ,b\ i d o w o l n e j 
l i c z b y n a t u r a l n e j n zna leź ć w i e l o m i a n b ę d ą c y n a j l e p s z y m p r z y b l i ż e n i e m 
j e d n o s t a j n y m f u n k c j i F(x) w i e l o m i a n e m s t o p n i a n. P o d a m y t u j e d y n i e 
m e t o d ę z n a j d o w a n i a n a j l e p s z e g o p r z y b l i ż e n i a j e d n o s t a j n e g o w i e l o m i a n e m 
s t o p n i a p i e r w s z e g o w p e w n y m p r z y ­
p a d k u s z c z e g ó l n y m . 

Z a k ł a d a m y o f u n k c j i F{x), że 
1° j e s t c iągła w p r z e d z i a l e d o m ­

k n i ę t y m [a,b], 
2° p o s i a d a p o c h o d n ą r z ę d u d r u g i e g o 

F"(x) w p r z e d z i a l e o t w a r t y m (a,b), 
3° F" (x) n i e z m i e n i a z n a k u w p r z e ­

d z i a l e (a, b). • 
M e c h F"(x)>0 i n i e c h w i e l o m i a n Ax-\-B b ę d z i e n a j l e p s z y m p r z y b l i -

ż e n i e m j e d n o s t a j n y m f u n k c j i F(x) ( r y s . 3 ) . N i e c h M i N b ę d ą p u n k ­
t a m i k r z y w e j y=F(x), k t ó r y c h o d c i ę t e są a i b, a K p u n k t e m ł u k u MN 
t e j ż e k r z y w e j , w k t ó r y m s t y c z n a d o n i e j j e s t r ó w n o l e g ł a d o s i e c z n e j MN. 
P o n i e w a ż F"(x)>0, w i ę c i s t n i e j e d o k ł a d n i e j e d e n t a k i p u n k t . N i e c h c b ę ­
d z i e odc i ę tą p u n k t u K. Ł u k MKN k r z y w e j l e ży — n a m o c y za łożen ia 
F">0 — w p a s i e o g r a n i c z o n y m sieczną MN i s t y c z n ą p r z e z p u n k t K. 
Ł a t w o z a u w a ż y ć , że p r o s t a y=Ax+B m u s i p r z e c i n a ć p r o s t e x=a, x—b 
i x=c w t a k i c h p u n k t a c h B, S i T, ż e b y o d c i n k i BM, KT i SN b y ł y 
r ó w n e . I s t o t n i e , g d y b y t a k n i e b y ł o , p r o s t a y=Ax+B, j a k o n a j l e p s z e 
p r z y b l i ż e n i e f u n k c j i y=F(x), m u s i a ł a b y p r z e c i n a ć pros tą x—a n i e n iże j 
p u n k t u B, p ros tą x=b n i e n i że j p u n k t u S i r ó w n o c z e ś n i e prostą x=c 
n i e w y ż e j p u n k t u T, co j e s t n i e m o ż l i w e . M a m y z a t e m 

E y s . 3 

F(a)-Aa-B=F(b)-Ab-B=Ae+B-F(c). 

*) Patrz np . H . II. H a T a u c o H , KoHcmpyKinuenaa meopun (pyHKąuu, MociiBa 
1949, str . 48. 

'-) Ibidem, str . 55. 
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D o s t a j e m y s tąd 

F(b)-F(a) F(a)+F(c) a+c . 
(2) A = — , B = A , 

b-a ' 2 2 ' 

a l i c z b ę e z n a j d u j e m y z r ó w n a n i a 

F{b)—F(a) 
(3) F ( c ) = J . = z w a r u n k i e m , że a<c<b. 

b—a 
M a k s y m a l n y b ł ą d a p r o k s y m a c j i j e s t n i e m n i e j s z y o d od leg łośc i A 

w i e l o m i a n u Ax-\-B o d f u n k c j i F(x) w p r z e d z i a l e [a,b] i 
(4) A = \F(a)-Aa-B\. 

G d y b y z a ł o ż y ć , że F"{x)<0 w p r z e d z i a l e (a,b), w z o r y (2) , (3) i (4 
n i e u l e g ł y b y z m i a n i e ( d l a t e g o p i s z e m y w e w z o r z e (4) w a r t o ś ć b e z w z g l ę d n ą 
w y r a ż e n i a F{a)—Aa—B. 

P R Z Y K Ł A D 1. Z n a l e ź ć n a j l e p s z e p r z y b l i ż e n i e j e d n o s t a j n e w i e l o m i a ­
n e m s t o p n i a p i e r w s z e g o f u n k c j i F(x)= s i n a ; w p r z e d z i a l e [ 0 , T T / 6 ] . 

M a m y a = 0 , b=?i/6. D a l e j 

. 31 
s i n 

6 3 0 1 

A= = — = 0 , 9 5 4 9 3 . 
71 71 

01 
J P ' ( C ) = c o s c = 0 , 9 5 4 9 3 , 

01 37 
c = a r c c o s 0 , 9 5 4 9 3 = 0 ,301372 , 

05 
F(c)= s i n e = 0 ,29683 , 

05 37 
0 ,29683 0 1 0 , 3 0 1 3 7 2 0 5 

B= ' - 0 , 9 5 4 9 3 = 0 , 0 0 4 5 2 . 
2 ' 2 

N a j l e p s z y m p r z y b l i ż e n i e m j e d n o s t a j n y m j e s t w i e l o m i a n 

01 05 
p (x) = 0 , 9 5 4 9 3 a ; + 0 , 0 0 4 5 2 . 

N a m o c y w z o r u (4) l i c z b a A = 0 , 00453 j e s t m a k s y m a l n y m b ł ę d e m a p r o ­
k s y m a c j i . 

Z e w z g l ę d u n a p r o s t o t ę m e t o d y a p r o k s y m a c y j n e j i r a c h u n k ó w z nią 
z w i ą z a n y c h r e z y g n u j e m y c z ę s t o z n a j l e p s z e g o p r z y b l i ż e n i a j e d n o s t a j n e g o 
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i daną f u n k c j ę F(x) a p r o k s y m u j e m y w i e l o m i a n a m i n i e b ę d ą c y m i n a ogó l 
n a j l e p s z y m i p r z y b l i ż e n i a m i j e d n o s t a j n y m i . K i l k u m e t o d o m t a k i c h a p r o k -
s y m a c y j p o ś w i ę c o n e będą n a s t ę p n e p a r a g r a f y t ego rozdz ia łu . 

§ 32 . M e t o d a s z e r e g ó w p o t ę g o w y c h . N i e c h b ę d z i e d a n a f u n k c j a 
F{x) r o z w i j a l n a w o t o c z e n i u p u n k t u x=c w szereg T a y l o r a o p r o m i e n i u 
zb ieżnośc i r ó w n y m r. N i e c h d a l e j będą d a n e d w i e l i c z b y a i b t a k i e , że 

(5) . c — r<a<b<c-\~r. 

W i e l o m i a n s t o p n i a // 

Wie) F"(v) , F{nHc) 
(6) w(x)=F{e)+ (x-c)+-—i-' (x-cf + ...+ K-± (x-c)n 

ll 2 ! n ! 

p r z y b l i ż a f u n k c j ę F(x) j e d n o s t a j n i e w p r z e d z i a l e [ a , 6 ] . 

M a m y — j a k t o w y n i k a ze w z o r u T a y l o r a — 
P(" + U( t\ 

F(x)-n-(x)= \*' (x-e)n+\ (n+l).J 
g d z i e e<£<x, g d y c<x, i . r < £ < c , g d y x<c. Z a t e m 

M 
(7) \F(x)-w(x)^ " t I h n + 1 , 

1 v ( » + l ) ! 

g d z i e Mn+l i h są t a k i m i l i c z b a m i , że 

| . F < " + , ) ( a ; ) K 3 / H + 1 d l a a^x^b, 

\c—a\^h i |c—b\^h. 
N i e r ó w n o ś ć (7) d a j e n a m o s z a c o w a n i e b ł ę d ó w aproksymacji f u n k c j i 

F(x) p r z e z w i e l o m i a n w(x) w p r z e d z i a l e [a,b\. 
R o z w i j a l n o ś ć f u n k c j i F(x) w s z e r e g T a y l o r a z a p e w n i a n a m m o ż l i ­

w o ś ć p r z y b l i ż a n i a f u n k c j i F(x) p r z e z w i e l o m i a n y (6) z d o w o l n i e dużą 
d o k ł a d n o ś c i ą . 

P R Z Y K Ł A D 2. Z n a l e ź ć z a p o m o c ą w z o r u (6) w i e l o m i a n p i e r w s z e g o 
s t o p n i a p r z y b l i ż a j ą c y f u n k c j ę F(x)= sina? w p r z e d z i a l e [ 0 , j r / 6 ] . 

P r z y j m i j m y O = - J I / 1 2 . W t e d y 

, . . n ni Ji \ TC I n n n\ 
w(x)=s,m 1- cos — lx = c o s — x+ s i n c o s — = 

1 2 1 2 \ 1 2 / 1 2 \ 1 2 1 2 1 2 / 

05 05 

= 0 , 9 6 5 9 3 x+0,00594 . 

O b l i c z y m y m a k s y m a l n y b ł ą d a p r o k s y m a c j i n a p o d s t a w i e n i e r ó w n o ś c i (7). 
Metody numeryczne i graficzne - 7 
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W p r z e d z i a l e [ 0 , n/6] m a m y 

(x)\ = \F" (*)| = | - s i n * | = 8 i n a : < 0 , 5 . 

P r z y j m u j e m y J f 2 = 0 ,5 . P o n i e w a ż a = 0 , b~7z/6, C = T I / 1 2 , w i ę c p r z y j m u ­
j e m y /( = ? r / 1 2 . Z a t e m 

M a k s y m a l n y b ł ą d a p r o k s y m a c j i 0 ,0172 j e s t o k o ł o 4 r a z y w i ę k s z y n iż — j a k 
t o o b l i c z y l i ś m y w p r z y k ł a d z i e 1 — b ł ą d 0 ,00453 w p r z y p a d k u n a j l e p s z e j 
a p r o k s y m a c j i j e d n o s t a j n e j f u n k c j i s i n * w i e l o m i a n e m s t o p n i a p i e r w s z e g o . 

O s z a c o w a n i e (7) b ł ę d u a p r o k s y m a c j i j e s t c zęs to n i e d o k ł a d n e . M o ż n a 
n i e r a z p o d a ć d o k ł a d n i e j s z e o s z a c o w a n i a , a n a w e t o b l i c z y ć d o k ł a d n i e 
o d l e g ł o ś ć w i e l o m i a n u w(x) o d f u n k c j i F(x), j a k m a t o n a p r z y k ł a d 
m i e j s c e w o s t a t n i m p r z y k ł a d z i e . B a d a m y m i a n o w i c i e f u n k c j ę 

z a t e m f u n k c j a B(x) m a w p r z e d z i a l e [ 0 , J T / 6 ] t y l k o j e d n o e k s t r e m u m l o ­
k a l n e , m i a n o w i c i e m a k s i m u m d l a x=njl2. 

O d l e g ł o ś ć A w i e l o m i a n u w(x) o d f u n k c j i F(x) m o ż e m y zna leźć z e 
w z o r u 

M a m y 

B'(x) = c o s * —cos 
1 2 ' 

P o n i e w a ż 

w i ę c 

A = s i n 
12 + 1 2 

cos 
12 

1 0 5 

— = 0 , 0 1 1 7 0 . 

B łąd 0 , 0 1 1 7 1 a p r o k s y m a c j i j e s t w i ę c t y l k o o k o ł o 2,5 r a z y w i ę k s z y n iż 
b ł ą d 0 ,00453 w p r z y p a d k u n a j l e p s z e j a p r o k s y m a c j i j e d n o s t a j n e j . 
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§ 3 3 . Przybl iżenia i n t e r p o l a c y j n e . W i e l o m i a n y C z e b y s z e w a . N i e c h 
b ę d z i e d a n a f u n k c j a y=F(x), k t ó r a w p u n k t a c h x0,x1,...,xn ( z a k ł a d a m y , 
że x0<x1<...<xn) p r z y b i e r a w a r t o ś c i y 0 , y x y n . K a ż d ą f u n k c j ę y=f(x) 
taką, że f(x0)=y0,f{x1)=y1,...,f(xn)=yn, n a z y w a ć b ę d z i e m y przybli­
żeniem interpolacyjnym funkcji F(x). 

N i e c h f(x) b ę d z i e w i e l o m i a n e m i n t e r p o l a c y j n y m s t o p n i a co n a j w y ż e j n. 
O s z a c u j e m y o d l e g ł o ś ć w i e l o m i a n u / ( a ? ) o d f u n k c j i F{x) w p r z e d z i a l e d o m k ­
n i ę t y m [ a , 6 ] , g d z i e a^x0<xn^b, p r z y za ł ożen iu , że f u n k c j a F(x) m a 
w t y m p r z e d z i a l e c iągłe p o c h o d n e do r z ę d u ( M + 1 ) w łączn ie . W t y m c e l u 
w p r o w a d z a m y f u n k c j ę p o m o c n i c z ą 

<p (x) =F(x) -f(x) —K (x—x0) (x-xt)... (x—xn), 

g d z i e K j e s t stałą. D o b i e r a m y K t a k , a b y f u n k c j a <p(x) b y ł a r ó w n a z e r u 
w p u n k c i e x=x, g d z i e x j e s t p e w n ą l i czbą z p r z e d z i a ł u [a,b] r óżną o d 
x0,xl,...,xn. T a k i w y b ó r l i c z b y K j e s t z a w s z e m o ż l i w y , g d y ż w y r a ż e n i e 
(x — x0)(x—xl)...(x—xn)=£0. W t a k i m r a z i e f u n k c j a cp{x) s t a j e się r ó w n a 
z e r u w w + 2 p u n k t a c h : x,x0,x1,...,xn. Z t w i e r d z e n i a B o l l e ' a w y n i k a , 
że p o c h o d n a q> (x) s t a j e się r ó w n a z e r u co n a j m n i e j w n+l r ó ż n y c h p u n k ­
t a c h , s k ą d d a l e j w y n i k a — z n ó w n a p o d s t a w i e t w i e r d z e n i a B o l l e ' a — 
że d r u g a p o c h o d n a <p" (x) s t a j e się r ó w n a z e r u co n a j m n i e j w n r ó ż n y c h 
p u n k t a c h . S t o s u j ą c t w i e r d z e n i e E o l l e ' a n+l r a z y d o c h o d z i m y do w n i o s k u , 
że i s t n i e j e t a k i p u n k t g d z i e | j e s t l i czbą zawar tą m i ę d z y n a j m n i e j ­
szą i na jw iększą s p o ś r ó d l i c z b x,x0,x1,...,xn, że 

^ " ( f p . O . 
A l e 

^»+*> (X) = F { n + 1 ) (x) -K(u +1)1. 

S t ą d 
B**+»> (f) -uK (n+1)! = 0, 

a z a t e m 

(n+l ) ! 
i 

(8) F(x)-f(x)=- \7 {<ł-ą){Z-w1).:.CB-xJ. 
( n + l ) ! 

N i e c h 
J f n + 1 = max|.f<B+1)(a>)|. 

a<x<b 

P o n i e w a ż o h c z b i e x z a ł o ż y h ś m y j e d y n i e , że j e s t r ó ż n a o d l i c z b x0,x1,...,xn 

i l e ż y w p r z e d z i a l e [a,b], a d l a x=x0,xl,...,xn j e s t 

F(x)-f(x) = 0, 



1 0 0 I V . Aproksymacja 

w i ę c m a m y 

M 
(8a) \F(x)-/(*)!< , " t u I ( * - ^ ^ - ^ i ) • • • (x~xn)\ 

( n + 1 ) ! 
d l a k a ż d e g o x z p rzedz ia łu [ a , 6 ] . 

S p o s ó b o b l i c z e n i a w i e l o m i a n u f(x), g d y p o d a n e są p u n k t y (x0,y0), 
(xl,yi),...,(xn,yn) p o d a n y b y ł w r o z d z i a l e o i n t e r p o l a c j i . P o n i e w a ż w w y ­
n i k u o b l i c z e ń z r ó ż n y c h w z o r ó w i n t e r p o l a c y j n y c h o t r z y m u j e m y t e n s a m 
w i e l o m i a n f(x), w i ę c w z ó r (8a) d a j e o s z a c o w a n i e b ł ę d u p r z y b l i ż e n i a i n t e r ­
p o l a c y j n e g o d l a k a ż d e g o ze w z o r ó w i n t e r p o l a c y j n y c h . P o n i e w a ż w i e l o ­
m i a n (x—x0)(x—x1)...(x—x„) na j częśc i e j p r z y b i e r a w p o b l i ż u p u n k t ó w 
s k r a j n y c h x0 i xn w a r t o ś c i w iększe co d o m o d u ł u niż w częśc i ś r o d k o w e j 
p r z e d z i a ł u (x0,xn), w i ę c b ł ą d (8a) j e s t n a o g ó ł m n i e j s z y d l a w a r t o ś c i x z c z ę ś ­
c i ś r o d k o w e j t ego p r z e d z i a ł u n iż d l a war toś c i x l e ż ą c y c h w p o b l i ż u x0 l u b xn. 
D l a t e g o też s t a r a m y się z a w s z e p r z y i n t e r p o l a c j i t a k d o b r a ć p u n k t y 
x0,x1,...,x.„, a b y p u n k t y , w k t ó r y c h i n t e r e s u j e n a s z a c h o w a n i e się f u n k c j i 
F(x), l eża ły w częśc i ś r o d k o w e j p rzedz ia łu (x0,xn). P r z y spełnieniu tego 
w a r u n k u i u s t a l o n y c h p u n k t a c h xg,x1,...,xH w y b ó r w z o r u i n t e r p o l a c y j ­
n e g o n i e m a j u ż w p ł y w u n a b ł ą d a p r o k s y m a c j i , g d y ż z k a ż d e g o w z o r u 
o t r z y m u j e m y t e n s a m w i e l o m i a n i n t e r p o l u j ą c y . J e d n a k ż e — j a k o t y m 
b y ł a m o w a w r o z d z i a l e p o p r z e d n i m — n a j w y g o d n i e j u ż y w a ć w t e d y 
w z o r ó w G a u s s a , S t i r l i n g a , B e s s e l a l u b E v e r e t t a . M y l n y p o g l ą d , że w z o r y 
t e da ją m n i e j s z e b ł ę d y a p r o k s y m a c y j n e niż w z o r y N e w t o n a , m a p r z y c z y n ę 
w t y m , że w z o r y t e n a j w y g o d n i e j j e s t s t o s o w a ć w te j częśc i przedz ia łu 
(x0,xn), w k t ó r e j b ł ę d y a p r o k s y m a c j i są n a j m n i e j s z e . 

P r z y b l i ż e n i a i n t e r p o l a c y j n e s t o s u j e m y n i e r a z w t a k i c h p r z y p a d k a c h , 
g d y p u n k t y x0,xl,x2,..,xn n i e są n a r z u c o n e z g ó r y , a d o b ó r i c h za leży 
o d r a c h u j ą c e g o . Z a z w y c z a j p r z y j m u j e się w t e d y , że p u n k t y t e są p o ł o ­
ż o n e w r ó w n y c h o d s t ę p a c h , t j . że 

xi=x0+i/lx, 1 , . . . , » , 

g d z i e Ax j e s t p e w n ą stałą d o d a t n i ą . U m o ż l i w i a t o k o r z y s t a n i e n p . ze w z o r u 
N e w t o n a (23) w r o z d z i a l e I I I c z y też w z o r u E v e r e t t a ( 5 0 ) w r o z d z i a l e I I I , 
co z n a c z n i e u p r a s z c z a r a c h u n k i . M o ż n a j e d n a k i n a c z e j p o s t a w i ć z a g a d ­
n i e n i e : j a k n a l e ż y d o b r a ć p u n k t y x 0 , x l , . . . , x n , a b y b ł ą d a p r o k s y m a c j i 

M 
b y ł n a j m n i e j s z y . P o n i e w a ż w n i e r ó w n o ś c i (8a) w i e l k o ś ć - — ^ y y y i n e 

z a l e ż y o d m e t o d y a p r o k s y m a c j i , z a g a d n i e n i e s p r o w a d z a się d o z n a l e z i e ­
n i a t a k i c h p u n k t ó w x0,x1,...,xn, a b y m a k s i m u m m o d u ł u w i e l o m i a n u 

(x-x0)(x—xA...(x-xn) 

w p r z e d z i a l e [a,b] b y ł o m o ż l i w i e n a j m n i e j s z e . 
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B e z o g r a n i c z e n i a , o g ó l n o ś c i m o ż e m y p r z y j ą ć , że 

a = - l i & = 1 . 

G d y b y b o w i e m t a k n i e b y ł o , w p r o w a d z i b b y ś m y w m i e j s c e x n o w ą z m i e n ­
ną x, okreś loną w z o r e m 

b—a a-\-b 
x= xĄ . 

2 2 

W t e d y d l a m i e l i b y ś m y — l < i r < l . 
O s t a t e c z n i e z a g a d n i e n i e f o r m u ł u j e m y n a s t ę p u j ą c o : znaleźć t a k i w i e ­

l o m i a n 

Tn+l(x)=(x-$0)(x- (x- Sn), 

a b y 

m a x \Tn+l(x)\= m i n m a x \(x—x0)(x—xt) ...(x—xn)\. 
- 1 < a: < l at̂ , - • l < a < l 

Z a g a d n i e n i e t o zos ta ło c a ł k o w i c i e r o z w i ą z a n e p r z e z P . L . C z e b y s z e w a 
w 1857 r . W y k a z a ł o n 1 ) , że 

m , , 1 , V (X+}/x2-l)n+(X-\/x2-l)" 

(?) Tn(x) = - , C0S(łi a r c c o s * ) = V - - X J L Z _ ! v 

W i e l o m i a n y (9) noszą n a z w ę wielomianów Czebyszewa. Spe łn ia ją o n e 
d l a w > l w z ó r r e k u r e n c y j n y 

r„;1(x)-xT„(x)+jl\,_l(x)= O 2 ) . 

O t o k i l k a p i e r w s z y c h w i e l o m i a n ó w C z e b y s z e w a 

* # ( « ) - 3 , i 

(10) T 2 (a?) = .T 2 - - i , r , (•) = x s ~ 5 x 3 + — «, 

T 3(a?) = <z3 » , r 6(a>) = x 6 - - x* + — ar - — • 
4 6 ' 2 16 32 

') Dowód patrz w książce: H . II. H a T a i i c o n . KoucmpyKtuueuaii meopuu 
diyiwąuu, MoCKBa-JIenHiirpaA 1949, str. 63. 

*) Dowód znajdzie czytelnik w książce: S. K a c z m a r z und H . S t e i n h a u s , 
Theorie der Orthuijonalrcihen, Monografie Matematyczne, tom V I , Warszawa-Lwów 
1935, str. 115. 
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P i e r w i a s t k i £ 0 , £ i v > f n - i w i e l o m i a n u T„(x) z n a j d u j e m y z łatwością, 
z r ó w n a n i a 

cos (n a r c cos x) = 0. 

M a m y n a p r z y k ł a d 

TT 
d l a n = l : f 0 = c o s — = 0 , 

2 

37r i / 2 
d l a n=2: £ 0 = c o s = — - - « * - 0 , 7 0 7 1 0 6 7 8 1 2 , 

4 2 

71 i / 2 
f , = cos — = — m 0 , 7 0 7 1 0 6 7 8 1 2 , 

D7T 1/ O 
d l a n = 3 : ! 0 = c o s — = - - — ^ - 0 , 8 6 6 0 2 5 4 0 3 8 , 

6 2 

( U ) 

71 
COS — = 

2 
= 0, 

7T 
COS — 

6 
= 1^^0 ,8660254038 , 

2 

d l a » = 4 : f 0 = 
ln 

cos — 
8 

^2 + / 2 
i - na 

2 
-0 ,9238795325, 

5TT 
cos — 

8 

1 / 2 - ^ 2 = 0* 
2 

- 0,3826834324, 

f i = 
3TT 

cos — 
8 

j / 2 - / 2 

2 
0,3826834324, 

£3 = 
71 

C O S 
8 

l / 2 + ^ 2 
- m 

2 
0,9238795325, 

d l a w=5 : £ 0 = 
9TT 

cos 
10 

1 1 0 + 2 1 / 5 

4 
* - 0,9510565163 

f i = 
7rt 

cos 
10 

^ 1 0 - 2 ^ 5 

4 
^ - 0 , 5 8 7 7 8 5 2 5 2 3 

f i = 
TT 

C O S — 
2 

= 0, 
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(11 C. d.) 

£3 = 

£4 = 

3n 
COS Zl 

10 

71 
cos -10 

lin 
cos 

12 

3n 
cos — = 4 

ln 
cos 

12 

5n 
cos — • 12 

n 
cos — ^ 4 

n 
cos — =• 12 

Vl0 + 2]/5 

y'2 

0 , 5 8 7 7 8 5 2 5 2 3 , 

* 0 , 9 5 1 0 5 6 5 1 6 3 , 

/2 

— — 0 , 9 6 5 9 2 5 8 2 6 3 , 

0 , 7 0 7 1 0 6 7 8 1 2 , 

2 

- 0 , 2 5 8 8 1 9 0 4 5 1 , 

^ 0 , 2 5 8 8 1 9 0 4 5 1 , ^ 0 , 7 0 7 1 0 6 7 8 1 2 , 
2 ' 

£5 = 

Z d e f i n i c j i (9) w y n i k a , że 

l / 6 + / 2 
«a 0 , 9 6 5 9 2 5 8 2 6 3 . 

(12) Tn+1(0C)\=\(X- 1;0)(X- C J . . . ^ - Cn)\tą 

Jeśl i z a t e m p r z y a p r o k s y m a c j i i n t e r p o l a c y j n e j p r z y j m i e m y 

(13) x0—£a, xl= xn—cn, 

g d z i e £ 0 , l i , . . . , | m są p i e r w i a s t k a m i w i e l o m i a n u l ' n + 1 C z e b y s z e w a , t o m a m y 
w t e d y m i n i m u m A m a k s y m a l n e g o b ł ę d u a p r o k s y m a c j i i n a m o c y w z o r u 
(8a) 

(14) A = m a x \F(x)- f(x)\< > 
- . < , < . M 2 n ( n + l ) ! 

W p r z y p a d k u (13) a p r o k s y m a c j ę n a z y w a ć b ę d z i e m y optymalną 
aproksymacją interpolacyjną wielomianem stopnia n. 

P R Z Y K Ł A D 3 . Z n a j d ź m y p r z y b l i ż e n i e i n t e r p o l a c y j n e f u n k c j i ? / = s i n a ; 
w p r z e d z i a l e [ 0 , T E / 2 ] w i e l o m i a n e m f(x) s t o p n i a co n a j w y ż e j c z w a r t e g o , 
k t ó r y b y w p u n k t a c h 0 , n/6, n/4, n/3, n\2 p r z y b i e r a ł w a r t o ś c i s i n 0 , s i n 71 / 6 , 
s i n a t / 4 , s i n nj3, s i n n/2, t z n . w a r t o ś c i 0, 1 /2 , | / 2 / 2 , j / 3 / 2 , 1. 
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Z a s t o s u j e m y m e t o d ę i l o r a z ó w r ó ż n i c o w y c h . S p o r z ą d z a m y t a b e l ę 
i l o razów r ó ż n i c o w y c h 

X y 

0 0 

71 i 

71 h 
T 2 

71 fi 
3 2 

71 1 
~2 J 

3 
71 

— (2 >/2- 3) 
7TZ 

% \\/2—1) ^ ' : J V / : { 8v/2 + 6) 

^ ( ^ 3 - 2 ^ 2 4 - 1 ) 7 J - ( 1 6 l / 2 - 9 j / 3 - 7 ) 

l ( V / 3 - / 2 ) ^ ( 8 ^ 2 - 6 1 / 3 - 1 ) 
TT 

^ - ( 2 l / 2 - 3 ł / 3 + 2) 

- ( 2 - / 3 ) 

Z a t e m 

3 12 , - / » \ 
/ ( a , ) = a + ( 2 ] / 2 - 3 ) a r a > - — + 

n 7i \ 6 / 

+ ^ ( 3 1 / 3 - 8 1 / 2 + 6) .T [x - * ) |.r + 

+ g ( 1 6 i / 2 - 9 i / 3 - 7 ) , ( , - |-) ( * - f j ( * - | ) , 

c z y l i 

(15) / ( x ) = 125- 32 j / 2 + — v 31 £ + ( 3 5 2 | / 2 — 1 6 2 j / 3 - 2 1 7 ) |—J + 

+ (594 j / 3 - 1 1 5 2 1 / 2 + 594) |—J + ( 1 1 5 2 } / 2 - U 8 f 3 — 504) |—J 
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O b l i c z m y s i n 18° z a p o m o c ą w z o r u (16) . M a m y 

' 71 
s i n 1 8 ° ^ / 

10 

= ( 2 5 - 3 2 , / 2 4 - 2
2 ' 1 / 3 ) ^ + ( 3 5 2 , ' 2 - 1 6 2 1 / 3 - 2 1 7 ) ^ + 

1 , 1 
+ ( 5 9 4 1 / 3 — 1 1 5 2 1 2 + 594) 1- (1152 i / 2 - 6 4 8 i / 3 - 5 0 4 ) = 

v ' ' ' 1 0 0 0 ' r 1 0 0 0 0 

01 

= 0 ,8736 - 0 ,7168 ] / 2 + 0 ,2592 j / 3 = 0 , 3 0 8 8 4 . 

O s z a c u j e m y b łąd o t r z y m a n e g o p r z y b l i ż e n i a n a p o d s t a w i e n ierównośc i (8a) 

sin VI 1 71 [71 71 \ ( 
^ ~ — ' — 5 1 1 0 10 6 / 

. - r 5 1 0 - 6 < 0 , 0 0 0 2 3 9 . 

24 
Z a t e m s i n 18° = 0 , 3 0 8 8 4 . 

S p r a w d z a m y w t a b l i c a c h f u n k c j i , i / = s i n . r , że s i n 18° = 0 , 3 0 9 0 1 . . . 
M o ż n a b y w r a c h u n k a c h p o w y ż s z y c h o d s a m e g o p o c z ą t k u z a s t ą p i ć 

l i c z b y 7 r , | / 2 , , / 3 i c h p r z y b l i ż e n i a m i d z i e s i ę t n y m i . W t e d y m u s i e l i b y ś m y 
r ó w n i e ż s z a c o w a ć b ł ę d y p ł y n ą c e z t a k i e g o zastąpienia . W y g o d n i e j e s t 
p r z y j ą ć n a t y l e d o k ł a d n e p r z y b l i ż e n i a dz ies iętne l i c z b OT,J/2,J/3, a b y b ł ę d y 
s tąd p ł y n ą c e b y ł y b a r d z o m a ł e i a b y m o ż n a je b y ł o śmia ło p o m i j a ć . P r z y j ­
m i j m y n a p r z y k ł a d 

n « 3 , 1 4 1 5 9 2 6 , j ' 2 1 , 4 1 4 2 1 3 6 , |/3 1 ,7320508 

i z a s t o s u j m y t e r a z d o o b l i c z e n i a s i n 18° m e t o d ę A i t k e n a p o d ł u g s c h e m a t u 
(5) w r o z d z i a l e I V . 

X Ax .'/ 
- • 

0,0000000 0,3141593 0,0000000 
0,5235988 0.2094395 0,5000000 0,3000000 
0,7853982 — 0,4712389 0,7071068 0,28*28427 0,3137259 
1,0471976 -0.7330383 0,8660254 0,2598076 0,3100770 0.309494 
1,5707963 -1 ,2566370 1,0000000 0,2000000 0,3200000 0,309961 0,30884 
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O t r z y m a l i ś m y t e n s a m w y n i k , k t ó r y u z y s k a l i ś m y m e t o d ą i l o r a z ó w 
r ó ż n i c o w y c h . 

P R Z Y K Ł A D 4 . Z n a j d ź m y t e r a z o p t y m a l n e p r z y b l i ż e n i e i n t e r p o l a ­
c y j n e f u n k c j i y = sina? w p r z e d z i a l e [ 0 , TC/2] w i e l o m i a n e m c z w a r t e g o s t o p ­
n i a . 

W p r o w a d z a m y n o w ą zmienną x okreś loną w z o r e m 

71 71 71 _ 
X = xĄ = — (x+l). 

4 ^ 4 4 V ; 

7t(x-{-l) 
M a m y a p r o k s y m o w a ć f u n k c j ę y= s i n w p r z e d z i a l e [— 1 , + 1 ] . 

4 

P o n i e w a ż s z u k a n y w i e l o m i a n m a b y ć o p t y m a l n y m p r z y b l i ż e n i e m i n t e r ­
p o l a c y j n y m , w i ę c p u n k t y x l ) , x 1 , . . . , x i , w k t ó r y c h o b i e f u n k c j e , a p r o k s y -
m o w a n a i a p r o k s y m u j ą c a , m a j ą t e s a m e w a r t o ś c i , z n a j d u j e m y j a k o p i e r ­
w i a s t k i w i e l o m i a n u T5(x) C z e b y s z e w a w t a b l i c y ( 1 1 ) . M a m y 

( W 0 2 71 
a = = c o s - = - 0 , 9 5 1 0 5 6 5 , * 2 = c o s - = 0 , 

1 0 « 

(16 ) Xi= cos — = — 0 , 5 8 7 7 8 5 3 , x 3 = c o s i o = 0 , 5 8 7 7 8 5 3 , 

02 
x . = c o s — = 0 , 9 5 1 0 5 6 5 . 

4 1 0 

O b h c z a m y t e r a z wartośc i f u n k c j i 7 / = s i n w p u n k t a c h ( 1 6 ) i uk ła ­

d a m y t a b e l k ę i l o r a z ó w r ó ż n i c o w y c h 

02 06 
-0 ,9510565 0,0384307 61 

05 10 0,7699366 102 
-0 .58778C3 0,3181265 31 -0 ,1137302 99 
- 02 0,6617728 48 — 0.O653177 

0 0,7071068 22 . -0 ,2142438 77 

05 07 0,4099141 69 -0 ,0445355 
0,5877853 0,9480483 41 -0 ,2827769 

02 06 0,1409773 
0.0510565 0,9992613 

98 



§ 3 3 . Przybliżenia interpolacyjne — Wielomiany Czebyszewa L07 

S z u k a n y w i e l o m i a n m a z a t e m p o s t a ć 

06 61 02 
(17) 2 / = 0 , 0 3 8 ! 3 0 7 + 0 , 7 6 9 9 3 6 6 (x+ 0 , 9 5 1 0 5 6 5 ) -

102 02 05 
- 0 , 1 1 3 7 3 0 2 ( x + 0 , 9 5 1 0 5 6 5 )(x+ 0 , 5 8 7 7 8 5 3 ) -

99 02 05 
- 0 , 0653177 (5=+0,9510565 ) ( x + 0 , 5 8 7 7 8 5 3 ) * + 

, 9 8 02 05 05 
+ 0 , 0 1 0 9 2 5 8 ( S + 0 , 9 5 1 0 5 6 5 ) (.7= + 0 , 5 8 7 7 8 5 3 )x (x-0,5877853 ) . 

M i n i m u m A m a k s y m a l n e g o b ł ę d u a p r o k s y m a c j i j e s t n a m o c y (14) 

2 4 5 ! 1 9 2 0 5 ' 

g d z i e Ms j e s t m a k s i m u m w a r t o ś c i b e z w z g l ę d n e j p iąte j p o c h o d n e j f u n k c j i 
7l(x-\- 1) 

# = s i n w p r z e d z i a l e [ — 1 , + 1 ] . 
4 

P o n i e w a ż 

y ( t ' c o s — : — ' 

1 ' j ' 

a z a t e m b ł ą d a p r o k s y m a c j i j e s t m n i e j s z y n iż w p r z y k ł a d z i e 3 . 
W r a c a j ą c w e w z o r z e (17) d o z m i e n n e j x m a m y 

06 61 i x 02 
y= 0 , 0384307 + 0 , 7 6 9 9 3 6 6 4 - - 0 , 0 4 8 9 4 3 5 

1 0 2 / x 0 2 \ / x 0 5 

- 0 , 1 1 3 7 3 0 2 4 ^ - 0 , 0 4 8 9 4 3 5 4 - 0 , 4 1 2 2 1 4 7 

9 9 / x 02\ / x 05\ / x 
- 0 , 0 6 5 3 1 7 7 4 — - 0 , 0 4 8 9 4 3 5 4 — - 0 , 4 1 2 2 1 4 7 ) 14 11 + 

9 8 , 0 2 x 05 , 
+ 0 , 0 1 0 9 2 5 8 |4 - - 0 , 0 4 8 9 4 3 5 1 4 - 0 , 4 1 2 2 1 4 7 I X 

x | 4 — - l j | 4 — - 1 , 5 8 7 7 8 5 3 j ; 



108 IV. Aproksymacja 
• 

p o u p o r z ą d k o w a n i u 

2 2 9 8 x 84/*\2 

(18) y = s i n * ^0 ,0001206 +3,129496 h 0 , 1 9 7 0 5 9 I — ] -
71 \ 71 I 

2 5 5 / * \ 3 2 5 2 / * \ 4 

6 , 3 1 2 3 1 0 I — I + 2 , 7 9 7 0 0 5 1 — , 

c z y l i o s t a t e c z n i e p o uwzg lędn ien iu b łędu a p r o k s y m a c j i 

22 32 86 
(19) y= s i n * = 0,0001206 + 0 ,9961495*+ 0,0199663x 2 -

160 83 26 
- 0 ,2035817* 3 + 0,0287140* 4 . 

P o d s t a w i a j ą c n a p r z y k ł a d do w z o r u (19) * = 18° = TE/10 o t r z y m u j e m y 
17 

s i n 18° =0,30901. D o k ł a d n a w a r t o ś ć j e s t s i n 1 8 ° = 0,309017. . . P o r ó w n u j ą c 
b ł ę d y o t r z y m a n e d l a s i n 18° w p r z y k ł a d a c h 3 i 4 w i d z i m y , że b ł ą d o t r z y ­
m a n y w p r z y k ł a d z i e 4 j es t m n i e j s z y niż w p r z y k ł a d z i e 3. 

§ >4. M e t o d a n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w . N i e c h b ę d z i e d a n a f u n k c j a 
y — F(x), k t ó r a w r ó ż n y c h p o m i ę d z y sobą p u n k t a c h * 0 , * 1 , * 2 , . . . , * m 

p r z y b i e r a w a r t o ś c i y^,yi,y2,- • • ,ym- C h c e m y zna leźć t a k i e p r z y b l i ż e n i e 
f u n k c j i y = F(x) w i e l o m i a n e m co n a j w y ż e j s t o p n i a n (n<m) 

(20) / ( * ) = a0 + a2x2+ ... + anx", 

a b y b łąd średni .17 a p r o k s y m a c j i os iągnął m i n i m u m , t j . a b y f u n k c j a 

(21) 0(a„, a , , . . . , a„) = (yQ - a0 - a , * 0 — a2x*0 — ... —ana%)\+ 

+(Vi — « o - aixi — a2xl — • • • — ">n
xi? + ••• + 

+ (?/,„ - aa - a , * m - a2xrm - ... - anx?n)2=(m +1 ) M2 

os iągała m i n i m u m . N a l e ż y p o d k r e ś l i ć , że p r z y t a k i m p o s t a w i e n i u z a g a d ­
n i e n i a m i n i m i z u j e m y t y l k o b ł ą d średni M, z j a k i m w a r t o ś c i w i e l o m i a n u 
/ (* ) w p u n k t a c h x0,x1,x2,...,xm p r z y b l i ż a j ą w a r t o ś c i y0,yi,y2,-..,ym 

f u n k c j i F(x). O b ł ędz ie , z j a k i m w i e l o m i a n / (* ) p r z y b l i ż a f u n k c j ę F(x) 
p o z a p u n k t a m i x0,xl,x2,...,xm, n i e p o t r a f i m y z a z w y c z a j n i c p o w i e d z i e ć . 

T a k ą m e t o d ę a p r o k s y m a c j i n a z y w a m y metodą najmniejszych kwadra­
tów. O i l e w p r z y p a d k u p r z y b l i ż e ń i n t e r p o l a c y j n y c h b y ł o z a w s z e n=m, 
o t y l e m e t o d ę n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w s t o s u j e m y , g d y n<m. W p r z y ­
p a d k u n=m m e t o d a n a j m n i e j s z y c h k w a d r a t ó w p o z w a l a o t r z y m a ć co 
p r a w d a w i e l o m i a n i n t e r p o l a c y j n y , a l e n a d łuższe j d r o d z e n iż b e z p o ś r e d ­
n i e m e t o d y i n t e r p o l a c y j n e . 


