ROZDZIAL 1V
APROKSYMACJA

§ 30. Wstep. W rachunkach numerycznych bardzo czesto zaste-
pujemy dang funkeje y=F (r) inng funkeja y=f(x), ktéra z tych czy in-
nych wzgledow jest dla nas wygodniejsza. Funkeje f(#) nazywamy wtedy
aproksymacja lub przyblizeniem funkeji F(w). Zastgpienie funkeji F(x)
jej przyblizeniem f(x) pociaga za sobg pewne bledy w wynikach rachun-
kéw, w ktorych na miejseu F(x) figurnje przyblizenie f(z). Bledy, ktérych
przyeczyng jest zastgpienie funkeji F(x) jej przyblizeniem f(z), nazywaé
bedziemy bledami aproksymacji lub bledami przyblizenia. Metoda aproksy-
macyjna moze mieé¢ tylko wtedy sens praktyczny, jezeli podaje sposéb
oszacowania bledéw aproksymacji.

Wielko§é bledéw aproksymacji zalezy w duzym stopniu od umie-
jetnego doboru metody aproksymacyjnej. Gdyby na przyklad dana byla
funkcja y=F(x), ktéra w punktach —2, —1, 0, 1, 2 przybiera war-
tofei 8,—2, 1, —4, 10, i gdybysmy zazgdali, aby przyblizenie f(z) bylo
wielomianem mozliwie niskiego stopnia, ktéry by w punktach —2, —1,
0, 1, 2 przybieral réwniez wartosci 8, —2, 1, —4, 10, to — jak wiemy
z przykladu (12) w rozdziale II1 —

f(:c)=2m‘+% @® — 6 — 2—3:-1—1.

Gdybysmy jednak poszukali takiego przyblizenia f*(g), ktére by
bylo funkejg wymierng
a+bo+cx*
PE=
 -ex - fa
przybierajgeg w punktach —2, —1, 0, 1, 2 wartodei 8, —2, 1, —4, 10,
to — jak wiemy z tego samego przykladu —
2 —x—Bbat
2 —a*

[* (@)=

Rysunek 2 pokazuje, jak dalece roznig si¢ od siebie przyblizenia f(x)
i f*(@).
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Metod aproksymacji jest wiele. Z niektérymi z nich zetkneliSmy sie
juz w rozdziale o interpolacji. W rozdziale niniejszym oméwimy tylko
kilka najbardziej znanych i uzywanych.

Dobieramy zwykle metode aproksymacyjng tak, aby z jednej strony
bledy aproksymacyjne nie byly zbyt duze, a z drugiej strony rachunki
nie nastreczaly zbyt wielkich trudnosei.

§ 51. Przyblizenia jednostajne. Niech beda dane dwie funkcje ()
i f(x) okredlone w przedziale zamknietym [a,b]. Funkeje f(x) nazywaé
bedziemy przyblizeniem jednostajnym funkeji F(w) w przedziale [a,b]
z doktadnoseig do & (e jest tu liezba dodatniy), jezeli

(1) |F (@) —f ()| <&,

dla wszystkich « z przedziatlu [a,b].

Charakterystyczng cechg przyblizenia jednostajnego jest wlasnie
to, ze istnieje taka liczba dodatnia & iz nier6wnosé (1) jest spelniona
dla wszystkich # z przedzialu [a,b].

Najwazniejszym przypadkiem przyblizenia jednostajnego jest aprok-
symacja funkeji cigglej w przedziale zamknietym przez wielomian. W tym
przypadku fundamentem teorii aproksymacji jest nastepujgce twierdze-
nie:

TWIERDZENIE WEIERSTRASSA. Niech F(x) bedzie funkeja ciagla w prze-
dziale domknietym [a,b]. Dla kaidej liczby dodatniej e istnieje taki wielo-
mian w(x), e

| B () —w (@) <e

dla wszystkich © z przedzialu [a,b].

Dowodu powyzszego twierdzenia nie podajemy?). Twierdzenie Weier-

strassa gwarantuje nam, ze funkeje ciggle w przedziale [a,b] mozna aprok-

gsymowaé jednostajnie wielomianami z dowolnie duzg dokladnoseig.
Niech w(wx) bedzie wielomianem stopnia n, a F(z) funkeja ciggly

w przedziale domknietym [a,b]. Liczbe

A=max |w(x)— F (@)
age<h
na,zywaék;bgd.ziemy odleglosciq wielomianu w(x) od funkeji F(x) w prze-
dziale [a,b]. Kazdy liczbe nie mniejszg od A nazywaé bedziemy malksy-
malnym bledem aproksymacji junkeji F(x) w przedziale [a,b] przez wielo-
mian w(w).

1) Dow6d ten znajduje si¢ np. w ksiazee: Fr. Leja, Rachunek rézniczkowy i cal-
kowy, wyd. IT uzupelnione, Warszawa 1949, str. 267.
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Jezeli nie ma takiego wielomianu stopnia n, ktorego odleglosé od da-
nej funkeji bylaby mniejsza od odleglosei pewnego wielomianu p(x)
stopnia n od tejze funkeji F'(x) i w tymze przedziale, to wielomian p(x)
nazywaé¢ bedziemy najlepszym przyblizeniem jednostajnym funkecji F(x)
wielomianem stopnia n.

E. Borel wykazall), ze dla kazdej funkcji F(x) ciaglej w przedziale
[a,b] i kaidej liczby naturalnej n istnieje wielomian p,(x) bedacy najlep-
szym przyblizeniem jednostajnym funkeji F(zr) wielomianem stopnia n.
P. L. Czebyszew *) nudowodnil, ze istnieje tylko jeden taki wielomian.

Nie znamy jednak ogélnej metody, ktdra by pozwolila dla dowolnej
funkeji F(x) cigglej w pewnym przedziale domkni¢tym [a,b] i dowolnej
liezby naturalnej n znalezé wielomian bedgcy najlepszym przyblizeniem
jednostajnym funkeji P () wielomianem stopnia n. Podamy tu jedynie
metode znajdowania najlepszego przyblizenia jednostajnego wielomianem
stopnia pierwszego W pewnym przy- : B
padku szezegllnym. ¥ N 54”

Zakladamy o funkeji F(x), ze

1° jest ciggla w przedziale dom-
knietym [a,b],

2° posiada pochodng rzedu drugiego i
F'" (x) w przedziale otwartym (a,b), i 7 5 R 7

3° F'" (x) nie zmienia znaku w prze- Rys. 3
dziale (a,b).

Niech F'(x)>0 i niech wielomian Axz-+ B bedzie najlepszym przybli-
zeniem jednostajnym funkcji F(x) (rys.3). Niech M i N beda punk-
tami krzywej y=F(x), ktérych odcigte sg a i b, a K punktem liku J7N
tejze krzywej, w ktorym styczna do niej jest rownolegla do siecznej M N.
Poniewaz I’ (2)>0, wie¢e istnieje dokladnie jeden taki punkt. Niech ¢ be-
dzie odecigtag punktu K. Luk m krzywej lezy — na moey zalozenia
I >0 — w pasie ograniczonym sieczng MN i styczng przez punkt K.
Latwo zauwazyé, ze prosta y=Awx-+ B musi przecina¢ proste x—=a, x=b
i ®=c¢ w takich punktach R, § i 7', zeby odcinki RM, KT i SN byly
réwne. Istotnie, gdyby tak nie bylo, prosta y=Ax-+B, jako najlepsze
przyblizenie funkeji y=F(z), musialaby przecina¢ prostg x=a nie nizej
punktu R, prostyg @=»> nie nizej punktu § i rownoczesnie prosta z=e
nie wyzej punktu 7, co jest niemozliwe. Mamy zatem

F(a)—Aa—B=F (b)—Ab—B=Ac+B—F(c).

1) Patrz np. W. II. Haraucou, Kouempysmuenas meopus gynnyuii, Mocksa
1949, str. 48.

%) Ibidem, str, 55.
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Dostajemy stad
(h)y— 17 M (a 7
(2) O i (@) +F(o) , ate

b—a 2 25!
a liczbe ¢ znajdujemy z réwnania
s F(b)—F(a
(3) F(e)=A= (; (@) z warunkiem, ze a<e<b.
i

Maksymalny blgd aproksymacji jest nie mniejszy od odleglosci A
wielomianu Az-+B od funkeji F(z) w przedziale [a,b] i

(4) A=|F(a)—Aa—B|.

Gdyby zalozyé, ze F'' (x)<0 w przedziale (a,b), wzory (2), (3) i (4
nie uleglyby zmianie (dlatego piszemy we wzorze (4) wartosé bezwzgledna
wyrazenia F(a)—Aa—B.

PRzZYEEAD 1. Znalezé najlepsze przyblizenie jednostajne wielomia-
nem stopnia pierwszego funkcji F(x)=sinz w przedziale [0, 7/6].

-Mamy a=0, b==/6. Dalej

7

6 3 [1]]
A= = — =0,95403

01
F' (¢)=cosec=0,95493 ,

01 37
¢=arc ¢o80,95493 = 0,301372 ,

0H
F(c)=sine=0,29683 ,

05 37

37
~0,29683 °10,301372 o

B 5 005493 T T —0,00452 .

Najlepszym przyblizeniem jednostajunym jest wielomian

01 05
p (@)= 0,954932 - 0,00452.

Na moey wzoru (4) liczba 4= 0,00453 jest maksymalnym bledem apro-
ksymacji.

Ze wzgledu na prostote metody aproksymacyjnej i rachunkéw z nig
zwigzanych rezygnujemy czesto z najlepszego przyblizenia jednostajnego
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i dang funkeje F(x) aproksymujemy wielomianami nie bedacymi na ogél
najlepszymi przyblizeniami jednostajnymi. Kilkn metodom takich aprok-
symacyj poswiecone beda nastepne paragrafy tego rozdzialu.

§ 32. Metoda szeregow potegowych. Niech bedzie dana funkeja
F(x) rozwijalna w ofoezeniun punktu z=e¢ w szereg Taylora o promieniu
zbieznosci rownym r. Niech dalej bedg dane dwie liczby a i b takie, ze
(H) c—r<a<b<e+r.

Wielomian stopnia n

F'(¢) ""t ¢) F'"’( e)

6)  w@=F+ " @=0)+ " @—of+...+

{w }!I

przybliza funkeje F(x) jednostajnie w przedziale [a,b].
Mamy — jak to wynika ze wzoru Taylora —

) FO(E) nat
F(x) —w(x)= {TJ-L_IT'- (v —ec)

gdzie e<é<wzx, gdy c<w, i x<<&<e¢, gdy z<c. Zatem
M

(7) [P (2)—w () < s 20 R

(n+1)!
gdzie M, ., i hl S8 takimil liczbami, ze
FO N a) <M, ., da ae<ogh,
le—al<h. i le—b<h.

Nierownosé (7) daje nam oszacowanie bledow aproksymacji funkeji
F(x) przez wielomian w(x) w przedziale [a,b].

Rozwijalnos¢ funkeji F(r) w szereg Taylora zapewnia nam mozli-
wos¢ przyblizania funkeji F(x) przez wu,lomﬂn) (6) z dowolnie duzg
dokladnoscig.

PrRzZYKLAD 2. ZnaleZé za pomoceg wzoru (6) wielomian pierwszego
stopnia przyblizajgey funkeje F(x)=sinz w przedziale [0, z/6].

Przyjmijmy e¢=z/12. Wtedy

(@) sn + Ak 7 (.r :1:) 7 +( 7 b :r:)
w (@) =8in — + cos — |z — c08— &+ | sin— — — co
12 12 12 12 A2 12

05 - 05
— 0,96593 2 +0,00594

Obliczymy maksymalny blad aproksymacji na podstawie nieréwnosei (7).

Metody numeryezne i graficgne — 7
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W przedziale [0, z/6] mamy
| PP ()| = | "' (x)| =| —sine| =sin@<0,5.

Przyjmujemy M,=0,5. Poniewaz a=0, b=z/6, ¢=z/12, wiec przyjmu-
jemy h=m=[12. Zatem

/ 0,6 7
[F (@) —w(z)| < 2‘ —(i-z) <0,0172.
Maksymalny blgd aproksymacji 0,0172 jest okolo 4 razy wiekszy niz — jak
to obliezyliSmy w przykladzie 1 — blad 0,00453 w przypadku najlepszej
aproksymacji jednostajnej funkeji sinz wielomianem stopnia pierwszego.

Oszacowanie (7) bledu aproksymacji jest czesto niedokladne. Mozna
nieraz poda¢ dokladniejsze oszacowania, a nawet obliczy¢ dokladnie
odleglo$¢ wielomianu w(wx) od funkeji F(x), jak ma to na przyklad
miejsce w ostatnim przykladzie. Badamy mianowicie funkeje

i S0, el r A e, TR slap 7
B(z)=F(x)—w(x)=sinz — cos 15 xr— (sm 1519 o8 1_:2) .
Mamy
B () e =
(#)=cosx—cos 15!
zatem funkeja B(z) ma w przedziale [0,7/6] tylko jedno ekstremum lo-
kalne, mianowicie maksimum dla z==/12.
Odlegto$¢ A wielomianu w(w) od funkeji F(z) mozemy znalezé ze

wzoru
T LAY
s o, () )
12 6
Poniewaz
05 7T
B(0 —-mn — — — O =0,00694 , B{—|=0
1B(0)|=sin 75 12° S12 ' ! (12) !
05
‘ EAY SNE T T i
Bl—|| =8ln — 4 = — =0,01170
| (6). 127 uc“sm T 5 )
wige
05
L1 7 T 1 !
A=38in - — €08 — — — = 0,01170 .
12+12 12 2 4

Blgd 0,01171 aproksymacji jest wige tylko okolo 2,5 razy wiekszy niz
blad 0,00453 w przypadku najlepszej aproksymacji ]ednostaJneJ
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§ 33. Przyblizenia interpolacyjne. Wielomiany Czebyszewa. Niech
bedzie dana funkcja y=F (x), ktéra w punktach x,,z,,...,2, (zakladamy,
%e y<wy,<<...<ax,) przybiera wartosei v,,7,,...,¥,. Kazdg funkcje y=jf(x)
takq, ze f(@))=Yo,f(@)=Ys..-,f(®,)=Y,, Dvazywaé bedziemy przybli-
Zeniem interpolacyjnym funkeji F(z).

Niech f(«) bedzie wielomianem interpolacyjnym stopnia co najwyzej n.
Oszacujemy odleglo$é wielomianu f(z) od funkeji # (2) w przedziale domk-
nietym [a,b], gdzie a<z,<x,<b, przy zalozeniu, Ze funkeja F(x) ma
w tym przedziale ciggle pochodne do rzedu (n-1) wlacznie. W tym celn
wprowadzamy funkeje pomocniczg

g (@)=F(2)—f(2)—K(2—x,) (@ —a,)...(¢—,),

gdzie K jest stalg. Dobieramy K tak, aby funkeja ¢(x) byla réwna zeru
w punkcie #=z, gdzie z jest pewng liczbg z przedzialu [a,b] r6zng od
@y @y y... 2, Taki wybor liczby K jest zawsze mozliwy, gdyz wyrazenie
(x—wy) (T —axy)...(F—w,)%0. W takim razie funkcja ¢(x) staje si¢ rowna
zeru w n-+2 punktach: z,w,,2,...,2,. Z twierdzenia Rolle’a wynika,
ze pochodna ¢’ (#) staje sie réwna zeru co najmniej w n-+1 réznych punk-
tach, skgd dalej wynika — znéw na podsta.w.fie twierdzenia Rolle’a —
ze druga pochodna ¢ (x) staje si¢ réwna zeru co najmniej w n réznych
punktach. Stosujac twierdzenie Rolle’a n -1 razy dochodzimy do wniosku,
ze istnieje taki punkt o=§, gdzie & jest liczbg zawartg miedzy najmniej-
8zg i najwiekszg sposréd liczb z,x,,w,,...,2,, Ze

g™tV (£)=0.
Ale
"D (@) =F"*) (2) — K (n+1)!.
Stad
P (8)— K (n41)! =0,
a zatem
Mn4-1)
A )
(n+1)!
i
(8) F(z)—f(7)= Eit’(_ﬂ (& —a) (BF—ay)...(F—,)
) ¢ (n+1)! y el b
Niech

M, ;= max |F"+) ()|,
a<.c<h

Poniewaz o liczbie z zalozyliSmy jedynie, ze jest r6zna od liczb @y, @,,...,x,
i lezy w przedziale [a,b], a dla z=z,,2,,...,2, jest
P (@) —f(@)=0,
TC
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wiec mamy

(8a) P @0 it |z (o). (=,)
dla kazdego « z przedzialu [a,b].

Spos6b obliezenia wielomianu f(z), gdy podane sg punkty (z,,y,),
(@ 3Y1) s« 5( @y 5y,) podany byl w rozdziale o interpolacji. Poniewaz w wy-
niku obliczen z réznych wzoréw interpolacyjnych otrzymujemy ten sam
wielomian f(x), wiee wzor (8a) daje oszacowanie bledu przyblizenia inter-
polacyjnego dla kazdego ze wzoréw interpolacyjnych. Poniewaz wielo-
mian (x—a,)(@—ax,)...(x—ax,) najezesciej przybiera w poblizn punktow
skrajnych @, i x, wartodci wieksze co do modulu niz w czedei Srodkowej
przedzialu (x,,x,), wiec blad (8a) jest na og6l mniejszy dla wartosei x z czes-
ci §rodkowej tego przedzialu niz dla wartosei @ lezgeych w poblizu x, lub @, .
Dlatego tez staramy si¢ zawsze przy interpolacji tak dobraé punkty
gy @yy. ..y, aby punkty, w ktérych interesuje nas zachowanie si¢ funkeji
F (x), lezaly w czesei srodkowej przedziatu (x,,z,). Przy spelnieniu tego
warunku i ustalonych punktach By Ly s e seyily wybdér wzoru interpolacyj-
nego nie ma juz wplywu na blad aproksymacji, gdyz z kazdego wzoru
otrzymujemy ten sam wielomian interpolujacy. Jednakze — jak o tym
byla mowa w rozdziale poprzednim — najwygodniej uzywaé¢ wtedy
wzoréw Gaussa, Stirlinga, Bessela lub Everetta. Mylny poglad, ze wzory
te daja mniejsze bledy aproksymacyjne niz wzory Newtona, ma przyczyneg
w tym, ze wzory te najwygodniej jest stosowaé w tej czedei przedzialu
(@y,2,), w ktorej bledy aproksymaeji sg najmniejsze.

Przyblizenia interpolacyjne stosujemy nieraz w takich przypadkach,
gdy punkty x,,x,,®,,..,2, nie sg narzucone z gory, a doboér ich zalezy
od rachujacego. Zazwyczaj przyjmuje si¢ wtedy, ze punkty te sy polo-
zone w réwnych -odstepach, tj. ze

G =842, =01, S,

gdzie Ax jest pewng stalg dodatnig. Umozliwia to korzystanie np. ze wzoru
Newtona (23) w rozdziale I1I czy tez wzoru Everetta (50) w rozdziale ITIT,
co znacznie upraszeza rachunki. Mozna jednak inaczej postawié zagad-
nienie: jak nalezy dobra¢ punkty a,,x,,...,o,, aby blad aproksymaecji
f!l--r-l
(n+41)!
zalezy od metody aproksymacji, zagadnienie sprowadza si¢ do znalezie-
nia takich punktéw z,,2,,...,2,, aby maksimum modulu wielomianu

byl najmniejszy. Poniewaz w nieréwnosci (8a) wielkos¢é nie

(2— ) (@ —@y)...(0—2,)

w przedziale [a,b] bylo mozliwie najmniejsze.
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Bez ograniczenia ogélnosei mozemy przyjac, ze
6=—1"1 h=1.

Gdyby bowiem tak nie bylo, wprowadzilibySmy w miejsce # nowg zmien-
ny ¥, okreslong wzorem

Wtedy dla a<x<b mielibysmy —1<7<1.
Ostatecznie zagadnienie formulujemy nastepujaco: znalezé taki wie-
lomian

Trl-!- 1 (J‘] — {J?—— ‘-tn)("v_ El ) SO (:E_ En)!
aby

max |7,.,(x)l= min max (@ — &) (2 — 2y)...(x—m,)|.
l=x<l g Lpsrne ;T — 1T 1

Zagadnienie to zostalo calkowicie rozwigzane przez P. L. Czebyszewa
w 1857 r. Wykazal on'), ze

(@+ Vo —1)"+ (@— Y- 1)"

on=l COR(M arc cosy) — e—r ————

9 iEm) =
® @)=, pa

Wielomiany (9) noszg nazwe wielomianow Czebyszewa. Spelniaja one
dla n>=1 wzor rekurencyjny

1
?‘!! N | (;'ﬂ) = Tﬂ (J') + T T‘.,,_ 1 (:B} = “2).

Oto kilka pierwszych wielomianow Czebyszewa

T ?::.4_lr.2 ad
T, (@)=, T S
1 5 5
10 =y Pty Tl =t 2
(10) Ty(2)=a'— Ts(0)=a° 7 @ +]6 2,
3 3 9 1
T,(v)= a2 — — a, ) =g =gt S
5 (@) 1 &, Tq(x) B T +16 T 39

) Dow6éd patrz w ksigzee: W. II. Hatancoun, Honempyrmusnas meopus
pynryuii, Mockpa-Jlenmurpay 1949, str. 63.

%) Dowd6d znajdzie czytelnik w ksigzee: S. Kaczmarz und H. Steinhaus,
Theorie der Orthogonalreihen, Monografie Matematyczne, tom VI, Warszawa-Lwow
1935, str. 115,
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Pierwiastki §&,,¢,,...,&, , wielomianu 7, (z) znajdujemy z latwoscig
z réwnania

cos(n arc cosx) =0,

Mamy na przyklad
dla n=1: &= cosg =10,
37 3
dla n=2: &=cos—- =— " ~—0,7071067812,

x Y2
£ = cos 4_2 —2— ~0,7071067812,

1\ bm ]/.3 §
dla n=3: &=cos rayens 0,8660254038,
by 4
& =cos reta )

A .
E,—=co8— =~ ~0,8660254038,
6 2
R
7 V2 +V2
dla n=4: & =cos ik S i ~ — 0,92387953256,
(11) 8 2
be  Va—V3
B = €08 — = — ———— m — 0,3826834324,
PR 2
3 Ve —vV2
f,=008— = ————~ 0,3826834324,
8 2 .
= V373
&3 = CO8 R ~ 0,9238795325,
9; 10+ 2V 5
dla n=>5: &=rcos S l—+——-— P 0,9510565163,
10 1
7 V10— 2v/5 _
£,— cos 1‘_’.‘ = ’ ~— 0,5877852523,
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3z V10—2V5

fy=cos - L 05811852523,
x V10+2V5
b o = LAV o os10Ne16E,
10 4
11z * —y6—y2
dla n=6; &—cos— —_—V""VZ,_ 09659258263,
12 4
37 V 2
Ei=co8 — =—"— ~—0,7071067812,
(11 c. d.) 4 2
- — v /2 y
L b Y ORVE L arnaTooanis
¢ 12 4
57 8 — 1/
£=cos o = V2TV 2 0,2588100451 ,
12 1
O e ’-’é— ~ 0,7071067812,
- /6412
t—cos— = V2V 2 6.0650258263.
12 4

Z definicji (9) wynika, ze

1
(12) - T @)= @— &) (@— &)...(2— &)< 55 -

21{
Jedli zatem przy aproksymacji interpolacyjnej przyjmiemy
(13) @y= &, =&, seny Pp= &n)

gdzie &, &),...,&, sq pierwiastkami wielomianun 7, ,, Ozebyszewa, to mamy
wtedy minimum 4 maksymalnego bledu aproksymacji i na moey wzoru
(8a)

i} ‘Mﬂ+1
(14) deiir ) — s o

W przypadku (13) aproksymacje nazywaé bedziemy optymalnag
aproksymacjq interpolacyjng wielomianem stopnia n.

PrzZYELAD 3. ZnajdZzmy przyblizenie interpolacyjne funkeji y=sinz
w przedziale [0,7/2] wielomianem j(#) stopnia co najwyzej czwartego,
ktéry by w punktach 0, z/6, x/4, x/3, n|2 przybieral wartosei sin0, sin z /6,
sin z/4, sin #/3, sin #/2, tzn. wartoei 0, 1/2, y/2/2, ¥/ 3/2, 1.
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Zastosujemy metode ilorazéw réznicowyech. Sporzadzamy tabele
ilorazéw réznicowych

@ Y
) (1]
3 5
1 ey 4
a | 12 (s
i it
| 6 1 36
We-1) (33 - 8Y/2+6)
n o
/9 36 72 =
T ) e
(44 b _._u/'a 2Y/2+1) —(16y/2—9¥Y3—7)
4 2 2t
6 ! 36 — -~
WV/3—y2) —(8Y/2—6/3—1)
i 4 b 4
n V3 12— =
L ¥ 22 —3Y/3 1
: 3 —(@V2-3Y/3+42)
3 )
'. 2 (2—V3)
! 7T
T
]
. .
Zatem

7 (4 6
36 a s kL 7
Py (3Y3—8)24+6)x (m— '6_) (:r-— T) i
4(16,/0 9)/3— 7)a:(m——) (a':—__)(m__)

(15) I(Jc)—(2a— 32y 24 ---ys) 1 (352)/2—162)/3— 317)( )2

. 3 1= 4
+ (594)/3 —1152)/2 4 594)(3) - (1152|/2—6481/3—504)(3) .
T 7
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Obliczmy sin18° za pomoecg wzorn (15). Mamy

el 7
sin18°~ f —):
10,
Gt 1
Z(%—-‘ﬂlf?f & }w+(i 2y/2—162y ‘s_..zl.J-ﬁo

. 1
+ (1152 /2 —6481/3 — 504) —

+(59471/3—1152 /2 + 594
il V2 o) 10000

1000

01
= 0,8736 — 0,7168 /2 + 0,2592 /3 = 0,30884.

Oszacujemy blad otrzymanego przyblizenia na podstawie nierownosci (Ra)

s ol < e S Sl R

7°107°< 0,000239.

| =

24

Zatem sin18°=0,30884.

Sprawdzamy w tablicach funkeji y=sinz, ze sin18°=0,30901..

Mozna by w rachunkach powyzszych od samego poczgtku mstaplé
liczby #=,) 2,y 3 ich przyblizeniami dziesigtnymi. Wtedy musieliby$Smy
rowniez szacowa¢ bledy plyngee z takiego zastgpienia. Wygodnie jest
przyjaé na tyle dokladne przyblizenia dziesietne liczb z,)/2,) 3, aby bledy
stad plyngce byly bardzo male i aby mozna je bylo $émialo pomijaé. Przyj-
mijmy na przyklad

n~3,1416926, /2 ~1,4142136, /3 ~1,7320508

i zastosujmy teraz do obliczenia sin18° metode Aitkena podlug schematu
(b) w rozdziale 1V,

& ' 1 Y |

0,0000000 l 03141593 0,0000000

0,6235988 ~0,2004395 | 0,5000000  0,3000000

0,7853982 | —0,4712389 | 0,7071068 t}.28-:28427 0,3137259

1,0471976 ‘ ~0,7330383 | 0,8660254 | 0,2598076 | 0,3160770 | 0,309494

16707963 | — 1,2566370 | 1,0000000 :(},2()00000|0,3200000 0,309961 | 0,30884
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OfrzymalisSmy ten sam wynik, ktory uzyskaliSmy metodga ilorazdow
réznicowych.

PrzYKEAD 4. ZnajdZzmy teraz optymalne przyblizenie interpola-
cyjne funkeji y=sinz w przedziale [0, /2] wielomianem czwartego stop-
nia. 4

Wprowadzamy nowg zmienng & okreflong wzorem

P F o o (Fd1)
T=—2X —_— = — | A by
4 Ry 1A

: i F+41
Mamy aproksymowaé funkeje y= sin #) W

przedziale [—1, +-1].
Poniewaz szukany wielomian ma byé¢ optymalnym przyblizeniem inter-
polacyjnym, wiee punkty #,,#,...,7,, w ktérych obie funkecje, aproksy-
mowana i aproksymujgea, maja te same wartosei, znajdujemy jako pier-
wiastki wielomianu 7;(xz) Czebyszewa w tablicy (11). Mamy

02
: 97 i) o
Ty= CO8 10 = —0,95105665 , Tg= COB - =0,
- 05 0bH
i 5 R 2 37
(16) ‘?‘l — CO0S 1_6 = ——013877803 ’ .173= o8 1'0 == 0’5877853 s
s 02
Fy=cos — = 0,9510565 .
10
w(Z+1)

Obliczamy teraz wartodei funkeji y= sin TR punktach (16) i ukla-

damy tabelke ilorazéw réznicowych

T Y
02 06
—0,9510565 | 0,0384307 61
05 10 0,7699366 102
—0,5877863 | 0,3181265 31 —0,1137302 99
- o2 0,6617728 48 —(L0653177 9%
0 0,7071068 22, —0,2142438 77 0,0109258
05 o7 0,40099141 o —0,0445355
0,5877853 | 0,9480483 s —0,2827769
02 o6 0,1409773
0,0510565 | 0,9992613
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A P ¥l ) ¥

Szukany wielomian ma zatem postaé
06 61 02
(17)  y=10,0384307 - 0,7699366 (7 0,9510565 )—
102 02 05
—0,1137302 (xz--0,9510565 )(z+ 0,0877853 )—
99 02 05
— 0,0653177 (x4 0,9510565 ) (z--0,6877853 )a+
98 02 05 05
+0,0109258 (z+ 0,9510565 ) (% 0,58778563 )z (z— 0,6877853 ).
Minimum 4 maksymalnego bledu aproksymaeji jest na moey (14)
M, 1
T 2%5! 1920

gdzie M jest maksimum wartosei bezwzglednej pigtej pochodnej funkeji
T+ 1
y-——sinn—(m:—) w przedziale [—1,+41].
| Poniewaz
S w(z+1)
y® = (I) 008 == Ty

wiee M. = ‘g—) i

7 156
" -~ ll
1920 ( 4 ) 00U

a zatem blad aproksymacji jest mniejszy niz w przykladzie 3.
Wracajac we wzorze (17) do zmiennej # mamy

A<

06 61 »
y=0,0384307 +0,7699366 (4 —"_0; 0439435 )_

102 x 02 » 05
—0,1137302 (4 —0,0489435 )(4 = —0,4122147 )-
e

T

02 05 T
—0 065‘31?{ (4 U ,0489435 ) (4 ——0,4122147 )( — —1) -+
7

98 @ 02 - 05
1-0,0100258 (4 " 0,018943 )(4_ —0,4122147 )

@ 05
X (4 - —1) (4 — —1,b8778563 )

i1
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po uporzadkowaniu

22 98 @ 54 2 \2
(18) ¥ = s8in &~ 0,0001206 -+ 3,129496 — 4 0,197059 (—) —
T 7T

255 1 0 \3 252 1 . \4
—6,312310 (——) +2,797005 (——-) .
T 7T

czyli ostatecznie po uwzglednieniu bledu aproksymacji

22 32 56
(19)  y=sin 2=10,0001206 -+ 0,99614952+ 0,0199663 =" —

160 83 26
— 0,2035817 2% + 0,0287140 2",

Podstawiajac na przykiad do wzoru (19) #= 18°= z/10 otrzymujemy
17
8in18°=0,30901. Dokladna wartodé jest sin18°=0,309017... Poréwnujge
bledy otrzymane dla sin18° w przykladach 3 i 4 widzimy, ze blad otrzy-
many w przykladzie 4 jest mniejszy niz w przykladzie 3.

§ 34. Metoda najmniejszych kwadratow. Niech bedzie dana funkeja
y=~F(z), ktéra w réznych pomiedzy sobg punktach ,,2,,o,...,o,
przybiera wartosei ¥, Y;¥as-.-s¥m- Cheemy znaleZé takie przyblizenie
funkeji y="F(z) wielomianem c¢o najwyzej stopnia n (n<m)

(20) (@)= ay+ &y 2+ ay@*+ . .. + a, 2",

aby blgd dredni M aproksymacji osiggngl minimum, tj. aby funkcja

(21) D(@gy@yy-. 1) =(Yo— Gp— OBy — Gy By — ... — G, Tp)’ +
F (Y — Gg— Oy — et — ... — @ &P+ ...F
2 \2 2
+‘ (y'm — Oy — Oy 2, — aﬁm:n'_— it T a’ﬂm:l) =(?ﬂ +1) M

osiggala minimum. Nalezy podkreslié, ze przy takim postawieniu zagad-
nienia minimizujemy tylko blad sredni M, z jakim wartosci wielomianu
f(z) w punktach x,,2,,2,,...,2,, przyblizajg wartosci Yo,¥,¥ss:«-s¥m
funkeji F(x). O bledzie, z jakim wielomian f(x) przybliza funkecje F(z)
poza punktami @y,mx,,2,,...,&,, nie potrafimy zazwyeczaj nic powiedzieé.

Takg metode aproksymacji nazywamy metodq najmniejszych kwadra-
téw. O ile w przypadku przyblizenn interpolacyjnych bylo zawsze n=m,
o tyle metode najmniejszych kwadratéw stosujemy, gdy n<m. W prazy-
padku n=m metoda najmniejszych kwadratéw pozwala otrzymaé co
prawda wielomian interpolacyjny, ale na dluzszej drodze niz bezposred-
nie metody interpolacyjne.



