§ 23. Wzdr interpolacyjny Newiona

Dla @= 0,105z jest £=18+0,105—0,5-=1,39. Wzor (23) przybiera postaé

(31) ¥~ 0,087156 0,171663-1,39 —
(1,39) 3¢
—l),(l(l?ﬁli-](]'_, )_(; |}()11}TT(13 ) L 0,000391 (1.1;;)_

0,39

1
Na mocy wzoru (30) jest ( '59) == (A—I

4 (“ “) skad (tabliea V)

Q4
(1-3") ~ 0,39 — 0,11895 = 0,27105,

1,39 : A
( : : ) ~— 0,11895 4 0,06384 = — 0,05511,

( 1,39

: ) ~ 0,06384— 0,04165 — 0,02219.

Podstawiajac te wartodei do wzorn (31) otrzymujemy
Y=~0,32392.

Uwaga. Jak latwo zauwazyé, powyzszy sposéb rozwinzania jest na ogol dlug-
szy, niz poprzednio opisany oparty na wspélezynnikach Lagrange'a. Jedli jednak
réznice funkeji f(#) sa znane i nie trzeba ich obliczaé, to rozwiazanie powyzsze znacz-
nie sie skraca. Ponadto uzycie wzoru Newtona daje jedng bardzo powazng korzysé,
ktorej nie mamy stosujac wzdér Lagrange’a: jefli zachodzi konieezno§é dodania jesz-
cze jednego lub wigcej punktow, w ktéryeh wartosé funkeji f(») jest dana i funkeja
f(z) ma byé wielomianem wyzszego niz poprzednio stopnia, to rachunek wzorem
Lagrange’a trzeba wykonywaé od nowa, natomiast stosujae wzér Newtona wyrazy
juz znalezione pozostawiamy nadal, a tylko dodajemy do nich wyrazy nowe rzedn
wyzszego. W ten sposéb zaoszezedzamy duzo rachunkéw.

§24. Wzor interpolacyjny Newtona z réznicami wsteeznymi.
Poniewaz — jak to wynika ze sposobu wyprowadzenia — wzor (7) nie
wymaga _ustalenia kolejnosfei punktéow a,,»,,2,,...,2,, wiec mozna go
wyprowadzi¢ wychodzae we wzorze (6) =z ilorazn rdéznicowego
[ww, @, ...2]. Wtedy wzor (7) przybierze postaé

(32) ?fz[mf$]+[wrl :r:,,_;](w—.c,,}-l,—[-.v,, Ty 1 33,,_5](3.?— "Tﬂ)(m_"mﬂ—l)'{' O
+[mnmn—l Ty oo .’.Bn](.'!,‘— :1’1',,)(.’.!‘—- g | 'l)(x_xﬂ -2)--'(3’“‘371)-

Poniewaz — jak to wynika ze wzorn (43) w rozdziale II — wartosé ilo-
razu roznicowego nie zalezy od kolejnosci punktow, na ktoéryeh zostal
obliczony, wiec wzor (32) mozna napisa¢ w postaci

(323) y=|.r,,]+[a: -1 mn]($_xn)+[wr _2.1',,_,arn](.r-w,,)(;v—a‘,l_lj+... b

+ [ @ @y o @, [ (@ — ) (@ — @y ) (@ — ).
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Jezeli teraz przyjmiemy, ze punkty x,,@,...,2, polozone sg w réwnych
odstepach, tj. ze

o=y Al L A=012

gdzie h jest pewng stala dodatnig, to na moecy wzoru (44) z rozdzialu IT
mozemy wzor (32a) napisa¢ w postaci

A”u Azyn -
Colme gy = () 2] = (@— ) (@0 — 1)+ .o+
"1"'”|i
n!h" (J‘ = 'FH) {'.."‘ — Ty, ])(;L' —iy -‘.:} RIS (.f'- 5 i;!ﬂl)

albo, uzywajac wmbo]l roznic wstecznych podiug wzoru (28) z mzd?m-
ta IT i piszge h—Aw,

Py @—00 | V'Y (@—0) @)

(:
Az 1! T Adt 21

(";28) Y=Yn f

VY @) (=, ). (=)
Az" n! ]

Poniewaz z réznic wstecznych korzystamy wtedy, gdy interesuje nas
zachowanie si¢ funkeji /() w ofoezeniu punktu ,, a tabele réznic rozbu-
dowuje si¢ w kierunku malejgeych wkaznikow @, ,@, ,,..., wige zazwyczaj
zmienia sie numeracje punktéw a; piszge wszedzie a; , zamiast x;, to
ZNACZY PISZYC L, 48,4 qyeeeey@_y,@, zaMIaASt 2y, 2p,...,2, _1,&,. Mamy
wtedy

(33) W=t b s et =05ty Dt

a wzor (32c¢) przechodzi we wzor

Vi ®—x, v* Yo (e—uay)(e—x_,)
Se Sy S ST e
e e T P 21

freeed

V" Yo (@—a 1) (2 —2_y) (20— _4) v (B —=2_p 1)
A" n!
Wzér ten nosi nazwe wzoru interpolacyjnego Newtona z réinicami wstecz-
nymi.
Wygodnie jest uzyé we wzorze (34) podstawienia

(35) E=22
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l:f— .:._'u]{.:;—;r_l)(:t‘—.i' a)een(@—2_ 3 q) f

Witedy —
; Ax* k!
1 2—x v—my+Ax r—,+ 24 o—xy+(k—1)dx
T AR D e Apiel A £54 Aw
(=10 my—2 @y—a—A4z m—ao—240 Ty—or—(k—1)dw
Tree BT LA AT e T i Ax 38 A -
(1)t

E(E=L)(E—2)-le—Fk+ 1.)::(_1]’*(;‘:)

i wzor interpolacyjny (34) przybiera postaé
£ £ £)
(36) y=yo—Vuoé+ V”y..(ﬁ) —V“?fn(;) o o e D235 " (H)

Posta¢ te mozna zapisa¢ symbolicznie jako
(37) y=(1—V)y,.

Rozwijajge bowiem (37) wedlug wzoru dwumiennego Newtona tak,
jakbysmy to uczynili, gdyby V bylo symbolem liczby, i uwzgledniajac
tylko pierwsze n-+1 wyrazéw otrzymujemy formalnie wzor (36).

Jak wida¢ z poréwnania wzoréw (23) i (36), metoda poszukiwania
wielomianu interpolacyjnego, jak tez metody bezposrednie obliczania
wartosci takiego wielomianu w danym punkcie =2, beda w przypadku
stosowania wzoru interpolacyjnego Newtona z roéznicami wstecznymi
analogiczne do metod uzywanych w przypadku stosowania wzoru inter-
polacyjnego Newtona z réznicami zwyklymi. Sposéb postepowania be-
dzie ten sam, jedynie role r6éznic Ay,, A*yy,..., A"y, beda graly liczby
i l?'fflnl?zyos _[73'.’!'01” vy (—1)"V"yy.

§ 25. Wzory interpolacy jne Gaussa, Stirlinga i Bessela, Metodg po-
dobng do uzytej przy wyprowadzeniu wzoru interpolacyjnego Newtona
z réznicami wstecznymi mozna wyprowadzi¢ dwa nastepujace wzory:

Ay, w—ay Ay, (@—a)(@—a)

(38) Y=g+ — - 1 7Tk 21 w
Ay, (@—x_,) (@—a) (@ — @)
5 i 3__!___._.+
a'y_, (2— @) (@— @) (@— @) (@ — @)
t T ki
ik As?f_ﬁz ) (-BT_'U__z)_(mT -”’_1)(‘3—3’0)_(?_”1)(-’5“3’2} Jo s

Az® 51
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odzie
I ¢ ’H.b" Tt .!_ (.J‘ — & 7,81 I)('t. — &igm { 2) S (;‘I'— 'Pu,’2 l}{‘r_ .J"” 2)
A" n!
M,—= dla n parzystych,
4" Yi—niry2 (£ =2 _piryp) (B =2y aya) oo (B —Tp _3)) (B—T5, 1))
Ax" n!
dla »n nieparzystyech,
oraz
Ay, z—u2x, A%y, x—x_,) (z— 2,
(39) y=—y,+ Ll 0 .fq-l _( 1) ( 0) -
A 1! Ax 21
Ay (@2, (@— @) (0—2,)
Az’ 3!
Ay o (@—w_y) (@ —2_) (0—2,) (0 —7;)
Az 4!
Ly, (e— ) (w— ) (@— @) (2 — 3y) (2 — ) )
SRS - ! “'{-'-.\n!
Aa D!
gdzie
1", (C—2 ) (@—2 Pl Ay sAL i
AY wz E—D 0p) (@ =T 1) (B — Loy o) (@ Bypa_y)
A€ n!
N = dla n parzystych.
AN, . R ik
‘I y-" +1)/2 (& — (n— I]-':!) (.L_—._P__m _—-3_)-_:!} otd (@ _‘B(n&:i}ﬂ) (e _'r{u-lh'2)
Ax" n!

dla n nieparzystych,

Aby korzystaé¢ z tych wzordw, trzeba znaé wartodei funkeji y—=f(x) dla
e O L A TR L A T

(40) Xy= T+ 142, 1=0,—1,1,—2,2,...
Podstawiajae do wzorow (38) i (39)

&L — I,
(41) P ek
Ax

otrzymujemy
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gdzie
?!. \
Aﬂ ‘5‘1’ - _"'-l =
Y_nsa 2 dla n parzystych,
n
M,—
o iim—=1
AMys st g ) dla n nieparzystych,
1 n
oraz
2 &1 - . 2
(43)  y=yo+4y w‘+d'y-r( 9 ) J’ZI:’?I*“(E—':]) +A‘y_z(§j )+
—l 45 3 | 2) ot A'r
gd?.'riﬂ y-—-‘( 5 ) + | ne
ol n
A%y Nt 2) dla n parzystych,
N n

n—1
zl"'jf,(,,+1),n,(5+ ?) dla n nieparzystych,
n

Wzory (42) i (43) mozna zapisa¢ uzywajac symboli réznic central-
nych. Jest wtedy

(1) y=yot 0+ 00 5] + 0'wia

.

vl Sk
+ 0 yn( 4 )'TL

(E4-2
+0%Yy ('Eﬁ:-; )‘+‘ oo t-My,,

gdzie
i 1
0" Yo Ly Tl dla n parzystych,
M”: (]
n—1
0" Y1 woE ¥ dla n nieparzystych,
n
oraz
1 3 9
(45) y=%+éy-mf+"2y°(5; )+6’y_m(§§ )+6“yo(ei )+

E+2
4 asy_m( 5 )+ vootNys

Metody numeryezne | graficzne — 6
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e
3"y, (E+ _53') dla n parzystych,

14

—1
o _;;_,f,g(g_% 9 ) dla. n nieparzystych,
n

Wzér postaci (38), (42) lub (44) nazywamy wzorem interpolacyjnym
Gaussa. Wzoér postaci (39), (43) lub (45) nazywamy wstecznym wzorem
interpolacyjnym Gaussa.

Biorge stronami srednig arytmetyczng obu wzoréw Gaussa otrzy-
mujemy po uporzadkowaniu wzdr interpolacyjny Stirlinga.

Wychodzgce ze wzoréw Gaussa (44) i (45) otrzymujemy wzor Stir-
linga w postaci

2 52 2_1
(46) Y="Yo+ ndy, &+ ﬁ”.% £ + aa?fu‘g‘({z"_ ‘f_'s‘yo_'-"(_i"" )
2 92 et 1y (22— 92
e ibes Ll RGBT

gdzie ud'y, oznacza $rednig i-tej réznicy centralnej zgodnie ze wzorem
(38) w rozdziale II oraz

B 2
BT gy «5‘*—(3"- —1)]

"y, \ dla n parzystych,
n!

= i el B
; §(E—1)(E—2)... 52_(?__1)]
,u.d“yo L e L

dla n nieparzystych.

n!

Biorge Srednig arytmetyczng wzoru interpolacyjnego Gaussa z punk-
tem centralnym x, i wstecznego wzoru interpolacyjnego Gaussa z punk-
tem centralnym z, otrzymujemy po uporzadkowaniu wzdr interpolacyjny
Bessela. Jezeli wyprowadzimy go ze wzoréw Gaussa (44) i (45) i podsta-
wimy

(47 g = i
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to wzor Bessela przybierze postaé

t) e

(47a) Y= Yo+ YT+ O Y0~ T + 0’ Y10 — T £
f LN 9 3 ) 9
23, 350 19 32 AL ThTy bl
i (T 1 )(t 1 ) ; T(T 4 (rz 1)
10" Y 4 =0 S Y
1 9 . 2b
223
: 4 4 )\ 4 1iha
+ub°Y, o R Y g 1
gdzie
( R AL S N —INe
r“——--)(r‘-— ) r'—(
4 1\ 1 2
100"y - e ‘ dla n parzystych,
n!
Nn = %
1 9 ,, n—2
e !
Yy A L i LS dla » nieparzystych.
. n!

Wrzory interpolacyjne Gaussa, Stirlinga i Bessela stosujemy wtedy,
gdy interesuje nas zachowanie sie funkeji f(z) w otoczeniu punktu z=a,
i mamy moznogé rozbudowywania tabeli réznic po obu stronach tego
punktu.

Najwygodniej jest uzywaé w tych wzorach symboli réZnic cen-
tralnych.

Wzory Stirlinga i Bessela majg te wyzszo$¢ nad wzorami Gaussa,
ze sg symetryczne: wzor Stirlinga wzgledem punktu x,, a wzér Bessela
wzgledem punktu w,,. Wzory Gaussa majp natomiast te wyzszosé nad
wzorami Stirlinga i Bessela, ze wspélezynniki przy kolejnych réznicach
sa@ wspolezynnikami dwumiennymi Newtona. Majac tablice tych wspél-
czynnikow mozna z latwoscig korzystaé¢ zaréwno z obu wzoréw interpo-
lacyjnych Newtona, jak i ze wzoréw Gaussa.

Do wygodnego uzywania wzoréw Stirlinga lub Bessela potrzeba
osobnych tablic wspolezynnikéw dla kazdego z tych wzoréow oddzielnie.
Pod wzgledem wygody i zakresu zastosowai oba wzory Gaussa s rowno-
wazne,

Podobnie réwnowazne sg wzory Stirlinga i Bessela.
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§ 26. Wzor Everetta. Niech wielomian y—=jf(x) bedzie co najwyzej
stopnia 2n-+41 i niech w punktach

L ny @ _pyrye3@oy&yy.e-ypyPpyy
przybiera wartosei
Y_ny y—-n+h cey Yoy Yy o e -s'ynayu-i-l‘
Niech punkty x_,,...,z,.; beda polozone w réwnych odstepach,
tj. niech
(48) o=ay+ide, i=—n,—n+1,...,0,1,...,n,n41,
gdzie Az jest pewng staly rbézng od zera.

=

Wprowadzimy dwie nowe zmienne & i & okreslone wzorami

(49) ket U
12 S A T P R Y
Wielomian y=jf(z) daje si¢ wtedy przedstawi¢ w postaci
L ERIV L (ERDN AP
(50) == 59'0'1‘( 3 ) & Yo+ ( 5 ) O Yyy+...+ (2n+1. "y, +
O a4 T &+ 2) 4, §+N | on,
+ &yy ( 3 )5?}[4‘( 5 ,é‘”'+'"+(2n—|—1)d Yis

gdzie &8y,,0°y,,6%y,... oznaczaja réznice centralne funkeji f(z) w punk-
tach @, i ;. Wzér (50) nosi nazwe wzoru Hveretia.
Wykazemy prawdziwo§é wzoru (50).

§+k
l
wielomian stopnia ! wzgledem & Mamy bowiem na mocy definicji tego

symbolu

Zauwazmy przede wszystkim, ze symbol( ) oznacza pewien

(£+ k) _(E+B)(E+E—1)...(E+E—1+1)
Liiah 7% 1! v

Zatem po podstawieniu nowych zmiennych wyrazonyeh wzorami (49)
do wielomianu (50) otrzymujemy wielomian co najwyzej stopnia 2n-4-1
wzgledem 2.

Na mocy twierdzenia 1 wystarczy zatem wykazaé, ze dla

a‘zm—ll!x " l-ll"‘.‘a"ll'."vl!"'!‘r?l"‘"rﬂf 11
a wiec dla
E=—m,—n+1,...,0,1,...,n,0+41,

otrzymujemy ze wzoru (50)

Y=Y ns¥_nirs-s¥or¥is--sYns¥nia-
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Ot6z na moecy wzoréw (38) i (4) z rozdzialn TT jest
8 Yo="Y_1— 2o+ Y1,
8= Yo— 2%+ Y,
8 Yo=y_o— 4y 1+ 6y, — 44, + ¥a,

2, 2n 2n 2n
0" Yo=Y _n— ( 1 ) Yonuat ( o )y_mu--- o (%_l)y,._ﬁ—y.,

e 2n . [2n 20,
o n=y B4+l ( 1 ) YonpaTt ( 9 ) ‘y—ﬂ-{-ﬂ“ e (2?1_1) gu+yn+!°

Uklad r6wnan (51) posiada dla danych vy,¥:,6 %0 41,0 Ygse s
6" yy,6'"y, jednoznaczne rozwigzanie Na Y 'y Ys,Y_ayYsyeos¥ nyYnir-

Dla okazania prawdziwosci wzoru (50) wystarczy zatem okazaé, iz
ofrzymujemy z niego

ly=o6"y, dla E=0 (i=0,1,...,m),
My=06"y, dla E=1 (i=0,1,...,n).
Ot6z na moey wzoru (38) z rozdziatu II dla ustalonyeh ki | mamy

62L(‘9+k) Azw(5_1’+;°):
l

2P (§—i+-k)(§—i+k—1 )...(E—_i-{-k_—-;_i_l) N

I!
u (E=i+ )0
si[E+ K -*1— 3
o N s B
g (k41— & +1]1A-~—5)(&+:—~—1} Ak+1—E—1+2)
!! E - e —
Ay 8 ot 2)®

4
Dla ! > 2i jest na moey wzorn (14) z rozdzialu I1 dla ustalonego a

x I ST =1 (T =%t A §+ (t-21) %
A2 (t;_’_‘_l) - ( I' 1 )(E—L )” s ( ___a.) =(t+a),

a dla [ < 2¢ na mocy twierdzenia 1 z rozdzialu Il

A¥[(E+ )0 11]=0.
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Zatem dla 1= 2¢
pes §+k\ E-l—k“?'f)
i T W =0 P
: s [E+K : E—i—k+l—2)_
(52) 5( ) = )( 1—9; =

L (E—i—R+1—2)(E—i—k+1—8)...(E+i—k—1) _

T (1— 217)!
_(E+k;i)(.5+k—e‘—l}...(§+k+z‘—s+1)z E+k—i
X (1—2i)! ( 1—2i )’
a dla I < 2i
5 E+R\ o [E+E\ _
(52a) :53( ; )—-6‘2( I )-0.

Ze wzoréw (50), (52) i (52a) otrzymujemy

2i 5 21, §+1 2142 | '§+n“—'£ on

1 i —1% \ o
+ (5) 62iﬂ1 . (E;- ) 6%4—2?]1 i T (25"1?_ ;‘l) 0"y,

Dla £=0 (a wiec dla £=1) jest.

(v (o (59-(3

a dla &é=1 (a wiec dla £=0) jest

£V 10 8L Egd\ feqd) e o0
ot (s (53 me
Zatem dla £=0 jest 6*'y= 06"y, i dla =1 jest ' y=6"y, (i=0,1,...,7n),

c..b.d. d:
W tablicy VI na koticu ksigski podane sg wsp6lezynniki (‘5 2 1)

i (5-;—2) dla £=0, 0,01, 0,02, ..., 1,00'). Pozwala to na szybkie obli-

czenie wartosci wielomianu f(#) w okreslonym punkeie za pomocg wzoru
Everetta, jezeli n=1 lub n=2.

1) Jednym z najwiekszych wydawnictw w tej dziedzinie jest: A.J. Thompson,
Table of the Coefficients of Hverett's Central-Difference Interpolation Formula, Tracts
for Computers, N° 5, wyd. II. London, Cambridge University Press.
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Roéznice 8°y,,0°y,,6%y,... we wzorze (50) najwygodniej obliczaé
nie jako réznice centralne, a jako rézmice zwykle zgodnie ze wzorami
(38) i (39) z rozdzialu II, tj. wedlug schematu naste¢pujacego (podkreslone
réznice wchodzg do wzoru Everetta):

& ¥
T_u || Yo
4y, l
m—-ﬂ-rl y..n+1 Agy—nz'"'jzy—ud-ll 1
3 . . 4 . ]
T_g | Yy Ay _y=0%Y_4 Ay =8y,
"Jy..g “‘Ily.s A’y-l
G S A2y _,=0%y _, Aty _,=0'y_, A%y _ =0y _,
(63) . Ay _, . A*y_q | 4%y _4
Xy Yo A_’_?—Lzég'yo A‘-y_,=6‘y. A%y =5y,
E Ay, 'Asy.-x [ Asy_’!
Ty Y A%y, =06y, A‘y_1=f5‘3h A%y _ =0y,
i Ay, Ay, T AT
Zy | Ya Ay, =06%y, Aty, =0'Ys Ay _y =0y,
Ay, A2y, 4*ya
Ty Ys A*ys =0y, j Ay, =0'y,
@, | 9. ay, =o'y, |
il I
Yosa b ¥aan |

PRZYKLAD 11. Funkecja y=f(#) przybiera w punktach —=z/36, =/36,
3736, 5736, Tn/36, 97/36 wartosei —0,087156, 0,087156, 0,258819,
0,422618, 0,6735676, 0,707107. Obliczyé wartosé funkeji f(x) dla 2= 0,105,
zakladajge, Zze f(x) jest wielomianem stopnia co najwyzej piatego.

Stosujemy wzér Everetta. Najpierw sporzgdzamy tabelke réznic.

% ‘ Yy
- /36 ‘ —0,087156
| 174312
/36 0,087 156 — 2649
171663 —5215
@y = 37/36 0,258819 — 7864 238
() L0, 163799 ' —4077
@, = 57/36 0,422618 — 12841 391
' B 150958 — 4586
/36 0,573576 — 17427
133531
97/36 0,707107
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Podkreslone réznice wchodza do wzoru HEveretta. Wprowadzamy nowgy
zmienng & zgodnie z (49)
. 37
Pl ol S0 (S B e

27 7

36
Dla = 0,105z jest &é=18-0,105—1,5=0,39, £=1— £=0,61. :

W tablicy VI na koncu ksigzki odezytujemy dla £=0,39 i &= 0,61

: ;
(" i3 1) ~—0,05511, (5“’; 1) ~ — 0,06384,

E+2
b}

E+2

)@0,01060, ( 7

) ~ 0,01158.

Wzér Everetta (50) przybiera zatem postaé

y~0,61-0,258819 1-0,06384 - 0,007864 1-0,01158 - 0,000238 -
+0,39-0,422618+0,05511 - 0,012841 +0,01060 - 0,000391 ~
~ 0,32392.

§ 27. Wyb6r wzoru interpolacyjnego. Twierdzenie 1 orzeka, ze
istnieje dokladnie jeden wielomian interpolacyjny, ktéry w punktach
BgyPyyeeey@py (Bg<y<...<x,) przybiera wartosei ¥, ¥;y..-y¥,. Wynik
obliczeri interpolacyjnych nie zalezy zatem od wyboru wzoru interpo-
lacyjnego.

Gdybyémy szukali nie wielomianu, lecz tylko jego warto$ci w okre-
slonym punkeie, to réwniez wypadnie ona ta sama z kazdego z opisanych
wzoréw interpolacyjnych. Jezeli stosujemy nieraz rézne wzory interpo-
lacyjne, to dlatego, ze chcemy mieé¢ rachunki mozliwie proste i krétkie.
Ocena prostoty, a nawet dlugodci rachunkéw, bywa nieraz subiektywna.
Dlatego tez wybér wlasciwej metody rachunku zalezy w pewnej mierze
od mozliwodei, gustu i sprytu rachujgcego.

Podamy kilka naszych uwag dotyczacych wyboru wzoru interpola-
cyjnego. RozrézniliSmy cztery gléwne typy zagadnien interpolacji wie-
lomianami :

I. Poszukiwanie wielumianu stopnia co najwyzej n, ktérego wartosei
w punktach ,,,,...,#, 83 znane, przy czym punkty te poloZone sg w row-
nych odstepach, tj.

o=my-Fide, 1=0,1,...47,
gdzie Ax jest pewng staly rézng od zera.

II. Poszukiwanie wartodci wielomianu, okre§lonego w I, w okre-
§lonym punkcie.
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ITI. Poszukiwanie wielomianu stopnia co najwyzej n, ktérego war-
tosci w punktach z,,2,...,2, ré:‘mych pomiedzy sobg s3 znane, przy
czym punkty te nie sg polozone w réwnych odstepach.

TV. Poszukiwanie wartosci wielomianu okreflonego w ITI w okreglo-
nym punkcie.

W przypadku zagadnienia typu I najwygodniej korzystaé z metody
zastosowanej w przykladzie 6. Gdy znane sa réznice Ay,, A¥Ygy..., A Yy,
rownie dogodna jest metoda zastosowana w przykladzie 9.

W przypadku zagadnienia typu II, najezesciej spotykanego, najwy-
godniej korzystaé ze wzoru (18), gdy dane sg tablice wspélezynnikéw
Lagrange’a. Gdy nie mamy takich tablic, wybér wzoru interpolacyjnego
zaleze¢ winien od polozenia punktu z=%, w ktérym mamy obliczyé war-
tod¢ wielomianu interpolacyjnego. Jesli z lezy blisko x,, a nie mamy ta-
blicy réznic dla z=w_,.2_,,..., to nalezy korzystaé¢ ze wzoru Newtona
(§
k -
a tym bardziej gdy podane sg juz réznice Ay,, A*y,,... Jedli # lezy blisko z,,,
a nie mamy tablicy réznic dla x=a, ,,,,,.,... albo — co na jedno wycho-
dzi — jedli  lezy blisko a,, a mamy tabele réznic jedynie dla @—=z,,2_,,
*_y,..., to korzystamy ze wzoru Newtona z réznicami wstecznymi, naj-
lepiej w postaci (36) szczegdlnie dogodnej, gdy sie ma tablice wspélezyn-

nikow (i) Jedli @ lezy w drodkowej czedcei przedzialun (zy,,) albo — co

(23). Jest on bardzo wygodny, gdy mamy tablice wspélezynnikoéw

na jedno wychodzi — jezeli # lezy blisko x,, a tablice réznic mozemy
rozbudowaé po obu stronach punktu z,, to stosuje sie¢ wzory Gaussa, Stir-
linga, Bessela lub Everetta. Najczesciej stosuje sie wzoér Everetta, zwla-
szeza do interpolacji w tablicach, gdyz pozwala on ograniczyé sie do po-
dawania réznic rzedow parzystych i jest bardzo wygodny w wiekszodei
zastosowan.

Gdy wielomian interpolacyjny nie jest identyczny z funkeja, ktorg
chcemy interpolowaé, i traktujemy go jako aproksymacje tej funkeji,
to musimy przy wyborze wzoru interpolacyjnego mieé na uwadze réwniez
bledy aproksymacji. Bedzie o tym mowa w rozdziale nastepnym.

W przypadku zagadnienia typu IIT korzystamy najchetniej ze wzoru
Lagrange’a (1) lub z metody ilorazéw réznicowyeh, tj. ze wzoru (7). Me-
toda Aitkena daje zbyt zmudne rachunki.

Wreszeie w przypadkn zagadnienia typu IV mozna z powodzeniem
korzystaé zar6wno ze wzoru Lagrange’a (1) lub metody Aitkena podlug
schematu (5), jak rowniez z metody ilorazéw réznicowych, tj. ze wzoru
(7). Przy pewnej wprawie metoda ilorazéw réznicowyech jest bodajze
najwygodniejsza.
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§ 28. Interpolacja funkejami wymiernymi. Zagadnienie interpola-
¢ji funkejami wymiernymi sprowadza sie do znalezienia funkeji wymiernej

a_o—i—alw—;—...—i—a.mm_m

(64) Y b b, o

(b #0),

ktéra by w punktach zg,2,...,2, . (Z,<#,<...<®,.,) przybierata war-
tosei ¥Yo,Y1y--+y¥man- Funkeja taka, jak pézniej zobaczymy, dla z goéry
ustalonych m i » nie zawsze istnieje.

Wzor (b4) mozemy napisaé¢ w postaci

(55) AGy+0 @+ ...+ @ @™ — by — by 2y — bya*y—...— b y=0.

Podstawiajge tu kolejno pary liczbowe (x,%,),(%,,%;),... otrzymujemy
m-+n-1 réwnan z m-+n-2 niewiadomymi @y, a@,...,0,00,0yy...,b,

(56) A+ O+ . A7 O —Y;by— 2y by —. .. — 7Y b, =0,

gdzie 1=0,1,...,m-+n. Przyjmujac b,=1 otrzymujemy uklad m-+n+1
rownan z m-n-+1 niewiadomymi. Uklad taki — jak wiadomo — nie
zawsze posiada rozwigzanie. Nie zawsze tez bedzie istniala funkcja (54),
ktéra w punktach x,,»,,...,2, ., przybiera wartosei ¥,,%1y-..)¥min-

Kwestii istnienia funkeji (54) jak tez jednoznacznosdei rozwigzarn
omawiaé¢ tu nie bedziemy.

Zauwazmy jeszcze, ze w wielu przypadkach funkeje (54) mozna
znaleZ¢ z warunku

(57)

GRS u® apm — ¥ xy — 2%y — amy

BT TR T — ZoYo — 20y, — 2o

1 = -’ﬂ: o7 =¥ — T = 3:31 — @ =9
| L ”:--u 3::+_ —Yumin T PuinVuts — m:n+uym+- "":H-a Ymsn

Gdyby bowiem warunek (57) nie byt spelniony, to uklad m-n--2 réwnan,
jaki otrzymamy dolgczajge do réwnan (56) réwnanie (55), mialby tylko
jedno rozwigzanie: ay=a,=...=a,=b=0b,=...=b,=0.

PRzZYEEAD 12. Znalezé funkeje wymierng

_a+botc’
' it et fot”

ktéra w punktach —2, —1, 0, 1, 2 przybiera wartofei 8, —2, 1, —4, 10.
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Wzér (bb) przybierze tu postac
a-+ bo+ ca* — dy— ewy— fa*y =0,

a warunek (57) — postac

(£

1 o & —y —oy —aty
1 -2 4 —8 16 —32

1 -1 1 2 -2 2
f =0y
(1 0 0 —1 0 0
| 1 lasl; ! I +
|
(1 2 4 —10 —20 —40
ezyli
— 24w+ 5o+ 2y — &Py =0,
skad
2— o —5a°
Y \
! 10 1
ll > N\
I : |\

a\‘h I‘\ ~
A - 2\ ~
Aats Siar N
~'."/.:; 6 o >

& ot : .-_EF'
"
H
2
3 -3 2 3
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Na rysunku 2 mamy przebieg funkeji (58), a ponadto dla poréwna-
nia przebieg wielomianu

(R 3
4 - o’ — 6o — > 41,

-

Y =2

ktory w punktach —2, —1, 0, 1, 2 przybiera, podobnie jak funkeja (58),
wartodei 8, —2, 1, —4, 10.

§ 29. Interpolacja odwrotna. W rachunkach numerycznych spo-
tykamy sie czesto z nastepujacym zagadnieniem interpolacyjnym:

Znane sg wartosei 4,,v,,...,¥, funkeji y=f(x) w punktach xy,#,,...,v,
(Ty<ay<...<uw,); szukamy funkeji odwrotnej x=g(y) przy zalozeniu,
ze funkcja taka g¢(y) istnieje i jest wielomianem stopnia co najwyzej n.

Zagadnienie to sprowadza si¢ do interpolacji zwyklej, gdy @,,2,,...,@,
traktowaé¢ bedziemy jako wartosei funkeji #=g(y) zmiennej niezaleznej y
w punktach y=1,,%1,... Y-

Poniewaz z reguly wartosci ,,%,,...,¥, nie sy polozone w réwnych
odstepach, wiec do interpolacji odwrotnej stosujemy metode Aitkena
lub metode ilorazéw réznicowych.

Przyklady stosowania interpolacji odwrotnej znajdzie czytelnik
w rozdziale V, § 46 o przyblizonym rozwigzywaniu réwnan.



