
§ 23. Wzór interpolacyjny Newtona 

D l a a>=0,1057i j e s t f = 1 8 « 0 , 1 0 5 — 0 , 5 = 1 , 3 9 . W z ó r (23) p r z y b i e r a pos tać 

(31) y * 0 ,087150 + 0 ,171003 • 1 , 3 9 -

- 0 , 0 0 7 S ( i l ( l ,| 9j - 0 ,004977 j 1 '! 9) + 0 , 0 0 0 3 0 1 \}^\. 

/1»39\ / 0,3^9 \ /0 ,39\ . . . , . 
N a m o c y w z o r u (30) j e s t ' ) = L ! _ i ) " ! " ( \ ) ' s k * d ( t a b l i c a N > 

(1 f9) * 0,&9 - 0 , 1 3 8 9 5 = 0 , 2 7 1 0 5 . 

« - 0 ,11895 + 0 ,00384 = - 0 , 0 5 5 1 1 , 
1,39 

3 

i .:;<> 
4 

: 0 , 0 6 3 8 4 — 0 , 0 4 1 6 5 = 0 , 0 2 2 1 9 . 

P o d s t a w i a j ą c t e war toś c i d o w z o r u (31) o t r z y m u j e m y 

yos 0 , 3 2 3 9 2 . 

U w a g a . Jak łatwo zauważyć, powyższy sposób rozwiązania jest na ogól dłuż­
szy, niż poprzednio opisany oparty na współczynnikach Lagrange'a. Jeśli jednak 
różnice funkcji f(x) są znane i nie trzeba ich obliczać, to rozwiązanie powyższe znacz­
nie się skraca. Ponadto użycie wzoru Newtona daje jedną bardzo poważną korzyść, 
której nie m a m y Stosując wzór Lagrange 'a : jeśli zachodzi konieczność dodania jesz­
cze jednego lub więcej punktów, w których wartość funkcji f(x) jest dana i funkcja 
f(x) ma być wielomianem wyższego niż poprzednio stopnia, to rachunek wzorem 
Lagrange'a trzeba wykonywać od nowa, natomiast stosując wzór Newtona wyrazy 
już znalezione pozostawiamy nadal , a tylko dodajemy do nich wyrazy nowe rzędu 
wyższego. W ten sposób zaoszczędzamy dużo rachunków. 

$24. W z ó r i n t e r p o l a c y j n y N e w t o n a z różnicami w s t e c z n y m i . 
P o n i e w a ż — j a k t o w y n i k a ze s p o s o b u w y p r o w a d z e n i a - w z ó r (7) n i e 
w y m a g a u s t a l e n i a k o l e j n o ś c i p u n k t ó w x 0 1 x l , x i , . . . , x n , w i ę c m o ż n a go 
w y p r o w a d z i ć w r y c h o d z ą c w e w z o r z e (6) z i l o r a z u r ó ż n i c o w e g o 
\xxnxu__l...x0]. W t e d y w z ó r (7) p r z y b i e r z e p o s t a ć 

(32) y = [xn] + [xn xn_,] (x— xn) + [xn xn,i x„_2J (x - xn) (x - xn_,) + ... + 

+ [xnxn_,xn_2...x0]{x~xn)(x-x„ l)(x—xn 2)...(x-x1). 

P o n i e w a ż — j a k t o w y n i k a ze w z o r u (43) w r o z d z i a l e I I — w a r t o ś ć i l o ­
r a z u r ó ż n i c o w e g o n i e za leży o d k o l e j n o ś c i p u n k t ó w , n a k t ó r y c h został 
o b l i c z o n y , w i ę c w z ó r (32) m o ż n a nap i sać w p o s t a c i 

(32a ) y = O J + [xn_, xn] (x - xn) + [xn xn _1xn](x-xn) (x-xH±sj+... + 

+ [x0 x1 x 2 . . . xn] (x - xn) (x - xn .,)... (x - x,). 
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Jeże l i t e r a z p r z y j m i e m y , że p u n k t y x0,xl,...,xn p o ł o ż o n e są w r ó w n y c h 
o d s t ę p a c h , t j . że 

xi=x0+ih, ; = o , i , 2 , . . . , « , 

g d z i e h j e s t p e w n ą stałą d o d a t n i ą , t o n a m o c y w z o r u (44) z r o z d z i a ł u I I 
m o ż e m y w z ó r (32a) n a p i s a ć w p o s t a c i 

(326) y = yn + 1 (x-xn) + (x-x„)(x-xn^) + ...+ 

+ ,',n (X--rn)(X-Xn 1)(X—Xn_a)...(X—X1) 
n! h 

a l b o , u ż y w a j ą c s y m b o l i ' r ó ż n i c w s t e c z n y c h p o d ł u g w z o r u (28) z r o z d z i a ­
łu I I i p i sząc h — Ax, 

, Vyn x - x n V2yn (x-xj(x-xn_1) 
(32c) y = yn + — • — r + — 2 - } + • • • + 

P o n i e w a ż z r ó ż n i c w s t e c z n y c h k o r z y s t a m y w t e d y , g d y i n t e r e s u j e n a s 
z a c h o w a n i e się f u n k c j i f(x) w o t o c z e n i u p u n k t u xn, a t a b e l ę r ó ż n i c r o z b u ­
d o w u j e się w k i e r u n k u m a l e j ą c y c h w k a ź n i k ó w xtl_l,xn_2 w ię c z a z w y c z a j 
z m i e n i a się n u m e r a c j ę p u n k t ó w x.; p i s ząc wszędz ie xt_n z a m i a s t x i } t o 
z n a c z y p i sząc x_n,x_.n+1,....,x_1,x0 z a m i a s t x0,x1,... ,x„^1,xn. M a m y 
w t e d y 

(33) xi=x()+ih, i = 0 , - l , - 2 , . . . , - w , 

a w z ó r (32c) przechodzi we w z ó r 

: Vyu'x-x0 V2y0 (x-x0)(x-x_1) 
34 . , / „ + - + _ _ . +....+ 

Ax 1! Ax 2 ! 
Vny0 (x—x0)(x—x_l){x—x__2)...(x—x_n+1) 

7 Axn" nl 

W z ó r t e n n o s i n a z w ę wzoru interpolacyjnego Newtona z różnicami wstecz­
nymi. 

W y g o d n i e j e s t u ż y ć w e w z o r z e (34) p o d s t a w i e n i a 



§ 24. Wzór interpolacyjny Newtona z różnicami wstecznymi 

( a s - J C 0 ) ( X — x_1){x—x_.t)...{x—x k+1) 
W t e d y = . 

1 x—x„ x— x0 + Ax x— x0 + 2Ax x— x0 + (k— 1) Ax 

K\ Ax Ax Ax Ax 

( — 1)* a?0—x ą0—x—Ax x„—x — 2Ax x0—x—(k — l) Ax 

kl Ax Ax Ax ,1.c 

fc! * ( f - l ) ( f - 2 ) . . . ( £ - f c + l ) = ( - ! ; * ' 

i w z ó r i n t e r p o l a c y j n y (34) p r z y b i e r a p o s t a ć 

(36) y = y 0 - Vy0£ + V2//„ Wj - V*y0 ||j + . . . + ( - 1 ) " F n » 0 ) • 

P o s t a ć tę m o ż n a z a p i s a ć s y m b o l i c z n i e j a k o 

(37) y=(l-Vfya. 

R o z w i j a j ą c b o w i e m (37) w e d ł u g w z o r u d w u m i e n n e g o N e w t o n a t a k , 
j a k b y ś m y t o u c z y n i l i , g d y b y V b y ł o s y m b o l e m l i c z b y , i u w z g l ę d n i a j ą c 
t y l k o p i e r w s z e n-\-l w y r a z ó w o t r z y m u j e m y f o r m a l n i e w z ó r (36) . 

J a k w i d a ć z p o r ó w n a n i a w z o r ó w (23) i (36) , m e t o d a p o s z u k i w a n i a 
w i e l o m i a n u i n t e r p o l a c y j n e g o , j a k t eż m e t o d y b e z p o ś r e d n i e o b l i c z a n i a 
w a r t o ś c i t a k i e g o w i e l o m i a n u w d a n y m p u n k c i e x=x, b ę d ą w p r z y p a d k u 
s t o s o w a n i a w z o r u i n t e r p o l a c y j n e g o N e w t o n a z r ó ż n i c a m i w s t e c z n y m i 
a n a l o g i c z n e d o m e t o d u ż y w a n y c h w p r z y p a d k u s t o s o w a n i a w z o r u i n t e r ­
p o l a c y j n e g o N e w t o n a z r ó ż n i c a m i z w y k ł y m i . S p o s ó b postępoAvania b ę ­
d z i e t e n s a m , j e d y n i e r o l e r ó ż n i c Ay0,A2y0,...,Any0 b ę d ą gra ły l i c z b y 
-^,V2y0,-V3y0',...,(-\)''V"!/0. 

§ 25. W z o r y i n t e r p o l a c y j n e G a u s s a , S t i r l i n g a i Besse la . M e t o d ą p o ­
d o b n ą d o u ż y t e j p r z y w y p r o w a d z e n i u w z o r u i n t e r p o l a c y j n e g o N e w t o n a 
z r ó ż n i c a m i w s t e c z n y m i m o ż n a w y p r o w a d z i ć d w a n a s t ę p u j ą c e w z o r y : 

Ayn x — x0 A2y , lx— x0)(x— x,) 
( 3 8 > — * + - £ : r r + L - S i 

A*V-\ (x-x_1){x-x0)(x-x1) 
+ Ax3 ' 3 ! 

A*y-2 (x—x_1)(x — x0)(x-x1)(x-x2) 

Ax* ' 4 ! 

^ s y _ 2 (x-x_2)(x-x_1)(x-x0)(x-xl)(x-x2) 
+ Ax> • — « I f - - + ^ , 
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ĄnJ-n*_ i)(a»— • ••(*- a^_i ) (x-xn;2) 
Axn ' n ! 

d l a n p a r z y s t y c h , 

^"?/ ( -b + 1) i ( • ' " — ^ ( - m + l j / a K * - • £ ( - » |-3) 2) • • • ( • r ~ ~ a ; ( n - 3 ) / 2 ) 0 , ! — * ( » - i y i ) 

d l a % n i e p a r z y s t y c h , 

o r a z 

(39) v = V „ + ^ . ( * - . . , ) ( * - * „ ) 
V ' " " Ax 1 ! / I r 2 2 ! 

+ 

+ 

( * — * _ ) ) ( * — a 3 0 ) ( ^ — ^ i ) 
+ z l * 3 3 ! 

4^Vsi (x-x,2)(x-x_l)(x-x0)(x—x1) 

Ax* ' 4 ! 

, tfy-s [x-x_2){x-x_1)(x-x0)(x-x1){x-xi) 
51 + . . . + JV n , zl-r" 

g d z i e 

£ " y _ » 2 ( * - • * - M / ł ) ( a ? — x _ n / 2 + 1 ) . . . xn/2_2) (x— xn/2_l) 

Axu " , n\ 

d l a u p a r z y s t y c h . 

^ 2 / - ( n + I ) / 2 (® ' r (» - l ) ./a) ( ^ ^ - ( n - ł j / ł ) • • • (x x(n-i)/i) (x—x(n-l)/i) 
I r " 

d l a 11 n i e p a r z y s t y c h , 

A b y k o r z y s t a ć z t y c h w z o r ó w , t r z e b a znać wartośc i f u n k c j i / / --f(r) d l a 

0 = ®«1 * * 1 , x i , x - i A»• • - i 

(40) * £ = = * 0 + i J * , i = 0 , - 1 , 1 , - 2 , 2 , . . . 

P o d s t a w i a j ą c d o w z o r ó w (38) i (39) 

<4,» e = - * r 

o t r z y m u j e m y 

+ / p / / _ 2 ^ + 2 | 
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g d z i e 

n 
d l a n p a r z y s t y c h , 

n 

-.(n _ i ) /2 

n—l] 
' ^ 2 dla. n n i e p a r z y s t y c h , 

o r a z 

(43) y=ya ¥Ay^$±A*yJi+1) 

g d z i e + ... + #„, 

N„ = 

Any-n/2 2 d l a n p a r z y s t y c h , 

)/2 

n—lv 
' ~^ 2 d l a n n i e p a r z y s t y c h . 

W z o r y (42) i (43) m o ż n a zap i sać u ż y w a j ą c s y m b o l i różn ic c e n t r a l ­
n y c h . J e s t w t e d y 

(44) y = y . + « y „ f + * j j | ) + ' ^ yor • 

g d z i e 

+ ^ 1 ^ + 2 ) + . . . - f J f n , 

d l a w p a r z y s t y c h , 

1 + 
» — 1 \ 

Vi/21 2 I d l a n n i e p a r z y s t y c h 

n 
o r a z 

(45) 2 /= 2 / a + óy_v2 f + a 2 i / 0 ( l + 1 ) + ^ (*|Ł) + * * j f . ( * + 2 ) + 

+ ^ _ 1 ^ + 2 ) + . . . + tfn, 

Metody numeryczno i graficzne — 0 
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g d z i e 

n 
°'lyo\^Jr 2 | d l a 11 p a r z y s t y c h , 

n 

n — 1 \ 
2 j d l a n n i e p a r z y s t y c h . 

n 

W z ó r p o s t a c i (38) , (42) l u b (44) n a z y w a m y wzorem interpolacyjnym 
Gaussa. W z ó r p o s t a c i (39) , (43) l u b (45) n a z y w a m y wstecznym wzorem 
interpolacyjnym Gaussa. 

Biorąc s t r o n a m i średnią a r y t m e t y c z n ą o b u w z o r ó w G a u s s a o t r z y ­
m u j e m y p o u p o r z ą d k o w a n i u wzór interpolacyjny Stirlinga. 

W y c h o d z ą c ze w z o r ó w G a u s s a (44) i (45) o t r z y m u j e m y w z ó r S t i r ­
l i n g a w p o s t a c i 

(46) y = y 0 + fldy0c+d2y0 - + fid3y0 

3 ! 
£ 2 ( f 2 - l ) 

4 ! + 

{ ( | « - l ) ( f * - 2 2 ) { * ( f _ i ) ( £ » _ 2 » ) 
+ ftry0 — 7 - --+ł>y0 

5 ! 6 ! + ...+Pn, 

g d z i e /idty0 o z n a c z a średnią i - t e j r ó ż n i c y c e n t r a l n e j z g o d n i e ze w z o r e m 
(38) w r o z d z i a l e I I o r a z 

d l a n p a r z y s t y c h , 
f » ( £ « _ l ) ( ^ _ 2 s ) - . . . [ f s - ( | - i ) ] 

w! 

udny0 ~ dla a nieparzystych. 

B i o r ą c średnią a r y t m e t y c z n ą w z o r u i n t e r p o l a c y j n e g o G a u s s a z p u n k ­
t e m c e n t r a l n y m x0 i w s t e c z n e g o w z o r u i n t e r p o l a c y j n e g o G a u s s a z p u n k ­
t e m c e n t r a l n y m xx o t r z y m u j e m y p o u p o r z ą d k o w a n i u wzór interpolacyjny 
Bessela. Jeże l i w y p r o w a d z i m y go ze w z o r ó w G a u s s a (44) i (45) i p o d s t a ­
w i m y 
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t o w z ó r B e s s e l a p r z y b i e r z e p o s t a ć 

H ) . „ <('4) (47a) y = uyl2 4- % 1 / 2 T + /zó 2 J/J 2 - — — — + d3y1/2 - —— 

T 2 - 1 H r 2 - - I 4)1-1) 4 / \ 4 , 

" 4 ) ( ' - t ) ( " - t 
6 ! 

gdzie 

f > :>4 ' " 4 1 . ; h 
l»b Vm d l a » p a r z y s t y c h , 

> M L * 9 T T T 
4 / \ , , -)4H4)1 dl . t , 

óny,„ — d l a n n i e p a r z y s t y c h . 
111 

W z o r y i n t e r p o l a c y j n e G a u s s a , S t i r l i n g a i B e s s e l a s t o s u j e m y w t e d y , 
g d y i n t e r e s u j e n a s z a c h o w a n i e się f u n k c j i f(x) w o t o c z e n i u p u n k t u x—xa 

i m a m y m o ż n o ś ć r o z b u d o w y w a n i a t a b e l i r ó ż n i c p o o b u s t r o n a c h t e g o 
p u n k t u . 

N a j w y g o d n i e j j e s t u ż y w a ć w t y c h w z o r a c h s y m b o l i r ó ż n i c c e n ­
t r a l n y c h . 

W z o r y S t i r l i n g a i B e s s e l a mają. t ę w y ż s z o ś ć n a d w z o r a m i G a u s s a , 
że są s y m e t r y c z n e : w z ó r S t i r l i n g a w z g l ę d e m p u n k t u x0, a w z ó r B e s s e l a 
w z g l ę d e m p u n k t u x1/2. W z o r y G a u s s a m a j ą n a t o m i a s t t ę w y ż s z o ś ć n a d 
w z o r a m i S t i r l i n g a i B e s s e l a , że w s p ó ł c z y n n i k i p r z y k o l e j n y c h r ó ż n i c a c h 
są w s p ó ł c z y n n i k a m i d w u m i e n n y m i N e w t o n a . M a j ą c t a b l i c e t y c h w s p ó ł ­
c z y n n i k ó w m o ż n a z ła twośc ią k o r z y s t a ć z a r ó w n o z o b u w z o r ó w i n t e r p o ­
l a c y j n y c h N e A v t o n a , j a k i ze w z o r ó w G a u s s a . 

D o w y g o d n e g o u ż y w a n i a w z o r ó w S t i r l i n g a l u b B e s s e l a p o t r z e b a 
o s o b n y c h t a b l i c w s p ó ł c z y n n i k ó w d l a k a ż d e g o z t y c h w z o r ó w o d d z i e l n i e . 
P o d w z g l ę d e m w y g o d y i z a k r e s u z a s t o s o w a ń o b a w z o r y G a u s s a są r ó w n o ­
w a ż n e . 

P o d o b n i e r ó w n o w a ż n e są w z o r y S t i r l i n g a i B e s s e l a . 

«• 
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§ 2 6 . W z ó r E v e r e t t a . N i e c h w i e l o m i a n y=f(x) będz ie co n a j w y ż e j 
s t o p n i a 2 n + l i n i e c h w p u n k t a c h 

x_n, X-n+i i • • • j x0, x t , . . . , xn, x n + i 

p r z y b i e r a w a r t o ś c i 

y - n , y - n + i , •••,yo,yi, •••,yn,yn+i-

N i e c h p u n k t y x_n,...,xn+l b ędą p o ł o ż o n e w r ó w n y c h o d s t ę p a c h , 
t j . n i e c h 

(48) xi = x0+iAx, i= — n, — n-\-l,...,0,l,...,n,n+l, 

g d z i e Ax j e s t p e w n ą stałą różną o d z e r a . 
W p r o w a d z i m y d w i e n o w e z m i e n n e f i | okreś l one w z o r a m i 

X JC(\ 
(49) £ = — , £ = W . 

Ax 

W i e l o m i a n y=f(x) d a j e się w t e d y p r z e d s t a w i ć w p o s t a c i 

+ ^ + f r ) ^ + ( { t > ' ^ - + ( 2 i +
+ " ) ^ . 

g d z i e d2y0,d2yl,d*y()... o z n a c z a j ą r ó ż n i c e c e n t r a l n e f u n k c j i /(#) w p u n k ­
t a c h i « ! • W z ó r (50) n o s i n a z w ę wzoru Everetła. 

W y k a ż e m y p r a w d z i w o ś ć w z o r u (50) . 

^ I o z n a c z a p e w i e n 

w i e l o m i a n s t o p n i a l w z g l ę d e m f . M a m y b o w i e m n a m o c y d e f i n i c j i t ego 
s y m b o l u 

( g + f c ) ( g + f c - i ) . . . ( g + f c - ? + i ) 

I! 

Z a t e m p o p o d s t a w i e n i u n o w y c h z m i e n n y c h w y r a ż o n y c h w z o r a m i (49) 
d o w i e l o m i a n u (50) o t r z y m u j e m y w i e l o m i a n co n a j w y ż e j s t o p n i a 2 n + l 
w z g l ę d e m x. 

N a m o c y t w i e r d z e n i a 1 w y s t a r c z y z a t e m w y k a z a ć , że d l a 

X= X_n,X_n j . i , . . . , X0 ,Xi,. . . }Xn , Xn j . ! , 

a w i ę c d l a 

£ = — n, — n + 1 , . . . , 0 , 1 , . . . , n , n -| 1, 

o t r z y m u j e m y ze w z o r u (50) 
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O t ó ż n a m o c y w z o r ó w (38) i (4) z r ozdz ia łu I I j e s t 

< 5 2 2 / o = 3 / - i - % o + 3 / i , 

=y~i— 6// 0 - tyi+yi, 

(51) 
c 2 n / 2 « \ , / 2 » \ / 2n \ 
& y0=y-n-\ j J y - n + I + l 2 ) 2 / - n + 2 - ••• - l 2 n _ i p n - I + y n , 

o2nyx = 2/.. „ + i - ( 2 " J + j 2 ^) 2 / - » + 3 - . . . - 1 2 9 1
2 ^ j_J j r . + • 

U k ł a d r ó w n a ń (51) p o s i a d a d l a d a n y c h y0,y1,ó2y0,ó2y1,6*y0,..., 
olny<>,^ny1 j e d n o z n a c z n e r o z w i ą z a n i e n a yj\,y2,y„2,y:i,...,y n,yn+i-

D l a o k a z a n i a p r a w d z i w o ś c i w z o r u (50) w y s t a r c z y z a t e m o k a z a ć , iż 
o t r z y m u j e m y z n i e g o 

t>2iy=d2iy0 d l a £ = 0 ( . = 0 , 1 , . . . , » ) , 

ó2iy=d2iyl d l a f = l ( i = 0 , l , . . . , w ) . 

O t ó ż n a m o c y w z o r u (38) z rozdz ia łu I I d l a u s t a l o n y c h k i l m a m y 

( £ - i + f c ) ( i - f + f c - i ) . . . ( i - ł + f e - ? + i ) = 

?! 

(f-t+,*).<') 
= / l /.! 

ó , | l | ^ ^ | A = + l - ^ ^ ^ + l - £ + * 

;.. (k + i - | + 1 ) (k + i - S) (k + 1 - 1 - 1 ) . . . (fc + i - f - 1 + 2 ) 
3 ^ =- ' - - " — ^ 

= ( - l ) ^ ( f - f - f c + l - 3 ) ( \ 

D l a l^2i j e s t n a m o c y w z o r u (14) z rozdzia łu II d l a u s t a l o n e g o a 

/ I 2 i ( £ + « ) ( J > _ ? ( ? - ! ) • - ^ - 2 i + l ) , 2 i ) I'; (£ + a ) ^ * » _ / * + a \ 
~ I T I ! U + ' ( Z - 2 » ) ! ' " V - 2 t / 

a d l a i < 2 i n a m o c y t w i e r d z e n i a 1 z rozdz ia łu I I 

/ 1 2 i [ ( ! + a)<Z )/Z!] = 0. 
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Z a t e m d l a l > 2% 

i 

( ł - i - K + l - 2 ) ( £ - i - k + l - 3 ) . . . ( £ + i - k - l ) 
- ( ' (l-2i)\ 

= ( ] + k - i ) { S + k - i - l ) . . . { S + h + i - l + l ) = /| _ Ą 

(l-2i)\ ' \ l - 2 i ) 

a d l a l < 2i 

(52a) ^ P r 1 ' ^ | l j r V ^ 
Z e w z o r ó w (50) , (52) i (52a) o t r z y m u j e m y 

+ ( ^ ' v , + ( { t > - „ + . . . + ( 2 f + » : y , » » , . 

D l a f = 0 (a w i ę c d l a f = l ) j e s t 

a d l a 1 = 3 (a w i ę c d l a £ = 0) j e s t 
I V m V I - -

Z a t e m d l a f = 0 j e s t d2iy = ÓHy0 i d l a 1 = 1 j e s t ó 2 i 2/ = ó 2 i y I ( t = 0 , l , . . . , w ) , 
c. b . d . d . 

W t a b l i c y V I n a k o ń c u książki p o d a n e są w s p ó ł c z y n n i k i ( ^ " 1 " ^ 

• (r) d l a f = 0 , 0 , 0 1 , 0 ,02 , 1 , 0 0 1 ) . P o z w a l a t o n a s z y b k i e o b l i ­

c z e n i e w a r t o ś c i w i e l o m i a n u f(x) w o k r e ś l o n y m p u n k c i e z a p o m o c ą w z o r u 
E v e r e t t a , j eże l i n=l l u b n=2. 

') J e d n y m z największych wydawnictw w tej dziedzinie jest: A . J . T h o m p s o n , 
Table oj the Ooefficients of Everett's Central-Differenee Interpolation Formuła. Tracts 
for Computers, N° 5, w y d . II, L o n d o n , Camhridge TJniversity Press. 



§ 26. Wzór Everetta 87 

B ó ż n i c e d2y0,diyl,óiy0... w e w z o r z e (50) n a j w y g o d n i e j o b l i c z a ć 
n i e j a k o r ó ż n i c e c e n t r a l n e , a j a k o r ó ż n i c e z w y k ł e z g o d n i e ze w z o r a m i 
(38) i (39) z r o z d z i a ł u I I , t j . w e d ł u g s c h e m a t u n a s t ę p u j ą c e g o ( p o d k r e ś l o n e 
r óżn i ce w c h o d z ą d o w z o r u E v e r e t t a ) : 

(53) 

X y 

y-n 

X-n+l 

» - 2 

y~i 

x„ 1° 

X ! h 

*. y* 

xH y* 

Vn+1 

Ay~» 

Ay.t 

Ay.i 

Ay„ 

Ay^ 

Ay2 

Ayn 

^ y _ „ = < 5 2 . ' / _ > 1 + 1 

A*y__i = d*y_l 

A*y0 =<8*y, 

A*yx =ó*y2 

: 

A*y-s 

A'y0 

A"y, 

A*y_i = 6*y_a 

^*y_1==^yo 

J * y _ 1 = ó 4 y 1 

A*y0 -=<54y, 

A*yl =ó*y3 

A6y-t 

~a*y_ 

=<5'y„ 

^ '2/ - 2 =**yi 

A'y, 

P R Z Y K Ł A D 1 1 . F u n k c j a y=f(x) p r z y b i e r a w p u n k t a c h — : r / 3 6 , ,-r/36, 
3 J T / 3 6 , 5 J I / 3 6 , 7 j r / 3 6 , 9 j r / 3 6 w a r t o ś c i - 0 , 0 8 7 1 5 6 , 0 , 0 8 7 1 5 6 , 0 , 2 5 8 8 1 9 , 
0 , 4 2 2 6 1 8 , 0 , 5 7 3 5 7 6 , 0 , 7 0 7 1 0 7 . O b l i c z y ć w a r t o ś ć f u n k c j i f{x) d l a a?= 0 ,105 :* , 
z a k ł a d a j ą c , że f(x) j e s t w i e l o m i a n e m s t o p n i a co n a j w y ż e j p i ą t e g o . 

S t o s u j e m y w z ó r E v e r e t t a . N a j p i e r w s p o r z ą d z a m y t a b e l k ę r ó ż n i c . 

X y 

-TI/36 — 0,087156 

174312 

n/36 0,087156 
171663 

- 2 6 4 9 
— 5215 

xa-= 3n/36 0,258810 - 7 8 6 4 238 

163799 - 4 9 7 7 

5n/36 0,422618 

150958 

- 1 2 8 4 1 
- 4 5 8 6 

391 

7rc/36 0,573576 

133631 

- 1 7 4 2 7 

9JI/36 0,707107 
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P o d k r e ś l o n e r ó ż n i c e w c h o d z ą do w z o r u B v e r e t t a . W p r o w a d z a m y n o w ą 
z m i e n n ą £ z g o d n i e z (49) 

3 6 x 
f - = 1 8 1 ,5 . 

2TC 71 

3 6 
D l a # = 0 , 1 0 5 : * j e s t 1 = 1 8 - 0 , 1 0 5 - 1 , 5 = 0 ,39 , | = 1 - 1 = 0 , 6 1 . 

W t a b l i c y V I n a k o ń c u książki o d c z y t u j e m y d l a | = 0 ,39 i | = 0 , 6 1 

>— 0 , 0 5 5 1 1 , l^^ 1) * - 0 , 0 6 3 8 4 , 

0 , 0 1 0 6 0 , p ^ 2 j ^ 0 , 0 1 1 5 8 . 

W z ó r E v e r e t t a (50) p r z y b i e r a z a t e m p o s t a ć 

y «a0 ,61 - 0 , 2 5 8 8 1 9 + 0 ,06384 • 0 , 0 0 7 8 6 4 + 0 , 0 1 1 5 8 • 0 , 0 0 0 2 3 8 + 
+ 0 , 3 9 • 0 , 4 2 2 6 1 8 + 0 , 0 5 5 1 1 • 0 , 0 1 2 8 4 1 + 0 , 0 1 0 6 0 • 0 , 0 0 0 3 9 1 
0 , 3 2 3 9 2 . 

§ 2 7 . W y b ó r w z o r u i n t e r p o l a c y j n e g o . T w i e r d z e n i e 1 o r z e k a , że 
i s t n i e j e d o k ł a d n i e j e d e n w i e l o m i a n i n t e r p o l a c y j n y , k t ó r y w p u n k t a c h 
x0,x1,...,xn (x0<x1<...<xn) p r z y b i e r a w a r t o ś c i y0,yx,...,yn. W y n i k 
o b l i c z e ń i n t e r p o l a c y j n y c h n i e za l eży z a t e m o d w y b o r u w z o r u i n t e r p o ­
l a c y j n e g o . 

G d y b y ś m y s z u k a l i n i e w i e l o m i a n u , l e c z t y l k o j ego w a r t o ś c i w o k r e ­
ś l o n y m p u n k c i e , t o r ó w n i e ż w y p a d n i e o n a t a s a m a z k a ż d e g o z o p i s a n y c h 
w z o r ó w i n t e r p o l a c y j n y c h . Jeże l i s t o s u j e m y n i e r a z r ó ż n e w z o r y i n t e r p o ­
l a c y j n e , t o d l a t e g o , że c h c e m y m i e ć r a c h u n k i m o ż l i w i e p r o s t e i k r ó t k i e . 
O c e n a p r o s t o t y , a n a w e t d ł u g o ś c i r a c h u n k ó w , b y w a n i e r a z s u b i e k t y w n a . 
D l a t e g o t eż w y b ó r w ł a ś c i w e j m e t o d y r a c h u n k u za l eży w p e w n e j m i e r z e 
o d m o ż l i w o ś c i , g u s t u i s p r y t u r a c h u j ą c e g o . 

P o d a m y k i l k a n a s z y c h u w a g d o t y c z ą c y c h w y b o r u w z o r u i n t e r p o l a ­
c y j n e g o . R o z r ó ż n i l i ś m y c z t e r y g ł ó w n e t y p y z a g a d n i e ń i n t e r p o l a c j i w i e ­
l o m i a n a m i : 

I . P o s z u k i w a n i e w i e k m i a n u s t o p n i a co n a j w y ż e j n, k t ó r e g o w a r t o ś c i 
w p u n k t a c h xn,x1,..., xn są z n a n e , p r z y c z y m p u n k t y t e p o ł o ż o n e są w r ó w ­
n y c h o d s t ę p a c h , t j . 

Xi=x0-\~iAx, i = 0 , l , . . . , » , 

g d z i e Ax j e s t p e w n ą stałą różną o d z e r a . 
I I . P o s z u k i w a n i e w a r t o ś c i w i e l o m i a n u , o k r e ś l o n e g o w I , w o k r e ­

ś l o n y m p u n k c i e . 



§ 27. W y b ó r wzoru interpolacyjnego 8 9 

I I I . P o s z u M w a n i e w i e l o m i a n u s t o p n i a co n a j w y ż e j n, k t ó r e g o w a r ­
tośc i w p u n k t a c h x0,x1,...,xn r ó ż n y c h p o m i ę d z y sobą są z n a n e , p r z y 
c z y m p u n k t y t e n i e są p o ł o ż o n e w r ó w n y c h o d s t ę p a c h . 

I V . P o s z u k i w a n i e w a r t o ś c i w i e l o m i a n u o k r e ś l o n e g o w I I I w o k r e ś l o ­
n y m p u n k c i e . 

W p r z y p a d k u z a g a d n i e n i a t y p u I n a j w y g o d n i e j k o r z y s t a ć z m e t o d y 
z a s t o s o w a n e j w p r z y k ł a d z i e 6. G d y z n a n e są r ó ż n i c e Ay0,A2y0,...,Any0, 
r ó w n i e d o g o d n a j e s t m e t o d a z a s t o s o w a n a w p r z y k ł a d z i e 9. 

W p r z y p a d k u z a g a d n i e n i a t y p u I I , n a j c z ę ś c i e j s p o t y k a n e g o , n a j w y ­
g o d n i e j k o r z y s t a ć z e w z o r u (18) , g d y d a n e są t a b l i c e w s p ó ł c z y n n i k ó w 
L a g r a n g e ' a . G d y n i e m a m y t a k i c h t a b l i c , w y b ó r w z o r u i n t e r p o l a c y j n e g o 
za leżeć w i n i e n o d p o ł o ż e n i a p u n k t u x=x, w k t ó r y m m a m y o b l i c z y ć w a r ­
t oś ć w i e l o m i a n u i n t e r p o l a c y j n e g o . Jeśl i x l e ży b l i s k o x0, a n i e m a m y t a ­
b l i c y r ó ż n i c d l a x=x.,1,x_2,..., t o n a l e ż y k o r z y s t a ć ze w z o r u N e w t o n a 

(23) . J e s t o n b a r d z o w y g o d n y , g d y m a m y t a b l i c e w s p ó ł c z y n n i k ó w 

a t y m b a r d z i e j g d y p o d a n e są j u ż r ó ż n i c e A yQ, A2y0,... Jeśl i x l eży b l i s k o xn, 
a n i e m a m y t a b l i c y r ó ż n i c d l a x = x n + 1 , x n + 2 , . . . a l b o — co n a j e d n o w y c h o ­
d z i — jeśl i x l e ż y b l i s k o x0, a m a m y t a b e l ę r ó ż n i c j e d y n i e d l a 
x_2,..., t o k o r z y s t a m y ze w z o r u N e w t o n a z r ó ż n i c a m i w s t e c z n y m i , n a j ­
l e p i e j w p o s t a c i (36) szczegó ln ie d o g o d n e j , g d y się m a t a b l i c e w s p ó ł c z y n ­
n i k ó w (̂ j. Jeś l i x l e ż y w ś r o d k o w e j częśc i p rzedz ia łu {x0,xn) a l b o — co 

n a j e d n o w y c h o d z i — jeże l i x l e ży b l i s k o x0, a t a b l i c ę r ó ż n i c m o ż e m y 
r o z b u d o w a ć p o o b u s t r o n a c h p u n k t u x0, t o s t o s u j e się w z o r y G a u s s a , S t i r ­
l i n g a , B e s s e l a l u b E v e r e t t a . N a j c z ę ś c i e j s t o s u j e się w z ó r E v e r e t t a , z w ł a ­
s z c z a d o i n t e r p o l a c j i w t a b l i c a c h , g d y ż p o z w a l a o n o g r a n i c z y ć się d o p o ­
d a w a n i a r ó ż n i c r z ę d ó w p a r z y s t y c h i j e s t b a r d z o w y g o d n y w większośc i 
z a s t o s o w a ń . 

G d y w i e l o m i a n i n t e r p o l a c y j n y n i e j e s t i d e n t y c z n y z funkc ją , k t ó r ą 
c h c e m y interpoloAvać, i t r a k t u j e m y g o j a k o a p r o k s y m a c j ę t e j f u n k c j i , 
t o m u s i m y p r z y w y b o r z e w z o r u i n t e r p o l a c y j n e g o m i e ć n a u w a d z e r ó w n i e ż 
b ł ę d y a p r o k s y m a c j i . B ę d z i e o t y m m o w a w r o z d z i a l e n a s t ę p n y m . 

W p r z y p a d k u z a g a d n i e n i a t y p u I I I k o r z y s t a m y n a j c h ę t n i e j ze w z o r u 
L a g r a n g e ' a (1) l u b z m e t o d y i l o r a z ó w r ó ż n i c o w y c h , t j . z e w z o r u (7) . M e ­
t o d a A i t k e n a d a j e z b y t ż m u d n e r a c h u n k i . 

W r e s z c i e w p r z y p a d k u z a g a d n i e n i a t y p u I V m o ż n a z p o w o d z e n i e m 
k o r z y s t a ć z a r ó w n o ze w z o r u L a g r a n g e ' a (1) l u b m e t o d y A i t k e n a p o d ł u g 
s c h e m a t u (5) , j a k r ó w n i e ż z m e t o d y i l o r a z ó w r ó ż n i c o w y c h , t j . ze w z o r u 
(7). P r z y p e w n e j w p r a w i e m e t o d a i l o r a z ó w r ó ż n i c o w y c h j e s t b o d a j ż e 
n a j w y g o d n i e j s z a . 
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§ 2 8 . I n t e r p o l a c j a f u n k c j a m i w y m i e r n y m i . Z a g a d n i e n i e i n t e r p o l a ­
c j i f u n k c j a m i w y m i e r n y m i s p r o w a d z a się d o z n a l e z i e n i a f u n k c j i w y m i e r n e j 

/ e , , a<s + alx + ... + amxm 

o 0 +o 1 a;+ . . . - fO n a; 

k t ó r a b y w p u n k t a c h x 0 , x 1 , . . . , x m + n (xQ<x1<...<xm+n) p r z y b i e r a ł a w a r ­
t ośc i y0,y1 ,---,ym+n- F u n k c j a t a k a , j a k p ó ź n i e j z o b a c z y m y , d l a z g ó r y 
u s t a l o n y c h m i n n i e z a w s z e i s t n i e j e . 

W z ó r (54) m o ż e m y n a p i s a ć w p o s t a c i 

(55) a0+a1x+... + amxm—b0y—b1xy — b2x2y—...— bnxny=0. 

P o d s t a w i a j ą c t u k o l e j n o p a r y l i c z b o w e (x0,y0),(x1,yl),... o t r z y m u j e m y 
ra + n + 1 r ó w n a ń z m + n + 2 n i e w i a d o m y m i a0,a1,...,am,b0,b1,...,bn 

(56) ao+xia1 + ...+x?am-yib0-xiyibl — ...-xnyibn = 0, 

gdzie i = Ó , l , . . . , m + « . P r z y j m u j ą c bn = l o t r z y m u j e m y u k ł a d m + n + 1 
r ó w n a ń z m + n + 1 n i e w i a d o m y m i . U k ł a d t a k i — j a k w i a d o m o — n i e 
z a w s z e p o s i a d a r o z w i ą z a n i e . N i e z a w s z e t eż b ę d z i e i s tn ia ła f u n k c j a (54) , 
k t ó r a w p u n k t a c h x0,xl,...,xm_^n p r z y b i e r a w a r t o ś c i ya,yi,---iym+n-

K w e s t i i i s t n i e n i a f u n k c j i (54) j a k też j e d n o z n a c z n o ś c i r o z w i ą z a ń 
o m a w i a ć t u n i e b ę d z i e m y . 

Z a u w a ż m y j e s z c z e , że w w i e l u p r z y p a d k a c h f u n k c j ę (54) m o ż n a 
z n a l e ź ć z w a r u n k u 

(57) 

•--•0. 

1 X X* . Xm - y — xy - x*y — 

1 » 
x» • .. < — y« 

1 < • .. *: - 2/i - *><yx - Ąy* 

1 •">»+» Xm + n • •• Xm+n a;m+»y»>+« •• Xm+*.ym + n 

G d y b y b o w i e m w a r u n e k (57) n i e b y ł s p e ł n i o n y , t o u k ł a d m + n + 2 r ó w n a ń , 
j a k i o t r z y m a m y d o ł ą c z a j ą c d o r ó w n a ń (56) r ó w n a n i e (55) , m i a ł b y t y l k o 
j e d n o r o z w i ą z a n i e : aa = al— ... = am—b0=b1= ... = bn — 0. 

P R Z Y K Ł A D 1 2 . Z n a l e ź ć f u n k c j ę w y m i e r n ą 

a+bx+cx2 

V~~ d+ex+fx*' 

k t ó r a w p u n k t a c h — 2 , — 1 , 0 , 1, 2 p r z y b i e r a w a r t o ś c i 8, — 2 , 1 , — 4 , 10 . 



§ 28. Interpolacja funkcjami wymiernymi 

W z ó r (55) p r z y b i e r z e t u p o s t a ć 

a + bx + ex2 — dy — exy — fx2y = 0, 

a w a r u n e k (57) — p o s t a ć 

1 X x2 - y —xy —cły 

1 - 2 4 - 8 16 - 3 2 

1 - 1 1 2 - 2 2 

1 0 0 - 1 0 0 

1 1 1 4 4 4 

1 2 4 - 1 0 - 2 0 - 4 0 
c z y l i 

— 2 + x+5x? + 2y — x2y = 0, 
skąd 

R y s . 2 
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N a r y s u n k u 2 m a m y p r z e b i e g f u n k c j i (58) , a p o n a d t o d l a p o r ó w n a ­
n i a p r z e b i e g w i e l o m i a n u 

. 1 . . 3 
y = 2x* + — x3 — 6x2 as - f i , 
a 2 2 

k t ó r y w p u n k t a c h — 2 , — 1 , 0, 1, 2 p r z y b i e r a , p o d o b n i e j a k f u n k c j a (58) , 
w a r t o ś c i 8, — 2 , 1, — 4 , 1 0 . 

§ 2 9 . I n t e r p o l a c j a o d w r o t n a . W r a c h u n k a c h n u m e r y c z n y c h s p o ­
t y k a m y się c zęs to z n a s t ę p u j ą c y m z a g a d n i e n i e m i n t e r p o l a c y j n y m : 

Z n a n e są w a r t o ś c i y0,yr,...,yn f u n k c j i y = f(x)wpunktach x0,x1,...,xn 

(x0<x1<...<xn); s z u k a m y f u n k c j i o d w r o t n e j x=g(y) p r z y z a ł o ż e n i u , 
że f u n k c j a t a k a g(y) i s t n i e j e i j e s t w i e l o m i a n e m s t o p n i a co n a j w y ż e j n. 

Z a g a d n i e n i e t o s p r o w a d z a się d o i n t e r p o l a c j i z w y k ł e j , g d y x0,xl,...,xn 

t r a k t o w a ć b ę d z i e m y j a k o w a r t o ś c i f u n k c j i x=g(y) z m i e n n e j n ieza leżne j y 
w p u n k t a c h y=ya,yi,...,yn. 

P o n i e w a ż z r e g u ł y w a r t o ś c i y0,yi,---,yn
 n i e s a : p o ł o ż o n e w r ó w n y c h 

o d s t ę p a c h , w i ę c d o i n t e r p o l a c j i o d w r o t n e j s t o s u j e m y m e t o d ę A i t k e n a 
l u b m e t o d ę i l o r a z ó w r ó ż n i c o w y c h . 

P r z y k ł a d y s t o s o w a n i a i n t e r p o l a c j i o d w r o t n e j z n a j d z i e c z y t e l n i k 
w r o z d z i a l e V , § 40 o p r z y b l i ż o n y m r o z w i ą z y w a n i u r ó w n a ń . 


