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I N T E R P O L A C J A 

§ 17. W s t ę p . Interpolacją n a z y w a m y p o s t ę p o w a n i e p r o w a d z ą c e d o 
z n a l e z i e n i a war tośc i j ak ie j ś f u n k c j i f(x) w d o w o l n y m p u n k c i e p r z e d z i a ł u 
(xa,xn), n a p o d s t a w i e z n a n y c h w a r t o ś c i t e j f u n k c j i w p u n k t a c h x=x0, 
X ] ,...,xn ( z a k ł a d a m y , że x0< X l < . . . < xn). P o s t ę p o w a n i e p r o w a d z ą c e 
d o z n a l e z i e n i a w a r t o ś c i f u n k c j i f(x) w p u n k c i e l e ż ą c y m p o z a p r z e d z i a ł e m 
(x0,xn) n a z y w a m y ekstrapolacją. 

I n t e r p o l a c j ę l u b e k s t r a p o l a c j ę s t o s u j e m y n a j c z ę ś c i e j w nas tępu ją ­
c y c h d w ó c h p r z y p a d k a c h : 

1. G d y n i e z n a m y s a m e j f u n k c j i f(x), a, t y l k o j e j w a r t o ś c i w p e w n y c h 
p u n k t a c h . T a k p r z e w a ż n i e b y w a w n a u k a c h d o ś w i a d c z a l n y c h . 

2 . G d y o b l i c z e n i e w a r t o ś c i j a k i e j ś f u n k c j i F(x) b e z p o ś r e d n i o z o k r e ­
ś la jącego ją w z o r u nastręcza z b y t d u ż e t rudnośc i r a c h u n k o w e ( n p . g d y 
F(x)=\ogx, s i n a ; i t p . ) . W t e d y f u n k c j ę t ę z a s t ę p u j e m y pros tszą f u n k c j ą 
f{x), o k t ó r e j z a k ł a d a m y , że w p u n k t a c h x= x 0 , X l , . . . , x n m a t e s a m e 
w a r t o ś c i , co f u n k c j a y=F(x). 

W o b u p r z y p a d k a c h z a k ł a d a m y z r e g u ł y , że f u n k c j a f(x) j e s t p e w n e j 
p r o s t e j p o s t a c i , n a j c z ę ś c i e j , że j e s t w i e l o m i a n e m m o ż l i w i e n i s k i e g o s t o p n i a , 
a l b o f u n k c j ą w y m i e r n ą , k t ó r e j l i c z n i k i m i a n o w n i k są w i e l o m i a n a m i t ego 
s a m e g o , l e c z m o ż l i w i e n i s k i e g o s t o p n i a , a l b o t e ż , że j e s t w i e l o m i a n e m t r y ­
g o n o m e t r y c z n y m l u b f u n k c j ą w y m i e r n ą t y p u t r y g o n o m e t r y c z n e g o m o ­
żl iwie p r o s t e g o k s z t a ł t u . 

W p i e r w s z y m p r z y p a d k u p o p r a w n o ś ć z a ł o ż e ń co d o p o s t a c i f u n k c j i 
f(x) s p r a w d z a m y n a d r o d z e d o ś w i a d c z a n i e j ; m i a n o w i c i e s p r a w d z a m y , 
c z y w a r t o ś c i t e j f u n k c j i o b l i c z o n e m e t o d ą i n t e r p o l a c j i p o k r y w a j ą się 
z d o ś w i a d c z e n i e m . 

W d r u g i m p r z y p a d k u p o p r a w n o ś ć za ł ożeń co d o p o s t a c i f u n k c j i f(x) 
s p r a w d z a m y n a g r u n c i e t e o r i i a p r o k s y m a c j i , o k t ó r e j b ę d z i e m o w a w r o z ­
d z i a l e n a s t ę p n y m . 

W o b u p r z y p a d k a c h m e t o d a i n t e r p o l a c y j n a j e s t t a s a m a . P o n i e w a ż 
d o e k s t r a p o l a c j i służą n a o g ó ł t e s a m e w z o r y co d o i n t e r p o l a c j i , b ę d z i e m y 
w i ę c m ó w i l i j e d y n i e o i n t e r p o l a c j i . 
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W y r ó ż n i m y d w a g ł ó w n e z a g a d n i e n i a i n t e r p o l a c y j n e : 
1. P o s z u k i w a n i e f u n k c j i y=f(x) o k r e ś l o n e g o t y p u , która, w d a n y c h 

p u n k t a c h x=x0,x1,...,xn p r z y b i e r a z g ó r y d a n e w a r t o ś c i y0,yi,---,yn. 
2. O b l i c z e n i e w a r t o ś c i f u n k c j i f(x) o k r e ś l o n e g o t y p u w d a n y m p u n k ­

c i e x= x, g d y f u n k c j a / (x) d a n a j e s t j e d y n i e p r z e z swe w a r t o ś c i yu, y1,..., yn 

w p u n k t a c h x 0 , x 1 , . . . , x n . 
T a k n a p r z y k ł a d w p r z y p a d k u i n t e r p o l a c j i w i e l o m i a n a m i m o ż l i w i e 

n i s k i e g o s t o p n i a p i e r w s z e z a g a d n i e n i e s p r o w a d z a się d o o b l i c z e n i a w s p ó ł ­
c z y n n i k ó w w i e l o m i a n u 

V = f(x) == a0 + .. + anxn, 

o k t ó r y m w i a d o m o , że w p u n k t a c h x = x0,x1,...,xn p r z y b i e r a w a r t o ś c i 
yo,yl,---,yn, a d r u g i e z a g a d n i e n i e d o o b l i c z e n i a j e d n e j t y l k o w a r t o ś c i : 
/(#). Z a g a d n i e n i e d r u g i e m o ż n a o c z y w i ś c i e s p r o w a d z i ć d o p i e r w s z e g o : 
n a j p i e r w z n a j d u j e m y f u n k c j ę f(x), a p o t e m p o d s t a w i a m y x=x, a l e j e s t 
t o m e t o d a o k r ę ż n a . Jeże l i n i e za l eży n a m n a z n a l e z i e n i u s a m e j f u n k c j i 
f(x), a j e d y n i e n a o b h c z e n i u w a r t o ś c i f(x), t o m o ż e m y w t y m c e l u u ż y ­
w a ć s p e c j a l n y c h m e t o d . 

P r z e d e w s z y s t k i m z a j m i e m y się interpolacją , w i e l o m i a n a m i . 
W i e l o m i a n s t o p n i a co n a j w y ż e j n, k t ó r y w p u n k t a c h x0,xl,...,xn 

(x0<a?i< . . . <xn) p r z y b i e r a d a n e z g ó r y w a r t o ś c i y 0 , y l t . . . , y n , n a z y w a ć 
b ę d z i e m y wielomianem interpolacyjnym. 

§ 18. W z ó r i n t e r p o l a c y j n y L a g r a n g e ' a . U d o w o d n i m y n a j p i e r w 
n a s t ę p u j ą c e t w i e r d z e n i e : 

T W I E R D Z E N I E 1. Istnieje dokładnie jeden wielomian interpolacyjny, 
który w punktach x0,x1,...,xn(x0<x1<...<xn) przybiera wartości ya, yx,..., yn. 

D o w ó d . W i e l o m i a n 

( x - X l ) ( x - x 2 ) . . . ( x - x n ) 
CD y=/(«)=?/o r - — - T T T : — ~ \ — r z — ~ s + 

(x(l — x1){x0 — x2)...(x0 — xn) 

(x-x0)(x-x2)...(x-xn) 
+y*i w v — * + • • • + 

(Xl — x0)(xx —x2)... (x1 — xn) 

+ (x—xli)..:{LX — xn_2)(x—xn) + 

" "1 — Xo) - • • (Xn - 1 — xn - 2 ) (xn - 1 ~ Xn) 

j e s t 

" lx
n~ xo) •••(«»— xn-i) (xn— xn-l) 

. w i e l o m i a n e m co n a j w y ż e j s t o p n i a n t a k i m , ż e 

/(#<>)=2/o, f(xi)=yi, f(xJ=yn-



ii 18. Wzór interpolacyjny Lagrange'a t i l 

G d y b y istniał j e s z c z e i n n y w i e l o m i a n g(x) s t o p n i a co n a j w y ż e j » t a k i . że 

(J(x0) = !l0, 9(Xi)=yi, S W = ? „ , 

to w i e l o m i a n E(x) = f{x)—g(x) b y ł b y w i e l o m i a n e m s t o p n i a co n a j w y ż e j n 

i t a k i m , że 
R ( a y ) = o , o , R(xn)=o. 

R{x) b y ł b y z a t e m w i e l o m i a n e m s t o p n i a co n a j w y ż e j n p o s i a d a j ą c y m 
n+1 p i e r w i a s t k ó w : xa,x1,...,xn, m u s i a ł b y z a t e m b y ć t o ż s a m o ś c i o w o 
r ó w n y z e r u . 

W y n i k a s tąd , że f(x)=g(x), co o z n a c z a , że f(x) j e s t j e d y n y m w i e l o ­
m i a n e m o ż ą d a n y c h w ł a s n o ś c i a c h . 

W z ó r (1) n a z y w a m y wzorem interpolacyjnym Lagrange^a. M o ż e on 
s ł u ż y ć d o r o z w i ą z y w a n i a z a r ó w n o p i e r w s z e g o , j a k i d r u g i e g o z a g a d n i e n i a 
i n t e r p o l a c y j n e g o , s f o r m u ł o w a n e g o w § 17 . 

P R Z Y K Ł A D 1. Z n a l e ź ć w i e l o m i a n i n t e r p o l a c y j n y , k t ó r y w p u n k ­
t a c h x = — 2 , 1 , 2 , 4 p r z y b i e r a w a r t o ś c i y=4,2,—1,10. S t o s u j e m y w z ó r 
i n t e r p o l a c y j n y L a g r a n g e ' a 

(x—l){x— 2){x-4) (x+2)(x-2){x- 1) 
(2) i / = 4 ^ -^— (2 L 2 - M - , 

( - 2 - l ) ( - 2 - 2 ) ( - 2 - 4 ) ( i + 2 ) ( l - 2 ) ( l - 4 ) 

j ( ^ + 2 H a ! - ] L ) ( » - 4 ) o ( a ? + 2 ) ( a ; - 1 ) ^ - 2 ) 

(2 i 2 ) ( 2 - l ) ( 2 - 4 ) ( 4 + 2 ) ( 4 - l ) ( 4 - 2 ) 

4 1 , 83 ; 127 55 
= — x • X; x Ą . 

72 72 36 9 

P R Z Y K Ł A D 2. O b l i c z y ć w a r t o ś ć f u n k c j i f(x) d l a x=— 1, jeżel i w i a ­
d o m o , że / ( - 2 ) = 4 , / ( 1 ) = 2 , / ( 2 ) = - l , / ( 4 ) = 1 0 . T a k p o s t a w i o n e z a ­
g a d n i e n i e m a n i e s k o ń c z e n i e w i e l e r o z w i ą z a ń . M o ż e j e d n a k s tać się r o z ­
wiązalne j e d n o z n a c z n i e , j eże l i u c z y n i m y p e w n e za łożen ia co d o ksz ta ł tu 
l u n k c j i f(x). Z a ż ą d a j m y n a p r z y k ł a d , a b y f u n k c j a f(x) b y ł a w i e l o m i a n e m 
co n a j w y ż e j t r z e c i e g o s t o p n i a . W t e d y z a g a d n i e n i e m a n a p o d s t a w i e 
t w i e r d z e n i a 1 d o k ł a d n i e j e d n o rozwiązan ie . R o z w i ą z a n i e to m o ż n a u z y ­
skać a l b o z n a j d u j ą c n a j p i e r w w i e l o m i a n i n t e r p o l a c y j n y (2) , a p o t e m p o d ­
s t a w i a j ą c x=—l, co d a j e / ( — 1 ) = 9 5 / 1 2 , a l b o s tosu jąc b e z p o ś r e d n i o w z ó r 
i n t e r p o l a c y j n y L a g r a n g e ' a 

U 1)=-. i ( - l - D ( - l - 2 ) ( - l - 4 ) ( - l + 2 ) ( - l - 2 ) ( - l - 4 ) 
( - 2 - l ) ( - 2 - 2 ) ( - 2 - 4 ) ~ ( l + 2 ) ( l - 2 ) ( l - 4 ) 

_ 1 ( - l + 2 ) ( - l - l ) ( - l - 4 ) ( - l + 2 ) ( - l - l ) ( - l - 2 ) = 9 5 

(2 + 2 ) ( 2 - l ) ( 2 - 4 ) ( 4 + 2 ) ( 4 - l ) " ( 4 - 2 ) 1 2 ' 
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§ 19. M e t o d a A i t k e n a . W z ó r i n t e r p o l a c y j n y L a g r a n g e ' a (1) m o ż n a 
o t r z y m a ć metodą, i t e r a c j i . M e c h W y (a;) o z n a c z a w i e l o m i a n s t o p n i a p i e r w ­
szego , k t ó r y w p u n k t a c h xt i Xj (xi=£xj) p r z y b i e r a w a r t o ś c i yL i ?/,-. 

M a m y n a p o d s t a w i e w z o r u (1) 

Wij(x)=yi 

x—xĄ 

CC,; XĄ 

CO CCĄ 

c z y l i 

(3) wtim-
w—xt yt 

x—x}- y j 

N i e c h Wijic(x) o z n a c z a w i e l o m i a n s t o p n i a d r u g i e g o , k t ó r y w t r z e c h r ó ż ­
n y c h p u n k t a c h xi,xi,xk p r z y b i e r a war toś c i yi,yj,yk. N a p o d s t a w i e 
w z o r u (1) m a m y 

w t„\-„ (x-x})(x-xk) (x-Xi)(x-xk) {x-xi)(x-xi) 

(Xt -Xj)(xi- Xk) (X}- - XA (Xf - Xk) (Xk — Xi) (Xk - Xf) 

skąd 

Wiik(x) 
(x-xi)(x-xk)[(xk-Xi)- {xj--x!)\yi _ 

(xj-xi)(xk-xi)(xk-xj) 

(x— Xi) (x-xk) (xk-xi)yi—(x—xi)(x— xA {x± - xt) yk 

{xj-xi)(xk-xij{xk-xj) 

(x-xj)(xi- Xj) \(x- Xj)yk-(x- xk)yj\ 

(xj-xi)(xk-xi)(xk-xj) 

(x-xk)(xk-Xi) \{x-xi)yj-(x-xi)yi\ _ 

(x.j-xi)(xk-xi) (xk-xA 

®k 

CO ~~~C0j I X— Xi Vi\ _x_-fk x—xt yi 

xk-Xi \x—xk Vk\ Xj Xi x—x} y, 

czvli 
X,. — X, | (x - xj)Wik (x) -(x - xk)Wif (x) |, 

Wiiki®)-

x-Xj Wij(x)\ 
x - x k Wik(x)\ 
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®m1 > * " m a 

O g ó l n i e : Jeże l i W m i W , 2 m j (x) o z n a c z a w i e l o m i a n , k t ó r y w p u n k t a c h 
xmi p r z y b i e r a w a r t o ś c i ymi,ymi,..,ym,, t o m o ż n a w y k a z a ć 

( d o w ó d p o m i j a m y ) , ż e 
X—Xk W 0 i . . . fc_ i , fc (x) 

0 1 . . . f c - l ,m( a J ) 
(4) W. 012. ..k - l,k,m (X) = 

x — xm Wn 

Xm xk 

Z e w z o r u (4) o b l i c z a m y k o l e j n o w i e l o m i a n y 

W01(x), W02(x), W0n(x), 

Wai2(x), Won(x), Wou(x), W0ln(x), 

W0123(x), W012i(x), T ^ o i 2 . . . « ( ' ' ) -

O s t a t n i z n i c h j e s t s z u k a n y m w i e l o m i a n e m (1). 
. W y g o d n i e j e s t o b l i c z a ć k o l e j n e w i e l o m i a n y p o d ł u g n a s t ę p u j ą c e g o 

s c h e m a t u : 

x—xt Vi Wot(x) 

(5) 

#3 

W01(x)--
x—xt yl 

W0,(x) = 
x - x t y , 

a ? 2 & o 
"'„„(as) = ' 

i 33 fl/g 02 

Wn{x) = 

x x0 y0 

» — Ą 2/3 
IFoisW 

a—X. W„3 

W012,{X) = 

X — X% W o i a 

X — X3 Woia 
X3 — Xt 

W i e l o m i a n (4)"(fc = 0 , l , . . . ; m = f c + l , f c + 2 , . . . ) z n a j d u j e m y f o r m u j ą c w y ­
z n a c z n i k z w y r a z ó w z n a j d u j ą c y c h się w k o l u m n a c h d r u g i e j i ( f c+3) -e j 
o r a z w w i e r s z a c h ft-tym i m - t y m . W s c h e m a c i e p o ł o ż e n i e u w z g l ę d n i a n y c h 
w y r a z ó w j e s t t a k i e s a m o , j a k w w y z n a c z n i k u . 

O p i s a n a m e t o d a n o s i n a z w ę metody interpolacyjnej Aitkena. 
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P R Z Y K Ł A D 3. R o z w i ą ż e m y z a d a n i e z p r z y k ł a d u 2 m e t o d ą A i t k e n a . 
P o s ł u ż y m y się s c h e m a t e m ( 5 ) : 

2 1 4 

l - 2 2 

• yl 4 i 

- 2 2 j 10 

1 + 2 ~ 3 

0 

2 :! - 1 

10 

1 4 
- 3 - 1 11 9 

2 
2 :! - 1 

10 

2 + 2 4 2 - 1 

9 

2 

4 

:! - 1 

10 

1 4 
5 10 ii 

- 2 | 

- 5 5 20 

9 

- 3 A 
A 2 
. 20 

- 5 f 95 4 

:! - 1 

10 
4 + 2 4 - 1 

20 

9 4 - 2 12 

P o n a b y c i u w p r a w y m o ż n a w s c h e m a c i e (5) n i e w y p i s y w a ć w y z n a c z ­
n i k ó w . 

P R Z Y K Ł A D I. F u n k c j a f(x), o k t ó r e j z a k ł a d a m y , ż e j e s t w i e l o m i a n e m 
co n a j w y ż e j c z w a r t e g o s t o p n i a , m a w p u n k t a c h 2 ,135 2 ,137 2 ,142 2 ,143 
2 ,151 war tośc i 0 ,010 6 ,038 6 ,075 (>,090 6 ,169 . O b l i c z y ć w a r t o ś ć te j f u n k c j i 
w p u n k c i e .£ = 2 ,140 . 

Posłużymy się m e t o d ą A i t k e n a , l e c z w s c h e m a c i e (5) n i e b ę d z i e m y 
w y p i s y w a l i w y z n a c z n i k ó w . O b l i c z e n i a w y k o n u j e m y z d o k ł a d n o ś c i ą s z a ­
c o w a n ą w e d ł u g reguł podanych w r o z d z i a l e I. 

x— xt !h 

2.135 0,005 6,010 

2.137 0,003 6,038 6,080+0 

2,142 - 0 , 0 0 2 6,075 6.056 + 0.0005 6,066 + 0.0007 

2,143 - 0 , 0 0 3 6,090 6,000 + 0 6,070 + 0 6,058+0,0024 

2 . 1 1 - 0 , 0 1 1 ti, 169 6,060+0,0004 6,076 + 0.0000 6.064 + 0.0013 6,056 + 0.0041 



jj 20. Metoda ilorazów różnicowych 

\XX(jXiX.,...| 

§ 20 . M e t o d a i lorazów różnicowych . W z ó r i n t e r p o l a c y j n y N e w ­
tona z i l o r a z a m i różnicowymi . W i e l o m i a n (1) m o ż n a również zna leźć 
za p o m o c ą i l o r a z ó w r ó ż n i c o w y c h . 

N a p o d s t a w i e d e f i n i c j i i l o r a z u r ó ż n i c o w e g o ( w z ó r (42) , s t f . 56) 

[ . r . r 0 . r ,x 2 . . .xn t] [a7 0j?j,; ' 2 . . .xH \ 

x xn 

P o n i e w a ż z a k ł a d a m y , że f u n k c j a f(x) jest w i e l o m i a n e m co n a j w y ż e j 
s t o p n i a w iec n a p o d s t a w i e t w i e r d z e n i a .3 z rozdziału II jest 

[ a ? . r n . r 1 . n . . . . r n ] = 0, 
c z y l i 

[xx0xl...xu 2] [xnx1 x2...xn_,] 
\XaXiX2 ... — \XXQT-I x2... •''„_]] = 

x— x, n-1 

[ * o < * i % . » « y ] ( < * - X n - i ) + [X0XXX2...Xn .,] = 

— [a^a^o.fj.. . . r n _ 2 j — - — . 
X '^11 - 2 

P o s t ę p u j ą c d a l e j a n a l o g i c z n i e d o c h o d z i m y do w z o r u 

(7) y =- [a»01 + [-"o x\ ] ( ; R — x*) + [•*•(. - " i xi ] (x — xo) (* - <*>i)+• • • + 

+ [x0XiX2 . ..xn](x — x0) (x-x1)(x-x2)... (x-xH_1), 

k t ó r y nos i n a z w ę wzoru interpolacyjnego NeicU»ia z ilorazami różnicowymi. 

P R Z Y K Ł A D 5. R o z w i ą ż m y z a d a n i e podane w przykładzie 2 z a p o ­
m o c ą wzoru (7). P r z e d e w s z y s t k i m s p o r z ą d z a m y tabe lę i lorazów różni ­
c o w y c h s z u k a n e g o w i e l o m i a n u 

y< 

- 2 4 

1 

2 - 1 

4 10 

- 2 / 3 

7/12 

- 3 41/72 
17/6 

11/2 

M a m y d a l e j x—x0=l, x—xl = —2, x—x2 = —A. Z a t e m 

/ 2 \ i 7 \ 4 1 9 5 
/ ( - l , - 4 + - 3 ) , + ( - i 2 ) I ( - , ) + 7 2 , ( - 2 , ( _ 3 ) = i l , 

Metody numeryczno i graficzne — 5 
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§ 2 1 . I n t e r p o l a c j a w i e l o m i a n a m i p r z y równych o d s t ę p a c h . 2s'iech 

(8) xi = x0-\-iAx=x0-\-ih, i = 0 , l , . . . , w , 

g d z i e Ax = h j e s t stalą d o d a t n i ą . W p r z y p a d k u t a k i m , s p o t y k a n y m w p r a k ­
t y c e n a j c z ę ś c i e j , m e t o d y i n t e r p o l a c y j n e m o ż n a u p r o ś c i ć . D l a t e g o i n t e r p o l a ­
c j ę w i e l o m i a n a m i p r z y r ó w n y c h o d s t ę p a c h r o z w a ż y m y s z c z e g ó ł o w o , p o m i ­
m o że o m ó w i o n e m e t o d y i n t e r p o l a c y j n e są o g ó l n e i da ją się s t o s o w a ć n i e ­
za leżnie o d t e g o , c z y p u n k t y p o ł o ż o n e są w r ó w n y c h o d s t ę p a c h , c z y n i e . 

§ 2 2 . M e t o d y o p a r t e na w z o r z e L a g r a n g e ' a . a) Poszukiwanie 
wielomianu interpolacyjnego. D u ż e k o r z y ś c i r a c h u n k o w e m o ż n a os iągnąć 
w p r o w a d z a j ą c w m i e j s c e z m i e n n e j x zmienną 

(9) z=2(x—xQ)lh—n. 

G d y x = x 0 , x l , . . . , x n , w t e d y £ = — n,2—n,4 — n,...,n— 2,». 
W z ó r i n t e r p o l a c y j n y L a g r a n g e ' a (1) p r z y b i e r z e w t e d y p o s t a ć 

(10) y = f(x) = f(x0+i±-h]j = f ( f ) = 

— yB — * -4-
( - l ) ( - 2 ) . . . ( - » ) 

2 
4 - t t f ' — - — - + ' . . . + 

1 ( _ l ) ( _ 2 ) . . . ( - n + l ) 

i + nii + n A l ^ ^ . l L + n ^ ^ 

2 \ 2 l\ 2 I \ 2 

n(n — ] ) ( w — 2 ) . . . 1 

( f - | - » - 2 ) ( | + n - 4 ) ( £ 4 - n - 0 ) . . . ( n ) ~ (,_2)»n! [y° (o) 

- . V i | " ) ( f + » ) ( f + w - 4 ) ( f + « - 6 ) . . . ( | - n ) + 

+ y2(fy($+n)(S+u-2)(C+n-(>)...(S-n)-...+ 

+ ( - i r ^ V „ - i ( n _ ; i ) ( ^ + ^ ) ( f + n - 2 ) . . . ( f - n + 4 ) ( f - w ) + 

)"?/„ ( * ) ( £ + » ) ( £ + w - 2 ) . . . ( £ - » + j ) ( t _ w + 2 ) J , + ( - 1 ) 
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którą m o ż n a u p o r z ą d k o w a ć w e d ł u g k o l e j n y c h p o t ę g f 

( i i ) y = V { c)=Apy+Af) i + A W ? + . . . + i w e. 

N i e c h t e r a z d a n a b ę d z i e l i c z b a n a t u r a l n a 

(12) 

N i e c h d a l e j 

(13 ) 

n 

n — 1 

d l a 

d l a 

n 

ii 

p a r z y s t y c h , 

n i e p a r z y s t y c h . 

1 

2" n ! 
Ą»> ( . i = 0 , l , . ; . , n ) 

oraz 

(14) 

W t e d y w s p ó ł c z y n n i k i ^ n ) , Ą n ) , . . . , 7 ? ' " ' z e w z o r u (13) m o ż n a n a p o d s t a ­
w i e (10) , (11) i . (13) p r z e d s t a w i ć w p o s t a c i 

(15) 
C £ ) i 0 + C i ? J 1 + . . . + C $ L d l a / p a r z y s t y c h , 

OJ? ?/o + O l ? y! + ... + 0J3 .'/„, d l a » n i e p a r z y s t y c h , 

g d z i e C0™', C j " ' , . . . , są j u ż l i c z b a m i c a ł k o w i t y m i . L i c z b y te n a z y w a ć 
b ę d z i e m y współczynnikami interpolacyjnymi I rodzaju. W t a b l i c y I T I 
u m i e s z c z o n e j n a k o ń c u książki p o d a n e są w s p ó ł c z y n n i k i i n t e r p o l a c y j n e 
I r o d z a j u d l a ł i = l , 2 , . . . , 7 . W s p ó ł c z y n n i k C7$l) l e ży w t a b e l c e o d p o w i a -

+ — 
d a j ą c e j d a n e j war toś c i w w w i e r s z u o z n a c z o n y m p r z e z y^ a l b o ?/,• i w k o ­
l u m n i e o z n a c z o n e j p r z e z £ ' . U k ł a d t a k i p o z w a l a z ła twośc ią o b l i c z y ć 
k a ż d y ze w s p ó ł c z y n n i k ó w p r z e z p o m n o ż e n i e o d p o w i e d n i c h d w ó c h 
k o l u m n w e d ł u g w z o r u (15) . 

K o l e j n o ś ć p o s t ę p o w a n i a j e s t n a s t ę p u j ą c a : n a j p i e r w o b l i c z a m y 
/ / ( l , / / 0 , y 1 , 3 / j , . . . ze w z o r u (14) , nas tępn ie — w s p ó ł c z y n n i k i J? ( n ) , p o s ł u ­
g u j ą c się w z o r e m (15) i tablicą"' I I I . M a j ą c w s p ó ł c z y n n i k i J 3 0 " ) , P (

1
m ) , — />"„"' 

o b l i c z a m y ze w z o r u (13) w s p ó ł c z y n n i k i A\^, A^,...,A\ll) i w y p i s u j e m y 
w i e l o m i a n (11) . 

G d y b y z a m i a s t (9) u ż y ć p r o s t s z e g o p o d s t a w i e n i a £ = — - — , n i e 
A 

m o ż n a b y s k o r z y s t a ć z p o d s t a w i e ń (14) i l i c z b a s k ł a d n i k ó w w s u m a c h (15) 
w z r o s ł a b y d w u k r o t n i e . P o d s t a w i e n i e (9) z a p e w n i a s y m e t r i ę w z o r u (10) . 
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W i e l o m i a n 

( 1 6 ) f(x) = a0 + atx+ a2x2 + ...+ anxn 

m o ż n a zna leźć z a p o m o c ą w z o r u 

/ 2(x— x0) \ 
(17) / ( « 0 = y j h - - « ) > 

j e d n a k w p r z e w a ż a j ą c e j częśc i z a s t o s o w a ń w y s t a r c z a z n a j o m o ś ć w i e l o ­
m i a n u o k r e ś l o n e g o w z o r e m ( 1 1 ) . 

P R Z Y K Ł A D 6. F u n k c j a y=f(x) d a n a j e s t nas tępu jącą t a b e l k ą : 

i 0 1 2 

1,2 

3 4 5 6 7 

x i 0,2 

1 2 

1,2 1,7 2,2 2,7 3,2 3,7 • 

Vi 0,5792ti 0.75804 II.SS49:i 0.95543 0,98610 0.99653 0,999:! 1 0,99989 

Z n a l e ź ć f u n k c j ę f(x) z a k ł a d a j ą c , że j e s t w i e l o m i a n e m s t o p n i a < 7. 
F u n k c j ę f(x) z n a j d z i e m y w p o s t a c i (17) , g d z i e n = l, a Ax=xl—x0 — 

2 ( ^ - 0 , 2 ) 
= x2 — xl — ... = x1 — xb= 0 ,5 . Z e w z o r u (0) m a m y g~ — 7 = 

0,5 
=4x — 7,8, a ze w z o r u (12) w = 3 . S p o r z ą d z a m y t e r a z n a p o d s t a w i e 
w z o r ó w (11) i t a b l i c y I T I następującą t a b e l k ę : 

+ 
.'/ A t ' - ; £4 

1.57915 1 575 1813 - 2 4 5 7 

1,75735 15435 - 17465 2065 - 3 5 

1,88146 — 77175 81837 - 4725 63 

1,94153 385875 - 6 6 1 8 5 2905 - 3 5 

628623,75 2356.239S - 7,7 1 78500 0,1 2523000 

y 

-0,420(13 225 - 2 5 9 35 - l 

0,24127 - 3087 3493 - 4 1 3 

-0 ,11160 25725 27279 1575 - 2 1 . 

—0,03067 385875 66185 - 2 9 0 5 35 

96 14.0350 280,629$ i 1.75 1 1 900 (1,001 8900000 
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P o w s t a ł a o n a z t a b e l k i p o d a n e j d l a n = l W t a b l i c y I I I p r z e z p o d s t a w i e -

n i e w a r t o ś c i ?/ 0 ,2 / i ,2/ 2 ,2/ 3 >2 /o>2 / i>2/2 > #3 o b l i c z o n y c h w e d ł u g w z o r u (14) . 
W o s t a t n i m w i e r s z u z o s t a ł y p o n a d t o w y p i s a n e w s p ó ł c z y n n i k i _ B d 7 ) , - B 2

7 ) , 
BC^BZ^BP^BC^BC^BP o b h c z o n e w e d ł u g w z o r u (15) . D z i e l ą c j e 
p r z e z 2 " r a ! = 2 7 - 7 ! = 6 4 5 1 2 0 o t r z y m u j e m y n a m o c y w z o r u (13) w s p ó ł ­
c z y n n i k i A ^ T A ^ A ^ ' . P o w s t a w i e n i u t y c h o s t a t n i c h d o w z o r u (11) 
o t r z y m u j e m y 

<P (£) ^ 0 , 9 7 4 4 2 9 + 0 , 0 1 4 9 0 2 7 1 - 0 , 0 0 3 6 5 2 4 1 1 2 + 0 ,000435004 f 3 -

- 0 , 0 0 0 0 1 1 9 6 3 4 £ * - 0 , 0 0 0 0 0 2 7 1 4 5 2 f 5 + 

+ 0 , 0 0 0 0 0 0 1 9 4 1 1 9 f 6 + 0 , 0 0 0 0 0 0 0 0 2 9 2 9 6 9 | 7 . 

P o d s t a w i a m y n a s t ę p n i e , z g o d n i e ze w z o r e m (17) , 

| = 4 a - - 7 , 8 = 1 0 ( 0 , 4 ; r - 0 , 7 8 ) 

i o t r z y m u j e m y o s t a t e c z n i e 

/ ( a ; ) ^ 0 , 9 7 4 4 2 9 + 0 , 1 4 9 0 2 7 ( 0 , 4 i c - 0 , 7 8 ) -

- 0 , 3 6 5 2 4 1 ( 0 , 4 * — 0 , 7 8 ) 2 + 0 , 4 3 5 0 0 4 ( 0 , 4 i c - 0 , 7 8 ) 3 -

- 0 , 1 1 9 6 3 4 ( 0 , 4 a ; - 0 , 7 8 ) 4 - 0 , 2 7 1 4 5 2 ( 0 , 4 . r - 0 , 7 8 ) 5 + 

+ 0 , 1 9 4 1 1 9 ( 0 , 4 * - 0 , 7 8 ) 6 + 0 , 0 2 9 2 9 7 ( 0 , 4 . * - 0 , 7 8 ) 7 . 

l i ) /'oszukiwanie wartości wielomianu interpolacyjnego w danym 
punkcie. J a k j u ż o t y m b y ł a m o w a , w a r t o ś ć w i e l o m i a n u i n t e r p o ­
l a c y j n e g o f{x) w d a n y m z g ó r y p u n k c i e x=x m o ż n a o b l i c z y ć z n a j d u j ą c 
n a j p i e r w w i e l o m i a n f(x) ( n a p r z y k ł a d m e t o d ą op isaną w p o p r z e d n i m p a ­
r a g r a f i e ) i p o d s t a w i a j ą c nas tępn ie x=I\ Jeśli j e d n a k n i e za leży n a m n a 
z n a l e z i e n i u s a m e g o A v i e l o m i a n u f(x), a j e d y n i e n a o b l i c z e n i u l i c z b y f(x), t o 
r a c h u n e k p r o w a d z i m y w z n a c z n i e p r o s t s z y s p o s ó b . M i a n o w i c i e p i s z e m y 
w z ó r (10) w p o s t a c i 

(18) y=£<"> ( f ) y0+i<'0 ( 1 ) 2 / ! + . . . + i „ l ) (jf) ?/,, 

i k o r z y s t a m y z t a b l i c w s p ó ł c z y n n i k ó w _L| m ) ( f ) , i = 0 , 1 k t ó r e n o ­
szą n a z w ę współczynników interpolacyjnych Lagrange^a1). O b l i c z e n i e w a r ­
tośc i f(x) s p r o w a d z a się w t e d y d o o b l i c z e n i a z a p o m o c ą w z o r u (9) w a r ­
tośc i z m i e n n e j | d l a x=x, o d c z y t a n i a p r z y d a n y m n i £ w s p ó ł c z y n n i k ó w 
w t a b l i c a c h i o b l i c z e n i a y w e d ł u g w z o r u (18) . 

') Wydano dość dużo tablic współczynników La^range 'a . Największym wydaw­
nictwem w tej dziedzinie jest: New York W . P. A . (Work Projects Administration) , 
Tablea oj Łagrangiąn ]nlerpolation Ooefficients, New Y o r k . Columbia Univers i ty 
Press, 1944. W tablicach tych podane sii z dokładnością do 10 miejsc dziesiętnych 
współczynniki Lagrange 'a dla n = 3 , 4 , . . . , 1 0 i wartości zmiennej | w odstępach 
co 0,001, a dla re = 3,4 w odstępach nawet co 0,0001. 
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W b r a k u t a b l i c w s p ó ł c z y n n i k ó w i n t e r p o l a c y j n y c h L a g r a n g e ' a można, 
w c e l u o b l i c z e n i a w a r t o ś c i f u n k c j i f(x) w d a n y m p u n k c i e p r z e d s t a w i ć 
w z ó r (10) w p o s t a c i 

(£ + w ) ( £ + W - : 2 ) ( | + rc-4)...(£-!i) 
(19) y-<P(^ ( _ 2 ) n w l x 

\ 0 / f + n \ l / £ + n - 2 \ 2 / f + n — 4 " W f — » _ T 

c z y l i d l a n p a r z y s t y c h w p o s t a c i 

( ^ - « 2 ) ( | 2 - ( n - 2 ) 2 ) ( | 2 - ( « - 4 ) 2 ) . . . ( | 2 - 2 2 ) | 
( 1 9 a ) y = 2^1 

x 
LW l + n \ l / f + w - 2 + \ 2 / f + n - 4 " • ^ \ » / f _ n J ' 

a d l a n n i e p a r z y s t y c h w p o s t a c i 

n o M ( l 2 - ^ ) ( f 2 - ( ^ - 2 ) 2 ) . . . ( ^ - 3 2 ) ( | 2 - l 2 ) 
( 1 9 b ) y = ~ 2 ^ ! X 

X 

P R Z Y K Ł A D 7. O b l i c z y ć w a r t o ś ć f u n k c j i f(x), okreś l one j w p r z y k ł a ­
d z i e 6, w p u n k c i e x=0 z a p o m o c ą w z o r u (19) . 

Z e w z o r u (9) o b l i c z a m y n a j p i e r w 

2 ( 0 - 0 , 2 ) 

^ — 0 ^ 5 - ~ 7 = = - 7 ' 8 ' 

nas tępnie £ 2 = 6 0 , 8 4 i w z ó r (19b) p r z y b i e r a p o s t a ć 

1 1 , 8 4 - 3 5 , 8 4 - 5 1 , 8 4 - 5 9 , 8 4 / 0 ,57926 0 ,75804 0 ,88493 
w = _ J !—: _ L _ ! (-7 J. 2 1 — f-

6 4 5 1 2 0 \ - 0 , 8 - 2 , 8 - 4 , 8 

0 , 9 5 5 4 3 0 ,98610 0 ,99653 0 , 9 9 9 3 1 0 ,99989 \ 
+ 3 5 3 5 -'- + 2 1 7 \ , n o + ' A • « 

- 6 , 8 - 8 , 8 - 1 0 , 8 — 1 2 , 8 - 1 4 , 8 / 

; * 2 , 0 4 0 4 9 6 ( 0 , 7 2 4 0 7 5 - 1 , 8 9 5 1 0 0 + 3 , 8 7 1 5 6 9 - 4 , 9 1 7 6 5 4 + 3 , 9 2 1 9 8 9 -

- 1 , 9 3 7 6 9 7 + 0 , 5 4 6 4 9 8 - 0 , 0 6 7 5 6 0 ) ^ 0 , 5 0 2 2 0 . 
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§ 2 3 . W z ó r i n t e r p o l a c y j n y N e w t o n a . P o d s t a w i a j ą c w z ó r (44) 
z r o z d z i a ł u I I d o w z o r u (7) n i n i e j s z e g o r ozdz ia łu i p r z y j m u j ą c h = Ax 
o t r z y m u j e m y 

Ay0 x - x 0 A2y0 (x-x0)(x-x1) 
(20) ^ 0 + _ — + _ ^ 

A3y0 (x—x0)(x-x1)(x-x2) Any0 (x-x0)(x-x1)---(x-xn_1) 
+ Ax3 3 ! + ••• + A x n n ] 

co m o ż n a r ó w n i e ż zap isać z a p o m o c ą w i e l o m i a n ó w c z y n n i k o w y c h 

Ay0 (x-x0p , A2y0 (x-x0f2> , ' A*y0 ( x - x o r 
(21) y=y0+— ——. + ą~ — (_...+ 

Ax 1 ! Ax~ 2 ! Ax nl 

W g r a n i c y , g d y Ax->0, o t r z y m u j e m y ze w z o r u (20) l u b (21) w z ó r T a y l o r a 
d l a w i e l o m i a n ó w . 

W z ó r (20) , j a k r ó w n i e ż (21) , n o s i n a z w ę wzoru, interpolacyjnego New-
tona. Z a s t o s u j e m y go do o b u g ł ó w n y c h z a g a d n i e ń i n t e r p o l a c y j n y c h . 

a) Poszukiwanie wielomianu interpolacyjnego. D u ż e k o r z y ś c i r a c h u n ­
k o w e m o ż n a os iągnąć w p r o w a d z a j ą c w e w z o r z e (20) w m i e j s c e x n o w ą 
zmienną f , okreś loną w z o r e m 

CO OOn 

(22) S = - n r -
Ax 

W t e d y 

(x—x0) (x—x1)(x—x2)...{x—xk_1) __ 

kl Aa? 

(x—x0)(x—x0 — Ax)(x—x0—2Ax)...(x—x0 — (k — 'l)Ax) 

kl Ax* 

e(t-i)(i-2),..(£-k+: 
kl 

i w z ó r interpolacyjny N e w t o n a p r z y b i e r a p o s t a ć 

(23) y = y 0 + A y 0 S + A*y0 (|) + A3 y0 (|) +... + Any0(*). 

P o s t a ć tę m o ż n a zap isać s y m b o l i c z n i e j a k o 

(24) y = (l + A)*y0. 

R o z w i j a j ą c b o w i e m (24) w e d ł u g w z o r u d w u m i e n n e g o N e w t o n a , t a k 
j a k b y ś m y t o u c z y n i l i , g d y b y A b y ł o s y m b o l e m l i c z b y , i u w z g l ę d n i a j ą c 
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t y l k o p i e r w s z e n + 1 w y r a z ó w , o t r z y m u j e m y f o r m a l n i e w z ó r (23). W z ó r 
(23) j e s t u o g ó l n i e n i e m w z o r u (7) z r ozdz ia łu I I . 

M o ż n a w e w z o r z e - ( 2 3 ) u g r u p o w a ć w y r a z y p o d ł u g k o l e j n y c h po tęg 
z m i e n n e j £. M a m y w t e d y n a m o c y w z o r u ( K i ) z r ozdz ia łu I I 

(25) y = y 0 + ( A ^ 8 U A ^ ° s \ + . . . + A l f s : _ l ) i + 

IA2 y0 A3 y0 Any0 \ 
+ \~2T •~3i *•+•••+ - - r s"->)s + 

g d z i e <S"J, 8],... są l i c z b a m i S t i r l i n g a I r o d z a j u . 
Z e w z o r u (25) n a j w y g o d n i e j k o r z y s t a ć s p o r z ą d z a j ą c t a b e l k ę , w którą 

w p i s u j e się l i c z b y w e d ł u g n a s t ę p u j ą c e g o s c h e m a t u ( l i c z b y S t i r n n g a p o ­
d a n e są w t a b l i c y I I u m i e s z c z o n e j n a k o ń c u k s i ą ż k i ) : 

(26) 

• ' 1 

1 i * C • • • c 

AyB 

1! 

2! s\ 81 

A*yo 
3! 

81 SJ 

41 *. s a $ 

d"ya 

n! «:-» °n—0 •"* °o 

- 4 , ^ » 1, ••• An 

Mnożąc przez s i e b i e , zgodnie ze w z o r e m (25), kolumny p i e r w s z a 
i o z n a c z o n a przez i! o t r z y n i n j e m y współczynnik Aj do w z o r u ostatecz­
nego 

(27) ?/ = y 0 + ^ 1 f + A ^ 2 + . . . + ^ . „ r . 
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P R Z Y K Ł A D 8. Z n a l e ź ć z a p o m o c ą w z o r u (25) f u n k c j ę f(x) okreś loną 
w p r z y k ł a d z i e 6. 

S p o r z ą d z a m y t a b e l k ę r ó ż n i c 

X V 

0,2 0,57926 
I787S 

0,7 0,75804 - 5 1 8 9 
12689 - 4 5 0 

1,2 0,88493 - 5 6 3 9 2100 
7050 1656 - 1803 

1,7 0,95543 - 3 9 8 3 303 800 
3067 1959 - 1003 

2,2 0,98610 - 2 0 2 4 — 700 989 
1043 1259 - 1 4 

2,7 0,99653 — 765 — 714 
278 545 

3,2 0,99931 - 2 2 0 
58 

3.7 [ 0.99989 

B ó ż n i c e p o d k r e ś l o n e b i e r z e m y d o d a l s z e g o r a c h u n k u . S p o r z ą d z a m y 
t e r a z ( s t r . 74) t a b e l k ę (26) b i o r ą c l i c z b y S t i r l i n g a z t a b l i c y T I . Z a t e m 
z g o d n i e z (27) 

y ^ 0 , 5 7 9 2 6 + 0 , 1 9 3 2 9 1 , ? - 0 ,0041471£ 2 - 0 ,01316475£ 3 + 

+ 0 , 0 0 3 0 4 8 8 . 1 9 £ 4 - 0 , 0 0 0 2 5 1 2 9 1 7 f 5 + 0 , 0 0 0 0 0 3 2 3 6 1 1 1 6 + 

+ 0 , 0 0 0 0 0 0 3 7 5 0 0 0 £ 7 , 

g d z i e w e d ł u g (22) 

a ; - 0 , 2 
£ = . * = 2 a » - 0,4 = 1 0 ( 0 , 2 0 — 0,04) . 

0,5 

O s t a t e c z n i e 

y =« 0 , 5 7 9 2 6 + . 1 , 9 3 2 9 1 ( 0 , 2 * - 0 , 0 4 ) - 0 ,41471 ( 0 , 2 * - 0 ,04)" -

- 1 3 , 1 6 4 7 5 ( 0 , 2 * - 0 , 0 4 ) 3 + 3 0 , 4 8 8 1 9 ( 0 , 2 * - 0 , 0 4 ) * -

- 2 5 , 1 2 9 1 7 ( 0 , 2 * - 0 , 0 4 ) 5 + 3 , 2 3 6 1 1 ( 0 , 2 * - 0 , 0 4 ) 6 + 3 , 7 5 0 0 0 ( 0 , 2 * - 0 , 0 4 ) 7 . 

b) Poszukiwanie wartości wielomianu interpolacyjnego w danym 
punkcie. A b y o b l i c z y ć w a r t o ś ć w i e l o m i a n u i n t e r p o l a c y j n e g o / (* ) w d a ­
n y m p u n k c i e * = * , n a j w y g o d n i e j p o s r a ż y ć się w z o r e m (23) . M i a n o w i c i e 
w e d ł u g (22) o b l i c z a m y w a r t o ś ć f o d p o w i a d a j ą c ą war toś c i * = * , n a s t ę p ­
n i e z d a n y c h war tośc i f u n k c j i / (* ) s p o r z ą d z a m y t a b e l k ę r ó ż n i c i w r e s z c i e 
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w y g o d n i e o b l i c z a m y w a r t o ś ć y o d p o w i a d a j ą c ą d a n e m u £ ze w z o r u (23) , 

jeżel i z n a m y w s p ó ł c z y n n i k i j^j d l a & = l , 2 , . , . , n . 

E a c h u n e k p r z e b i e g a n a j w y g o d n i e j , g d y d y s p o n u j e m y t a b l i c a m i 

w s p ó ł c z y n n i k ó w T a b l i c e t a k i e są z n a n e i c zęs to u ż y w a n e . W t a ­

b l i c y V n a k o ń c u książki p o d a n o w a r t o ś c i w s p ó ł c z y n n i k ó w ( 'l \ d l a | = 0, 
(i) 

0 , 0 1 , 0 ,02 , 1,00 i fc = l , 2 , 3 , 4 , r > . Jeśl i £ j e s t l i czbą natura lną , w s p ó ł ­

c z y n n i k i o d c z y t u j e m y w t a b l i c y I V ; j e ś b 1 = 0 , t o = 0 . D l a £ 

c a ł k o w i t y c h u j e m n y c h w s p ó ł c z y n n i k i | * j n a j w y g o d n i e j o b l i c z a ć z o c z y ­

w i s t e g o w z o r u 

g d z i e |^ * o d c z y t u j e m y w t a b h c y I V . D l a » K £ < M + 1 , g d z i e m 

j e s t l i czbą c a ł k o w i t ą , w s p ó ł c z y n n i k i ( ^ n a j w y g o d n i e j o b l i c z a ć ze w z o r u 

(29) m 

( w, \ 
^ .1 o d c z y t u j e m y w t a b l i c y I V , g d y 

m > 0 , n a t o m i a s t d l a w t < 0 o b l i c z a m y z a p o m o c ą w z o r u (28) . W p r z y p a d k u 

g d y m = 0 , n i e k o r z y s t a m y ze w z o r u (29) , l e cz o d c z y t u j e m y w s p ó ł c z y n ­

n i k i ||j b e z p o ś r e d n i o w t a b l i c y V . W r e s z c i e A\spółczynniki w y s t ę ­

p u j ą c e w e w z o r z e (29) . o d c z y t u j e m y w t a b l i c y V . 

*) Wzór (29), prawdziwy również dla m niecałkowitych, można otrzymać mno­
żąc przez siebie szeregi absolutnie zbieżne dla |*|<1: 

1 0 * 1 ! ( : ) - • 
a następnie porównując współczynniki przy jednakowych potęgach z w o t r z y m a n y m 
iloczynie i w szeregu 

(1 + * ) « = ( 1 - 2\Ą z'. 
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W z ó r (29) d l a m = l , 2 , 3 , 4 , 5 d a j e 

1 + 1 
k 

(30) 

\ k j \ f t - 2 fc-1 
•+-21, . ' J + 

f + 3 

| + 4 ' 
Si 

1 + 5 
k 

i / + 3 U - 2 + 3 \ * 

i . )+«( ł i j+»( ł i , )+»( ł I , )+»(»i i )+: (J 

{ 1+4 

P R Z Y K Ł A D 9 . F u n k c j a . ' /=/(#) p r z y b i e r a w p u n k t a c h T C / 3 6 , 3. -^/30, 

5 » / 3 6 , 7 » / 3 6 , 9TT /36 w a r t o ś c i 0 , 0 8 7 1 5 6 , 0 , 2 5 8 8 1 9 , 0 , 4 2 2 6 1 8 , 0 , 5 7 3 5 7 6 , 

0 , 7 0 7 1 0 7 . O b l i c z y ć w a r t o ś ć f u n k c j i f(x) d l a 3 7 = 0 , 1 0 5 7 1 , z a k ł a d a j ą c , że 
f(x) j e s t w i e l o m i a n e m s t o p n i a co n a j w y ż e j c z w a r t e g o . 

S p o r z ą d z a m y p r z e d e w s z y s t k i m t a b e l k ę r ó ż n i c 

X 

n 
0,087156 

36 
0,087156 

371 
0,268819 

] 
36 

0,268819 

] 
5 71 

0,422618 
36 

0,422618 

In 
0,573576 

36 
0,573576 

9 71 
36 

0,707107 

171663 

163790 

150958 

133531 

- 7 8 6 4 

1 284 I 

1742: 

•4977 

4586 

391 

P r z y z a p i s i e r ó ż n i c n i e u w z g l ę d n i l i ś m y d l a u p r o s z c z e n i a p o ł o ż e n i a p r z e ­
c i n k a . 

W p r o w a d z a m y t e r a z n o w ą z m i e n n ą z g o d n i e z ( 22 ) 

71 
00 — 

3 6 x 
£ = — = 1 8 - 0 , 5 . 

2n Ti 
3 6 

file:///ft-2


§ 23. Wzór interpolacyjny Newtona 

D l a a>=0,1057i j e s t f = 1 8 « 0 , 1 0 5 — 0 , 5 = 1 , 3 9 . W z ó r (23) p r z y b i e r a pos tać 

(31) y * 0 ,087150 + 0 ,171003 • 1 , 3 9 -

- 0 , 0 0 7 S ( i l ( l ,| 9j - 0 ,004977 j 1 '! 9) + 0 , 0 0 0 3 0 1 \}^\. 

/1»39\ / 0,3^9 \ /0 ,39\ . . . , . 
N a m o c y w z o r u (30) j e s t ' ) = L ! _ i ) " ! " ( \ ) ' s k * d ( t a b l i c a N > 

(1 f9) * 0,&9 - 0 , 1 3 8 9 5 = 0 , 2 7 1 0 5 . 

« - 0 ,11895 + 0 ,00384 = - 0 , 0 5 5 1 1 , 
1,39 

3 

i .:;<> 
4 

: 0 , 0 6 3 8 4 — 0 , 0 4 1 6 5 = 0 , 0 2 2 1 9 . 

P o d s t a w i a j ą c t e war toś c i d o w z o r u (31) o t r z y m u j e m y 

yos 0 , 3 2 3 9 2 . 

U w a g a . Jak łatwo zauważyć, powyższy sposób rozwiązania jest na ogól dłuż­
szy, niż poprzednio opisany oparty na współczynnikach Lagrange'a. Jeśli jednak 
różnice funkcji f(x) są znane i nie trzeba ich obliczać, to rozwiązanie powyższe znacz­
nie się skraca. Ponadto użycie wzoru Newtona daje jedną bardzo poważną korzyść, 
której nie m a m y Stosując wzór Lagrange 'a : jeśli zachodzi konieczność dodania jesz­
cze jednego lub więcej punktów, w których wartość funkcji f(x) jest dana i funkcja 
f(x) ma być wielomianem wyższego niż poprzednio stopnia, to rachunek wzorem 
Lagrange'a trzeba wykonywać od nowa, natomiast stosując wzór Newtona wyrazy 
już znalezione pozostawiamy nadal , a tylko dodajemy do nich wyrazy nowe rzędu 
wyższego. W ten sposób zaoszczędzamy dużo rachunków. 

$24. W z ó r i n t e r p o l a c y j n y N e w t o n a z różnicami w s t e c z n y m i . 
P o n i e w a ż — j a k t o w y n i k a ze s p o s o b u w y p r o w a d z e n i a - w z ó r (7) n i e 
w y m a g a u s t a l e n i a k o l e j n o ś c i p u n k t ó w x 0 1 x l , x i , . . . , x n , w i ę c m o ż n a go 
w y p r o w a d z i ć w r y c h o d z ą c w e w z o r z e (6) z i l o r a z u r ó ż n i c o w e g o 
\xxnxu__l...x0]. W t e d y w z ó r (7) p r z y b i e r z e p o s t a ć 

(32) y = [xn] + [xn xn_,] (x— xn) + [xn xn,i x„_2J (x - xn) (x - xn_,) + ... + 

+ [xnxn_,xn_2...x0]{x~xn)(x-x„ l)(x—xn 2)...(x-x1). 

P o n i e w a ż — j a k t o w y n i k a ze w z o r u (43) w r o z d z i a l e I I — w a r t o ś ć i l o ­
r a z u r ó ż n i c o w e g o n i e za leży o d k o l e j n o ś c i p u n k t ó w , n a k t ó r y c h został 
o b l i c z o n y , w i ę c w z ó r (32) m o ż n a nap i sać w p o s t a c i 

(32a ) y = O J + [xn_, xn] (x - xn) + [xn xn _1xn](x-xn) (x-xH±sj+... + 

+ [x0 x1 x 2 . . . xn] (x - xn) (x - xn .,)... (x - x,). 


