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§ 17. Wstep. Interpolacjq nazywamy postepowanie prowadzgce do
znalezienia wartodei jakiej§ funkeji f(z) w dowolnym punkcie przedzialu
(@,,), na podstawie znanych wartodei tej funkeji w punktach »=ua,,
Xyy.000@, (zakladamy, ze z,<:<...<w,). Postepowanie prowadzace
do znalezienia wartogei funkeji f(z) w punkeie lezgeym poza przedzialem
(wy,,) nazywamy ekstrapolacjq.

Interpolacje lub ekstrapolacje stosujemy najezesdciej w nastepuja-
cych dwéch przypadkach:

1. Gdy nie znamy samej funkeji f(x), a tylko jej wartosci w pewnych
punktach. Tak przewaznie bywa w naukach dos$wiadezalnych.

2. Gdy obliczenie wartodei jakiej$ funkeji F(z) bezposrednio z okre-
flajacego ja wzoru nastrecza zbyt duze trudnosei rachunkowe (np. gdy
F(x)=loge, sine itp.). Wtedy funkcje te zastepujemy prostszg funkcjp
f(xz), o ktérej zakladamy, ze w punktach z=gx,,z,...,2, ma te same
wartosei, co funkecja y=F (z).

W obu przypadkach zakladamy z reguly, ze funkcja f(2) jest pewnej
prostej postaci, najezeseiej, ze jest wielomianem mozliwie niskiego stopnia,
albo funkeja wymierng, ktérej licznik i mianownik sg wielomianami tego
samego, lecz mozliwie niskiego stopnia, albo tez, ze jest wielomianem try-
gonometryeznym lub funkejg wymierng  typu trygonometrycznego mo-
zliwie prostego ksztaltu.

W pierwszym przypadku poprawnosé¢ zalozen co do postaci funkeji
f(z) sprawdzamy na drodze doswiadezalnej; mianowicie sprawdzamy,
czy wartoscei tej funkeji obliczone metodg interpolacji pokrywaja sie
z do$wiadezeniem.

W drugim przypadku poprawnosé zalozen co do postaci funkeji f(w)
sprawdzamy na gruncie teorii aproksymacji, o ktérej bedzie mowa w roz-
dziale nastepnym.

W obu przypadkach metoda interpolacyjna jest ta sama. Poniewaz
do ekstrapolacji shuzg na ogét te same wzory co do interpolacji, bedziemy
wiee moéwili jedynie o interpolacji.
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Wyréznimy dwa gléwne zagadnienia interpolacyjne:

1. Poszukiwanie funkecji y=f(x) okreflonego typu, ktéra w danych
punktach @=xy,o,,...,x, przybiera z goéry dane wartosci Y,,¥iy...,Yn-

2. Obliczenie wartosei funkeji f(2) okreflonego typu w danym punk-
cie =7, gdy funkcja f(x) dana jest jedynie przez swe wartosei ¥y, %y« ¥n
w punktach z,,2,...,2,.

Tak na przyklad w przypadku interpolacji wielomianami mozliwie
nigkiego stopnia pierwsze zagadnienie sprowadza sie do obliczenia wspél-
czynnikéw wielomianu

y=1(@)= g+ a0+ ...+ a,a",

o ktorym wiadomo, ze w punktach x=ua,,x,,...,2, przybiera wartodci
YosYys---3Yns @ drugie zagadnienie do obliczenia jednej tylko wartodei:
f(%). Zagadnienie drugie mozZna oczywiscie sprowadzié do pierwszego:
najpierw znajdujemy funkeje f(x), a potem podstawiamy xz=z, ale jest
to metoda okrezna. Jezeli nie zalezy nam na znalezieniu samej funkeji
f(z), a jedynie na obliczeniu wartosci f(¥), to mozemy w tym celu nzy-
waé specjalnych metod.

Przede wszystkim zajmiemy si¢ interpolacja wielomianami.

Wielomian stopnia co najwyzej n, ktéry w punktach z,,2,,...,2,
(@y< ;< ... <@,) przybiera dane z géry wartosci ¥,,%;y...,¥n, Nazywaé
bedziemy wielomianem interpolacyjnym.

§ 18. Wzo6r interpolacyjny Lagrange’a. Udowodnimy najpierw
nastepujace twierdzenie:

TwierRDZENIE 1. Istnieje dokladnic jeden wielomian interpolacyjny,
ktory w punktach &y, @y, ..., &, (@<, <...<wx,) praybiera wartosci Yoy, ..., Y,-

Dowdéd. Wielomian

(o2 ..o
(@y— @) (g — &y) ... (Ty— @,,)

(1) y=Ff(@)=1y,

_+_.

ok (@— ) (@ —,)...(2—2,)

(@ — ) (@0 — @) . ... (28— @) g

(B— @)oo (@ — @, o) (@— @)
+y“ l{mn_l:‘_c:j_ (‘T’!ﬂ,  fee n 2)("31; 1 B ﬂ) +

&— r— &— T, )

, e R ol [C 800
i (wn"_xn) (.‘1‘ it 2)(..""‘: — &y 1)
]est ~wielomianem co najwyzej stopnia » takim, Ze

f (@)= Yo, f(@)=n, ceey f(@n) = Yn.

Py B
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Gdyby istnial jeszeze inny wielomian g(x) stopnia co najwyzej » taki, ze

9(@)=Yo, g@)=w, .oy G@)=Y,,
to wielomian R (x)= f(x#)—g¢(x) bylby wielomianem stopnia co najwyzej n
i takim, ze

B(s) =0\ E{n)=0, R(2,)=0.

R(x) bylby zatem wielomianem stopnia co najwyzej n posiadajgeym
n-+ 1 pierwiastkow: x,,y,...,2,, musialby zatem by¢ tozsamosciowo
rowny zeru. X

Wynika stad, ze f(x)=g(x), co oznacza, ze f(x) jest jedynym wielo-
mianem o zadanych wlasnoseciach.

Wzor (1) nazywamy wzorem interpolacyjnym Lagrange’a. Moze on
sthuzyé do rozwigzywania zaroéwno pierwszego, jak i drugiego zagadnienia
interpolacyjnego, sformulowanego w § 17.

PrRzYKLAD 1. Znalez¢ wielomian interpolacyjny, ktéry w punk-
tach @=—2,1,2,4 przybiera wartosei y=4,2,—1,10, Stosujemy wzor
interpolacyjny Lagrange’a

2) o 1 {55—])(-'3— “)(I—-“ 5 (@1 2)(z— 2)(x—4)

. ' —1)(—2-2)(—2—4) '~ (14+2)1-2)1—4)
@+2@=1@—14) @E+2)E-1E=2)
(2+2)(2—-1)(2—4) (4+2)(4—1)(4—2)

41 83 14 1"’" %)

== — o+ —.

2 72 36 9
PrzZYKLAD 2. Obliczy¢ wartosé¢ funkeji f(x) dla a= —1, jezeli wia-

domo, ze f(—2)=4, f(1)=2, f(2)=—1, f(4)=10. Tak postawione za-
gadnienie ma nieskonezenie wiele rozwigzan. Moze jednak staé sie roz-
wigzalne jednoznacznie, jezeli uczynimy pewne zalozenia co do ksztaltu
funkeji f(@). Zazgdajmy na przyklad, aby funkeja f(z) byla wielomianem
co najwyzej ftrzeciego stopnia. Wtedy zagadnienie ma na podstawie
twierdzenia 1 dokladnie jedno rozwigzanie. Rozwigzanie to mozna uzy-
skaé albo znajdujge najpierw wielomian interpolacyjny (2), a potem pod-
stawiajge @= —1, co daje f(—1)=95/12, albo stosujgc bezposrednio wzoér
interpolacyjny Lagrange’a

(FA=d 721 4))) L T L S i A
(—2—1)(—2—2)(—2—4) (142)(1—2)(1—4)

b st o 1}(—1 4 Lq ok 1) (A= (R T2y Tob

(242)2—1)(2— (4+2)(4—-1)(4—2) 12’

f(—1)=4
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§ 19. Metoda Aitkena. Wzér interpolacyjny Lagrange’a (1) mozna
otrzymadé metodg iteracji. Niech W;;(x) oznacza wielomian stopnia pierw-
szego, ktéry w punktach @; i @; (25 ;) przybiera wartodei y; i ;.

Mamy na podstawie wzoru (1)

Wole) = r— x; £l r—
f ) = . - - -
if Y; @ — o Y; @ — H
czyli , o
T— & Yi

g o—2 ?f-‘

(3) W, (@)= S LAY
@ —

Niech W (#) oznacza wielomian stopnia drugiego, ktéry w trzech rdz-
nych punktach ;,x;,u, przybiera wartosei w;,y;,y.. Na podstawie
wzoru (1) mamy

: (@ — @;) (@ — @) (@ — @) (2 — @) (20— ;) (@ — ;)
Wi (@)= 1. Y :
GelZI =3, (0, — @y) (@ — a3, i (@ — ;) (0 — @) * (@ — ;) (ay, — ;)
skad
(@ — @) (@ —ay) | (@ — ;) — (@ — ;)] 9
Wi (@) = VIR AN\ TSRO
i (0 — ;) (0 — @) (@, — 7)
_ (@— @) (@ — o) (@ — @) Yy — (0 — @) (@ — ) (@ — @) Yy fl
(25— @) (), — @)@ — ;)
L E—a)@—a)|o—a)g—(o—ady]
(@) — ;) (@, — ;) (0, — @)
(o) (@ —ay) (0 —ag) y;— (@ — @) 3] _
(0 — i) (@ — @) (@p — )
o 1 ( r—o; (2—uw ?)'ii_‘f_‘?k &— @ yi)=
G— @ \ Gp— G (T Y| a— | BT Yy
= oz (O @ Wa@)— o)Wy @),
czyli

w—a; Wy(@)

W)= 12— % Hadly

@), — @;
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Ogoélnie: Jezeli W,, .., ., (#) oznacza wielomian, ktory w punktach
Ty, y Tppyye+ -3 Ty, DrZYbiera wartosei ¥, ,¥m,s.-3¥m,, 0 mozna wykazaé
(dowéd pomijamy), ze
e—a, Wo gz (@)
|$_mm WOI..;R‘—_I,m(m)J
Ly — T, :
Ze wzoru (4) obliczamy kolejno wielomiany

Wa(@), W), ..., We(2),
Waa(®), Wos(@)y, Woa(®)y ..oy Wonlx),
Wores (@), Worea(@)y ..oy Wopa ().

Ostatni z nich jest szukanym wielomianem (1).

Wygodnie jest oblicza¢ kolejne wielomiany podiug nastepujacego
schematu: :

(4) u;lllﬂ...k- l,k,:r:.(‘n) =

T | o—2 | Y, | Wo(a) ! Woxe (@) Wogae ()
| | -
| |
|
Ly | &—Xo| Yo
|
ix_xo Yo,
Ty | T—Ty|Ya| B2 Y
Woilw) = 0y —q
1o N R | ki
|2—q Yol z—2 W
Wy | & — Lol Yy iw—a:z Yal| lx—2, Waa
Woslz)="—"—""| Wonlw)=" 1
Ty — Ty Ty — Iy
| |
l-”ﬂ-'i’-'-n Yo T—T, Wln| @ — 2y Wors
Ly | & — T Ys - !m_xs Ya T —y Wo;h &&—Ty Wn“
Wos(z) = W Woxs (@) = g — :l"x— Woras(2) = x‘_'_a;‘ :

Wielomian (4)t(k=0,1,...; m=k-+1,k+2,...) znajdujemy formujac wy-
znacznik z wyrazéw znajdujgcych sie w kolumnach drugiej i (k--3)-ej
oraz w wierszach k-tym i m-tym. W schemacie polozenie uwzglednianych
wyrazow jest takie samo, jak w wyznaczniku.

Opisana metoda nosi nazwe metody interpolacyjnej Aitkena.
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PrRzZYKEAD 3. Rozwigzemy zadanie z przykladu 2 metodg Aitkena.
Posluzymy sie¢ schematem (5):

&y €T @, ”[
|
2 | 1 4
|
1 4
-2 2 10 g
I 23 159
1+2 3
|- L2 L= iy
| =3 10
2= |
1 4] | i |
| | ) [
o G ] 4 9
2 3| I ol I ; S eyl
' 242 4 Sor=] 2
| 4 9
5 10 3
1 4 3 50
| 5 10| = bLbaIT E20 5 3 05
4 — D 10 e e J e bt | 3 SRR
4+2 41 9 4—2 12
L ]

Po nabyeciu wprawy mozna w schemacie (5) nie wypisywaé wyznacz-
nikéw.

PrzYKLAD 4. Funkeja f(x), o ktérej zakladamy, ze jest wielomianem
co 'najwyzej czwartego stopnia, ma w punktach 2,135 2,137 2,142 2,143
2,151 wartodei 6,010 6,038 6,075 6,090 6,169. Obliczyé wartosé tej funkeji
w punkeie x=2,140.

Postuzymy si¢ metoda Aitkena, lecz w schemacie (5) nie bedziemy
wypisywali wyznacznikéw. Obliczenia wykonujemy z dokladnoseig sza-
cowang wedlug regul podanych w rozdziale I.

ol | oy Y i !

2135 | 0,005 | 6,010 | | | |

2,137 | 0,003 | 6,038 [6,08040 |

2,142 | —0,002 ' 6,075 |6,056-0,0005/6,066--0,0007|

2,143 0,003 | 6,090 6,06040  |6,0704£0 |6,0580,0024

2051 | —0,011 | 6,160 |6,060--0,0004/6,076--0,0006/6,06440,0013 6,056 40,0041
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§ 20. Metoda ilorazéw réznicowych. Wzor interpolacyjny New-
tona z ilorazami réznicowymi. Wielomian (1) mozna réwniez znalezé
za pomocg ilorazow roznicowych.

Na podstawie definicji ilorazu réznicowego (wzor (42), str. 56)

[wxgayy...wy ] — [Zo@y@y... 2, |

(6) [Baga, @y, .. 2, ]= §
2— 1,

Poniewaz zakladamy, ze funkeja f(x) jest wielomianem co najwyzej
stopnia. n, wiee na podstawie twierdzenia 3 z rozdzialu 11 jest

[ayeym, .. oy =0;

czyli
[wXgwy ... o] — [y 2,... 2, 4]
[ @ Ty Ty ] = [X20 0, Ty ] = te :
T—2x,_,
Stad

(ot @y oy ] (@ — 0, o)A [Rg 0y 2y .0, ] =

[y o @y ] — [Ty @i s By ol

- |:J"T(I'rl e J'" -2 ] = 2 el .
T— T,

Postepujace dalej analogicznie dochodzimy do wzorn
(7)) y=1[wg ]+ [wyy ] (& — g) +[wgryry | (€ — @) (& — ¥y) 4. . .+
A [B 2y @ o D] (B — Tp) (@ — 2) (@ — @) .. (20— 2,y ),
ktory nosi nazwe wzorw interpolacyjnego Newlona z ilorazami réinicowymi.
PrzYKLAD 5. Rozwigzmy zadanie podane w przykladzie 2 za po-
mocy wzoru (7). Przede wszystkim sporzgdzamy tabele ilorazow rézni-
cowych szukanego wielomianu

Ty Y
2 1
| 2/3
1) 2 7/12
! —3 41/72
2 ) 1 17/6
11/2
4 | 10
Mamy dalej 2 —a,=1, e—&;=—2, *—x,=—3. Zatem
1—4+( 2)‘*( ?)H 2+ 1(=2)(~9)= o2
Mt 3 1o) =5 g S i

Metody numeryezne | graficzne — 5
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§ 21. Interpolacja wielomianami przy rownych odstepach. Niech
(8) o=y tide=xy+h,  1=0,1,...,n,

gdzie Az =h jest staly dodatnig. W przypadku takim, spotykanym w prak-
tyce najezesciej, metody interpolacyjne mozna uproscié. Dlatego interpola-
cje wielomianami przy réwnych odstepach rozwazymy szczegélowo, pomi-
mo ze oméwione metody interpolacyjne sa ogélne i dajg sie stosowaé nie-
zaleznie od tego, czy punkty polozone sg w réwnych odstepach, czy nie.

§ 22. Metody oparte na wzorze Lagrange’a. a) Poszulkiwanie

wielomianu interpolacyjnego. Duze korzysei rachunkowe mozna osiggngé
wprowadzajac w miejsce zmiennej @ zmienng

(9) §=2(x—a,)[h—n.
Gdy x=a,,2),...,%,, Wtedy &=—n,2—n,4—n,...,n—2,n.
Wzér interpolacyjny Lagrange’a (1) przybierze wtedy postac

(10) ?/=f(éf-)=f(ﬂ?n+ E—"gi ?i‘) =g (&)=

E+n Etn E4n
e

— Yo = 7 - -+
d =) ]

EtnféE4+n Etm E4-m |
s —3)( +s)

: D)2 (=ET)

E’*"‘n (:E+-Jf._'1)(t_—{___n 2) . (i__-‘l__ﬂ_n _!-1)

.
2 2

Y nn—1)(n—2) ... 1
-5 I()(: n— 2)(E+n—4)(E+ n— 6)...(§—n)—
BT N el ; IR

~.!f1('i)($-|-ﬂ-)(£—|- n—4)(§4+n—6)...(E—n)+

4-.?;3(2)(5+n)(§+-n—?;){é:-i--n-—ﬂ)...(éw-n,)—...-l-

H— Y :( )(E+~)(E+n—") (§—n+4)(E—n)+

+(—1)*y, (2)(E+ n)(E+ n—2)...(E—n+4)(E—n+ 2)],

.
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ktérg mozna uporzgdkowaé wedlug kolejnych potfeg &
(11) y=@(&) =AML AMELAPME ...+ AP &,

Niech teraz dana bedzie liczba naturalna

(0
|—; dla. =n  parzystych,

(12) ; Gl O i 1
— dla n  nieparzystych.

Niech dalej

1
(13): A = — B  (i=0,1,...,n)

2" n! : :
oraz
'."Ifn: Yo+ YUny 1=V17t Yn-1s -+ .“.)“r': YitYn-is Ym=Ymt+ Ynoms

(14)

Yo= y(l = .’)"ns .;;"I == .”n 1y vy Y=Y Yn 4 !-’fri:;’l!il—;lfrt -1 *
Wtedy wspolezynniki By, B,...,B"™ ze wzoru (13) mozna na podsta-
wie (10), (11) i (13) przedstawié¢ w postaci

O Yo+ OF Yo 4.+ 0 y,, dla i parzystych,

(15) ;gt_}l]: 0@ ql
oW yo+ O yy+4...+C™ y,.  dla i nieparzystych,

gdzie O, 00, ....C" sa juz liezbami calkowitymi. Liczby te nazywad
bedziemy wspdolezynnikami interpolacyjnymi 1 rodzaju. W tablicy TITT
umieszezonej na koneu ksigzki podane sg wspolezynniki interpolacyjne
I rodzaju dia n=1,2,...,7. Wspolezynnik € lezy w tabelce odpowia-

-+
dajacej danej wartosei n w wierszu oznaczonym przez y; albo y; i w ko-
lumnie oznaczonej przez &'. Uklad taki pozwala z latwoseiag obliezyé
kazdy ze wspolezynnikéw B przez pomnozenie odpowiednich dwéch
kolnmn wedlug wzorn (15).
Kolejno&é postepowania jest mnastepujaca: najpierw obliczamy
+

YosYosYasYrse.. 76 wzoru (14), nastepnie — wspoélezynniki B, postu-
gujac sie wzorem (15) i tablicg’ IIT. Majae wspélezynniki B{",B™,..., B{"
obliczamy ze wzorn (13) wspolezynniki AM™, A(™ .. AM | Wyplsu]emv
wielomian (11).

)
Gdyby zamiast (9) uzyé¢ prostszego podstawienia E— ----- , nie

mozna by skorzystaé z podstawien (14) i liczba skladnikéw w sumach (15)
wzroslaby dwukrotnie. Podstawienie (9) zapewnia symetrie wzoru (10).

5
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Wielomian
(16)

mozna znalezé za pomoca wzoru

(@)= ay+ ayx+ a2 ...+

(17) ay=o | 2

jednak w przewazajgcej czesci zastosowan wystarcza znajomosé wielo-
mianu ¢ (&), okreslonego wzorem (11).

PRzZYKLAD 6. Funkeja y—f(r) dana jest nastepujgcg tabelky:

i 0 | 2 3 4‘3 6 7

7| 1,2 1,7 2,2 | 2,7 3,2 3,7

i, 0,57926  0,75804 | 0,88493 | 0,95543 (I.Emlilﬂ‘|l.99(i53 0,99931  0,99989
Znalezé funkceje f(x) zakladajae, ze jest wielomianem stopnia < 7.
Funkeje f(x) znajdziemy w postaci (17), gdzie n=7, a Ade=a;,— x,=

2(x— 0,2

=& — My =...=—x,=0,b. Ze wzoru (9) mamy &= 0.5 — T =
=42—7,8, a ze wzoru (12) m=3. Sporzadzamy teraz na podstawie
wzorow (14) i tablicy ITI nastepujaca tabelke:
;:, MR Bl ] e
| |
1,57915 1575 1813 245 7
1,75735 15435 - 17465 2065 -35
1,88146 LTS 81837 4725 | 63
1,94153 385875 -~ 66185 2005 35
(628623,75 2356,2398 I 7.7178500 0,12523000
y £ & & [
”_.—_0’42llii:! i i 225 - 2;1 SRRy 3-5- 1
0,24127 — 3087 3493 F 413 7
—0,11160 25725 | — 27279 1575 -21 .
—0,03067 — 385875 66185 2005 35
O614,0350 280,62051 1L,L7511900 0,0018%00000
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Powstala ona z tabelki podanej dla n=7 w tablicy TII przez podstawie-
nie wartosei 7;;0,;}1,;}2,*3;3,@0,__'&[,3}2,@3 obliczonych wedlug wzoru (14).
W ostatnim wierszu zostaly ponadto wypisane wspoélezynniki Bf”,B{,
BM, B, BY,BY,BY,BY obliczone wedlug wzorn (15). Dzielage je
przez 2"n!=27-7!=645120 otrzymujemy na mocy wzoru (13) wsp6l-
czynniki A", A(",..., A7, Po wstawieniu tych ostatnich do wzorn (11)
otrzymujemy

¢ (&)~0,974429 1 0,0149027& —0,00365241 & +0,000435004 & —
—0,0000119634 &* —0,00000271452&° -
-40,000000194119£°+0,00000000292969 £7,
Podstawiamy nastepnie, zgodnie ze wzorem (17),
=42 —7,8=10(0,42—0,78)
i otrzymujemy ostatecznie
f(2)~0,974429 +0,149027 (0,42 —0,78) —
—0,365241 (0,42 —0,78)* -+ 0,435004 (0,42 —0,78)* —
—0,119634 (0,42—0,78)* —0,271452 (0,42 —0,78)° -
4-0,194119 (0,42 —0,78)° -+ 0,029297 (0,42 —0,78)".

b) Poszukiwanie wartosei wielomianu interpolacyjnego w  danym
punkeie. Jak juz o tym byla mowa, wartosé wielomianu interpo-
lacyjnego f(x) w danym z géry punkecie =7z mozna obliczyé znajdujge
najpierw wielomian f(«) (na przyklad metodg opisang w poprzednim pa-
ragrafie) i podstawiajac nastepnie x=za. Jesli jednak nie zalezy nam na
znalezieniu samego wielomianu f(x), a jedynie na obliczeniu liczby f(z), to
rachunek prowadzimy w znacznie prostszy sposob. Mianowicie piszemy
wzér (10) w postaci

(18) y=IL{M"(&)yo+ I () yy+. .. + L (E) Y,

i korzystamy z tablic wspolezynnikow I (£), i=0,1,...,n, ktére no-
§zg nazwe wspolezynnikéw interpolacyjnych Lagrange’a'). Obliczenie war-
tosei f(¥) sprowadza si¢ wtedy do obliczenia za pomoeg wzoru (9) war-
tosei zmiennej & dla #==7, odezytania przy danym n i & wspélezynnikéw
w tablicach i obliczenia y wedlug wzorn (18).

1) Wydano doié duzo tablic wspilezynnikéw Lagrange’a. Najwiekszym wydaw-
nictwem w tej dziedzinie jest: New York W. P. A. (Work Projects Administration),
Tables of Lagrangian Interpolation Coefficients, New York, Columbia University
Press, 1944, W tablicach tych podane sa z dokladnosein do 10 miejse dziesigtnych
wapélezynniki Lagrange'a dla n=3,4,..., 10 i wartosei zmiennej & w odstepach
co 0,001, a dla n=3,4 w odstepach nawet co 0,0001,



70 ITI. Interpolacja

W braku tablic wspélezynnikow interpolacyjnych Lagrange’as mozna
w celu obliczenia wartosei funkeji f(x#) w danym punkeie przedstawié
wzor (10) w postaeci

.__) el |
(19) ;*f:‘}f($)=($+”)(f+j’ )(‘:1*_’:__;4_} k H:l .
(—2)"n!

I(H) Yo q(w' " _,__('n-) Yo _,(#1),,(”) ff,t]
1o/ E+n 1)5+n~—2 SR B Tl LD n E—nl’

czyli dla n parzystych w postaci

(8 — ) (8 —(n—2)%) (8 —(n—1)) .. (E—2)E _

2" n!

(N % (7 o (u.' Ys -u,) Yo ]
[((l) +n ( )5+'n—v2+ ‘2)5—}-11—4 "'+(‘n E_m |’

a dla n nieparzystych w postaci

(192) y=

(E —n )(f,t —(n—z}) {52-_33)_(53_15 i

2% p !

x[ (w.) Yo +(-u.) U (n) s ' 1(13) Un J
N0 e4n "\YEtn—2 \2/Etn—a 1 E—n

PrzZYKEAD 7. Obliczyé wartosé funkeji f(@), okreslonej w przykla-
dzie 6, w punkcie #=0 za pomoca wzoru (19).
Ze wzoru (9) obliczamy najpierw

({9 —

2(0—0,2
0,5

1=—1,8,

=
=,
e

nastepnie & —=60,84 i wzoér (19b) przybiera postaé

11,84-35,84-51,84-59,84 [  0,57926 _ 0,75804 0,88493
= —_ +7 e
645120 (e Vg —4,8

.I 3;) —_—— o TE—EL T

005543 098610 099633 _0,99931 099980)
— 6.3 R (T T Y7 R S

~2,040496 (0,724075 —1,895100 - 3,871569 —4,917654 + 3,921989 —
—1,937697 +0,546498 —0,067560) ~0,50220.
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§ 25. Wzor interpolacyjny Newtona.. Podstawiajae wzor (44)
z rozdzialu IT do wzoru (7) niniejszego rozdziatu i przyjmujge h=Ax
otrzymujemy

Ay w—my Ay (@) (2=
(30} g ol T I et

Az 1! Aa® 21 '
; —l‘_f/u - (2—zy) (2 —,) (& —1L,) 0. L"ffffu (@ —xy) (0 —2,)" - (i”_"l_'{;. 1)
Al 3! G A n! ?

co mozna rowniez zapisa¢ za pomocg wielomian6w ezynnikowych

dy, (x—x)» A%y, (2—wmy)® A™y, (@—xy)™
(21)  y—=y,+ _.J_“.!___“} i) ";".( — )" IR Okt L W
Az Ax 2! Az n!

W granicy, gdy da—0, otrzymujemy ze wzoru (20) Iub (21) wzér Taylora
dla wielomianow. b .

Wzor (20), jak rowniez (21), nosi nazwe wzorw interpolacyjnego N ew-
tona. Zastosujemy go do obu gléwnych zagadnien interpolacyjnych.

a) Poszukiwanie wielomianu interpolacyinego. Duze korzyéei rachun-
kowe mozna osiggngé wprowadzajac we wzorze (20) w miejsce & nowg
zmienng &, okredlongy wzorem '
(22) : b

Awx

Wtedy

(x— ) ( @ — ) (‘“_.— .-r.'-z.)_. e (@—p_y)
k! Aa* 3

(2—a) (0 — &y — A) (& —xy —240) . . . (2 —20g—(k —1) Ax) .

k! ZIT‘L
_EE-1)(E—2). (k1) (&
P k! - \k
i wz6r interpolacyjny Newtona przybiera postac
x A% £ 3 & : n ‘E |
(23) Y=Y+ Ay &+ A%y, 92 + A%y, 3 +... A%, nl*

Postaé te mozna zapisa¢ symbolicznie jako
(24) y=(1+4)y,.

Rozwijajac bowiem (24) wedlng wzoru dwumiennego Newtona, tak
jakby$my to ueczynili, gdyby 4 bylo symbolem liezby, i uwzgledniajge
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tylko pierwsze n-+1 wyrazow, otrzymujemy formalnie wzor (23). Wzor
(23) jest uogolnieniem wzoru (7) z rozdzialu II.

\Tmna we wzorze- (23) ugrupowa¢ wyrazy podlug kolejnych poteg
zmiennej & Mamy wtedy na mocy wzoru (16) z rozdzialu 11

Y A i A, J"v T s
(25) " =yn—j-( I 85 o1 St +. n-u Saa) §+
A% Ay, . a™
e (___-!’9 o dg et Yo )5’ |
| 21 3! n! i
Ay A“!f A™ N i b
( dr el R N;:-a)s-* it
31 41 n! J !

gdzie S;,87,... sa liczbami Stirlinga I rodzaju.

Ze wzoru (25) najwygodniej korzystaé¢ sporzgdzajge tabelke, w ktorg
wpisuje si¢ liezby wedlug nastepujgcego schematu (liezby Stirlinga po-
dane sg w tablicy Il umieszczonej na koneu ksigzki):

| “ Sj
RS
Aty = 2 Ea 24 & en
Yo S < s s . <
! & .
A% s
11 $
Ay, 44 . |
P i':ll .\n |
(26) 2! ‘
| 4o [ g8 S8 S8 .
3! 2 -5
Ay,
=i A S Sé St e
4! 3 o ‘
_1"- 5 2 . i . |
A" Ya : .
| E =) = S: 1 Sh 2 '\: 3 “'::— 4 \'.- -3 \:
TEAPRI T E N sl e sl

Mnozge przez siebie, zgodnie ze wzorem (25), kolumny pierwszg
i oznaczong przez & otrzymujemy wspolezynnik A4; do wzorn ostatecz-
nego

(27) Y=Y+ A+ 4.8+ ...+ 4

En
ns -
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PRZYKEAD 8. Znalezé za pomocyg wzoru (25) funkeje f(z) okreslong
w przykladzie 6.
" Sporzadzamy tabelke réznic

LN RN

0.2 | 0,57926
; 17878
0.7 11015804 " =518
12689 — 450
1,2 | 0,88493 — 5630 — 2106
7050 1656 1803
1,7 | 0.95543 — 3983 303 §r 800 -
3067 1958 — 1003 189
2,2 | 0,98610 — 2024 — 700 989
1043 1259 —14
2,7 | 0.99653 — 765 — 714
278 345
3,2 | 0,99931 — 220

3.7 | 0.99989

Roéznice podkreslone bierzemy do dalszego rachunku. Sporzadzamy
teraz (str. T4) tabelke (26) biorge liczby Stirlinga z tablicy I1. Zatem
zgodnie z (27) .

Y ~ 0,57926 4+ 0,1932915— 0,00414718 — 0,01316475&" +
+ 0,003048819&* — 0 0002519u1755+ 0,00000323611£° 4
-+ 0,000000375000%7
gdzie wedlug (22)

x— 0,2
f=— " = 20— 0,4=10(0,20— 0,04).
0,5

Ostatecznie

¥ ~0,67926 4 1,93291 (0,22 — 0,04)— 0,41471 (0,20 — 0,04)" —
—13,16475(0,22—0,04)* -1-30,48819 (0,22 — 0,04)* —
—25,12917 (0,22 —0,04)° +3,23611 (0,22 — 0,04)° + 3,75000 (0,22 — 0,04)".

b) Poszukiwanie warto$ei wielomianu interpolacyjnego w danym
punkeie. Aby obliczyé¢ wartosé wielomianu interpolacyjnego f(x) w da-
nym punkcie z==z, najwygodniej poshuzy¢ sie wzorem (23). Mianowicie
wedlug (22) obliczamy wartos¢ & odpowiadajgea wartosei o= 7, nastep-
nie z danych wartosci funkeji f(2) sporzgdzamy tabelke réznic i wreszcie
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88,

;.. m
- =
r_u.w\a T ] m .wu m; m.— m.. fnn m
..- 1 .,....;;r..
0 178780000000 I |
S = S f |_ s _
0.025945000000 = 1 | |
— 0,000750000000 2 B 1 _
|
BT ar S5 ¢—M ) | -
0,000877 500000 -6 11 G 1
—0,000150250000 24 —d0 35 —10 1 |
|
= £ il A e Yool b [y~ ! |
_ _
0.000011 111111 ~120 274 9225 35 15! y ]
: |
0.000000375000 720 —1764 1624 —735 175 gyl 1-
| |
0.193291 00041471 | —0,01316475  0,003048819 0.0002512917 | 0.00000323611 |+ 0,000000375000

|
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-1
St

wygodnie obliczamy wartodé y odpowiadajaeq danemu & ze wzorn (23),
jezeli znamy wspolezynniki (A) dla &=1,2,...,n.

Rachunek przebiega najwygodniej, gdy dysponujemy tablicami

wspolezynnikow (

Ic.)' Tablice takie sa znane i czesto uzywane. W ta-

=4
blicy V na konen ksigzki podano wartosci wspolezynnikéw (;.:) dla £=0,

0,01, 0,02, ..., 1,00 i k=1,2,3,4,5. Jesli & jest liczbg naturalng, wspol-

czynniki (;) odezytujemy w tablicy I'V; jesli £=0, to (f) =0. Dla &
e
calkowitych ujemnych wspolezynniki (;) najwygodnicej oblicza¢ z oczy-

wistego wzoru

(28) , (;).:(-—1;*‘(A'_ﬁ_]).

o k= & —1 x ! ; 2
gdzie ( ! ) odezytujemy w tablicy IV. Dla m<&<m--1, gdzie m

£\
[

jest liczbg calkowitg, wspolezynniki (k

) najwygodniej obliczaé ze wzoru

' k k !
. £\ . o —=m\[ m ) O EEN D)
(29) (1)_-—;( ; )(;, = 2\ i \e—i]

gdzie &=&—m. Wspolezynniki (;j?.) odezytujemy w tablicy IV, gdy

m >0, natomiast dla m<0 obliczamy za pomocg wzoru (28). W przypadku
gdy m=0, nie korzystamy ze wzoru (29), lecz odezytujemy wspoélezyn-

niki (i) bezposrednio w tablicy V. Wreszcie wspolezynniki (f) wyste-
pujace we wzorze (29).odezytujemy w tablicy V.

1) Wazér (29), prawdziwy réwniez dla m niecalkowityeh, mozna otrzymaé mno-
#zac przez siebie szeregi absolutnie zbieine dla |z|<1:

I AL
(14-2)¢ E( ):-“ 1 (14-2)M == E(m) s

=0 “) r=0 i
a nastepnie poréwnujac wspdolezynniki przy jednakowych potegach 2 w otrzymanym
iloczynie 1 w szeregn

S = e
(142)¥=(1 2)i+m L;(,) s,

L}
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Wzor (29) dla m=1,2,3,4,5 daje

N N SRS
SOOI
(37) = lgftoll a0l ool la) ol + (i)

PrzYKEAD 9. Funkeja y=f(x) przybiera w punktach z/36, 3z/36,
on /36, Tn/36, 9x/36 wartogci 0,087156, 0,258819, 0,422618, 0,573576,
0,707107. Obliczyé wartosé funkeji f(x) dla 2=0,105z, zakladajac, zZe
f(x) jest wielomianem stopnia co najwyzej czwartego.

Sporzagdzamy przede wszystkim tabelke réznic

@ | Y

PR
5 | 0087156
o
171663
d
: | 0,258819 — 7864
a6 |
‘ 163799 4977
s -
‘ | 0,422618 12841 301
36
150058 4586
_;—ﬁ- ‘ 0,573576 — 17427
! 133531 :
S

0,707 107
36
Przy zapisie réznic nie uwzglednilismy dla uproszezenia polozZenia prze-
cinka.
Wprowadzamy teraz nowg zmienng zgodnie z (22)
11
w-— ——
36

i Si3as L —05.

36


file:///ft-2
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Dla @= 0,105z jest £=18+0,105—0,5-=1,39. Wzor (23) przybiera postaé

(31) ¥~ 0,087156 0,171663-1,39 —
(1,39) 3¢
—l),(l(l?ﬁli-](]'_, )_(; |}()11}TT(13 ) L 0,000391 (1.1;;)_

0,39

1
Na mocy wzoru (30) jest ( '59) == (A—I

4 (“ “) skad (tabliea V)

Q4
(1-3") ~ 0,39 — 0,11895 = 0,27105,

1,39 : A
( : : ) ~— 0,11895 4 0,06384 = — 0,05511,

( 1,39

: ) ~ 0,06384— 0,04165 — 0,02219.

Podstawiajac te wartodei do wzorn (31) otrzymujemy
Y=~0,32392.

Uwaga. Jak latwo zauwazyé, powyzszy sposéb rozwinzania jest na ogol dlug-
szy, niz poprzednio opisany oparty na wspélezynnikach Lagrange'a. Jedli jednak
réznice funkeji f(#) sa znane i nie trzeba ich obliczaé, to rozwiazanie powyzsze znacz-
nie sie skraca. Ponadto uzycie wzoru Newtona daje jedng bardzo powazng korzysé,
ktorej nie mamy stosujac wzdér Lagrange’a: jefli zachodzi konieezno§é dodania jesz-
cze jednego lub wigcej punktow, w ktéryeh wartosé funkeji f(») jest dana i funkeja
f(z) ma byé wielomianem wyzszego niz poprzednio stopnia, to rachunek wzorem
Lagrange’a trzeba wykonywaé od nowa, natomiast stosujae wzér Newtona wyrazy
juz znalezione pozostawiamy nadal, a tylko dodajemy do nich wyrazy nowe rzedn
wyzszego. W ten sposéb zaoszezedzamy duzo rachunkéw.

§24. Wzor interpolacyjny Newtona z réznicami wsteeznymi.
Poniewaz — jak to wynika ze sposobu wyprowadzenia — wzor (7) nie
wymaga _ustalenia kolejnosfei punktéow a,,»,,2,,...,2,, wiec mozna go
wyprowadzi¢ wychodzae we wzorze (6) =z ilorazn rdéznicowego
[ww, @, ...2]. Wtedy wzor (7) przybierze postaé

(32) ?fz[mf$]+[wrl :r:,,_;](w—.c,,}-l,—[-.v,, Ty 1 33,,_5](3.?— "Tﬂ)(m_"mﬂ—l)'{' O
+[mnmn—l Ty oo .’.Bn](.'!,‘— :1’1',,)(.’.!‘—- g | 'l)(x_xﬂ -2)--'(3’“‘371)-

Poniewaz — jak to wynika ze wzorn (43) w rozdziale II — wartosé ilo-
razu roznicowego nie zalezy od kolejnosci punktow, na ktoéryeh zostal
obliczony, wiec wzor (32) mozna napisa¢ w postaci

(323) y=|.r,,]+[a: -1 mn]($_xn)+[wr _2.1',,_,arn](.r-w,,)(;v—a‘,l_lj+... b

+ [ @ @y o @, [ (@ — ) (@ — @y ) (@ — ).



