ROZDZIAL 11
WSTEPNE WIADOMOSCI Z RACHUNKU ROZNICOWEGO

§ 11. Wstep. Rachunek réznicowy jest dzialem matematyki wykazu-
jacym liczne analogie z rachunkiem rézniczkowym i calkowym. Pojeciu
rézniczki odpowiada w rachunku réznicowym — na co zresztg sama nazwa
wskazuje — pojecie réznicy skoniczonej. Przez przejicie do granicy mozna
z wielu wzoréw rachunku réznicowego otrzymywaé wzory rachunku
ré/miczkowego lub calkowego. Sledzenie wspomnianych analogii moze
czytelnikowi znajacemu rachunek rézniczkowy i calkowy ulatwié w du-
zym stopniu zapoznanie si¢ z rachunkiem réznicowym.

Rachunek réznicowy ma bardzo liczne i wazne zastosowania. Sto-
suje si¢ go do interpolacji, do rozwigzywania numerycznego réwnan
réznych typéw, do obliczania wartodei calek oznaczonych, do wykrywa-
nia bledéw w tablicach matematyeznych, do wyréwnywania spostrzezen
itd. '

Ograniczymy sie¢ tylko do podania najwazniejszych, wstepnych wia-
domodei z rachunku réznicowego w dziedzinie liczb rzeczywistych.

§ 12. Roznice. Dana jest funkeja y=f(2) okreflona w punktach
Doy @y y&ny.r. @y, 0 ktérych zakladamy, ze nastepuja po sobie w réwnych
odstepach, tj. ze]

(1) By — By ="03 — By = .. =By — T _ = A=},
gdzie h jest pewng stalag dodatnig. Niech

Yo=Fa); n=Fa), iy Ya=F(E)-
Przyrost
(2) AYi= Yi 1 — Yi= [ (@ 42) — [ (@) = Af (%)

gdzie i=0,1,2,...,n—1, nazywamy pierwszaq réinicq funkeji f(x) w punk-
cie x;. Zauwazmy, ze wskaznik przy symbolu réznicy stawiamy tu taki,
jaki wystepuje w odjemniku tej réznicy. Roéznice pierwszyeh réznic
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funkeji f(«) w punktach x;,, i @; nazywamy drugq réinicq funkeji f(x)
w punkeie @;. Oznaczamy jQ przez Ay; Tub A*f(x;). A zatem

Ay =AY — AYi=Yi o — 2 1+ Yy

gdzie i=0,1,2,...,n—2.

Ogélnie: réznice (k—1)-szych réznic funkeji f(v) w punktach a;,,
i @; nazywamy k-lq réimicq funmkeji f(z) w punkeie ;. Oznaczamy ja
przez A*y; lub A*f(x;). Umawiamy sie, ze A'y,=Ay;, a Ay,=uy;.
Mamy wtedy ogdlnie:

(3) Akyfz.dk"lyi_{_l—d""lyi, b=1,2,.0n5 i=0,1 00 n—%k.

Mozna wykazaé¢ (dowéd pomijamy), ze jezeli funkeja f(#) ma w punkeie
¥, pochodng k-tego rzedu % (xz,), to
A%y
10 () = Tim =22
s N
Ten wladnie wzor kladzie pomost miedzy rachunkiem réznicowym i ra-
chunkiem rézniczkowym. ‘

Udowodnimy teraz metoda indukeji, ze

k k k
(4) Ak?fi= (0)?!;74.3;'“ (l)yi+k--1+ (2)?fi+k-2_--- T,

~1H (i E et 0 (o

c0 mozna napisaé¢ krdcej
k
I
Ay, = —1y ( ) e
Yi g (—1) j Yiqk }
Ot6z dla k=1 wzoér (4) jest prawdziwy, gdyz ma postaé
AYi=Yi1— Yi

identyczng ze wzorem (2). Nalezy jeszcze wykazaé, ze jezeli wzér (4)
jest prawdziwy dla k=m, to jest réwniez prawdziwy dla k=m+1.
Rzeczywidcie, na mocy (3) jest

(5) A"y =A"y  — A"y,
ke k(k—1)...(k—j-+1) It L
T s R
1 | IS jlik—i)!
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Poniewaz zalozylismy, ze wzor (4) jest prawdziwy dla k=m, wi¢e

m m ~[m
Amyu': (n)yf N (1 )y-r' P g o (2);‘*)"5-.- M—Q 5 e

m m .
—(-1) (_,,,_I);f;.:.l+-(—-.1) (m)m,
e m m m
A yi..; b (O)yi el T ( 1 ).”F-{-rn-i_ (.))HF e R

m ?’f T J’f
e (nrﬂl)m"’ﬂ_}_(_l) (m) doiels
Stad

Am_i.lyl‘: (T:).Ur R L [(J;) _i' (u )] ’;l L m+ [( ';) L (T)]Lﬂ': m— ] _-..+
T m m | e m
Ar{e=t) [(-}:‘:)+(;:J.—])]‘Jf‘5' (= (m) Ji-
m m -1
(o)== ("3"):
6) m +( m \ m! e’ m! :
( (J) }—1) il (m—j (y'—l)!{-m——j-l—i)! ba

m!

:-j!(m—j-{—l)!

Ale

(m—i+1-+4j)=

1)! -
=L_}:__} _(’”—F}') dla 9=1,2,...,m

'(m-k—l—})' j
oraz
n y g (m+1
) --l m = w1 e m+1 -
( )( )u, (=L gi=(—1) (,m._l_l)y.l
Zatem

A m-1 m-+1 m-1
A ]y“_:( 0 )?h.i.m.u—( 1 )ft-{m }'( 9 )U-:'.-idri-l_'_"'_-

L ey MY i el m-1\
( 1) ( m )yf-g-l_i'{ 1} (,m__,{_l)!i-;s

“a to jest wlasnie wzoér (4) w przypadku k=m1.
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Pokazemy teraz, ze odwrotnie ]\‘19(14 wartodé . (k=1,2,...,m)

mozna obliczy¢ z rémic Ay,, Ay,,..., A%y, i wartosei y,. Udowodnnm'
mianowicie — jak poprzednio metodg indukeji — ze

' k k\ .a AV
(7) ?fk=;’fu+(1)4.fiu—':‘ (3) A Yoo (k) Ay, (=125 m)s

Dla k=1 wzor ten jest prawdziwy, gdyz ma postaé

Nh="Y+4y,, czyi Ayy=y—1Y

zgodnie ze wzorem (2).

Wykazemy jeszeze, ze jezeli wzor (7) jest prawdziwy dla k=m, to
jest réwniez prawdziwy dla k=m 1.

Jezeli bowiem wzér (7) jest prawdziwy dla k=m, to

y n ‘m\ ., b
(8) Ymr=%1 + ( l)ilfh i ( o ) Ay +.o.+ (m)d '.’fl-

Ale na moey wzorn (H) jest

..lj.ffl = ..ljffll T -'-l;; 1”n l'”il; )‘ =0, l - e ’

Zatem wzor (8) mozna napisa¢ w postaci

m ; m\, .. ;
Y1 = Yot ‘].’fll _'l_(l)[-'-“f(l'* "'.I;.“lfn) i (2)(-1'.'?0 i -'Iu.‘*fu) e
J’f m e
| ( ) (A™ye+ A"y 0)s
czyli

e Al A e 06l
e )

m -1
m-1

: m 1 ol [ A m—=1LN iy
(9) .*!m.uz.*fn“f"( 1 ) --I."I'n'?'( 9 )-“_‘?fu'i----*(m-g-L)" Yoy

a to jest wlasnie wzor (7) dla k=m + 1.

: ’ iy m
skad na moey wzoru (6) i rownose (_m) = -:(
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Wzér (7) wygodnie jest zapisywaé¢ w postaci symbolicznej
Y= (14 A) g,

Rozwijajac pierwszy czynnik prawej strony wedlug wzoru dwumiennego
Newtona tak, jakbydmy to uezynili, gdyby 4 bylo symbolem liczby,
otrzymujemy formalnie wzér (7).

Kolejne réznice A%y, obliczamy podlug nastepujacego schematu:

= % | Y Ay, 4%, A%y, Ay, A%, A%,
I
&y Yo
Ay,
&, Y A2y,
Ay, A3y,
Ty Ya A%y, Ay,
Ay, Ay, Ay,
= Ys Ay, A4y, A%y,
4y, A%y, Asy,
Ty Ya A2y, Ay,
Tn-a| Yn-3 A*Yn_s A Y
Ayn—ﬂ -’—13””_;
By Yu-x A’y__,
Ayn—-l
T Yn

PrzYKEAD 1. Sporzgdzimy tablice réznic dla funkeji y=przybli-
zenie dziesigtne sinw z dokladnoseia do 0,000005 i #=10°, 20°, 30°, 40°,
50°, 60°, 70°

& [ Y Ay, A%y, A%y, Ay, Ay, A%,
10° 0,17365
16837
20° 0,34202 — 1039
15798 — 480
30° 0,50000 J — 1519 45
14279 — 435 18
40° 0,64279 — 1954 63 —16
12325 —372 2
50° 0,76604 — 2326 65
9999 — 307
60° 0,86603 —2633
7366
70° 0,93969 ~

Ze wzgledu na wygode zapisu pomijaliémy w réznicach przecinek i zera Y
poczgtkowe. Jak widzimy z otrzymanej tabeli, drugie, trzecie i sz6sta
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réznice sg ujemne. Jest w tym analogia do faktu, ze.dla 0<z<90° druga,
trzecia i sz6sta pochodne funkeji y=sinz sg ujemne.

Funkeje
3
(11) A“y:A’=f(w)=§,‘(—1)f(’;]f[m+(k~j}hL Fesad i
F=0 \

okre§long dla z=x,,®,,...,2, ;, gdzie z;=x,-+ th, a h jest pewng staly
dodatnig, nazywaé bedziemy k-tq rdéinicq funkeji f(x). Zatem k-ta réznica
funkeji f(z) w punkcie @, jest wartoscig funkeji A4*y w tym punkeie.
k-te réznice nazywacé bedziemy rowniez rdinicami k-tego rzedu.

Mozna latwo sprawdzié rachunkiem, ze na przyklad

d6=0" (c=const),
Alef(@)]=c Af (),
- Alf (@)L g (@) |=Af (@) £ Ag(2),
A*[A'f(@)] =4 (@),
A[f(@)g(2)]=f(2) 49 (@) +g (@ +h) Af (2),
1@ 9@ 4i@) — f(@) dg@)

g@) g(@+h)g(z) !
g(@+h)g(@)+# 0.

Spostrzegamy tu analogie ze znanymi wzorami rachunku rézniczkowego.
A oto pierwsze réznice niektorych funkeji:

A" =" (" — 1),

h
Alog,z=log, (] - ~m—) :
Asinz = 2 sin : cos (& + i
81 = E (' E) 5

sfnl e il
r= — 1mn — 8in (@ i
CO8 sin o8 5

sinh

A cos (@ + h) cosz

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 1. Réénica rz¢du n-+1 wiclomianu - stopnia n jest
réwna zeru.
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Dowod. Niech dany bedzie wielomian

71 n-2

f@)=a, 2"+ a, &" "+ a, 2" “+...4+ax+a, (a,7#0).

Wtedy
Af (@)= a, [(x+ )" —a"| + a, (@ +h)" ' — 2" 4. .. 4 &y h.

Zatem Af(xz) jest wielomianem stopnia n— 1. Prayjmujge, ze Af(x)=
—=b, ;2" '+ b, 2" ... +bw+ b,, mamy

A*f(x)=A(Af (@))=b, |(x+ h)" ' —a" | 4-b, |(x+ k)" > —a" 2| +...+bh.

Zatem A%f(x) jest wielomianem stopnia n—2. Postepujae dalej analogicz-
nie dochodzimy do wniosku, ze A"f(z) jest wielomianem zerowego stop-
nia, eczyli stalyg. Zatem réznica ‘ﬂ""'f(.r.-).:A|.£I“f(.r.-)| jest rowna zeru,
c¢o nalezalo wykazac.

Wynika stad, ze wszystkie réznice A" ' f(x,-+ kh), gdzie k=0,1,2,...,
a x, jest dowolnie obranym punktem, sg rowne zeru.

Zauwazmy, ze twierdzenie 1 odpowiada twierdzeniu z rachunku réoz-
niczkowego, ze rézniczka rzedu n -+ 1 wielomianu stopnia » jest réwna zeru.

Jezeli roznice rzedu n-+1 funkeji f(x) sa réwne zeru, to funkeja f(z)
moze nie byé¢ wielomianem stopnia n, gdyz do obliczenia réznic zostaly
uzyte jedynie wartodei funkeji f(z) w punktach z,,2,,..., a miedzy tymi
punktami funkecja f(xz) moze przebiega¢ dowolnie. Mozna jednak wyka-
zat, ze jezeli réznice rzedu n-f-1 funkeji f(z) s réwne zern dla kazdej
liczby dodatniej & (h=wa;, , —x; dla i=0,1,...), to funkeja ta jest wielo-
mianem. Dowo6d pomijamy.

PRZYKEAD 2. Sporzadzimy tabelke roznic dla wielomianu y= 34" — a* |-

+b2—9 i #=-—2,—1,0,1,2,3,4,5:
@ Ui Ay Aty A%y Aty Ary
—2 25
—37
| 12 40
3 26
D il 9 4 72
7 36 (1]
1 2 40 T2
47 108 0
2 45 148 72
195 180 0
3ol 240 328 72
523 252
4 763 : a8
1103 /

b | 1866
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§ 15. Wielomiany czynnikowe. Wiclomian stopnia »
@(x— h)(@—2h)...(z — (n — 1)h),

gdzie b jest pewng staly dodatnig, nazywaé bedziemy wielomianem czyn-
nikowym stopnia n i oznaczaé¢ symbolem ™. Jest zatem

(12) ™= p(x— h)(@—2h)...(a— (n—1)h).
Ponadto przyjmujemy, ze

(13) 2V=1.

Latwo zauwazyé, ze dla w=Fkh jest

055 g‘dy )'f_:(],],___,”___l’
p®=1" F! '

)i K, gdy k=mn,n+1,n+2,...

Roéznice wielomianéw czynnikowyeh oblicza si¢ bardzo prosto, o ile sie
przyjmie, ze liczba h wystepujaca w definicji wielomianu czynnikowego
(12) jest identyczna z liezbg h wystepujaca w definicji réznic (11). Mamy
wiedy

A2™ = (@ b)™ — 2™ —
= (@+ h)x(x—h)...(x— (n—2)k) —x(x— h)(x—2h)...(2— (n—1) k)=
=[a+h—a+ (n—1)h]e(@—h) (@ —2h)...(2— (0 —2)h) =
=nha® V= (nh)M 2™V,
Nastepnie
A2 = A(A2™) = nh Ax™ D= nh(nh— k) 2" = (nh)P "2,
Mozna latwo dowiesé metody indukeji, ze jest ogdlnie
(14) A o™ = (nh)P -0 E=1,2,...,n.
Zauwazmy, ze wzor (14) odpowiada wzorowi z rachunku rézniczko-

wego na rézniczke rzedu k funkeji y—=a" przy zalozeniu stalodei rézniczki
dic: d

d@)=n(n—1)...(n—k-+1)a" *da®.
Analogie te widaé¢ najwyrazniej, gdy wzér (14) napiszemy w postaci

A oM =n(n—1)...(n—k+1)a® B pk,
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Na podstawie wzoru (14) mamy

(.’1} + h{)(ﬂ-{—l] L= x(ﬂ{-l]

b Ve T el
n-1 ’
S e )l G el
n+41
{w _i,_ i-)k }(ﬂ) }* b {$+ 3]}}(’“}- ¢ ol (m_l,_gh)(n_{_n
: n-4-1 H

........................

(@4 (4 1) R)™+D)— (@4 kh)+D

n-+1

(@4 kh)™h =

skad po zsumowaniu stronami otrzymujemy

. k- 1) R+l gplm 1)
by AR ) il e
e n+1

Przyjmujac oznaczenia wzoru (1) mozna to zapisa¢ w postaci

).fc ) n:ll]__mn+1]
15 Al e e D I
e i=o :v§ n+1 ’

gdzie symbolem af" oznaczyliémy wartoéé wielomianu czynnikowego
2™ w punkcie x= x;. Spostrzegamy analogi¢ wzoru (15) ze wzorem z ra-
chunku calkowego

Tp+1 g1 g1
Dpp1— %y
m“dm —_— ._..,.t,._,._i_ =iy
Ty n+

ktéry mozna otrzymaé z (15) przez przejécie do granicy, gdy h-»0
i (k-+1)h= const.

Kazdy wielomian czynnikowy — jak to wynika z jego definicji —
daje sie przedstawi¢ w postaci '

(16) d™ = St + SEhE 4 SR .+ 8P

Liczby S} -(£=0,1,...,n—1) noszg nazwe liczb Stirlinga pierwszego ro-
dzaju. Obliczaé je najwygodniej ze wzoru rekurencyjnego

(17) St =8 —n8t,, i=1,2,....n,
jaki otrzymujemy od razu, korzystajac z oczywistej réwnosci

2™+t = g™ (@ — nh)
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i przyjmujaec, ze Sy=0. Na konecu ksigzki w Tablicy ITA podano liczby
Stirlinga pierwszego rodzaju dla n=1,2,...,10.
Mamy na przyklad
20 = 2% — 15ha®+ 85h%x* — 2250 &* + 2740 2 — 120 h° 2.
Udowodnimy teraz nastepujgce twierdzenie:

TWIERDZENIE 2. Kaidy wielomian stopnia n

T -1 | ‘
W,=a,z2"+a, 2" +...+ a2+ a,, a,#0,

moéna w sposob jednoznaczny przedstawié w postaci

(18) W,=A,a™M+ A4, 2" V4. .+ 4,20+ 4,

gdzie A, A, ..., A, sq wspolezynnikami liczhowymi.
Dowad.

(19) W,=a, 2"+ R,,

gdzie R, jest reszta z podzielenia W, przez 2", czyli przez wielomian
stopnia n okre§lony wzorem (16). Jesli R, jest stalg, to postaé (18) jest
juz okreflona wzorem (19). W vrzeciwnym razie R, jest wielomianem
stopnia £,

R = uflkt;ﬁ“l + a5, L s
gdzie 1< k<< n. Zatem
(20) R,= alkl‘v{kl}+ R,,

gdzie I, jest resztg z podzielenia wielomianu R, przez «*V. Jedli R, jest
stalg, to postaé¢ (18) jest juz okreslona wzorami (19) i (20). W prze-
ciwnym razie R, jest wielomianem stopnia £k,

Ry= ""2!:._.41’”“'2 + @y, 1Tk‘z Yot @y,
gdzie 1<k, <k,.

Postepujac dalej analogicznie otrzymujemy cigg liczb naturalnych
ey > ky>k,>...>1. Cigg ten musi by¢ skonczony. A zatem musi si¢ po-
jawié reszta R, bedgea staly. Podstawiajge do wzoru (19) kolejno reszty
Ry,R,,...,R, otrzymujemy posta¢ (18). W ten sposéb undowodnilismy,
zé wielomian W, mozna przedstawié¢ w postaci (18). Pozostaje do ndo-
wodnienia, ze istnieje tylko jedno takie przedstawienie.

Gdyby wielomian W, mozna bylo przedstawi¢ w postaci (18) na dwa
sposoby :

W,=A,2™ 4+ A4, a®" V4. 44,44,
oraz
W,=B,2™ + B, 2" V+...+ B,aV+B,,

Metody numeryezne i graficzne — 4
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mieliby$smy
A ™4 A, 2™V 4 AWt A =B, 2"+ B, 2" V.. .+ BaW+ B,.
Podstawiajac x=0,h,2h,...,nh otrzymujemy kolejno

A,= B, 4,= B, ony Ay=B,.

Kazdemu wielomianowi odpowiada zatem tylko jedno przedstawienie po- '
staci (18), czego nalezalo dowiesé.

PrzYKLAD 3. Wyrazmy wielomian 32’ —a°+2x—1 za pomocy wie-
lomianéw czynnikowych, dla ktéryeh Z=1. Mamy

V=g,
= — 2,
¥ = 2*— 30 4 22,
a dalej
3a* — &’ 20— 1=3(a*— 30+ 20) + 82" — 4o — 1 =32 | 82° — 4o — 1=
= 32® | 8 (2’ — 2)+ 42— 1 = 32 - 82 + 40V — 1.,
W rozdziale 111 poznamy latwiejszy sposéb znajdowania postaci (18)

dla dowolnego wielomianu W,.
Mozna obliezyé¢, ze

o =z,
o= 2® + ha®,
al) 2= a4 3haf® 4 12,
ot = o® 4 6ha® 4 Th*a® 4 132,
Ogodlnie
(22) g = Sta®™ -+ STha®™ V4 SR .. 4 St R e,

Liczby o noszg nazwe liczh Stirlinga drugiego rodzajw. Tabelka tych
liczb dla n=1,2,...,10 jest zamieszczona na koncu ksigzki (Tablica TTB).
Tabelke takg najlatwiej sporzadzi¢ nzywajace wzoru rekurencyjnego

(23) =P (n—i)Il,  1<i<n—2,
ktory mozna wyprowadzié z tozsamodel

(24) (@+h)"= (@+ h) (a" '+ Aa™).
Mianowicie na podstawie (22) jest

(@+h)"= Sg (@+ h)™ + ST h(z+ h)* =D
—I—cj;‘hﬂ($+h)(n—ﬂ LA S R 1(.’»"‘-|—h)m,
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a wedlng (12)

(@ +h)"* V= (x4 h)a™ D, 4=0,1,..
Zatem .
(25) (@+h)"= (@+ k) [Sha™ V4 STha®™ B SER* ™Y ..+ SB_ A" Y.
Ponadto na podstawie (22) jest
(26) @ l=o8 eV 5P R SRR DL SATIA 2,
skad wobec (14)
(27) Az 1= (n—1) Sy ha™ V4 (n—2) ST APV L

+ (n—3) Sy RPN SRRt

Wstawiamy nastepnie wzory (25), (26) i (27) do wzoru (24), upraszezamy
obie strony przez (z-h) i przez przyré6wnanie wspélezynnikéw przy wy-
razach h'z" "V otrzymujemy wzér (23).

Z definicji wielomianu czynnikowego wynika, ze d§j=1 (n=1,2,...).
Przyjmujemy ponadto, ze o= 0. Wszystkie pomsta}e liczby Stu‘hnga
dajg si¢ wtedy kolejno obliczyé¢ ze wzoru (23).

Podamy teraz przyklad zastosowania wzoru (22).

PrzyxrAp 4. Wyprowadzimy wzér na sume szedcianéw n kolejnych
liczb naturalnych.

Niech ;=14 1. Wtedy

n-1
P4 22434 4 2’= Y a}.
i=0
Stosujemy wzor (22) przyjmujac h=1
n-1 n—1
Z )1 m@)_{_sz T(A)‘i— Z m&l]
i=0 T=0 i=0

a nastepnie do kazdej sumy po prawej stronie stosujemy wzor (15)

S I i N
Z a}? i —l— 3 n + £ = ] A

T=0 4 S ]

Poniewaz 2= (n+1)n(n—1)(n—2), a¥= (n+1)n(n—1), a@= (n+41)n,
af® =1-0-(—1) (—2)=0 i podobnie #{¥=af)=0, wiec

1342248+ .. . 4n'=

n(n+41)"

— % [(n4-1)n(n—1)(n—2)+4(n+1)n(n—1)4+2(n+1)n]= 1

4.
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§ 14. Roznice wsteczne. Trzymajac sie nadal oznaczeni przyjetych
W poprzednim paragrafie okreslamy pierwsza roinice wsteczng funkeji
f(x) w punkeie x; jako pierwsza réznice funkeji f(x) w punkeie x; , i ozna-
czamy jg jednym z nastepujacych symboli: Vy,;, V'y,, Vf(x;) albo V'f(x,).
Jest zatem
Vyi= Ay =f@)—f(@;0), i=1,2,...,n.

Ogélnie okreflamy k-lq réinice wsteczna funkeji f(x) w punkeie x; (k na-
turalne) jako réznice (k-—1)-ych réznic wstecznych funkeji f(z) w punk-
tach wr; i »; ,. Przyjmujac ponadto, ze V'y;—y;—= A"y;, mamy

Vey, =%y, — V¥ 'y, ., =102 se =T k-l s,
Mozna z tatwoseia wykazaé, ze
(28) Vey =A%y, ., k=0,1,...,n.

Tabela réznic wstecznych funkeji f () danej w punktach z,,2,,...,r, =
=a,-(n—1)h jest identyczna ze zwykly tabelg roznic, przy czym zmianie
ulegaja jedynie symbole réznic. To, ze w jednym przypadku wolimy
korzystaé z réznic, a w drugim — z réznic wstecznych, jest spowodowane
wygoda zapisu. Na przyklad moze to zaleze¢ od tego, w jakiej czesci
przedziatu (a,,2,) cheemy badaé funkeje f(x). Jezeli interesuje nas ona
W otoezeniu punktu x,, korzystamy ze zwyklych réznic i rozbudowujemy
ich tabele w kierunku rosngcych wskaznikow a;: z,,a,,... tak daleko, jak
to jest potrzebne. Jezeli natomiast interesuje nas zachowanie sie funkeji
f(z) w otoczeniu punktu z,, to korzystamy z réznic wstecznyeh i rozbu-
dowujemy ich tablice w kierunku malejgeych wskaznikow @;: @, ,@, ...
tak daleko, jak to jest potrzebne. W tym drugim przypadku wolimy punk-
ty, w ktérych dana jest funkcja f(x), zamiast ,,,,...,2, oznaczaé sym-
bolami @ _,,& , ,,...,x_,,@, i wtedy tabela réznic wstecznych wyglada
nastepujaco:

.G_“ /) n
| VY _.n
L i Y= asr PRy
T S iy Py, V¥
\ F’y_, iy _y |47
£_q Y_o Vry_, P uyn
| Vy-l 3y,
¥ Y V*ya
Virg
Ly | Yo
2 Yy VY, Vi, o, 7y, 7y, vy




§ 14. Roéznice wsteczne n3

Funkeje V*y—=V*f(w)=A"f(x—kh), k=0,1,...,n, okreSlong dla
B=E gy jery® _piperryeeey®oy gdzie ;=wy+1ih, a h jest pewng staty dodatnig,
nazywamy k-ta réinicq wsteczng funkeji f(x). Zatem k-ta réznica wsteczna
funkeji f(x) w punkeie z; jest to wartosé¢ funkeji, bedacej k-tg rézniecg
wsteezng funkeji f(xz), dla z=a;.

Na moey wzoru (11) mamy

k -
(29) riy= 3 (—1f (’;) f(a— ).

F=0
Pierwsza réznica wsteczna (k—1)-szej r6znicy wstecznej funkeji f(z)
jest oczywiscie k-tg réznicg wsteczng funkeji f(2). Ogélnie: P* (Fly)=V*+1y.
k-te réznice wsteczne nazywaé bedziemy réwniez rdinicami wstecznymi
k-tego rzedu.

§ 15. Réznice centralne. Srednia funkeji. Niech bedzie dana funkeja
y=f(w) okreslona w punktach @ _,,& .. 10y s@ 10, @0 @10, @1y yTy_12,0,
(n jest liczbg naturalng). Zakladamy, ze punkty te polozone sa w réwnych
odstepach, tj. ze
(30) v;=my+ th,
gdzie i=—mn;—n+1/2,...,—1/2,0,1/2,...,n—1/2,n, przy czym h jest
pewng stalyg dodatnig.

Niech y;= f(x;). Przyrost

: h e _ §
(31) Y= Yiy12— Yi-1p =f(‘f’i+ ,‘,—) = (‘7'.‘."" ) = of (;),
gdzie i=—n-+1/2,—n+4+1,...,n—1,n—1/2, nazywaé bedziemy pierwszq
réznicq centralng funkeji f(x) w punkeie ;.
Sume

P41 “Ji=1/3 1 h h
(32) ny; = ?Z}iﬂ; dian 7 [f (I.-_—{- 2—) +f(ﬂ?i— ‘2“)] = uf (x;)

nazywaé bedziemy $redniaq funkeji f(z) w punkecie ;.

Ogoélnie: k-tq réinica centralna funkeji f(x) w punkeie x; (k jest liezbg
naturalng) nazywac bedziemy réznice (k —1)-ych roznic centralnych funk-
cji f(®) w punktach @;,,, i @; ,, i oznaczaé¢ symbolem oFy, albo 6f(x;).
Ponadto przyjmujemy, ze &'y,= dy; oraz 8°y;=vy;. Jest zatem

(33) oy = ak_lyi-g-m"' dkvl?fi—lgs,
k=1,2,...,2n, i=—n+k/2,—n+ (k+1)/2,...,n — (k+1) /2,2~ K /3.



b4 II. Wstepne wiadomosel z rachunku réznicowego
Funkeje

34 A Dy ) SR

e — — — r—

(31) v=flo+ 5 3 )

okreslong dla &=x_,, 0,& 5 1y y@,_1,@y_y 9, NAZYWAMY Pierwszq rézwice
centralng funkeji f(w).
Funkeje

(35) T %—[i(m—}— o)+ (e f)]

okreslong — podobnie jak 0y — dla =& _, 10,8 _pi1y 3@ 1% 10y
nazywamy $redniq funkeji f(z).

Nazywamy dalej funkcje, ktoéra jest pierwszg réznicg centralng
(k—1)-ej réznicy centralnej funkeji f(z), k-tq rdinica centralng fjunkeji
f(#) i oznaczamy symbolem &%y lub &%f(x). Przyjmujemy, ze &'y=dy
oraz 8"y=f(x). Mamy zatem

Fy=06(6""y) (k jest liczba naturalng).
Wynika stad, ze ogdlnie
(36) o (8'y) = o"*+'y.
Widzimy, ze k-ta réznica funkeji f(2) w punkcie a; jest wartodcig funkeji
8 f(®) w punkcie ;.

Pomiedzy réznicami i réznicami centralnymi funkeji f(z) w punkta,ch

@; istnieja proste zwigzki

(37) a“ﬂi=‘d“yi—u;2‘

Jesli ograniczymy sie tylko do punktéw a;, gdzie j=—n,—n-+1,—n+42,
-1,0,1,...,n—1,n, to mamy

1
noy;= - (Ay;+Ay; _,y),
&yy=Ay;_ 1,

1 :
{Mﬁayi= o (,'1"'.![?-__1—%533‘,'_3),

- Oy, =A'y; _,
i ogélnie dla-m=1,2,.
!‘62”}. l o (Azm le m+]_+_£l.im IJ:} m}
(38)
i yjmd m‘yj-m -



§ 15. Roznice centralne — Srednia funkeji )
Mozna sporzadzié tablice zwyklych réznic funkeji f(#) w punktach

Ty @ _py1yeeeey® 1y @ydy,...,2, korzystajae z réinic centralnych tej
funkeji i wzoru (37). Oto schemat takiej tablicy

i |/

-n -n
_,.;--;- y—n% Ay_” ' "sy-n-i-;
o ] ) e OY_pir |4V =Y oy ; |
e ) .,,_”::‘,_;y i1 =0l i rFy_,”_: vfl’y_.'.;f’“y..f_g
L _pra | Y _nia | 6.”—"1'2 '('12'.’?'-n+1 :agyunﬂl 6!.’-’._,“.3 11‘3)‘_.. ':6‘3;-,.4.3
T_y |Y_g oy o | A'y_y=0% 4 0y o |y =0y,
@ a3 |Y_s Iy _,=6y s 5‘3] 3 Ay _ =38y a My
a a 2 2 2 2
Ty | Yoy Qyoy |dtys=0ty Py, |Ay =y,
aard®_1 (Y1 [-4y_=6y a1 ) Ay _g=48%y aty
] Wit A N e o S B
Ty Yo "s.‘.r‘a --'|=!I 11 "jg!fr) a*y, A'y,g =’3',-'fu
z1 | Y1 Ay, =oya 0ty !d’y,  =0%Y1 *ya
[] ] 2 ] a 2
& | oY, Aty =6y, oy, Aty =ty
@y Y3 Ay, =dys LELTEY ' Ady, —6%y 4 Fya
3 9 2 [] | 2 2
Ty Yo 0Y 12y, =06y, 0y 1y, Oy,
.B,' -2 1":1—‘.“ rsyﬂ—'.! ‘fj'l" 3 6’!)’» L] ,‘,:l yn—“ ‘1‘3fn—4 é'yn-‘.]
p' 5 Y 3 | Ay,.=0Y 3 ' oty Uy, =0y e
SEeq ) g w=y 2 |
- SCT T | oY, 12y, _a=0%,
ool i 2 | Ay, =0y 1 |
[ ‘ ] \ g |
wn | yn | |

Z roéznic centralnych korzystamy wtedy, gdy interesuje nas zacho-
wanie sie danej funkeji f(#) w frodku przedzialu, w ktérym rozrzucone
sa punkty, dla ktérych wartos§é funkeji f(x) jest znana. Rozbudowujemy
wtedy tablice réznic centralnych poczgwszy od srodka tego przedzialu
w obie strony: zaréwno w kierunku rosngcych, jak i malejaeyeh wskaZni-
kéw @ tak daleko, jak to jest potrzebne.

Jest faktem oczywistym, ze kazdy wzoér napisany za pomocg réznic
centralnych daje si¢ zapisa¢ za pomocg réznic albo réznic wstecznych
i na odwrét. Uzywajac tego czy innego typu rézmc mamy na uwadze
wygode w zapisie wskaznikéw.



a6 IT. Wstepne wiadomosei z rachunku réznicowego

§ 16. llorazy roznicowe. Niech bedzie dana funkeja y= f(x) okre-
slona w punktach x,,x,,2,,...,2,, ktore niekoniecznie lezg w réwnych
odstepach. Niech

Yo= f(‘BUJs h= f{'rl) 3 taey ."fﬂ,=f($ﬂ] J
Bedziemy rowniez pisali yo=[2,]1, y,=[®1], ...y Yun=I[@.].

Ulamek
Yi— Yy
(40) (03] = Jeady

.v,-—-:l'j
nazywac¢ bedziemy pierwszym ilorazem réinicowym funkeji f(x) na punk-
tach &;, x;. Jest zatem

A R e T S L R T
To— & &) — @y T — Ty
1 oczywiseie
(41) [0y ] = [y ;]
Ogoélnie: k-tym ilorazem réinicowym funkeji f(x) na punktach v, ,x, v,

conyTo,, gdzie ag,a,...,a. jest ciggiem liczb naturalnyeh wybranych
sposrod liezb 0,1,2,...,n i réznych pomiedzy sobg, nazywaé bedziemy
utamek

(42) [, @ g, )= [Pty ¥y Ty - -+ Ty 1~ [Ty Ty - Ty, Ve
= () ul Gg 0 2 ‘)
Zay— Tq,
gdzie [z, @, @g,.. .7, ] jest (k—1)-ym ilorazem réznicowym tej funkcji
na punktach w, ,2, ,...,%, ..

Tablice ilorazéw réznicowych sporzadza gie zazwyezaj podlug na-
stepujacego schematu:

£, Wi
Ty o
[#o]
&Ly h [2g2,24]
| [y 2,] [0 2325 ]
Ty | Y [y 290 ] [y, 22y 3y '
[2a;] [@ywyaymy]
oy Ya i [wawyry ]
[w3,]
Ty Va4
‘ﬂu—] y-—l
I.mu-la;u]



§ 16. Ilorazy réznicowe 5

k-te ilorazy réznicowe nazywaé¢ bedziemy réwniez ilorazami rognicowymi
rzedu k.

PRZYKEAD 5. Sporzadzmy tablice ilorazow roznicowych dla funkeji
zdefiniowanej nastepujgcq tabelkg:

. | |
Y ORES IO (=35 Gl R R | = ) 481 14221

Oto ta tablica

oy Ui
—3 | —614
103
—2 —b11 106G
421 40
0.0 331 I 10
| 249 ' 30 2
3 —416 46 —12
— 85 -00
4 —481 874
— 3435
8 — 14221

Metodg indukeji mozna udowodni¢ (dowéd pomijamy), ze

- ?fo ]
Wk e ) e e

"
T O — v @—ay) @ — ) |
N T W 2 T L el t 4%y
T (@ — ) (@ — @) (@3 — 3)... . (B, — )

|

S _;y'_‘_ b e

(mn‘_’xn)(mn_xl)---(‘z’n—mn-l) -
Ze wzgledu na symetrie wzor (43) ma liczne zastosowania.

Zauwazmy, ze — jak to wynika ze wzoru (43) — wartos¢ ilorazu
réznicowego [#,@,...x,] nie zalezy zupelnie od porzadku liezb »,,,,...,,.
Metodg podobng do uzytej w dowodzie twierdzenia 1 mozna dowiesé
nastepujace twierdzenie:



8 II. Wstegpne wiadomosei z rachunku réznicowego

TWIBRDZENIE 3. Iloraz réémicowy [@ga,...x, ] rzedu n-+1 wielo-
mianw stopnia n jest réwny zeru dla wszelkich liczh vy, a,,..,x, , réZnych
pomiedzy sobaq.

Dowéd pomijamy.

Jesli dana funkeja y=jf(x) jest okreflona w punktach z,,»,...,z,
polozonyeh w réwnych odstepach, tj. takich, ze

wy= 2+ 1h,

gdzie i=1,2,...,n, a h jest stalyg dodatnig, to ilorazy réznicowe funkeji
f(x) daja sie latwo wyrazi¢ za pomoeqg réznic funkeji f(z). Albowiem

—Y% _ 4y,

e
/ 1 A
[@y0,]= 220 — <D

Ly —- @, Rl

................

Yiea— Y Ay; 5
[:ria;i+]]=fﬂi:-l_${:_1!ff SR Bl el

nastepnie
A?h Ay,
[zy@, 2] = T et L Y RS R =1 Ay,
bR ST e 0 T
i ogdlnie
’ " A v A . A}y‘l
(ks (2@ 1 By pn - By 5] = j'!‘}";{-
Jezeli zatem funkcja f(#) ma w punkeie @z, pochodng (), to
| fw(a: )
I:.I['l) [ximi-blmi+:‘."'mt+j’] = — i! o :

Ilorazy réznicowe graja zatem w rachunku réznicowym podobng role,
jak wspélezynniki wzoru Taylora w rachunku rézniczkowym. -



