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W S T Ę P N E W I A D O M O Ś C I Z R A C H U N K U R Ó Ż N I C O W E G O 

§ 11. W s t ę p . E a c h u n e k r ó ż n i c o w y j e s t d z i a ł e m m a t e m a t y k i w y k a z u ­
j ą c y m l i c z n e a n a l o g i e z r a c h u n k i e m r ó ż n i c z k o w y m i c a ł k o w y m . P o j ę c i u 
r ó ż n i c z k i o d p o w i a d a w r a c h u n k u r ó ż n i c o w y m — n a co zresztą s a m a n a z w a 
w s k a z u j e — p o j ę c i e r ó ż n i c y s k o ń c z o n e j . P r z e z prze j ś c i e d o g r a n i c y m o ż n a 
z w i e l u w z o r ó w r a c h u n k u r ó ż n i c o w e g o o t r z y m y w a ć w z o r y r a c h u n k u 
r ó ż n i c z k o w e g o l u b c a ł k o w e g o . Ś ledzenie w s p o m n i a n y c h a n a l o g i i m o ż e 
c z y t e l n i k o w i z n a j ą c e m u r a c h u n e k r ó ż n i c z k o w y i c a ł k o w y u ł a t w i ć w d u ­
ż y m s t o p n i u z a p o z n a n i e się z r a c h u n k i e m r ó ż n i c o w y m . 

E a c h u n e k r ó ż n i c o w y m a b a r d z o l i c z n e i w a ż n e z a s t o s o w a n i a . S t o ­
s u j e się go d o i n t e r p o l a c j i , d o r o z w i ą z y w a n i a n u m e r y c z n e g o r ó w n a ń 
r ó ż n y c h t y p ó w , d o o b h c z a n i a w a r t o ś c i ca ł ek o z n a c z o n y c h , d o w y k r y w a ­
n i a b ł ę d ó w w t a b l i c a c h m a t e m a t y c z n y c h , d o w y r ó w n y w a n i a spos t rzeżeń 
i t d . 

O g r a n i c z y m y się t y l k o d o p o d a n i a n a j w a ż n i e j s z y c h , w s t ę p n y c h w i a ­
d o m o ś c i z r a c h u n k u r ó ż n i c o w e g o w d z i e d z i n i e l i c z b r z e c z y w i s t y c h . 

§ 12. Różnice. D a n a j e s t f u n k c j a y—f{x) o k r e ś l o n a w p u n k t a c h 
x0,x1,x2,...,xn, o k t ó r y c h z a k ł a d a m y , że n a s t ę p u j ą p o s o b i e w r ó w n y c h 
o d s t ę p a c h , t j . ż e ] 

(1) CC | CCQ — il?2 '— * • • — — 1 ==Z ^ ® = = ^ j 

g d z i e h j e s t p e w n ą stałą dodatn ią . N i e c h 

yo = f(®o), ?/i = / ( ^ i ) , • y » ? = / ( * „ ) . 

P r z y r o s t 

(2) Ay^ y i + 1 - yt= f(xi+l)-f(xi) = Af(xi), 

g d z i e i—0,1,2,...,n—1, n a z y w a m y pierwszą różnicą -funkcji f{x) w punk­
cie xt. Z a u w a ż m y , że w s k a ź n i k p r z y s y m b o l u r ó ż n i c y s t a w i a m y t u t a k i , 
j a k i w y s t ę p u j e w o d j e m n i k u t e j r ó ż n i c y . E ó ż n i c ę p i e r w s z y c h r ó ż n i c 
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f u n k c j i f(x) w p u n k t a c h x i + 1 i xt n a z y w a m y drugą różnicą funkcji f(x) 
w punkcie x±. O z n a c z a m y ją p r z e z A \ l u b A2f(xi). A z a t e m 

A 2 y i = A y i + 1 - A y i = y i + 2 - 2 y i + 1 + yi, 

g d z i e t = = 0 , 1 , 2 , . . . , % — 2 . 
O g ó l n i e : r ó ż n i c ę (k—l)-szych r ó ż n i c f u n k c j i f(x) w p u n k t a c h x i + 1 

i Xi n a z y w a m y k-tą różnicą funkcji f(x) w punkcie a? {. O z n a c z a m y ją 
p r z e z Akyi l u b Akf(Xi). U m a w i a m y się, że A1yi=Ayi, a A"yi=yi. 
M a m y w t e d y o g ó l n i e : 

(3) Akyi = A k ^ y i + l - A k - l
y i , fc = l , 2 , t = 0 , l , . . . , n - f c . 

M o ż n a w y k a z a ć ( d o w ó d p o m i j a m y ) , że jeżel i f u n k c j a f(x) m a w p u n k c i e 
x0 p o c h o d n ą fc-tego r z ę d u fk){x0), t o 

/<*>(*„)= lim 

T e n w łaśn ie w z ó r k ładz i e p o m o s t m i ę d z y r a c h u n k i e m r ó ż n i c o w y m i r a ­
c h u n k i e m r ó ż n i c z k o w y m . 

U d o w o d n i m y t e r a z m e t o d ą i n d u k c j i , że 

(4) Akyt= ^ j y i + k - ^ y i + k - i + (gj^+fc-a---- -

. - ( - ^ t - i j ^ + f - 1 ' ' © ^ . . 

co m o ż n a n a p i s a ć k r ó c e j 

O t ó ż d l a fr=l w z ó r (4) j e s t p r a w d z i w y , g d y ż m a p o s t a ć 

i d e n t y c z n ą ze w z o r e m (2). N a l e ż y j e s z c z e w y k a z a ć , że jeżel i w z ó r (4) 
j e s t p r a w d z i w y d l a fc=m, t o j e s t r ó w n i e ż p r a w d z i w y d l a fc=m+l. 

R z e c z y w i ś c i e , n a m o c y (3) j e s t 

(5) Am+1yi = A m y i + l - A m
y i . , 

/fc\ _ k(k-l)...(k-j+l) '_ fc! Ik\ 
\ij" i - 2 - . . . - j ; ! ( & - ? ) ! \ ° / : 

1. 
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P o n i e w a ż z a ł o ż y l i ś m y , że w z ó r (1) jest p r a w d z i w y d l a k=m, więc 

AM„-i"'\u +lm\v - -
n Di— Inllfi+m I j ISi+TO- lT^ I ^ \Ui + m 2 

( m - l ) ^ 

A ifi+i — I Q I.'/, 1 m 1 ~~ I j I ili+m ' I •) I 

• i ) ' " i . ; : , ) : ' / M 2 + ( - i r ; > + 1 . 

S t ą d 

«-I(t)+(:)]^[(;)+'(t)M--."+ 

ni 

A l e 

j\(m-j)\ (j-l)\(m-j + l)\ 

- ( w — f + l + j ) -
j\(m-j + l)\ 

( m + 1 ) ! /wii+1 d l a j=l,2,...,m 

o r a z 

Z a t e m 

• * : ) * - < - . > * - < - i r « : + } ) * 

^ + , »<=( "o + >< ł « . - ( ' " j ' > ' + »+ ( " t 1 ) ' " 

• ^ - i r * t ; V i + < - i r ł , f c £ ) * ' 
a t o j e s t właśn ie w z ó r (4) w p r z y p a d k u Tc=m+1. 
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P o k a ż e m y t e r a z , że o d w r o t n i e każdą w a r t o ś ć yk (k = l,2,...,n) 
m o ż n a o b l i c z y ć z różn i c Ay0, A2y0,..., AkyQ i w a r t o ś c i y0. U d o w o d n i m y 
m i a n o w i c i e — j a k p o p r z e d n i o m e t o d ą i n d u k c j i — że 

(7) iiu=yo + ( j j Ay0 + Q A2y°+• • • + (&) Aky» = 1 , 2 , . 

D l a fc = l w z ó r t e n j e s t p r a w d z i w y , g d y ż m a p o s t a ć 

?/i=?/o + ^i / tM c z y l i <4//o = . ' / i - / / „ 

z g o d n i e ze w z o r e m (2). 
W y k a ż e m y j e s z c z e , że jeżeli wzór (7) jest p r a w d z i w y d l a 1c=m, t o 

j e s t r ó w n i e ż p r a w d z i w y d l a h=m+l. 
•leżeli b o w i e m wzór (7) jest p r a w d z i w y d l a lc = »i, t o 

(8) 

A l e n a m o c y w z o r u (5) j e s t 

^ ? / i = Ą o + ^ + 1 . ' / o d l a / = 0 , 1 , 2 , . . . 

Z a t e m wzór (8) m o ż n a napisać w p o s t a c i 

= .'/o+4Vo + ( ' " ) {A»"'] A ' ! l o ) + ( 2 ) ( / ' 2 ' / o 1 + 

1 I I (/ -r".v„ -1 / i " M ' . ' / „ ) , 

c z y l i 

< +[(:)+(:)] •*•+[(:)+(:)] 
+ - - + [ ( : ) + ( . : - 1 ) ] ^ + ( i ) - ł i -

skąd n a m o c y w z o r u ((i) i r ó w n o ś c i | | = l = | m ~ ^ | 

») < / . + , - N + ( " + ' ) ^ + ( " ' + ' ) 4 - * , t - . . . + . 1 , , „ 

a t o j e s t właśnie w z ó r (7) d l a k = m J
r l . 
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W z ó r (7) w y g o d n i e j e s t z a p i s y w a ć w p o s t a c i s y m b o l i c z n e j 

yk=(l + A)ky0. 

R o z w i j a j ą c p i e r w s z y c z y n n i k p r a w e j s t r o n y w e d ł u g w z o r u d w u m i e n n e g o 
N e w t o n a t a k , j a k b y ś m y t o u c z y n i l i , g d y b y A b y ł o s y m b o l e m l i c z b y , 
o t r z y m u j e m y f o r m a l n i e w z ó r (7). 

K o l e j n e r ó ż n i c e Akyi o b l i c z a m y p o d ł u g n a s t ę p u j ą c e g o s c h e m a t u : 

X, Vi Jyt &yt A*y, A'y> A'y, 

*o y« 
dy<> 

* i Vi <42y„ 

A*yo 
Vt A*Vl Alyo 

Ay* ^'yi Aby« 
Vt ^ y , Aey„ 

d*yt Aiyl 

y* <4*y3 * y , 

y»-i ^ „ - , 
Ayn-i A'yn-S 

y. • 
P R Z Y K Ł A D 1. S p o r z ą d z i m y t a b l i c ę r ó ż n i c d l a f u n k c j i j / = p r z y b l i -

żenie dz ies iętne sina? z d o k ł a d n o ś c i ą d o 0 ,000005 i # = 1 0 ° , 2 0 ° , 30° , 40° , 
50 ° , 60° , 70° . 

yt 
Ay, 4'y, A*y, A"yt A% 

10° 0,17365 
16837 

20° 0,34202 
15798 

- 1 0 3 9 
- 4 8 0 

30° 0,50000 
14279 

- 1 5 1 9 
- 4 3 5 

45 
18 

40° 0,64279 
12325 

- 1 9 5 4 
- 3 7 2 

63 - 1 6 
2 

50° 0,76604 
9999 

- 2 3 2 6 
- 3 0 7 

65 

60° 0,86603 
7366 

- 2 6 3 3 

70° 0,93969 

Z e w z g l ę d u n a w y g o d ę z a p i s u p o m i j a l i ś m y w r ó ż n i c a c h p r z e c i n e k i z e r a v 

p o c z ą t k o w e . J a k w i d z i m y z o t r z y m a n e j t a b e l i , d r u g i e , t r z e c i e i s zós ta 
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różn i ce są, u j e m n e . J e s t w t y m a n a l o g i a do f a k t u , ż e . d l a 0 < « < 9 0 ° d r u g a , 
t r z e c i a i szósta p o c h o d n e f u n k c j i y=smx są u j e m n e . 

F u n k c j ę 

(11) Aky = Akf(x) = ^(-iylf\f[x+(k~j)h], fc = 0 , l , . . . , » , 

okreś loną d l a x= x 0 , x 1 } . . . ,xn_k, g d z i e a? i = x0-\- ih, a h j e s t p e w n ą stalą 
d o d a t n i ą , n a z y w a ć b ę d z i e m y lc-tą różnicą funkcji f(x). Z a t e m ft-ta r ó ż n i c a 
f u n k c j i f(x) w p u n k c i e x0 j e s t wartośc ią f u n k c j i Aky w t y m p u n k c i e . 
k-te r ó ż n i c e n a z y w a ć b ę d z i e m y r ó w n i e ż różnicami k-tego rzędu. 

M o ż n a ł a t w o s p r a w d z i ć r a c h u n k i e m , że n a p r z y k ł a d 

Ac=0 ( o = c ó r i s t ) , 

A[cf(x)] = cAf(x), 

A[f(x)±g(x)} = Af(x)±Ag(x), 

Ak[Alf(x)] = Ak+lf(x), 

A[f(x)g(x)]=f(x)Ag(x)+g(x+h)Af(x), 

A f _ W = g(x)Af(x)-f(x)Ag(x) 

g(x) g(x+Ji)g{x) 
g(x+h)g(x)^ 0 . 

S p o s t r z e g a m y t u a n a l o g i e ze z n a n y m i w z o r a m i r a c h u n k u r ó ż n i c z k o w e g o . 
A o t o p i e r w s z e r ó ż n i c e n i e k t ó r y c h f u n k c j i : 

Aex=ex{eh- 1 ) , 

J l o g 0 a j = l o g 0 | l + 

Asmx= 2 s m — c o s lx + 

h 
Ae,o8x= — 2 s i n — s m 

2 

sinfe 
Atgx = cos (a? + h) cos a; 

U d o w o d n i m y t e r a z n a s t ę p u j ą c e t w i e r d z e n i e : 

T W I E R D Z E N I E 1. Bóżnica rzędu n + 1 wielomianu stopnia n jest 
równa zeru. 
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D o w ó d . N i e c h d a n y będz i e w i e l o m i a n 

f(x) = anxH+an l x n - 1 + a n 2 x n - 2 + ...+a1x+a0 ( a „ ^ 0 ) . 

W t e d y 

Af(x) = an\(x + hf - x*] + an., | ( x + h ) n 1 - xn~11 + . . . + a,h. 

Z a t e m Af(x) j e s t w i e l o m i a n e m s t o p n i a n — 1. P r z y j m u j ą c , że Af(x) = 
== bn_1xn~1+ bn_2xn 2 + ...+b1x+ 6 0 , m a m y 

Z a t e m A2f{x) j e s t w i e l o m i a n e m s t o p n i a n—2. P o s t ę p u j ą c d a l e j a n a l o g i c z ­
n i e d o c h o d z i m y d o w n i o s k u , że Anf(x) j e s t w i e l o m i a n e m z e r o w e g o s t o p ­
n i a , c z y l i stalą. Z a t e m r ó ż n i c a A"'+1f(x) = A\Anf(x)\ j e s t r ó w n a z e r u , 
co na leża ło w y k a z a ć . 

W y n i k a s tąd , że w s z y s t k i e r ó ż n i c e Z T + 1 / ( # 0 + g d z i e & = < ) , ! , 2 , . . . , 
a # 0 j e s t doAvoln ie o b r a n y m p u n k t e m , są r ó w n e z e r u . 

Z a u w a ż m y , że t w i e r d z e n i e 1 o d p o w i a d a t w i e r d z e n i u z r a c h u n k u r ó ż ­
n i c z k o w e g o , że różn i czka r z ę d u n-\-l w i e l o m i a n u s t o p n i a n j e s t r ó w n a z e r u . 

Jeże l i r ó żn i ce r zędu n + 1 f u n k c j i f(x) są r ó w n e z e r u , t o f u n k c j a f(x) 
m o ż e n i e b y ć w i e l o m i a n e m s t o p n i a n, g d y ż do o b l i c z e n i a różn i c z o s ta ły 
u ż y t e j e d y n i e w a r t o ś c i f u n k c j i f(x) w p u n k t a c h x0,x1,..., a m i ę d z y t y m i 
p u n k t a m i f u n k c j a f(x) m o ż e p r z e b i e g a ć d o w o l n i e . M o ż n a j e d n a k w y k a ­
z a ć , że jeżel i r ó żn i ce r z ę d u ń-\-l f u n k c j i f(x) są r ó w n e z e r u d l a k a ż d e j 
l i c z b y d o d a t n i e j h (h = x i + l — xt d l a i = 0 , 1 , . . . ) , t o f u n k c j a t a j e s t w i e l o ­
m i a n e m . D o w ó d p o m i j a m y . 

P R Z Y K Ł A D 2 . S p o r z ą d z i m y t a b e l k ę r ó ż n i c d l a w i e l o m i a n u y — 3x*— x2 + 
+ 5 a ; - 9 i # = - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 : 

X y Ay A*y A3y A'y 

- 2 25 

- 1 - 1 2 
— 0 / 

40 
3 - 3 6 

0 - 9 4 72 
7 36 

1 - 2 40 72 
47 los 

2 45 14S 72 
1 95 180 

3 240 328 72 
523 252 

4 763 580 
1 11)3 

5 1866 

Ahj 
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§ 13 . Wielomiany czynnikowe. W i e l o m i a n s t o p n i a n 

x(x- h)(x-2h)...(x-(n — l)h), 

g d z i e h j e s t pewną, stała dodatnią,, n a z y w a ć b ę d z i e m y wielomianem czyn­
nikowym s t o p n i a n i o z n a c z a ć s y m b o l e m as ( n ) . J e s t z a t e m 

(12) x<n) = x (x - h) {x - 2h)... (x - (n - 1) h). 

P o n a d t o p r z y j m u j e m y , że 

(13) xW=l, 

Ł a t w o z a u w a ż y ć , że d l a x=kh j e s t 

0 , g d y k=0,l,...,n—1, 

ifc! 
, , — r r * n , g<ly k = n,n+l,n + 2,... 
(k—n)'. 

R ó ż n i c e w i e l o m i a n ó w c z y n n i k o w y c h o b l i c z a się b a r d z o p r o s t o , o i l e się 
p r z y j m i e , że l i c z b a Ji w y s t ę p u j ą c a w d e f i n i c j i w i e l o m i a n u c z y n n i k o w e g o 
(12) j e s t i d e n t y c z n a z l i czbą h w y s t ę p u j ą c ą w d e f i n i c j i r ó ż n i c (11) . M a m y 
w t e d y 

AxW=(x+h)(n)-x^ = 

= (x-\- h)x(x—Ji)... (x— (n — 2)łi\ —x(x— h)(x — 2h)... lx— (n — 1)h\ — 

= [x+ h—x+ (n— l)h]x(x — h)(x — 2h)...(x — (n — 2) h) = 

= nhx(n-1)=(nhf)x"l-1). 

N a s t ę p n i e 

A2x<-n)= A(Ax('ł)) = nh AaP^)=nh(nk-h) x^n-2)= {nhfW"-**. 

M o ż n a ł a t w o d o w i e ś ć m e t o d ą i n d u k c j i , że j e s t o g ó l n i e 

(14) Akx^=(nh)ik)x^'k), fc=l,2, 

Z a u w a ż m y , że w z ó r (14) o d p o w i a d a w z o r o w i z r a c h u n k u r ó ż n i c z k o ­
w e g o n a r ó ż n i c z k ę r z ę d u k f u n k c j i y=xn p r z y za łożen iu stałośc i r ó ż n i c z k i 
dx: 

dk{xn) = n{n-l)...(n-k+l)xn-kdxk. 

A n a l o g i ę tę w i d a ć n a j w y r a ź n i e j , g d y w z ó r (14) n a p i s z e m y w p o s t a c i 

Akx^=n(n-1)... (n-k + l)xl"-Vhk. 
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N a p o d s t a w i e w z o r u (14) m a m y 

(x+h)^h = 

(x+2hfl)h = 

n + 1 

(a;+2ft)< n + 1 >-(a;+fe)< n +'> 

n + 1 ' 

(a:+3fo)<" + 1 >-(a;+2/i)<"+ 1 > 

n+l~ 

, ( a , + * * ) ^ 
n+1 

skąd p o z s u m o w a n i u s t r o n a m i o t r z y m u j e m y 

2 (a? + 7*) , n ' ft = 5 '— . 
,-to n + 1 

P r z y j m u j ą c o z n a c z e n i a w z o r u (1) m o ż n a t o zap i sać w p o s t a c i 

k 
(15) Z 4 n ) * 

7-o y n + 1 

g d z i e s y m b o l e m : r j n ) o z n a c z y l i ś m y w a r t o ś ć w i e l o m i a n u c z y n n i k o w e g o 
w p u n k c i e x—Xj. S p o s t r z e g a m y ana log ię w z o r u (15) ze w z o r e m z r a ­

c h u n k u c a ł k o w e g o 

k t ó r y m o ż n a o t r z y m a ć z (15) p r z e z prze j ś c i e d o g r a n i c y , g d y h-yO 
i (k+l)h = c o n s t . 

K a ż d y w i e l o m i a n c z y n n i k o w y — j a k t o w y n i k a z j ego d e f i n i c j i — 
d a j e się p r z e d s t a w i ć w p o s t a c i 

(16) x^= ^ x n + S^hxn~1+ 8^h2xn 2 + ... + Sl_1hn'lx. 

L i c z b y ( i = 0 , l , . . . , n — 1) noszą n a z w ę liczb Stirlinga pierwszego ro­
dzaju. O b l i c z a ć j e n a j w y g o d n i e j ze w z o r u r e k u r e n c y j n e g o 

(17) ^ + 1 = 5 ? - ^ 1 , » = l , 2 , . , r , n , 

j a k i o t r z y m u j e m y o d r a z u , k o r z y s t a j ą c z o c z y w i s t e j r ó w n o ś c i 

x^+l) = x(n){x-nh) 
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i p r z y j m u j ą c , że $ £ = 0 . N a k o ń c u książki w T a b l i c y I T A p o d a n o l i c z b y 
S t i r l i n g a p i e r w s z e g o r o d z a j u d l a n = 1 , 2 , . . . , 10 . 

M a m y n a p r z y k ł a d 

ic<6)= x
b - 1 5 ^ 5 + 8 5 f e V - 2 2 5 f r V + 2 7 4 / i V - 1 2 0 A 5 . x . 

U d o w o d n i m y t e r a z n a s t ę p u j ą c e t w i e r d z e n i e : 

T W I E R D Z E N I E 2 . Każdy wielomian stopnia n 

W n = a n x n + a n _ , x n - 1 + ... + alx+aa, «n#Ó, 
można w sposób jednoznaczny przedstawić w postaci 

(18) V7„ = + i „ . . , a * " - » + . . . + AlXW + Av, 

gdzie An,An_1,...,A0 są współczynnikami liczbowymi. 

D o w ó d . 

(19) W ^ a ^ + B , , 

g d z i e JKJ j e s t resztą z p o d z i e l e n i a Wn p r z e z xin), c z y l i p r z e z w i e l o m i a n 
s t o p n i a n o k r e ś l o n y w z o r e m (16) . Jeśl i Bl j e s t stałą, t o p o s t a ć (18) j e s t 
j u ż okreś l ona w z o r e m (19) . W p r z e c i w n y m r a z i e Bi j e s t w i e l o m i a n e m 
s t o p n i a kx 

• I ł 1 = a l k i x k i + a i k i _ 1 x k i - 1 + ... + a l 0 , 

g d z i e l^.kx<n. Z a t e m 

(20) B , ^ a l k i x ^ + B 2 , 

g d z i e B2 j e s t resztą z p o d z i e l e n i a w i e l o m i a n u i ć j p r z e z x ( k l ) . Jeśl i B2 j e s t 
stałą, t o p o s t a ć (18) j e s t j u ż okreś l ona w z o r a m i (19) i (20) . W p r z e ­
c i w n y m r a z i e B 2 j e s t w i e l o m i a n e m s t o p n i a k., 

^ 2 = « 2 f c 3 ^ + « 2 ^ , - i ^ f c j l + . . . + , o , o , • 
g d z i e l ^ k 2 < Jfc]. 

P o s t ę p u j ą c d a l e j a n a l o g i c z n i e o t r z y m u j e m y c iąg l i c z b n a t u r a l n y c h 
fc1>ft2>fc3> Ciąg t e n m u s i b y ć s k o ń c z o n y . A z a t e m m u s i się p o ­
j a w i ć r e s z t a Blt b ę d ą c a stałą. P o d s t a w i a j ą c do w z o r u (19) k o l e j n o r e s z t y 
B1,B2,...,Bg o t r z y m u j e m y p o s t a ć (18) . W t e n s p o s ó b u d o w o d n i l i ś m y , 
że w i e l o m i a n Wn m o ż n a p r z e d s t a w i ć w p o s t a c i (18) . P o z o s t a j e d o u d o ­
w o d n i e n i a , że i s t n i e j e t y l k o j e d n o t a k i e p r z e d s t a w i e n i e . 

G d y b y w i e l o m i a n Wn m o ż n a b y ł o p r z e d s t a w i ć w p o s t a c i (18) n a d w a 
s p o s o b y : 

Wn = Ąjf* + A^aP-»+... + A, atl> + A0 

o r a z 
Wn = BHxin + Bn .,x^ ... + B1x{l) + B0, 

Metody numeryczne 1 graficzne — 4 
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m i e l i b y ś m y 

A n > > + A n ^ x ^ + ... +A1x^+A0 = Bnx^ + B n _ , x ^ + ... + B, «W + Ą . 

P o d s t a w i a j ą c x=0,h,2h,...,nh o t r z y m u j e m y k o l e j n o 

A0=B0, A1 = B1, A n = B n . 

K a ż d e m u w i e l o m i a n o w i o d p o w i a d a z a t e m t y l k o j e d n o p r z e d s t a w i e n i e p o - ' 
s t a c i (18) , c zego na leża ło d o w i e ś ć . 

P R Z Y K Ł A D 3. W y r a ź m y w i e l o m i a n 3x3 — x2Ą- 2x— 1 z a p o m o c ą w i e ­
l o m i a n ó w c z y n n i k o w y c h , d l a k t ó r y c h Ji = l. M a m y 

a? ( 1 )--- x, 

x(2) = x2 — x, 

x!-3)=x3—3x2+2x, 

a d a l e j 

3 x 3 - x 2 + 2 x - 1 = 3(x3-3x2 + 2x) + 8 x 2 - i x - 1 = 3x(i)+ 8x2-4x - 1 = 

= 3»< 3 ) + 8(x2-x) + 4 x - l = 3x^ + 8x{2) + 4 x ^ - 1 . 

W r o z d z i a l e I I I p o z n a m y ł a t w i e j s z y s p o s ó b z n a j d o w a n i a p o s t a c i (18) 
d l a d o w o l n e g o w i e l o m i a n u Wn. 

M o ż n a o b l i c z y ć , ż e 

x =xW, 

( 2 1 ) xi=xW + 3hxW+h2xM, 

xi = xW+6hxW+ 7h2xW+ h3xW. 
O g ó l n i e 

(22) xn = . Snx^ + ón J t o ^ - " + ón / W " 2> + ... + ól_1hn'1 aP> . 

L i c z b y c5? noszą n a z w ę liczb Stirlinga drugiego rodzaju. T a b e l k a t y c h 
l i c z b d l a n—1,2,...,10 j e s t z a m i e s z c z o n a n a k o ń c u książki ( T a b h c a l l B ) . 
T a b e l k ę taką na j ła tw ie j s p o r z ą d z i ć u ż y w a j ą c w z o r u r e k u r e n c y j n e g o 

(23) ^=6r1+(n-i)cSnf-\, l ^ i < n ~ 2 , 

k t ó r y m o ż n a w y p r o w a d z i ć z t o ż s a m o ś c i 

(24) (x+h)n= (x+h) (xn~1 + Axn~'). 

M i a n o w i c i e n a p o d s t a w i e (22) j e s t 

{x + h)n = ó n (x + h)(n) + gJJ h(x+ h}*-1* + 

+ c%h2(X + hyn-2> + ... + rX„lhn-1(x + hf\ 
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a w e d ł u g (12) 

{x + h)l" !)=(x+h)x^n t = 0 , l , . . , n - l . 

Z a t e m . 

(25) (x+h)n = (x+ * ) [ d j a ! ( n - 1 , + ó!haP-i>+ c%h2xin 3 ) + . . . + d j . ! * " " 1 ] . 

P o n a d t o n a p o d s t a w i e (22) j e s t 

(26) x*~1 = cJ» - 1 ,<r<'1 - " + c* ? - 1 W * " 2 > - f - 1 A 2 o ł n 1 3 > + ... + 61Z\hn"2aP\ 

skąd w o b e c (14) 

(27) Axn-1=(n-l)^-1hx<n-2>+(n-2)órt-1tilx{n 3) + 

+ (n- 3)<jC~ł7t3#<n-4> + . . . 4- c 5 ^ : J f e " - 1 . 

W s t a w i a m y nas tępn ie w z o r y (25) , (26) i (27) d o w z o r u (24) , u p r a s z c z a m y 
o b i e s t r o n y p r z e z (x-\-h) i p r z e z p r z y r ó w n a n i e w s p ó ł c z y n n i k ó w p r z y w y ­
r a z a c h hiałn~i~1) o t r z y m u j e m y w z ó r (23) . 

Z d e f i n i c j i w i e l o m i a n u c z y n n i k o w e g o w y n i k a , że c$o = l (w = 1 , 2 , . . . ) . 
P r z y j m u j e m y p o n a d t o , że c$Jt=0 . W s z y s t k i e p o z o s t a ł e l i c z b y S t i r l i n g a 
da ją się w t e d y k o l e j n o o b l i c z y ć ze w z o r u (23) . 

P o d a m y t e r a z p r z y k ł a d z a s t o s o w a n i a w z o r u (22) . 

P K Z Y K Ł A B 4. W y p r o w a d z i m y w z ó r n a s u m ę sześc ianów n k o l e j n y c h 
l i c z b n a t u r a l n y c h . 

M e c h Xi=i + 1. W t e d y 

1 ^ + 2 3 + 3 i + . . . + n3=n£x3
i. 

S t o s u j e m y w z ó r (22) p r z y j m u j ą c h=l 

n - 1 n—l n—l n - 1 

2x3=ZxV+3 2xW+2xV, 

a nas tępn ie do k a ż d e j s u m y p o p r a w e j s t r o n i e s t o s u j e m y w z ó r (15) 
V ~ 3 = 4 4 ) - 4 4 ) ^ - 4 ł ) , 4 2 ) - 4 2 ) 

i = 0 

P o n i e w a ż (n+l)n(n—l)(n—2), x(3)= (n+ l)n{n— 1 ) , x(2)= (n + l)n, 
4 * ) = l - 0 - ( — 1 ) ( - 2 ) = 0 i p o d o b n i e 4 3 ) = 4 2 ) = °> w i ę c 

li + 23+ 33+...+n3 = 

= i [ (w+l )» (n—1) , ( »—a) - f -4 (nHrl )n(»Al )+2(n^l )w]^ , n * n + ) • 
4 4 
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§ 14. R ó ż n i c e w s t e c z n e . T r z y m a j ą c się n a d a l o z n a c z e ń p r z y j ę t y c h 
W p o p r z e d n i m p a r a g r a f i e o k r e ś l a m y pierwszą różnicę wsteczną funkcji 
f(x) w punkcie xi j a k o p ierwszą r ó ż n i c ę f u n k c j i f{x) w p u n k c i e xi_l i o z n a ­
c z a m y ją j e d n y m z n a s t ę p u j ą c y c h s y m b o l i : Vyi} VlyL, Vf(xi) a l b o Vif(xl). 
J e s t z a t e m 

PVi= Ayi_1 = f(xi)-f(xi_1), i=l,2,...,u. 

O g ó l n i e o k r e ś l a m y k-tą różnicę wsteczną funkcji f(x) w punkcie xt (k n a ­
t u r a l n e ) j a k o r ó ż n i c ę (k—l)-ych r ó ż n i c w s t e c z n y c h f u n k c j i f(x) w p u n k ­
t a c h xi i xi_l. P r z y j m u j ą c p o n a d t o , że V"yi — yi= A°yit m a m y 

7k„, nk—l.. r?k-\, ^ y i = ^ - l y i - v K - ' y ^ , 

M o ż n a z ła twośc ią w y k a z a ć , że 

(28) V k
y i = A k

y i _ k , 

k=l ,2,... ,n; i = k,Tc+1,. 

A ; = 0 , 1 , . . 

xn = T a b e l a różn i c w s t e c z n y c h f u n k c j i f(x) d a n e j w p u n k t a c h x0,xl,.. 
=x0-\-(n — l)h j e s t i d e n t y c z n a ze z w y k ł ą tabelą r ó ż n i c , p r z y c z y m z m i a n i e 
u legają j e d y n i e s y m b o l e r ó ż n i c . T o , że w j e d n y m p r z y p a d k u w o l i m y 
k o r z y s t a ć z r ó ż n i c , a w d r u g i m — z r ó ż n i c w s t e c z n y c h , j e s t s p o w o d o w a n e 
w y g o d ą z a p i s u . N a p r z y k ł a d m o ż e t o za leżeć o d t e g o , w j a k i e j częśc i 
p rzedz ia łu (x0,xn) c h c e m y b a d a ć f u n k c j ę f(x). Jeże l i i n t e r e s u j e n a s o n a 
w o t o c z e n i u p u n k t u x0, k o r z y s t a m y ze z w y k ł y c h r ó ż n i c i r o z b u d o w u j e m y 
i c h tabe lę w k i e r u n k u r o s n ą c y c h w s k a ź n i k ó w x{: x0,x1,... t a k d a l e k o , j a k 
t o j e s t p o t r z e b n e . Jeże l i n a t o m i a s t i n t e r e s u j e n a s z a c h o w a n i e się f u n k c j i 
f(x) w o t o c z e n i u p u n k t u xn, t o k o r z y s t a m y z r ó ż n i c w s t e c z n y c h i r o z b u ­
d o w u j e m y i c h t a b l i c ę w k i e r u n k u m a l e j ą c y c h w s k a ź n i k ó w xi: xn,xn_1,... 
t a k d a l e k o , j a k t o j e s t p o t r z e b n e . W t y m d r u g i m p r z y p a d k u w o l i m y p u n k ­
t y , w k t ó r y c h d a n a j e s t f t t n k c j a /(#), z a m i a s t x 0 , x l ; . . . , x n o z n a c z a ć s y m ­
b o l a m i x_n,x_„.{.l,...,x_l,xQ i w t e d y t a b e l a r ó ż n i c w s t e c z n y c h w y g l ą d a 
n a s t ę p u j ą c o : 

x-» y-n 

x - l y-t 

X-l 

2/o 

Vi 

ry-.+i 

l 7 2 F J . ' / _ i V')h 
ry-* V*y^ Vy» 

F 2 2 / _ , V'y» 
Py-i V*ya 

V-y„ 

F!h V1yi F»y. V'y. F>y. Vy\ 
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F u n k c j ę Vky = Vkf(x) = Akf{x — kh), fe = 0 , l , . . . , w , okreś loną d l a 
x—x_n+k,x_n+k+1,...,x0, g d z i e xi = x0-\-ih, a h j e s t p e w n ą stałą d o d a t n i ą , 
n a z y w a m y k-tą różnicą wsteczną funkcji f{x). Z a t e m fc-ta r ó ż n i c a w s t e c z n a 
f u n k c j i f(x) w p u n k c i e xt j e s t t o w a r t o ś ć f u n k c j i , b ę d ą c e j k-tą r ó ż n i c ą 
w s t e c z n ą f u n k c j i f(x), d l a x=xi. 

N a m o c y w z o r u (11) m a m y 

(29) ^y-Yi-iĄ^m-m-

P i e r w s z a r ó ż n i c a w s t e c z n a (k —l)-szej r ó ż n i c y w s t e c z n e j f u n k c j i f(x) 
j e s t o c z y w i ś c i e ft-tą różn i cą w s t e c z n ą f u n k c j i f(x). O g ó l n i e : Vk{Vly) = Vk+ly. 
k-te r ó żn i ce w s t e c z n e nazyw r ać b ę d z i e m y r ó w n i e ż różnicami wstecznymi 
k-tego rządu. 

§ 15. R ó ż n i c e c e n t r a l n e . Średnia f u n k c j i . N i e c h b ę d z i e d a n a f u n k c j a 
y=f(x) okreś l ona w p u n k t a c h x_n,x.__n+lj2,...,x_1/2,x0,xl!2,x1,...,xn_12,xn 

(n j e s t l i czbą na tura lną ) . Z a k ł a d a m y , że p u n k t y te p o ł o ż o n e są w r ó w n y c h 
o d s t ę p a c h , t j . że 

(30) xi--=x0+ih, 

g d z i e * = — n,— n+ 1 / 2 — 1 / 2 , 0 , 1 / 2 , n — 1 / 2 , n , p r z y c z y n i h j e s t 
p e w n ą stałą dodatn ią . 

N i e c h 2/i = / ( » { ) . P r z y r o s t 

(•"* 1) ty - Vi+i,2 - Vi-1/2 = / |Ą + ŁJ - / |.ry - —j == ty(.rj, 

g d z i e i = — w + 1 / 2 , — n + 1 , . — 1 / 2 , n a z y w a ć b ę d z i e m y pierwszą 
różnicą centralną funkcji f(x) w punkcie xt. 

S u m ę 

n a z y w a ć b ę d z i e m y średnią funkcji f(x) w punkcie xt. 
O g ó l n i e : k-tą różnicą centralną funkcji f(x) w punkcie (fc j e s t l i czbą 

natura lną) n a z y w a ć b ę d z i e m y r ó ż n i c ę (k— l ) - y c h r ó ż n i c c e n t r a l n y c h f u n k ­
c j i f(x) w p u n k t a c h x i + l ; 2 i xi_1/2 i o z n a c z a ć s y m b o l e m dkyi a l b o 6kf(Xi). 
P o n a d t o p r z y j m u j e m y , że S1yi=dyi o r a z d°yi=yi. J e s t z a t e m 

(33) < 5 f c 2 / i = ^ - 1 2 / i + 1 / 2 - < 3 * - ł y i _ a / 2 , 

& = 1 , 2 , . . . , 2 » , t = — w + f t / 2 , — » + ( f c + l ) / 2 , . . . , r a - (ft'+l)/2,m— k /2 . 
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F u n k c j ę 

(34) dy = flx+^]-flx 
2}> 

okreś loną d l a x= x_n+1,2,x_n+1,...,xn_l,xn_1,2, n a z y w a m y pierwszą różnicą 
centralną funkcji f(x). 

F u n k c j ę 

(35) ^Y[1[X+^) +fh^ 
okreś loną — p o d o b n i e j a k 6y — d l a x — x _ n + 1 / i , x _ n + l t . . . , x n _ l , x n 

n a z y w a m y średnią funkcji f(x). 
N a z y w a m y d a l e j f u n k c j ę , k t ó r a j e s t p ierwszą różn i cą centra lną 

(k—l)-ej r ó ż n i c y c e n t r a l n e j f u n k c j i f(x), k-tą różnicą centralną funkcji 
f(x) i o z n a c z a m y s y m b o l e m óky l u b dkf(x). P r z y j m u j e m y , że bly=8y 
o r a z d°y=f(x). M a m y z a t e m 

dky= ó(dk~1y) (k j e s t l i czbą na tura lną ) . 

W y n i k a s tąd , że o g ó l n i e 

(36) ók(6ly)=dk+ly. 

W i d z i m y , że ft-ta r ó ż n i c a f u n k c j i f(x) w p u n k c i e xt j e s t war toś c ią f u n k c j i 
dkf(x) w p u n k c i e xx. 

P o m i ę d z y r ó ż n i c a m i i r ó ż n i c a m i c e n t r a l n y m i f u n k c j i f(x) w p u n k t a c h 
xt i s tnie ją p r o s t e zw iązk i 

(37) b n
y i = A n

y i _ n j 2 . 

Jeśl i o g r a n i c z y m y się t y l k o d o p u n k t ó w x}-, g d z i e j — — n,—w+1, — » + 2 , . . 
— l , 0 , l , . . . , n — 1 , n , t o m a m y 

b*yi=A*yi_2 

i o g ó l n i e d l a •m = l , 2 , . . . , « 

(38) 2 

6 i m
y j = A ™ y i _ v l . 



§ 1 5 . Różnice centralne — Średnia funkcji 

M o ż n a s p o r z ą d z i ć t a b l i c ę z w y k ł y c h r ó ż n i c f u n k c j i f(x) w p u n k t a c h 
x_ntx_n+1,....,x_1,x0,x1,...,xn k o r z y s t a j ą c z r ó ż n i c c e n t r a l n y c h t e j 
f u n k c j i i w z o r u (37) . O t o s c h e m a t t a k i e j t a b l i c y 

(39) 

y - „ 

X l 
- «+T 

V i ^ f y . . i 

A2y^d>y-„+1 

X s 
" + 2 

^y - n+i = ^ - » + i -a 
S'y * 

- » + T 
a 

y-n+a %-n+a «5 8 y-» + a ^ y - . = 

x - 2 y - 2 <ty-2 ^ a y- 3 =<5*y_2 <54y_a 

X s 
a 2 

Ay-s =i8y s 
a 

* * y s 
a 

^ 3 . ' / - 3 -<53y s 
a 2 

x - i y~i <5y_i <54y-! 

X l 
2 

y i 
a 

Ay_i = <5y i 
a 

<43?/ 2 = <S8y i 
a 

<54y i 
2 

x0 y» <5y« ^ « y _ l = ^ y 0 <5sy„ A*y^--

Xi 
a 

yi 
a 

Ay0 =>(8yi 
a 

« * y a 

a 
^ 3 y _ x = $3y i 

a 
<S4yi 

2 
z , Vi tyi «5'yi A'y-1 

as» 
2 

y*_ • 
2 

Ayt =-<5l/8 
a 

^ 3 y 0 '53ys 
a 

<54y» 
a 

Xi y* <5?/a ^ * y , 

a » - 2 y „ - 2 ^y» - 2 <5'y»-2 " -<5 4y.-2 

* 8 
?f T a a 

y» - i 

* i 
" - a ' • 4 

AyK-i = <5w i 
"~ s • 

Z r ó ż n i c c e n t r a l n y c h k o r z y s t a m y w t e d y , g d y i n t e r e s u j e n a s z a c h o ­
w a n i e się d a n e j f u n k c j i f(x) w ś r o d k u p r z e d z i a ł u , w k t ó r y m r o z r z u c o n e 
są p u n k t y , d l a k t ó r y c h w a r t o ś ć f u n k c j i f(x) j e s t z n a n a . R o z b u d o w u j e m y 
w t e d y t a b l i c ę r ó ż n i c c e n t r a l n y c h p o c z ą w s z y o d ś r o d k a t ego p r z e d z i a ł u 
w o b i e s t r o n y : z a r ó w n o w k i e r u n k u r o s n ą c y c h , j a k i m a l e j ą c y c h w s k a ź n i ­
k ó w x t a k d a l e k o , j a k t o j e s t p o t r z e b n e . 

J e s t f a k t e m o c z y w i s t y m , że k a ż d y w z ó r n a p i s a n y z a p o m o c ą r ó ż n i c 
c e n t r a l n y c h d a j e się z a p i s a ć z a p o m o c ą r ó ż n i c a l b o r ó ż n i c w s t e c z n y c h 
i n a o d w r ó t . U ż y w a j ą c t e g o c z y i n n e g o t y p u r ó ż n i c m a m y n a u w a d z e 
w y g o d ę w z a p i s i e w s k a ź n i k ó w . 
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§ 16. I l o r a z y r ó ż n i c o w e . N i e c h b ę d z i e d a n a f u n k c j a y=f(x) o k r e ­
ś lona w p u n k t a c h x0,x1,x2,...,xn, k t ó r e n i e k o n i e c z n i e leżą, w r ó w n y c h 
o d s t ę p a c h . N i e c h 

B ę d z i e m y r ó w n i e ż p i s a l i ;(/0=^[>o]> ?/i = [>i]> •••> #n = ! > « ] • 
U ł a m e k 

(40) = 2 / 4 

#t -ty 

n a z y w a ć b ę d z i e m y pierwszym ilorazem różnicowym funkcji f(x) na punk­
tach xif Xj. J e s t z a t e m 

[ . ^ 2 J = ! 0 " ! 2 

i o c z y w i ś c i e 
(41) fotyl^foóft]-

O g ó l n i e : ilorazem różnicowym funkcji f(x)na punktach xao,xai,rUt, 
••••>xaki g d z i e a 0 , a t , . . . , a k j e s t c i ą g i e m h c z b n a t u r a l n y c h w y b r a n y c h 
s p o ś r ó d l i c z b 0 , 1 , 2 , . . . , n i r ó ż n y c h p o m i ę d z y sobą, n a z y w a ć b ę d z i e m y 
u ł a m e k 

(42) . [ 0 « , a O l
a a ł - - - « < J ! 

[ xa„xax
xav • • • xak-i] \.xaxxal • • • Xak-ixak I 

g d z i e 1x^x^X0^...xati] j e s t (k-l)-ym i l o r a z e m r ó ż n i c o w y m te j f u n k c j i 
n a p u n k t a c h xa(>,xai,...,xak__i. 

T a b l i c ę i l o r a z ó w r ó ż n i c o w y c h s p o r z ą d z a się z a z w y c z a j p o d ł u g n a ­
s t ę p u j ą c e g o s c h e m a t u : 

•Bi. | Vi 

X, y« 

[*0*l] 
Xi Vi 

tfl*ł] 
Vi 

[x2x3] 
Vi 

\x3xt | 
X, ;/4 

y.-i 

*. 1 y* 

\XlXiX3XA\ 
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k-te i l o r a z y r ó ż n i c o w e n a z y w a ć b ę d z i e m y r ó w n i e ż ilorazami różnicowymi 
rzędu k. 

P R Z Y K Ł A D 5. S p o r z ą d ź m y t a b l i c ę i l o r a z ó w r ó ż n i c o w y c h d l a f u n k c j i 
z d e f i n i o w a n e j n a s t ę p u j ą c ą t a b e l k ą : 

X - 3 - 2 0 3 4 

y - 6 1 4 - 5 1 1 331 - 4 1 6 - 4 8 1 

O t o t a t a b l i c a 

- 3 - 6 1 4 
L03 

- 2 - 5 1 1 106 
421 

0 331 - 134 
- 249 

3 . - 4 1 6 46 
- 6 5 

4 - 4 8 1 - 6 7 4 
- 3 4 3 5 

8 - 1 4 2 2 1 

- 4 0 

30 

- 9 0 

Hi 

12 

M e t o d ą i n d u k c j i m o ż n a udowodnić " ( d o w ó d p o m i j a m y ) , że 

(43) [ » , . . . x n \ = V o - + 
(»i — x1)(x0 — xi)...(x0 — x„) 

+ 

+ 

Vi 
(oJi - x0) (ajj - xt)... (a?i - xn) 

9* 

+ 

(x2 — x0)(x2-x1)(x2—x3)... (x2 - xn) + ...+ 

+ - T -
(xn xo)(xn xl)"-(xn — xn - 1) 

Z e w z g l ę d u n a s y m e t r i ę w z ó r (43) m a l i c z n e z a s t o s o w a n i a . 
Z a u w a ż m y , że — j a k t o w y n i k a z e w z o r u (43) — w a r t o ś ć i l o r a z u 

r ó ż n i c o w e g o [x0x1... xn\ n i e za l eży zupe łn ie o d p o r z ą d k u l i c z b x0,x1,..., x„. 
M e t o d ą p o d o b n ą d o u ż y t e j w d o w o d z i e t w i e r d z e n i a 1 m o ż n a d o w i e ś ć 
n a s t ę p u j ą c e t w i e r d z e n i e : 
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T W I E R D Z E N I E 3. Iloraz różnicowy [ a j 0 a j 1 . . . a ! n + 1 ] rzędu n+1 wielo­
mianu stopnia n jest równy zeru dla wszelkich liczb 'x0,xl,..,xni_1 różnych 
pomiędzy sobą. 

D o w ó d p o m i j a m y . 
Jeśl i d a n a f u n k c j a y=f(x) j e s t o k r e ś l o n a w p u n k t a c h xa,x1,...,xn 

p o ł o ż o n y c h w r ó w n y c h o d s t ę p a c h , t j . t a k i c h , że 

Xi = x0-{- ih, 

g d z i e f = = l , 2 , a h j e s t stałą, d o d a t n i ą , t o i l o r a z y r ó ż n i c o w e f u n k c j i 
f(x) da ją się ł a t w o w y r a z i ć z a p o m o c ą r ó ż n i c f u n k c j i f(x). A l b o w i e m 

r i _ 2 / i _ 2 / o _ Ay0 

00-^ — 0CQ łl' 

r n _ Vi-yi _ AVi 
ixx x2\ — — — — - , 

x2 u?j n 

r -. 2/t+l Vi Ay% j i • A i i 
[XiXi+1]= = T 7 T d l a » = 0 , 1 , . . . , » - ! , 

xi+\—Xi llh 

następnie 

Ay,-Ay 

[x0x1\-tx}x2] h_ A2y0 

i o g ó l n i e 

(44) [ Ą Ą + i Ą + s - Ą + j ] = n g ; . 

J e ż e h z a t e m f u n k c j a / ( « ) m a w p u n k c i e a?0 p o c h o d n ą / ( , ) (a? 0 ) , t o 

h m [ a ! ( a s , + 1 a j i + , . . . a ? ł + , ] = — — - . 
*->o y 1 

I l o r a z y r ó ż n i c o w e gra ją z a t e m w r a c h u n k u r ó ż n i c o w y m p o d o b n ą ro l ę , 
j a k w s p ó ł c z y n n i k i w z o r u T a y l o r a w r a c h u n k u r ó ż n i c z k o w y m . 


