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B ł ą d w z g l ę d n y p o l a P n a p o d s t a w i e w z o r ó w (27) i (15) w y r a z i ć m o ż n a 
w z o r e m 

ePp&ea-\- e & + e smw^eaĄ- eb-\-
cosę? 

Ay = ea+ eb-\- |ctgci| Acp. 
s i n cp 

W a r u n e k , a b y b ł ą d w y n i k u sP n i e p r z e k r a c z a ł l ° / o j d a j e n i e r ó w n o ś ć 

ea + e6 + |ctg9?| A<p<0,01, 

którą muszą spe łn iać b ł ę d y p o m i a r ó w a,b i cp. W a r t o ś ć 0 ,01 sto jącą p o 
p r a w e j s t r o n i e n a l e ż y rozdz ie l i ć n a k a ż d y ze s k ł a d n i k ó w s t r o n y l e w e j . 
Jeże l i n i e m a m y ż a d n y c h w i a d o m o ś c i o ł a t w o ś c i u z y s k a n i a o d p o w i e d n i c h 
d o k ł a d n o ś c i p o s z c z e g ó l n y c h a r g u m e n t ó w , t o k a ż d e m u sk ładn ikowi s t r o n y 
l e w e j p r z y p o r z ą d k o w u j e m y r ó w n ą część s t r o n y p r a w e j . O t r z y m a m y 

£ O < 0 , 0 0 3 3 , e f c < 0 , 0 0 3 3 , |ctgc>| zd<p<0,0033. 

Jeże l i k ą t ą> z a w i e r a się w p r z e d z i a l e 4 5 ° < < p < 1 3 5 ° , t o | c t g c ? K l i m o ż n a 
p r z y j ą ć 

Atp^ 0 , 0 0 3 3 ^ 1 1 ' . 

Jeże l i w i ę c z m i e r z y m y d w a b o k i t r ó j k ą t a z b ł ę d e m w z g l ę d n y m 0 , 3 3 ° / 0 

i ' k ą t m i ę d z y n i m i z a w a r t y ( spe łn ia jący n i e r ó w n o ś ć 4 5 ° < < p < 1 3 5 ° ) z b ł ę ­
d e m b e z w z g l ę d n y m 1 1 ' , t o ze w z o r u (32) o b l i c z y m y p o l e t r ó j k ą t a z b ł ę ­
d e m w z g l ę d n y m r z ę d u 1 % . 

Jeże l i z p o w o d u t r u d n o ś c i t e c h n i c z n y c h n i e m o ż e m y z m i e r z y ć k ą t a 
z taką dok ładnośc ią , t o k o s z t e m zwiększen ia d o k ł a d n o ś c i p o m i a r ó w b o ­
k ó w m o ż e m y z w i ę k s z y ć d o p u s z c z a l n y b ł ą d kąta . M o ż e m y n p . p r z y j ą ć 

E a = e b = 0 , 0 0 1 , 4<p= 0 , 0 0 8 ^ 2 7 ' . 

B . Statystyczna teoria błędów 

§ 6. E l e m e n t a r n e w i a d o m o ś c i z r a c h u n k u p r a w d o p o d o b i e ń s t w a . 

G d y p o w t a r z a m y » - k r o t n i e p o m i a r p e w n e j w ie lkośc i f i z y c z n e j , u z y s k u j e m y 
c iąg w a r t o ś c i p r z y b l i ż o n y c h x1,x2,...,xn, k t ó r e — o i l e n i e p o p e ł n i a m y 
b ł ę d u s y s t e m a t y c z n e g o — są w p e w i e n s p o s ó b s k u p i o n e d o k o ł a d o k ł a d ­
n e j w a r t o ś c i X. N a p o d s t a w i e u z y s k a n y c h w y n i k ó w c h c e m y zna leźć 
moż l iw ie n a j l e p s z e p r z y b l i ż e n i e n i e z n a n e j war toś c i d o k ł a d n e j X i o c e n i ć 
d o k ł a d n o ś ć p o m i a r ó w . Z a g a d n i e n i e t o w y m a g a s t o s o w a n i a a p a r a t u p o ­
j ę c i o w e g o i t w i e r d z e ń r a c h u n k u p r a w d o p o d o b i e ń s t w a o r a z p r z y j ę c i a d o ­
d a t k o w y c h za łożeń d o t y c z ą c y c h m i e r z o n e j w ie lkośc i i p o m i a r u . 

P r a w d o p o d o b i e ń s t w o d o w o l n e g o z d a r z e n i a A j e s t miarą j e g o m o ż l i ­
w o ś c i . N i e c h n p . z d a r z e n i e A p o l e g a n a t y m , że w y n i k p o m i a r u p e w n e j 
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wie lkośc i z a w i e r a się AV u s t a l o n y m p r z e d z i a l e (a,b). W w y n i k u p o j e d y n ­
czego p o m i a r u z d a i z e n i e A m o ż e nas tąp i ć l u b n i e i p r z e d d o k o n a n i e m 
p o m i a r u n i e m o ż e m y p r z e w i d z i e ć j ego w y n i k u . P r z y p u ś ć m y j e d ­
n a k , że w t y c h s a m y c h w a r u n k a c h p o w t a r z a m y w i e l o k r o t n i e p o m i a r 
t e j s a m e j wie lkośc i . Z a u w a ż y m y w t e d y , że częstość zdarzenia A, c z y l i 
s t o s u n e k mjn i lośc i m t y c h p o m i a r ó w , w k t ó r y c h w y n i k zawiera ł się 
w p r z e d z i a l e {a,b) d o i lości n w s z y s t k i c h d o k o n a n y c h p o m i a r ó w , p r z y n 
r o s n ą c y m n i e o g r a n i c z e n i e będz i e się w a h a ł a o k o ł o p e w n e j l i c z b y p. T ę 
l i c z b ę n a z w i e m y prawdopodobieństwem^) z d a r z e n i a A, c o z a p i s z e m y w p o ­
s t a c i 

p=P(A). 

Jeże l i z d a r z e n i e A j e s t p e w n e , t z n . z a c h o d z i w k a ż d y m d o ś w i a d c z e ­
n i u , t o m=n i P(A)=1. Jeże l i z d a r z e n i e A j e s t n i e m o ż l i w e , t o m = 0 
i P(A) = 0. D l a d o w o l n e g o z d a r z e n i a A j e s t z a w s z e 0 < m < » o r a z 

(33) 0 < P ( 4 ) < 1 . 

Z d a r z e n i e A n a z y w a m y tym bardziej prawdopodobnym, i m bl iższe j e d n o ś c i 
j e s t j ego p r a w d o p o d o b i e ń s t w o , t z n . i m częśc ie j b ę d z i e się p o j a w i a ł o z d a ­
r z e n i e A w d u ż e j s e r i i d o ś w i a d c z e ń . 

Jeże l i P(A) j e s t p r a w d o p o d o b i e ń s t w e m z d a r z e n i a A, t o z d a r z e n i e A 
p o l e g a j ą c e n a t y m , że n i e z a c h o d z i z d a r z e n i e A, m a p r a w d o p o d o b i e ń s t w o 

(34) P(A) = 1-P(A). 

I s t o t n i e , j eże l i z d a r z e n i e A w s e r i i n d o ś w i a d c z e ń zaszło m r a z y , t o z d a r z e ­
n i e A zasz ło n — m r a z y i j e g o c z ę s t o ś ć j e s t 

n—m m 

n n , 

-Jeśli w i ę c c z ę s t o ś ć mjn z d a r z e n i a A p r z y n d ą ż ą c y m d o n i e s k o ń c z o n o ś c i 
zb l i ża się d o P(A), t o c z ę s t o ś ć z d a r z e n i a A zb l i ża się d o 1 — P(A). 

P r z y p u ś ć m y t e r a z , że interesują n a s d w a z d a r z e n i a A i B o z n a n y c h 
p r a w d o p o d o b i e ń s t w a c h P(A) i P{B>). M o ż e m y z a p y t a ć o p r a w d o p o d o b i e ń ­
s t w o z d a r z e n i a A lub B, p o l e g a j ą c e g o n a t y m , że z a j d z i e z d a r z e n i e A 

') Pojęcie prawdopodobieństwa wprowadza się na ogól inaczej. Patrz np. W . Grli-
wie u ko . Uueli II tiek pni irdopodobieiisl wti, Warsza wa-Wrocław I llftlł. W naszej książce, 
nie pretendując do kompletnej ścisłości, woleliśmy jednak wprowadzić frekwencyjną 
definicję prawdopodobieństwa, która pozwala łatwiej przejść do zastosowań. Takie 
wprowadzenie prawdopodobieństwa, znajdzie czytelnik np. w książeczce B . U n i c -
d e n k i i A . C h i n o z y n a , Klemeuty rueliiinku prawdopodobieństwa. Warszawa l!l.Vt. 
którą bardzo polecamy czytelnikowi nie znającemu wcale lego rachunku. 
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l u b B, t z n . że z a j d z i e p r z y n a j m n i e j j e d n o ze z d a r z e ń A i B. B o z w i ą z a n i e 
j e s t p r o s t e , g d y z d a r z e n i a A i B w y ł ą c z a j ą się w z a j e m n i e , t z n . g d y 
w j e d n y m d o ś w i a d c z e n i u n i e m o g ą w y s t ą p i ć o b a . J e s t w t e d y 

(35) P(A lub B) = P(A) + P{B). 

I s t o t n i e jeżel i w s e r i i n d o ś w i a d c z e ń z d a r z e n i e A zasz ło m1 r a z y , a z d a r z e ­
n i e B zasz ło TO2 r a z y , t o z u w a g i n a w z a j e m n e wy łączan ie się t y c h zdarzeń 
z d a r z e n i e A lub B zasz ło ml+ m 2 r a z y i j ego c zęs tość j e s t r ó w n a s u m i e 
częstośc i zdarzeń A i B 

-f- m2 mt m2 

n n n 

Z r ó w n o ś c i t e j i p r z y j ę t e j p r z e z n a s d e f i n i c j i p r a w d o p o d o b i e ń s t w a w y n i k a 
r ó w n o ś ć (35) . 

M e c h n p . z d a r z e n i e A p o l e g a n a t y m , że w okreś l one j m i e j s c o w o ś c i 
średnia t e m p e r a t u r a t w d n i u 1 k w i e t n i a spełnia n i e r ó w n o ś ć 0 ° 0 < ź < 5 ° C , 
a z d a r z e n i e B p o l e g a n a t y m , że t > 5 ° C . Z d a r z e n i e A lub B p o l e g a Avtedy 
n a t y m , że 13*0°C i jeśl i n p . P ( 0 ° C < t < 5 ° C ) = 0 , 3 , a P(t> 5 ° C ) = 0 , 4 , 
t o P ( « ^ 0 ° C ) = 0 ,7 . 

W sz czegó lnośc i g d y B=A z r ó w n o ś c i (35) o t r z y m u j e m y r ó w n o ś ć 
(34). Z d a r z e n i a A i A są o c z y w i ś c i e r oz łączne , a i c h a l t e r n a t y w a , t j . z d a ­
r z e n i e A lub A, j e s t z d a r z e n i e m p e w n y m . 

Jeże l i z d a r z e n i a A i B n i e w y ł ą c z a j ą się w z a j e m n i e , t o m o ż l i w e j e s t 
z d a r z e n i e A i B p o l e g a j ą c e n a t y m , że z a c h o d z i j e d n o c z e ś n i e z d a r z e n i e A 
i z d a r z e n i e B. S z c z e g ó l n i e w a ż n y j e s t p r z y p a d e k , g d y z d a r z e n i a A i B 
są niezależne, t j . g d y p r a w d o p o d o b i e ń s t w o j e d n e g o z n i c h n i e z a l e ż y 
o d t e g o , c z y d r u g i e z d a r z e n i e zasz ło , c z y n i e . J e s t w t e d y ( d o w ó d p o m i j a m y ) 

(36) , P(A i B) = P(A)P{B). 

P r z y p u ś ć m y n p . , że z p e w n e j i lośc i ż a r ó w e k b i e r z e m y d w i e ż a r ó w k i 
d o p r ó b y n a d ł u g o ś ć c z a s u świecenia . M e c h A i B o z n a c z a j ą z d a r z e n i a , 
ż e o d p o w i e d n i o p i e r w s z a i d r u g a ż a r ó w k a będą świec i ły d łuże j niż 2 0 0 0 
g o d z i n . Jeże l i k a ż d e z t y c h zdarzeń m a p r a w d o p o d o b i e ń s t w o p = 0,8 
i m o ż n a p r z y j ą ć , że z d a r z e n i a A i B są n ieza leżne , t o z d a r z e n i e A i B, 
c z y l i z d a r z e n i e p o l e g a j ą c e n a t y m , że o b i e ż a r ó w k i b ę d ą świec i ły d łuże j 
niż 2 0 0 0 g o d z i n , m a p r a w d o p o d o b i e ń s t w o p 2 = 0 ,64 . 

M e z a m i e r z a m y t u t a j p o d a w a ć p e ł n e g o w y k ł a d u r a c h u n k u p r a w d o ­
p o d o b i e ń s t w a , o g r a n i c z a j ą c się t y l k o d o p o d a n y c h w y ż e j d e f i n i c j i i n a j -
e l e m e n t a r n i e j s z y c h własnośc i p r a w d o p o d o b i e ń s t w a . W d a l s z y c h r o z w a ­
ż a n i a c h w t e o r i i b ł ę d ó w b ę d z i e m y k o r z y s t a l i ze z n a c z n i e m o c n i e j s z y c h 
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ś r o d k ó w r a c h u n k u p r a w d o p o d o b i e ń s t w a . P o d a n y w s t ę p p o w i n i e n j e d ­
n a k w y s t a r c z y ć c z y t e l n i k o w i do p o p r a w n e j i n t e r p r e t a c j i u z y s k a n y c h 
d a l e j w y n i k ó w i w ł a ś c i w e g o i c h s t o s o w a n i a w n a j p r o s t s z y c h z a g a d n i e ­
n i a c h p r a k t y c z n y c h . 

§ ?. R o z k ł a d n o r m a l n y pomiarów f i z y c z n y c h . W y n i k X p o m i a r u 
d a n e j w ie lkośc i f i z y c z n e j b ę d z i e m y t r a k t o w a l i j a k o zmienną losową. 
O z n a c z a t o , że o k r e ś l o n y j e s t r o z k ł a d w y n i k ó w p o m i a r u , t j . d l a k a ż d e j 
l i c z b y r z e c z y w i s t e j x okreś l one j e s t p r a w d o p o d o b i e ń s t w o P(X<x), że 
w y n i k X p o m i a r u j e s t m n i e j s z y niż x. I n n y m i s ł o w y , i s t n i e j e f u n k c j a 
r z e c z y w i s t a F(x) — z w a n a dystrybuantą z m i e n n e j l o s o w e j X — t a k a , że 

P{X<x)=F{x). 

Z n a j o m o ś ć d y s t r y b u a n t y F(x) p o z w a l a o b l i c z y ć p r a w d o p o d o b i e ń ­
s t w o , że w y n i k X p o m i a r u z n a j d z i e się w d o w o l n y m p r z e d z i a l e a^X<b. 
P o n i e w a ż z d a r z e n i e (X<b) j e s t r ó w n o w a ż n e ze z d a r z e n i e m (X<a) lub 
a^.X<b, a z d a r z e n i a X<a i a^X<b są r oz łączne , w i ę c z r ó w n o ś c i (35) 
o t r z y m u j e m y 

(37) P(a^X< b) = P(X<b)-~P(X<a) = F(b)- F(a). 

Jeże l i d y s t r y b u a n t ą F{x) m a ciągłą p o c h o d n ą f(x) 

f(x) = F'(x), 

t o f u n k c j ę f{x) n a z y w a m y gęstością, prawdopodobieństwa i w z ó r (37) m o ­
ż e m y zap isać w p o s t a c i 

b 

(38) P(a^X<b) = ff{x)dx. 

P o n i e w a ż P(X=a) — 0, w i ę c j e s t r ó w n i e ż 
b 

P(a<X<b)= jf{x)dx. 
a 

D l a a=—oo, 6= -| -oo z d a r z e n i e (— o o < A ' < - f oo) j e s t z d a r z e n i e m 
p e w n y m i m a m y o c z y w i ś c i e 

(39) P ( - o o < X < + c o ) = j f(x)dx=l. 
-oo 

B ę d z i e m y d a l e j zak łada l i , że n i e o b c i ą ż o n e b ł ę d a m i s y s t e m a t y c z n y m i * ) 

l) Błędem systematycznym pomiaru nazywamy błąd, który się powtarza w każ­
d y m pomiarze. Znaczenie tego założenia omówimy na końcu rozdziału. 



§ 7. Rozkład normalny pomiarów f izycznych 

p o m i a r y wie lkośc i f i z y c z n y c h m a j ą rozkład normalny, t j . r o z k ł a d o gęstośc i 
p r a w d o p o d o b i e ń s t w a okreś l one j w z o r e m 

(40) to) - L - e x P I " - h (x~ ' r » ) 2 1 ' 

g d z i e a j e s t p e w n y m p a r a m e t r e m d o d a t n i m , a x0 j e s t d o k ł a d n ą wartośc ią 
d a n e j w ie lkośc i f i z y c z n e j . D o ś w i a d c z e n i e w s k a z u j e , że w y n i k i p o m i a r ó w 
w i ę k s z o ś c i w i e l k o ś c i f i z y c z n y c h m a j ą i s t o t ­
n i e r o z k ł a d y n o r m a l n e , co m o ż e b y ć t a k ż e 
w y j a ś n i o n e t e o r e t y c z n i e . 

F u n k c j a (40) , k t ó r e j w y k r e s p r z e d ­
s t a w i a r y s . 1, os iąga m a k s i m u m w p u n ­
k c i e x = x0 i p o o b u s t r o n a c h tego p u n k t u 
m a s y m e t r y c z n y p r z e b i e g . N a p o d s t a w i e 
w z o r u (38) w y n i k a s tąd , że w o t o c z e n i u 
w a r t o ś c i d o k ł a d n e j w y n i k i p o m i a r ó w w y ­
s tępu ją na j c zęśc i e j i j e d n a k o w e co d o wartośc i b e z w z g l ę d n e j b ł ę d y in 
plus i in minus są r ó w n o p r a w d o p o d o b n e . 

R y s . 1 

D o k ł a d n a w a r t o ś ć x0 spe łn ia jąca r ó w n o ś ć 

(41) »o = oof(x)dx = - — f x o x [ J _ a>0)2l dx 
y a\/2n J L 2o~ J 

n a z y w a n a j es t t a k ż e wartością średnią, wartością przeciętną l u b wartością 
oczekiwaną w y n i k u X p o m i a r u . 

N a p o c z ą t k u rozdz ia łu m ó w i l i ś m y o n ieokreś lonośc i p o j ę c i a d o k ł a d ­
n e j war toś c i w ie lkośc i f i z y c z n e j . E ó w n o ś ć (41) m o ż n a b y t e r a z p r z y j ą ć 
j a k o de f in i c ję wartości dokładne'). J e d n a k ż e p o j ę c i e war toś c i średnie j 
n i e o b c i ą ż o n e g o b ł ę d e m s y s t e m a t y c z n y m p o m i a r u w ie lkośc i f i z y c z n e j j e s t 
ogó ln ie j sze o d p o j ę c i a w a r t o ś c i d o k ł a d n e j , b o m a sens t a k ż e w t y c h p r z y ­
p a d k a c h , g d y z p e w n y c h w z g l ę d ó w , n p . w s k u t e k i s t n i e j ą c y c h f l u k t u a c j i , 
n i e m o ż n a m ó w i ć o w a r t o ś c i d o k ł a d n e j . 

D r u g i p a r a m e t r w e w z o r z e (40) ' a spełnia r ó w n o ś ć 

+ 0O 

(42) a 2 = i {x-x0ff(x)dx=-±= f (x-x0)2«xV - - ± - ( . r - , r 0 f ] ( i r . 
J a\'2n J 2al 

— 00 -oo J 

o-2 j e s t w i ę c wartośc ią średnią k w a d r a t u o d c h y l e n i a X — xa w y n i k u X p o ­
m i a r u o d war toś c i średnie j x0. T a k więc o z w a n e błędem średnim l u b śred­
nim kwadratowym odchyleniem j e s t miarą r o z r z u t u w y n i k ó w p o m i a r u 
d o k o ł a \vartości ś redn ie j . I m m n i e j s z y j e s t b łąd średni o, t y m większa 
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j e s t g ę s t o ś ć p r a w d o p o d o b i e ń s t w a f(x) w p u n k c i e t y m s z y b c i e j 
m a l e j e g ę s t o ś ć w miarę o d d a l a n i a się o d war toś c i średnie j x0. D w a p a r a ­
m e t r y x0 i a c h a r a k t e r y z u j ą w i e l k o ś ć f i zyczną i j e j p o m i a r ( r o z u m i a n y 
w n a j o g ó l n i e j s z y m sens ie j a k o zespó ł m e t o d y , p r z y r z ą d u i o s o b y w y k o n y -
w a j ą c e j p o m i a r ) . Z n a j ą c te p a r a m e t r y m o ż e m y o b l i c z y ć p r a w d o p o d o b i e ń ­
s t w o P(a < X< b) t e g o , że u z y s k a m y w y n i k p o m i a r u z a w a r t y w p r z e d z i a l e 
(a,b), ze w z o r u 

b 

(43) P(a< X< & ) = - i = J e x p (x-*0)2j <te = 

a 

g d z i e war toś c i f u n k c j i 
' X 2 

0 ( a ? ) = - = e x p | 1 di 

— 00 

d l a a r g u m e n t ó w d o d a t n i c h p o d a n e są w t a b l i c y l a n a k o ń c u ks iążki . 
W a r t o ś c i f u n k c j i <7>(.r) d l a a r g u m e n t ó w u j e m n y c h o b l i c z a m y k o r z y s t a j ą c 
z za leżnośc i 

0(-x)=l-<P(x). 

N a j c z ę ś c i e j i n t e r e s u j e n a s p r a w d o p o d o b i e ń s t w o P(\x0—X\<E) p o ­
pe łn ien ia b ł ę d u x0— X o war toś c i b e z w z g l ę d n e j m n i e j s z e j niż e > 0 . P r a w ­
d o p o d o b i e ń s t w o t o j e s t r ó w n e 

(44) P(\xO-X\<e) = P ( x o - e < X < x o + e ) ^ 0 ( ~ ) - 0 

W a r t o ś c i f u n k c j i W(x) p o d a n e są r ó w n i e ż w t a b l i c y l a . 
Z w r ó ć m y u w a g ę n a t o , że dz ięki s y m e t r i i n i e r ó w n o ś c i \X0—X\<E 

w z g l ę d e m x0 i X w z ó r (44) m o ż n a t a k ż e i n t e r p r e t o w a ć j a k o p r a w d o p o ­
d o b i e ń s t w o t e g o , że w a r t o ś ć średnia x0 b ę d z i e się różn i ła o d w y n i k u X 
p o m i a r u o m n i e j niż F. Jeże l i w e w z o r z e (44) p o ł o ż y m y s = ka, t o o t r z y m a m y 
w z ó r 

(45) P(\x0-X\<ka) = xP(k). 

W i d z i m y , że p r a w d o p o d o b i e ń s t w o t ego , iż w y n i k X p o m i a r u b ę d z i e się 
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o d c h y l a ! o d wartośc i średnie j n i e w ięce j niż o ko, za leży t y l k o o d l i c z b y k. 
D l a fc=l o d c z y t u j e m y z t a b l i c y T a 

F(\x0— X\<a)=V(l) % 0 , 6 8 2 6 8 . 

W i d z i m y , że b e z w z g l ę d n a w a r t o ś ć o d c h y l e n i a w y n i k u X p o m i a r u o d w a r ­
t o ś c i średnie j x0 n i e p r z e k r a c z a b ł ę d u średniego a z p r a w d o p o d o b i e ń s t w e m 
0 , 6 8 2 6 8 * ^ 2 / 3 . Z a t e m w d u ż e j s e r i i p o m i a r ó w w przyb l i ż en iu t r z e c i a część 
w y n i k ó w b ę d z i e się różn i ła o d w a r t o ś c i średnie j x0 w i ę c e j niż o b ł ą d średni a. 
D l a k=3 o d c z y t u j e m y z t a b l i c y l a 

P(\x0-X\<3a)- «F(3) m 0 , 9 9 7 3 0 . 

M o ż e m y z a t e m o c z e k i w a ć , że w d u ż e j s e r i i p o m i a r ó w 99,7°/ , , w y n i k ó w 
będz ie się różn i ł o o d w a r t o ś c i średnie j m n i e j niż o 3a. W p r a k t y c e t a k w y ­
s o k i e p r a w d o p o d o b i e ń s t w o u z n a j e się z w y k l e j a k o p r a k t y c z n ą p e w n o ś ć 
i k a ż d ą u z y s k a n ą z p o m i a r u w a r t o ś ć x z m i e n n e j l o s o w e j X p r z y j m u j e się 
j a k o p r z y b l i ż e n i e war toś c i średnie j x0 z b ł ę d e m bezAvzględnym Ax = Sa. 
O c z y w i ś c i e w n i e k t ó r y c h p r z y p a d k a c h , n p . g d y c h o d z i o b e z p i e c z e ń s t w o 
ż y c i a l u d z k i e g o , p r a w d o p o d o b i e ń s t w o P= 0 ,997 n i e w y s t a r c z y i m u s i m y 
z a ż ą d a ć w iększe j p e w n o ś c i . 

§ 8. P o w t a r z a n i e p o m i a r ó w . Ś r e d n i a a r y t m e t y c z n a . P r z y j m i j m y 
t e r a z , że p o m i a r d a n e j w ie lkośc i f i z y c z n e j p o w t a r z a m y n - k r o t n i e . U z y s k a n e 
w y n i k i x u x 2 , . . . , x n b ę d z i e m y t r a k t o w a l i j a k o w a r t o ś c i n n i e z a l e ż n y c h 1 ) 
z m i e n n y c h l o s o w y c h Xl,X2,...,Xn, z k t ó r y c h k a ż d a m a t e n s a m r o z k ł a d 
n o r m a l n y o k r e ś l o n y w z o r e m (40) . M o ż n a u d o w o d n i ć , że średnia a r y t m e ­
t y c z n a X z m i e n n y c h l o s o w y c h Xl,X2,...,Xn 

X = ± - ( X 1 + X 2 + . . . + Xn) 
lv 

m a t a k ż e r o z k ł a d n o r m a l n y o t e j s a m e j w a r t o ś c i średnie j x0 i b łędz ie śred­
n i m ]/n r a z y m n i e j s z y m . D l a średnie j X z n p o m i a r ó w z a c h o d z i w i ę c w z ó r 

(46) P ( \ x 0 - . X | < e ) = 2 < p ( ^ ) - l = y | ^ ) , 

l u b , p o p o d s t a w i e n i u e = kal]/n, w z ó r 

(47) pl\x0-X\<k—\=W(k). 
\ | u I 

') Zmienno losowe A ' 1 ( X 4 , . . . , X n są niezależne, jeżeli wartości przyjęte przez 
niektóre z nich nie mają wpływu na wartości, jakie przybierają pozostałe zmienne. 
W naszym przypadku oznacza to, że błędy jednych pomiarów nie wpływają na błędy 
drugich. 
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Jeże l i w ięc u z n a m y p r a w d o p o d o b i e ń s t w o V ( 3 ) 0 ,9973 j a k o p r a k t y c z n ą 
p e w n o ś ć , t o w a r t o ś ć x z m i e n n e j l o s o w e j X, c z y l i średnią a r y t m e t y c z n ą 
n w y n i k ó w p o m i a r ó w x1,x2,...,xH 

1 
(48) x = —(x1 + x2+... + xn) 

n 

m o ż e m y p r z y j ą ć z a p r z y b l i ż e n i e w a r t o ś c i średnie j x0 z b ł ę d e m b e z w z g l ę d -
3CT , 

n y m Ax = —= . W i d z i m y s tąd , że n p . a b y d w u k r o t n i e z m n i e j s z y ć b ł ą d 
j / n 

p r z y b l i ż e n i a , n a l e ż y c z t e r o k r o t n i e z w i ę k s z y ć l i c zbę o b s e r w a c j i . P r z e z 
zwiększan ie l i c z b y p o m i a r ó w m o ż e m y w t e n s p o s ó b s z a c o w a ć c o r a z d o k ­
ładnie j w a r t o ś ć średnią. Jeże l i , j a k z a ł o ż y l i ś m y , p o m i a r n i e j e s t obc ią ­
ż o n y b ł ę d e m s y s t e m a t y c z n y m , t o s z a c u j e m y t y m s a m y m c o r a z l e p i e j 
w a r t o ś ć d o k ł a d n ą . 

Z a c h o d z i p y t a n i e , d l a c z e g o z a p r z y b l i ż e n i e w a r t o ś c i średnie j x0 

o b r a l i ś m y średnią a r y t m e t y c z n ą (48) , a n i e j a k ą ś inną f i inkc j ę w y n i k ó w 
p o m i a r ó w xlyx2,...,xn, n p . średnią g e o m e t r y c z n ą l u b t z w . medianę, 
t j . taką l i czbę a, o d k t ó r e j p o ł o w a wie lkośc i xl,x2,'...,xn j e s t m n i e j s z a , 
a p o ł o w a większa . W y b ó r n a s z uzasadnia ją n a s t ę p u j ą c e w a ż n e własnośc i 
średnie j a r y t m e t y c z n e j . D o w ó d t y c h w łasnośc i p o m i j a m y . 

a) S u m a o d c h y l e ń p o s z c z e g ó l n y c h p o m i a r ó w x,L o d średnie j a r y t m e ­
t y c z n e j x j e s t z e r e m 

i ( x t - x ) = 0, 
i = l 

b) S u m a k w a d r a t ó w o d c h y l e ń p o s z c z e g ó l n y c h p o m i a r ó w xt o d s t a ­
łe j c 

11 

1=1 

os iąga m i n i m u m , g d y e = z.] 
c) Średnia a r y t m e t y c z n a x j e s t war tośc ią z m i e n n e j l o s o w e j X m a ­

j ą c e j z n a n y i p r o s t y d o r a c h u n k ó w r o z k ł a d n o r m a l n y . 
d) Średnią wartośc ią z m i e n n e j l o s o w e j X j e s t s z a c o w a n a w a r t o ś ć 

średnia x0. 
a 

A b y p o d a ć b ł ą d średni — p r z y b l i ż e n i a w a r t o ś c i średnie j x0 p r z e z śred-
j / n 

nią a r y t m e t y c z n ą w y n i k ó w p o m i a r u x m u s i m y z n a ć t e o r e t y c z n y b ł ą d 
średni a p o j e d y n c z e g o p o m i a r u . W i e l k o ś ć t a j e s t n a o g ó ł n i e z n a n a i m u s i m y 
ją r ó w n i e ż o s z a c o w a ć n a p o d s t a w i e w y n i k ó w p o m i a r ó w . P r z y p o m n i j m y 
sob ie w t y m c e l u , że k w a d r a t b ł ę d u ś r e d n i e g o , c z y l i t z w . wariancja a2, 



§ 8. Powtarzanie pomiarów — Średnia arytmetyczna 3 3 

j e s t wartością, średnią, k w a d r a t u o d c h y l e n i a p o m i a r u X o d w a r t o ś c i śred­
n i e j as0. Z a p r z y b l i ż o n ą w a r t o ś ć a2 m o ż n a w i ę c p r z y j ą ć w a r t o ś ć 

1 n 

(49) * ? = — y (xi-xa)2. 

J e s t t o w a r t o ś ć z m i e n n e j l o s o w e j 

1 r 
(49a) S\= ~ £ (Xi-xl)f. 

Średnią wartośc ią z m i e n n e j l o s o w e j S2 j e s t w a r i a n c j a a2. Jeże l i w e w z o r z e 
(49) z a s t ą p i m y n ieznaną w T artość średnią x0 j e j p r z y b l i ż e n i e m x, t o m o ż n a 
w y k a z a ć , że , a b y w d a l s z y m c iągu war tośc ią średnią p r z y b l i ż e ń (49) 
b y ł o a2, m u s i m y w s p ó ł c z y n n i k 1/n zas tąp i ć p r z e z l / ( n — 1 ) . U z y s k a m y 
w t e n s p o s ó b n o w e p r z y b l i ż e n i e s2 w a r i a n c j i a2 , 

(50) 

k t ó r e m o ż e m y o b l i c z y ć j u ż t y l k o n a p o d s t a w i e p o m i a r ó w a><. J e s t t o 
w a r t o ś ć n o w e j z m i e n n e j l o s o w e j 

(50a) S2 

L i c z b a f=n—l w (50) i (50a) n a z y w a n a j e s t liczbą stopni swobody. 

W a r t o j e s z c z e z a u w a ż y ć , że w z ó r (50) m o ż n a s p r o w a d z i ć d o p o s t a c i 
w y g o d n i e j s z e j do r a c h o w a n i a . M a m y 

* 2 = A I - # = n Z ł Z &~ 2 * < * + * J = 
l 

- i i i ( | * - + « ) = S = t ( | # $ • 

J a k o p r z y b l i ż e n i e średniego b ł ę d u or p o m i a r u p r z y j m i e m y w i e l k o ś ć 

r i n I 1 2 T 1 / n VI 1 / * 

J e s t t o w a r t o ś ć z m i e n n e j l o s o w e j 

Metody numeryczne i graficzne - 3 
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T r z e b a t u z a z n a c z y ć , że o i l e wartośc ią średnią z m i e n n e j l o s o w e j S2 b y ł a 
p r a w d z i w a w a r i a n c j a a2, t o w a r t o ś ć średnia z m i e n n e j l o s o w e j *Sf j e s t o d 
b ł ę d u średniego a r ó ż n a . 

T a k w i ę c n a p o d s t a w i e w y n i k ó w n p o m i a r ó w x1,x2,... ,xH o b l i c z a m y 
p r z y b l i ż o n ą w a r t o ś ć wie lkośc i średnie j 

1 n 

a b ł ą d średni t ego p r z y b l i ż e n i a j es t w p r z y b l i ż e n i u r ó w n y 

" ] 7 ^ = L ( « - i ) ( J , ^ _ r " 2 ) ] 

P R Z Y K Ł A D 10 . D l a o b l i c z e n i a średnie j p r ę d k o ś c i k u l i k a r a b i n o w e j 
w y k o n a n o 30 p o m i a r ó w u z y s k u j ą c n a s t ę p u j ą c e w y n i k i (w m e t r a c h n a 
s e k u n d ę ) : 

734 728 720 773 ' 709 738 

754 725 738 747 733 759 

7:i« (595 733 715 768 7IS 

7(14 736 682 728 762 732 

749 71 1 723 743 722 714 

A b y o b l i c z y ć średnią u z y s k a n y c h p o m i a r ó w ,r i p r z y b l i ż e n i e s b ł ę d u 
średniego , u p o r z ą d k u j e m y p o m i a r y w e d ł u g wie lkośc i i o d e j m i e m y o d k a ż ­
dego p r o w i z o r y c z n ą średnią <r' = 730 m / s e k , o t r z y m u j ą c w t e n s p o s ó b 
l i c z b y x'i—xi — x'. 

Z e w z o r ó w (48) i (51) o t r z y m u j e m y 

x = — y xi= - y + x ' ) = — y + x ' = x ' + x ' , 
n f i n f i n f i i = i i = i i i = i 

1 n 

g d z i e x'= — y^i j e s t wartośc ią średnią z r e d u k o w a n y c h p o m i a r ó w x'if 

n i=i 
a s'2 przybhżenier i i w a r i a n c j i t y c h z r e d u k o w a n y c h p o m i a r ó w . W i d z i m y , 
że z n a j ą c ła twie jsze do o b l i c z e n i a w a r t o ś c i x' i a'2 z n a m y t a k ż e p o t r z e b n e 
n a m w a r t o ś c i x i s2. E a c h o w a n i e z r e d u k o w a n y m i w a r t o ś c i a m i p o m i a r ó w 
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p o z w a l a u m k n ą ć ż m u d n e g o s u m o w a n i a d u ż y c h l i c z b x.: i p o d n o s z e n i a 
i c h d o k w a d r a t u . T e s a m e dz ia łania n a l i c z b a c h z r e d u k o w a n y c h x\ m o ż n a 
w y k o n a ć w p a m i ę c i . 

A o t o pe łne o b l i c z e n i e p o t r z e b n y c h n a m war toś c i z e s t a w i o n e w [ n a ­
s t ę p u j ą c y c h t a b e l k a c h : 

xl == Xi—1Z0 4* Xi ip̂  — oc^ — / 30 xl2 

682 - 4 8 2304 733 3 9 
695 - 3 5 1225 733 3 9 
704 - 2 6 676 733 3 9 
700 - 2 1 441 734 4 16 
711 - l i t 361 730 6 36 
7i4 - 1 6 256 738 8 64 
715 — 15 225 738 8 64 
718 - 1 2 144 743 13 169 
720 - 1 0 100 747 . 17 289 
723 — 7 49 749 19 361 
725 —5 25 754 24 576 
728 - 2 4 759 29 841 
728 - 2 4 762 32 1024 
730 0 0 768 38 1444 
732 2 4 773 43 1849 

- 2 1 6 5818 250 
- 2 1 6 

6760 
; 5818 

30 . 3 0 

i > : = 3 4 , 2 a f = 1 2 5 7 8 

1 
x = 7 3 0 + — - -34 « 7 3 1 , 1 , 

, 1 
s 2 = — ( 1 2 5 7 8 - 3 0 - l , ! 2 ) * * 4 3 3 , 

s ^ j / 4 3 3 ^ 2 0 , 8 . 

B ł ą d średni średnie j x j e s t r ó w n y 

- = ^ 3 , 8 . 
] / 3 0 

3* 
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Jeże l i b ę d z i e m y uważa l i z a p r a k t y c z n i e p e w n e z d a r z e n i e o p r a w d o ­
p o d o b i e ń s t w i e p = 0 ,997 , a w i ę c t a k i e z d a r z e n i e , k t ó r e — z g r u b s z a m ó ­
wiąc — z a c h o d z i 997 r a z y n a t y s i ą c , t o n a p o d s t a w i e w z o r u (46) , w k t ó ­
r y m z a m i a s t n i e z n a n e j w ie lkośc i a k ł a d z i e m y j e j p r z y b l i ż e n i e s, m a m y 

g d z i e x0 j e s t n ieznaną wartośc ią średnią p r ę d k o ś c i k u l i . D o k ł a d n i e j s z e 
o s z a c o w a n i e l i c z b y x0 w y m a g a ł o b y z r e z y g n o w a n i a z t a k s i l n e j g w a r a n c j i 
( p r a w d o p o d o b i e ń s t w a 0,997) a l b o o d p o w i e d n i e g o z w i ę k s z e n i a l i c z b y 
p o m i a r ó w . 

P r z y j m u j ą c x0 ?ax = 7 3 1 , 1 m / s e k , o - « » s = 2 0 , 8 m / s e k m o ż e m y ze w z o ­
r u (43) o b l i c z y ć w p r z y b l i ż e n i u p r a w d o p o d o b i e ń s t w o , że p r ę d k o ś ć k u l i 
b ę d z i e się zawiera ła w d o w o l n y m p r z e d z i a l e {a,b). O b l i c z m y n p . , j a k 
częs to b ę d ą się z d a r z a ł y s trza ły o p r ę d k o ś c i m n i e j s z e j niż 700 m / s e k . 
Z w z o r u (43) , w k t ó r y m p r z y j m i e m y x0=x o r a z a=s m a m y 

P ( Z < 7 0 0 m / s e k ) = P ( - o o < ; X < 7 0 0 m / s e k ) * » 

1 , 5 ) — 0 ( —oo) = < P ( — 1 , 5 ) = 1 — # ( 1 , 5 ) ^ 0 , 0 6 6 8 1 . 

Z n a c z y t o , że średnio n a 100 s t r za ł ów m o ż e m y o c z e k i w a ć 7 s t rza łów 
z p r ę d k o ś c i ą k u l i x m n i e j s z ą n iż 700 m / s e k . 

§ 9. R o z k ł a d t - S t u d e n t a . W p o p r z e d n i c h r o z w a ż a n i a c h p r z y j m o ­
w a l i ś m y o b l i c z o n ą z p o m i a r ó w w a r t o ś ć s z a m i a s t n i e z n a n e j w a r t o ś c i 
b ł ę d u średniego a. O k r e ś l o n a ze w z o r u (51a) w i e l k o ś ć 8 j e s t f u n k c j ą n 
w y n i k ó w p o m i a r ó w X1,X2,...,Xn i p o d o b n i e j a k o n e j e s t zmienną l o s o ­
wą. G d y l i c z b a p o m i a r ó w n j e s t d u ż a , w a r t o ś c i z m i e n n e j l o s o w e j S z d u ­
ż y m p r a w d o p o d o b i e ń s t w e m m a ł o się różn ią o d b ł ę d u ś redn iego a, c o 
u s p r a w i e d l i w i a n a s z e d o t y c h c z a s o w e p o s t ę p o w a n i e . J e d n a k ż e p r z y m a ł e j 
l i c z b i e d o ś w i a d c z e ń zastąpienie a o b l i c z o n ą z p o m i a r ó w war tośc ią s n i e 
b y ł o b y u s p r a w i e d l i w i o n ę i m o g ł o b y p r o w a d z i ć d o b ł ę d n y c h w n i o s k ó w . 

D l a o s z a c o w a n i a n i e z n a n e j w a r t o ś c i średnie j x0 n a p o d s t a w i e m a ł e j 
l i c z b y p o m i a r ó w b ę d z i e m y r o z w a ż a l i w y r a ż e n i e 

\x0— 731 ,1 m / s e k | < 3 - 3 , 8 m / s e k 
c z y l i 

719,7 m / s e k < a ? 0 < 742 ,5 m / s e k , 

(52) t = 
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g d z i e x i s o b l i c z a m y , j a k p o p r z e d n i o , z a p o m o c ą w z o r ó w (48) i (51) n a 
p o d s t a w i e n n i e z a l e ż n y c h p o m i a r ó w o r o z k ł a d z i e n o r m a l n y m . L i c z b a t 
okreś l ona w z o r e m (52) j e s t war toś c ią z m i e n n e j l o s o w e j 

m xa— X , -
(52a) ~ 8 — * n ' 

o rozk ładz i e z a l e ż n y m o d l i c z b y p o m i a r ó w n 

(f+A 

(53) P n ( T « ) = W = - L . \" f 

g d z i e f—n — l j e s t l i czbą s t o p n i s w o b o d y , a f u n k c j a P ( z ) j e s t okreś l ona 
w z o r e m 

00 

r ( * ) = ( « - ! ) ! = j xz-1e~xdx. 
o 

E o z k ł a d (53) z m i e n n e j l o s o w e j (52a) p o d a n y zos ta ł p r z e z m a t e m a ­
t y k a a n g i e l s k i e g o G o s s e t a i o d p s e u d o n i m u u ż y w a n e g o p r z e z a u t o r a 
n a z y w a n y j e s t rozkładem t-Studenta. 

P o k a ż e m y t e r a z , j a k m o ż n a z a s t o s o w a ć r o z k ł a d ż -Studenta d o s z a c o ­
w a n i a n i e z n a n e j w a r t o ś c i średnie j x0. Z e w z o r ó w (52) i (53) w y p r o w a d z i m y 
w z ó r a n a l o g i c z n y d o w z o r u (46) 

(54) P(\x0-X\<e)=p(\T\<-^V
/n^ = 

P r z y j m u j ą c e = o t r z y m u j e m y 
(54a) p{\xa-X\<lc^J\ =28t(h)-l. 

i, 

S 

]/ ni 

W t a b h c y I b d l a r ó ż n y c h i lośc i s t o p n i s w o b o d y / i k i l k u r ó ż n y c h 
w a r t o ś c i p p o d a n e są l i c z b y fc spe łn ia jące r ó w n o ś ć 

2Sf(k)-l=p. 

Z t a b h c y t e j m o ż e m y n p . o d c z y t a ć , że p r z y l i c z b i e s t o p n i s w o b o d y / = 2 9 
* P = 0 ,99 j e s t fc=2,756. Z n a c z y t o , ż e 

(55) p(\x0-X\< 2 ,756 - = = ) = 0 , 9 9 . 
\ l / 3 0 / 
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O s t a t n i w i e r s z t a b l i c y I b o d p o w i a d a r o z k ł a d o w i n o r m a l n e m u , do k t ó r e g o 
d ą ż y z m i e n n a * l o s o w a T p r z y / ->oo . D l a p = 0,99 o d c z y t u j e m y w t y m 
w i e r s z u w a r t o ś ć 2 ,576 . Jeże l i w i ę c w e w z o r z e (47) n i e z n a n y b ł ą d średni a 
z a s t ą p i m y war tośc ią s z m i e n n e j l o s o w e j 8 ob l i c zoną z ? ? = / - | - l = 3 0 p o ­
m i a r ó w p r z y p o m o c y w z o r u (51) , t o z a m i a s t p o p r a w n e j r ó w n o ś c i (55) 
d o s t a j e m y z b y t o p t y m i s t y c z n e o s z a c o w a n i e 

(55a) P I K — X | < 2 , 5 7 6 — = ) = 0 , 9 9 . 
\ | / 3 0 / 

W t y m p r z y p a d k u r ó ż n i c a m i ę d z y o s z a c o w a n i a m i (55) i (55a) n i e j e s t 
z b y t j a s k r a w a i w większośc i z a g a d n i e ń p r a k t y c z n y c h m o ż n a b y ją p o ­
m i n ą ć . Z w y k l e p r z y j m u j e się k o n w e n c j ę , że jeże l i n i e za l eży n a m z b y t n i o 
n a f i n e z j i o b l i c z e ń , d l a n > 3 0 s t o s u j e m y r o z k ł a d n o r m a l n y . P r z y m a ł y c h n 
r ó ż n i c e są d u ż o większe i s t o s o w a n i e r o z k ł a d u n o r m a l n e g o z b ł ę d e m 
ś r e d n i m s o b l i c z o n y m z p o m i a r ó w j e s t n i e d o p u s z c z a l n e . 

§ - 1 0 . Błąd.wartości funkcji . Z a j m o w a l i ś m y się d o t y c h c z a s s z a c o ­
w a n i e m n i e z n a n e j w a r t o ś c i średnie j x0 p e w n e j w ie lkośc i f i z y c z n e j n a 
p o d s t a w i e p o w t a r z a n y c h p o m i a r ó w t e j w ie lkośc i . R o z u m o w a l i ś m y p r z y 
t y m w s p o s ó b n a s t ę p u j ą c y . W z ó r (47) p r z y z n a n y m a l u b w z ó r (54a) , 
g d y b ł ą d średni a n i e j e s t z n a n y , w y z n a c z a l o s o w y przedz ia ł ( k o ń c e t ego 
p r z e d z i a ł u zależą o d z m i e n n y c h l o s o w y c h X i 8), k t ó r y z d a n y m p r a w d o ­
p o d o b i e ń s t w e m p z a w i e r a stałą, l e cz n ieznaną w a r t o ś ć x„. Jeże l i t o p r a w d o ­
p o d o b i e ń s t w o j e s t d o s t a t e c z n i e b l i s k i e j e d n o ś c i , t o m o ż e m y p r z y j ą ć z a ­
w i e r a n i e stałe j x9 p r z e z l o s o w y przedz ia ł z a p r a k t y c z n ą p e w n o ś ć . P o d o ­
k o n a n i u p o m i a r ó w p r z y j m u j e m y w t e d y , że war tość średnia ,r ( 1 leży w u s t a ­
l o n y m j u ż t e r a z p r z e d z i a l e . P o s t ę p u j ą c w t e n s p o s ó b n i e m o ż e m y m ó w i ć 
o p r a w d o p o d o b i e ń s t w i e t e g o , że n a s z e o s z a c o w a n i e j e s t p r a w d z i w e , b o 
n i e m a m y j u ż do c z y n i e n i a ze z d a r z e n i e m l o s o w y m , g d y ż z a r ó w n o p r z e ­
dz ia ł , j a k i w a r t o ś ć średnia są u s t a l o n e . W i e m y n a t o m i a s t , że p o s t ę p u j ą c 
w t e n s p o s ó b w w i e l u o s z a c o w a n i a c h częs tość p r a w d z i w y c h o s z a c o w a ń 
b ę d z i e w p r z y b l i ż e n i u r ó w n a p. W t e n s p o s ó b p r a w d o p o d o b i e ń s t w u p 
p r z y p o r z ą d k o w u j e m y o s z a c o w a n i e w a r t o ś c i średnie j x0. 

P r z y p u ś ć m y t e r a z , że c h c e m y o s z a c o w a ć w a r t o ś ć f u n k c j i ¥=r-F(X), 
g d y z n a m y o s z a c o w a n i e a r g u m e n t u a < X < 6 , k t ó r e o d p o w i a d a p r a w d o ­
p o d o b i e ń s t w u p. Jeże l i o s z a c o w a n i e a r g u m e n t u a s ^ X < 6 j e s t p r a w d z i w e , 
t o p r a w d z i w e j e s t t a k ż e o s z a c o w a n i e w a r t o ś c i Y 

(56) F ^ Y ^ F + , 

g d z i e F~= m i n F(X), a F+ = m a x F(X). 
a < X < 6 a<X<b 

P o n i e w a ż n i e r ó w n o ś ć (56) m o ż e b y ć spe łn iona n i e t y l k o w t e d y , g d y 
a < X < & , w i ę c o s z a c o w a n i e t o o d p o w i a d a p r a w d o p o d o b i e ń s t w u p'^p. 
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P o d o b n i e p o s t ę p u j e m y z f u n k c j ą n n i e z a l e ż n y c h a r g u m e n t ó w 

Y = F (Xi, X21 • • •, Xn), 

g d y z n a n e są o s z a c o w a n i a p o s z c z e g ó l n y c h a r g u m e n t ó w 

al^:X1^b1, a2^X2^b2, a n < X n s 0 „ , 

o d p o w i a d a j ą c e p r a w d o p o d o b i e ń s t w o m Pi>P»>-••>?•»• Ł ą c z n e o s z a c o w a ­
n i e w s z y s t k i c h a r g u m e n t ó w , t j . o r z e c z e n i e o j e d n o c z e s n y m spe łn ieniu 
w s z y s t k i c h n n i e r ó w n o ś c i p r z y za łożen iu n ieza leżnośc i X1)X2,.. ->Xn o d ­
p o w i a d a ( n a p o d s t a w i e u o g ó l n i e n i a w z o r u (36) n a n zdarzeń n i e z a l e ż n y c h ) 
p r a w d o p o d o b i e ń s t w u p = px p2... p„, . 

JeżeU p r a w d z i w e j e s t łączne o s z a c o w a n i e a r g u m e n t ó w , t o p r a w d z i w e 
j e s t t a k ż e o s z a c o w a n i e w a r t o ś c i Y 

2 * , - < Y < F + , 

g d z i e F~ i F+ są o d p o w i e d n i o m i n i m a l n ą i m a k s y m a l n ą war tośc ią f u n k c j i 
^ ( I i , I 2 , . . . , I J w k o s t c e a ^ ^ b i ( * = 1 , 2 , . . . , » ) . P o w y ż s z e o s z a c o ­
w a n i e w a r t o ś c i Y o d p o w i a d a w i ę c p r a w d o p o d o b i e ń s t w u p'>p = PiP2-•-Pu-

W e w s z y s t k i c h p o p r z e d n i c h r o z w a ż a n i a c h z a k ł a d a l i ś m y , że w y n i k p o ­
m i a r u X d a n e j w ie lkośc i f i z y c z n e j n i e j e s t o b c i ą ż o n y b ł ę d e m s y s t e m a ­
t y c z n y m . Jeże l i t o za łożen ie n i e j e s t spe łn ione i n iezależnie o d b ł ę d ó w 
p r z y p a d k o w y c h w k a ż d y m p o m i a r z e p o w t a r z a się sta ły b ł ą d Ax0, t o 
wartośc ią średnią w y n i k u p o m i a r u X n i e j e s t j u ż d o k ł a d n a w a r t o ś ć śred­
n i a x0 d a n e j w i e l k o ś c i f i z y c z n e j , l e c z w a r t o ś ć x'0 = x0 + Ax0. P o d o b n i e ^ 
j e s t wartośc ią o c z e k i w a n ą średnie j X d o w o l n e j l i c z b y n w y n i k ó w p o ­
m i a r ó w X , (i = l,2,...,n). T a k w i ę c w s z y s t k i e p o p r z e d n i e r o z w a ż a n i a 
odnoszą się r ó w n i e ż d o p o m i a r ó w wie lkośc i f i z y c z n y c h o b c i ą ż o n y c h 
b ł ę d e m s y s t e m a t y c z n y m , k t ó r e są w t e d y n i e o b c i ą ż o n y m i p o m i a r a m i 
i n n e j w i e l k o ś c i f i z y c z n e j o w a r t o ś c i ś redn ie j x'0. P r z e z o b l i c z a n i e śred­
n i e j a r y t m e t y c z n e j z d o s t a t e c z n i e d u ż e j l i c z b y p o m i a r ó w m o ż e m y d o ­
w o l n i e z m n i e j s z y ć b ł ę d y p r z y p a d k o w e . B ł ę d y s y s t e m a t y c z n e m o ż e m y 
w y k r y ć i w y e l i m i n o w a ć p r z e z p o r ó w n a n i e w y n i k ó w p o m i a r ó w z w y n i ­
k a m i u z y s k a n y m i i n n y m i n s t r u m e n t e m , inną m e t o d ą l u b p r z e z i n n e g o 
e k s p e r y m e n t a t o r a , a t a k ż e p r z e z b a d a n i e w a r u n k ó w p o m i a r u ( n p . r o z ­
szerzalnośc i c i e p l n e j s k a l p o m i a r o w y c h i t p . ) . 

P r z y o p r a c o w a n i u w y n i k ó w d o ś w i a d c z e ń p r a k t y c y s tosują c zęs to 
o d r z u c a n i e s k r a j n y c h p o m i a r ó w r ó ż n i ą c y c h się z n a c z n i e o d p o z o s t a ł y c h . 
M ó w i się, że są t o p o m i a r y o b a r c z o n e grubymi błędami p o c h o d z ą c y m i 
z o m y ł k i p r z y p r z e p r o w a d z a n i u p o m i a r u , o d c z y t y w a n i u l u b z a p i s y w a n i u 
w y n i k u . P o s t ę p o w a n i e t a k i e n i e j e s t n a o g ó ł u z a s a d n i o n e i m o ż e p r o w a d z i ć 
d o b ł ę d n y c h w n i o s k ó w . D u ż e o d c h y l e n i a p o s z c z e g ó l n y c h w y n i k ó w w s k a ­
zują n a k o n i e c z n o ś ć k o n t r o l i , a l e p o m i a r m o ż e b y ć p o m i n i ę t y d o p i e r o 
p o s t w i e r d z e n i u o m y ł k i . 


