§ 5. Przyklady praktyczne 25
Blad wzgledny pola P na podstawie wzoréw (27) i (15) wyrazi¢ mozna
wzorem

_ 3 cO8
eP~ea+ eb- e singrea-}- eb-- | —;

o
Ao = b teel A 3
qu)‘ ¢=ea-+eb-| |ctge| dp

Warunek, aby blad wyniku «P nie przekraczal 19/;, daje nier6wnosc
ea--eb-|ctgep| 4p<0,01,

ktérg muszg spelniaé bledy pomiaréw a,b i ¢. Wartodé 0,01 stojaca po
prawej stronie nalezy rozdzielié na kazdy ze skladnikéw strony lewej.
Jezeli nie mamy zadnych wiadomosei o latwodei uzyskania odpowiednich
dokladnodei poszezegdlnych argumentéw, to kazdemu skladnikowi strony
lewej przyporzadkowujemy réwng czeéé strony prawej. Otrzymamy

ea<0,0033, eb<<0,0033, letgp| 4p<0,0033.

Jezeli kat ¢ zawiera sie w przedziale 45°<p<135% to |etgg|<1 i mozna
przyjaé
Ap < 0,0033~11".

Jezeli wige zmierzymy dwa boki tréjkata z bledem wzglednym 0,33°/,
I" kgt miedzy nimi zawarty (spelniajgcy nieréwnogé 45°<p<135°) z ble-
dem bezwzglednym 11°, to ze wzoru (32) obliczymy pole tréjkata z ble-
dem wzglednym rzedu 1°/,.

Jezeli z powodu trudnogci technicznych nie mozemy zmierzy¢ kata
z taka dokladnofeig, to kosztem zwiekszenia dokladnogei pomiaréw bo-
kow mozemy zwiekszyé dopuszezalny blad kata. Mozemy np. przyjaé

ea=¢eb=0,001, Ap=0,008~ 27",

B. Statystyczna teoria bledow

§ 6. Elementarne wiadomosci z rachunku prawdopodobienstwa.
Gdy powtarzamy n-krotnie pomiar pewnej wielkosci fizycznej, uzyskujemy
cigg wartosei przyblizonych #,,a,,...,z,, ktére — o ile nie popemiamy
bledu systematycznego — sa w pewien sposob skupione dokola doklad-
nej wartosci X. Na podstawie uzyskanych wynikéw cheemy znalesé
mozliwie najlepsze przyblizenie nieznanej wartosei dokladnej X i ocenié
dokladno$¢ pomiaréw. Zagadnienie to wymaga stosowania aparatu po-
jeciowego i twierdzenn rachunku prawdopodobienistwa oraz przyjecia do-
datkowych zalozen dotyczgcych mierzonej wielkosci i pomiaru.

Prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A jest miarg jego mozli-
wosci. Niech np. zdarzenie A polega na tym, Ze wynik pomiaru pewnej
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wielkosci zawiera si¢ w ustalonym przedziale («,b). W wyniku pojedyn-
czego pomiaru zdarzenie 4 moze nsstgpié lub nie i przed dokonaniem
pomiaru nie mozemy przewidzie¢ jego wyniku. Przypusémy jed-
nak, ze w tych samych warunkach powtarzamy wielokrotnie pomiar
tej samej wielkodei. Zauwazymy wtedy, ze czestosé zdarzenia A, czyli
stosunek o /n ilosei m tyeh pomiaréw, w ktoéryeh wynik zawieral sie
w przedziale (a,b) do ilosci n wszystkich dokonanyeh pomiaréw, przy n
rosngeym nieograniczenie bedzie sie wahala okolo pewnej liczby p. Te
liczbe nazwiemy prawdopodobienstwem') zdarzenia A, co zapiszemy w po-
staci
p—E (A4},

Jezeli zdarzenie A jest pewne, tzn. zachodzi w kazdym doswiadcze-
niu, to m=n i P(A)=1. Jezeli zdarzenie A jest niemozliwe, to m=10
i P(A)=0. Dla dowolnego zdarzenia A jest zawsze 0<m<n oraz

(33) 0<P(4)<1.

Zdarzenie A nazywamy tym bardziej prawdopodobnym, im blizsze jednosci
jest jego prawdopodobienstwo, tzn. im czesciej bedzie sie pojawialo zda-
rzenie A w duzej serii dodwiadczen.

Jezeli P(A) jest prawdopodobienstwem zdarzenia A, to zdarzenie A
polegajace na tym, ze nie zachodzi zdarzenie A, ma prawdopodobienstwo

(34) P(A)=1—P(A).

Istotnie, jezeli zdarzenie A w serii n doswiadezen zaszlo m razy, to zdarze-
nie A zaszlo n—m razy i jego czestosé jest

n—m m

n n

Jesli wiee czestosé m[n zdarzenia A przy n dazgeym do nieskoriezonosei
zbliza si¢ do P(4), to czestodé zdarzenia A zbliza sie do 1— P(A).
Przypudémy teraz, ze interesujg nas dwa zdarzenia 4 i B o znanych
prawdopodobienstwach P(A) i P(B). Mozemy zapytaé¢ o prawdopodobien-
stwo zdarzenia A [ub B, polegajacego na tym, ze zajdzie zdarzenie A

) Pojecie prawdopodobienstwa wprowadza si¢ na ogél inaczej. Patrz np. W. Gli-
wienko, Rachunek prawdopodobietistwa, Warszawa-Wroclaw 1953. W naszej ksigzce,
nie pretendujac do kompletnej Seistosei, wolelismy jednak wprowadzié frekwencyjna
definicje prawdopodobienstwa, ktéra pozwala latwiej przejié do zastosowan. Takie
wprowadzenie prawdopodobienstwa znajdzie czytelnik np. w ksigzeczece B. Gnie-
denki i A, Chinezyna, Flemenly rachunlku prawdopodobienstwa, Warszawa 1954,
ktéra bardzo polecamy czytelnikowi nie znajpcemu weale tego rachunku.
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lub B, tzn. ze zajdzie przynajmniej jedno ze zdarzen 4 i B. Rozwigzanie
jest proste, gdy zdarzenia A i B wylgczaja sie wzajemnie, tzn. gdy
w jednym doswiadezeniu nie mogg wystapi¢ oba. Jest wtedy

(35) P(A Wb B)=P(A)+P(B).

Istotnie jezeli w serii n doswiadezeri zdarzenie A zaszlo m, razy, a zdarze-
nie B zaszlo m, razy, to z uwagi na wzajemne wylgczanie si¢ tych zdarzen
zdarzenie A lub B zaszlo m,-+m, razy i jego czestosé jest réwna sumie
czestosel zdarzen 4 i B d

My+my, My My
—— S .
1 n n

7 rownofci tej i prayjetej przez nas definicji prawdopodobienistwa wynika
rownosé (35).

Niech np. zdarzenie A4 polega na tym, ze w okreslonej miejscowosci
Srednia temperatura ¢ w dniu 1 kwietnia spelnia nieré6wnosé 0°C<t<5°C,
a zdarzenie B polega na tym, ze t>5°C. Zdarzenie A lub B polega wtedy
na tym, ze {>0°C i jeéli np. P(0°C <t <5°C)=0,3, a P(t>5°C)=04,
to P(t>=0°0)=0,T.

W szezegélnosei gdy B= A4 z réwnofei (35) otrzymujemy réwnosé
(34). Zdarzenia A i 4 sy oczywiscie rozlaczne, a ich alternatywa, tj. zda-
rzenie A lub A, jest zdarzeniem pewnym.

Jezeli zdarzenia A i B nie wylgczajg sie wzajemnie, to mozliwe jest
zdarzenie A i B polegajace na tym, ze zachodzi jednoczesnie zdarzenie A
i zdarzenie B. Szezegdlnie wazny jest przypadek, gdy zdarzenia A i B
sa niezaleine, tj. gdy prawdopodobienstwo jednego z nich nie zalezy
od tego, czy drugie zdarzenie zaszlo, czy nie. Jest wtedy (dowod pomijamy)

(36) P(A i B)=P(A)P(B).

Przypusémy np., ze z pewnej ilosci zaréwek bierzemy dwie zarowki
do proby na diugodé ezasu Swiecenia. Niech A i B oznaczajy zdarzenia,
ze odpowiednio pierwsza i druga zaréwka bedg swiecily diuzej niz 2000
godzin. Jezeli kazde z tych zdarzen ma prawdopodobienstwo p=0,8
i mozna przyjaé, ze zdarzenia A i B sy niezalezne, to zdarzenie 4 i B,
ezyli zdarzenie polegajace na tym, ze obie zar6wki beda Swiecily dluzej
niz 2000 godzin, ma prawdopodobienstwo p*=10,64.

Nie zamierzamy tutaj podawaé pelnego wykladu rachunku prawdo-
‘podobienstwa, ograniczajac sie tylko do podanych wyzej definicji i naj-
elementarniejszych wlasnosci prawdopodobienstwa. W dalszych rozwa-
zaniach w teorii bledow bedziemy korzystali ze znacznie moeniejszych
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srodkow rachunku prawdopodobienistwa. Podany. wstep powinien jed-
nak wystarczy¢ czytelnikowi do poprawnej interpretacji uzyskanych
dalej wynik6éw i wladciwego ich stosowania w najprostszych zagadnie-
niach praktycznych,

§ 7. Rozklad normalny pomiaréw fizycznych. Wynik X pomiarn
danej wielkosci fizycznej bedziemy traktowali jako zmienna losowa.
Oznacza to, ze okredlony jest rozklad wynikéw pomiaru, tj. dla kazdej
liezby rzeczywistej x okreslone jest prawdopodobienstwo P{X<x), ze
wynik X pomiaru jest mniejszy niz x. Innymi slowy, istnieje funkeja
rzeczywista F(x) — zwana dystrybuaniq zmiennej losowej X — taka, ze

Bl <=wm)=H )

Znajomosé dystrybuanty F(x) pozwala obliczyé prawdopodobieri-
stwo, ze wynik X pomiaru znajdzie si¢ w dowolnym przedziale a<<X <b.
Poniewaz zdarzenie (X <b) jest réwnowazne ze zdarzeniem (X<a) lub
a<X<b, a zdarzenia X<a i a<X<b sy rozlaczne, wiec z réwnosei (35)
ofrzymujemy

(37) Pla<X<b)=P(X<b)—P(X<a)=F(b)— F(a).
Jezeli dystryvbuanta #(z) ma ciagla pochodngy f(x)

J (@)= F’ (),
to funkeje f(x) nazywamy gestoscia prawdopodobienstwa i wzoér (37) mo-
zemy zapisa¢ w postaci

. h

(38) Pla< X<b)= [ f(o)de.
Poniewaz P(X=a)=0, wiec jest réwniez

b
Pla< X<b)= [j(x)da.

Dla a=—oco, b=-4o00 zdarzenie (—oo<X < -}oco) jest zdarzeniem
pewnym i mamy oczywiscie
oo
(39) P(—oco< X <+oo)= [ f(z)dw=1.

Bedziemy dalej zakladali, ze nieobeigzone bledami systematycznymi?)
1) Bledem systematyeznym pomiaru nazywamy blad, ktéry sig powtarza w kai-
dym pomiarze. Znaczenie tego zaloZenia omdéwimy na koneun rozdzialu.
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pomiary wielkosei fizyceznych majg rozktad normalny, tj. rozklad o gestosei
prawdopodobienstwa okreslonej wzorem

1 1 &
(40) f{':?) e _ exp [— =3 (@ — @, -J .
o) 2w e

gdzie o jest pewnym parametrem dodatnim, a z, jest dokladng wartodcig
danej wielkosci fizyceznej. Dodwiadezenie wskazuje, ze wyniki pomiaréw
wigkszosei wielkosei fizyeznych maja istot-
nie rozklady normalne, co moze hyé takze
wyjasnione teoretycznie.

Funkeja (40), ktorej wykres przed-
stawia rys. 1, osigga maksimum w pun-

=Y

ma symetryczny przebieg. Na podstawie
wzorn (38) wynika stad, ze w otoczeniu Rys. 1
wartosei dokladnej wyniki pomiaréw wy-
stepujg najezesciej i jednakowe co do wartosei bezwzglednej bledy in
plus i in minus sa réwnoprawdopodobne,

Dokladna wartosé iz, speliajaca réwnosé

_F\‘(\;-, _}_?G
@) = [ of@a= [ exh[— 5 .;-u)*] 7
. 20"

o) 2n

nazywana jest takze wartoscia $redniq, u
oczekiwang wyniku X pomiaru,

Na poezgtku rozdzialu méwilismy o nieokredlonogei pojecia doklad-
nej wartodei wielkosei fizyeznej. Réwnosé (41) mozna by teraz przyjaé
jako definicje wartosei dokladnej. Jednakze pojecie wartodei Sredniej
nieobcigzonego bledem systematycznym pomiarn wielkogci fizycznej jest
ogolniejsze od pojecia wartosci dokladnej, bo ma sens takze w tych przy-
padkach, gdy z pewnych wzgledéw, np. wskutek istniejgeyeh fluktuacii,
nie mozna mowi¢ o wartosci dokladne;j.

Drugi parametr we wzorze (40) o spelnia réwnogé

artoseiq przecietng lub wartoseia

+00
1
(42) = f (mw—m")zf(m)(?xz T f (‘f’—"’f’u)eﬂxp
. a7 o

1 o
ipa (@ — .rr,,)“] da.

o jest wiee wartofcig srednig kwadratu odehylenia X — a2, wynikn XY po-
miaru od wartosci sredniej x,. Tak wiec o zwane bledem $rednim lub $red-
nim  kwadratowym odehyleniem jest miarg rozrzutu wynikéw pomiaru
dokota wartodei Sredniej. Im mniejszy jest blad Sredni o, tym wieksza
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jest gesto$é prawdopodobienstwa f(x) w punkeie @=x, i tym szybcie]
maleje gestodé w miare oddalania si¢ od wartodei Sredniej x,. Dwa para-
metry @, i ¢ charakteryzuja wielkos¢ fizyezng i jej pomiar (rozumiany
w najog6lniejszym sensie jako zespol metody, przyrzadu i osoby wykony-
wajacej pomiar). Znajac te parametry mozemy obliczyé prawdopodobieri-
stwo P(a < X< b) tego, ze uzyskamy wynik pomiaru zawarty w przedziale
(a,b), ze wzoru

i

1 1 e
(43) Pla< X<b)=— qup [— o T .'n,,)"] dr=
&0

o) 2m v
b—ao
1 " t bh—x a— o,
= ’ exp(——| di=®|——) — @ 2,
V2nm . 2 o o
L-’-:u

a

gdzie wartosei funkeji

dla argumentéw dodatnich podane sp w tablicy Ia na koneu ksigzki.
Wartodei funkeji @(x) dla argumentéw ujemnych obliczamy korzystajae
z zaleznosei

D(—z)=1—D(x).

Najezedciej interesuje nas prawdopodobienstwo P(|z,— X|<e) po-
pelnienia bledu z,— X o wartosci bezwzglednej mniejszej niz ¢>0. Praw-
dopodobienstwo to jest rowne

(44) Plloy— X|<t)=P(ry—e< X< Xy+ &)= D (i) -~ gp(_ f_) =
a

a
—20(f) 1w ().
a a
Wartogei funkeji ¥ (z) podane sg réowniez w tablicy Ia.

Zwroémy uwage na to, ze dzigki symetrii nieréwnosei |z,— X|<e
wzgledem 2, i X wzér (44) mozna takze interpretowaé jako prawdopo-
dobienstwo tego, ze wartosé $rednia @, bedzie si¢ réznila od wyniku X
pomiaru o mniej niz &, Jezeli we wzorze (44) polozymy & =ke, to otrzymamy
wzOr
(45) P(|lwy— X|< ko)=W (k).

Widzimy, ze prawdopodobienstwo tego, iz wynik X pomiaru bedzie sig
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odchylal od wartosei sredniej nie wigeej niz o ke, zalezy tylko od liczby k.
Dla k=1 odezytujemy z tablicy TIa

P(lz,— X|<o6)=¥(1) ~ 0,68268.

Widzimy, ze bezwzgledna wartodé odehylenia wyniku X pomiaru od war-
tosei dredniej x, nie przekracza bledu gredniego ¢ z prawdopodobienistwem
0,68268~2/3. Zatem w duzej serii pomiaréw w przyblizeniu trzecia czesé
wynikow bedzie sie réznila od wartosei sredniej a, wiecej niz o blad $redni o.
Dla k=3 odezytujemy z tablicy Ia

P(|we— X|<30)=¥(3)~ 0,99730.

Mozemy zatem oczekiwaé, ze w duzej serii pomiaréw 99,79/, wynikéw
bedzie sie réznilo od wartodei sredniej mniej niz o 36. W praktyce tak wy-
sokie prawdopodobieristwo uznaje sie zwykle jako praktyczng pewnosé
i kazdg uzyskang z pomiaru wartosé x zmiennej losowej X przyjmuje sie
jako przyblizenie wartosci sredniej #, z bledem bezwzglednym Ar— 3.
Oczywiscie w niektorych przypadkach, np. gdy chodzi o bezpieczenstwo
zycia lndzkiego, prawdopodobienstwo P=0,997 nie wystarczy i musimy
zazgdaé wiekszej pewnogei.

§ 8. Powtarzanie pomiaréw. Srednia arytmetyezna. Przyjmijmy
teraz, ze pomiar danej wielkosei fizycznej powtarzamy n-krotnie. Uzyskane
wyniki @,,@,,...,2, bedziemy traktowali jako wartosei n niezaleznych?)
zmiennych losowych X1y Xgyeois X,y 2 ktoryeh kazda ma ten sam rozklad
normalny okreslony wzorem (40). Mozna udowodnié, ze grednia arytme-
tyezna X zmiennych losowych 26 ST

el g
— ; {J}'I' 41‘3‘1‘ ceete Xﬂ,)

ma takze rozklad normalny o tej samej wartogei Sredniej x, i bledzie $red-
nim J/n razy mniejszym. Dla Sredniej X z n pomiaréw zachodzi wiec wzor

= /n 7~
(46) P(|z,- X|<e)= 20 (”' “) _TZqJ(EV ,,)’
g a
lub, po podstawieniu &= ko[ n, wzbr
(47) _p(;.,‘.,,_ X|< r.-—‘_’_—) — ().
Jn

') Zmienne losowe X, X,...., X, sa niezaleéne, jezeli wartosei przyjete przez
niektére z nich nie maja wplywu na wartosei, jakie przybieraja pozostale zmienne.
W naszym przypadku oznacza fo, ze bledy jeduyeh pomiaréw nie wplywaja na bledy
drugich,
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Jezeli wige uznamy prawdopodobienstwo ¥(3)a 0,9973 jako praktyczng
pewnosé, to wartodé ¥ zmiennej losowej X, ezyli $rednig arytmetyczng

n wynikow pomiarow @ ,a,,...,1

N

i
(48) 37:—(371+$2—{—.__-E-',‘)
n

mozemy przyjac za przyblizenie wartosei §redniej x, z bledem bezwzgled-

s

nym Az = f_ Widzimy" stad, ze np. aby dwukrotnie zmniejszy¢ blad
|

przyblizenia, nalezy czterokfotnie zwiekszyé liczbe obserwacji. Przez

zwiekszanie liezby pomiaréw mozemy w ten sposéb szacowadé coraz dok-

ladniej warfosé srednig. Jezeli, jak zalozyliSmy, pomiar nie jest obcig-

zony bledem systematycznym, to szacujemy tym samym coraz lepiej

wartodé dokladng.

Zachodzi pytanie, dlaczego za przyblizenie wartosci Sredniej =,
obraliSmy srednig arytmetyczng (48), a nie jakad inng funkcje wynikow
pomiaréw x,,&,,...,&,, np. Sredniag geometryczng lub tzw. mediane,
tj. takg liczbe a, od ktérej polowa wielkosci #y,2,,...,4, jest mniejsza,
a polowa wigksza. Wybor nasz uzasadniaja nastepujace wazne wlasnosei
fredniej arytmetycznej. Dowdd tyeh wlasnosei pomijamy.

a) Suma odchylen poszezegbélnych pomiaréw x; od Sredniej arytme-
tycznej @ jest zerem

Ll

Y (@;—7)=0.

jml

b) Suma kwadratéw odchylen poszezegolnych pomiaréw a; od sta-
lej ¢
n
> (z;— o)’
tm]
osigga minimum, gdy ¢=7.!
¢) Srednia arytmetyczna 7 jest wartofcig zmiennej losowej X ma-
jacej znany i prosty do rachunkéw rozklad normalny.
d) Srednig wartodcipg zmiennej losowej X jest szacowana wartodé

srednia ;.

Aby podaé blad Sredni g - przyblizenia wartofci Sredniej @, przez $red-

Vn
nig arytmetyczng wynikéw pomiarn » musimy znaé teoretyczny blad
fredni o pojedynczego pomiaru. Wielkog¢ ta jest na ogdl nieznana i musimy
ja réwniez oszacowaé na podstawie wynikéw pomiaréw. Przypomnijmy
sobie w tym celu, ze kwadrat bledu fredniego, ezyli tzw. wariancja o,
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jest wartodcig frednig kwadratn odchylenia pomiaru X od wartosei $red-
niej x,. Za przyblizong wartosé o mozna wiee przyjaé wartodé

. 1 n .
(49) 5= ;S (2 — 2,)".
Jest to wartogé¢ zmiennej losowej

L {‘ﬁ 4 -
(49a) o= — > (X;—m)".

n i1

Srednig wartodcig zmiennej losowej S? jest wariancja o°. Jezeli we wzorze
(49) zastgpimy nieznang wartosé $rednig a, jej przyblizeniem z, to mozna
\\ykamé, ze, aby w dalszym ciggu wartosdcig $rednig przyblizen (49)
bylo ¢*, musimy wspoélezynnik 1/;: zastapicé przez 1/(n—1). Uzyskamy
w fen spos6b nowe przyblizenie s* wariancji ¢

(50) = L V (2, — &),
n—l —

i=1

ktére mozemy obliczyé juz tylko na podstawie pomiaréw ;. Jest to
wartosé nowej zmxenne] losowel

Q2 __ 2"
(503) S = ;__1 ; (X‘—-—- ‘T)z.
=]

Liczba f=n—1 w (50) i (50a) nazywana jest liczbg stopni swobody.

Warto jeszeze zauwazyé, ze wzoér (50) mozna sprowadzi¢ do postaci
wygodniejszej do rachowania. Mamy

S @, =
e B n—1 « i
1 (% 2 S 1 2
== —— o — 2% Y o 4 nf) S (Z 2 — nﬁ’)
; ; : :
n—1 ‘af:; 1‘.:{ n—1 =g

Jako przyblizenie sredniego b}edu_ o pomiaru przyjmiemy wielkogé

(51) §= I:ﬂi]. {i‘ (@;— ff')z] [ S (2&‘2 — NT )]

f=1

Jest to warto§é zmiennej losowej

1 1 _21,-'2__ 1z
(51a) sz[n_lgtx{«m] —[n_ (Zr nxz)]

]

Metody numeryezne i graticzne — 3
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Trzeba tu zaznaczy¢, ze o ile wartoseig srednig zmiennej losowej S* byla
prawdziwa wariancja o, to wartod¢ $rednia zmiennej losowej S jest od
bledn $redniego ¢ rézna.

Tak wiec na podstawie wynikow »n pomiaréow @, ,2,,...,z, obliczamy
przyblizong wartosé wielkosei sredniej

n
T
T = — \ 'PI' »
{{ ]
f=1

a blad Sredni tego przyblizenia jest w przyblizeniu réwny

—[ : (\‘ﬁ_m)]”.
yn  Ln—1)\=

PrzYKEAD 10. Dla obliezenia Sredniej predkosei kuli karabinowej
wykonano 30 pomiaréw uzyskujae nastepujace wyniki (w metrach na
sekunde):

T34 728 720 773 709 738
54 725 738 747 733 759
730 695 733 715 768 718
704 736 682 28 762 732
749 71l 723 743 722 714

Aby obliczyé Srednig uzyskanych pomiaréw # i przyblizenie s bledu
sredniego, uporzgdkujemy pomiary wedlug wielkodci i odejmiemy od kaz-
dego prowizoryezng frednig a'=730 m/sek, otrzymujage w ten sposob
liczby x;=x;—'.

Ze wzoréw (48) i (51) oftrzymujemy

l L ] 7y
L L 5 | - N p P '
T =— i \ [r'—} r)—— \ vnte=z+a,
n n "—'"f n =
v 1=
= — ‘(r +2'Y— n@'+ a')
n—1
1 3"’1 a a "
e D N L
n—1 \&~
Fa=]
n
1 e r tact atodol . 1 AL ; - " 1970 T
gdzie ' = '—E.L‘,- jest wartoseig Srednig zredukowanych pomiaréw a;,
T i=1

a §* przyblizeniem wariancji tych zredukowanych pomiaréw. Widzimy,
ze znajac latwiejsze do obliczenia wartodei @’ i s znamy takze potrzebne

nam wartosci # i s°. Rachowanie zredukowanymi wartodeiami pomiaréw
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pozwala unikngé zmudnego sumowania. duzych liezb #; i podnoszenia
ich do kwadratu. Te same dzialania na liczbach zredukowanych 2! mozna
wykona¢ w pamieci.

A oto pelne obliczenie potrzebnych nam wartosei zestawione \\-':na-
stepujaeyeh tabelkach:

E ii :T-: =x;— T30 J',” X .-r.f—_—.r.,-—-’F:}l} . .'.!:1'2
682 | —48 2304 733 | 3 ‘ 9
695 | _35 1225 733 3 MR
704 26 676 733 | 3 9
700 | ] 441 734 | 4 ‘ 16
711 19 | 361 736 | 6 36
7i4 | i | 256 738 8 | 64
715 —15 995 738 8 [ 64
718 —12 144 743 13 169
720 | —10 | 100 7 ikl [ | 289
723 | = 'I 49 749 19 | 861
725 —b | 25 754 24 576
728 =2 4 759 29 841
728 | = [ b 762 32 ‘ 1024
730 | 0 | 0 768 38 | 1444
732 2 |5 ek 773 43 1849
— 216 ll D818 250 6760
'. —216 5818

30 31‘.I‘

dw;=34, Na*=12578
f=l i=1

=l
|

1 :
= 7304 30 34 & 731,1,

[~}

|

1 Wl 2
..Eg_' (12-')1’8—3’0'1,1 )%‘13!5,

s A~ ) 433 ~ 20,8,
Blad éredni éredniej # jest rowny
s

~~ 3,8,
) 30

kL
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Jezeli bedziemy uwazali za praktyeznie pewne zdarzenie o prawdo-
podobienstwie p= 0,997, a wiec takie zdarzenie, ktére — z grubsza mo-
wige — zachodzi 997 razy na tysige, to na podstawie wzoru (46), w ktd-
rym zamiast nieznanej wielkofei o kladziemy jej przyblizenie s, mamy

|€y— 731,1 m[sek|< 3-3,8 m/sek,
ezyli
719,7 m [sek < z,< 742,56 m[sek,

gdzie @, jest nieznang wartoscig drednig predkosei kuli. Dokladniejsze
oszacowanie liczby z, wymagaloby zrezygnowania z tak silnej gwarancji
(prawdopodobienistwa 0,997) albo odpowiedniego zwigkszenia liczby
pomiaréw.

Przyjmujac @,~7=731,1 m/sek, o~s=20,8 m/sek mozemy ze wWzo-
ru (43) obliczyé w przyblizeniu prawdopodobienstwo, ze predkosé kuli
bedzie sie zawierala w dowolnym przedziale (a,b). Obliczmy np., jak
czesto beda sie zdarzaly strzaly o predkosei mniejszej niz 700 m/sek.
Z wzoru (43), w ktérym przyjmiemy x,—=% oraz o=s mamy

P(X <700 m/sek)=P(—o0 << X< 700 m /sek) ~s

(700—731,1) ( — oo—j731,1)

D pe ey T Yten

. 20,8 20,8
~P(—1,6)—P(—o0)=P(—1,5)=1— @D (1,56)~0,06681.

Zmnaczy to, ze $rednio na 100 strzaléw mozemy oczekiwaé 7 strzalow
z predkodeig kuli @ mniejszg niz 700 m/sek.

§ 9. Rozklad ¢-Studenta. W poprzednich rozwazaniach przyjmo-
waliémy obliczong z pomiaréw warto$é s zamiast nieznanej wartosei
bledu §redniego o. OkreSlona ze wzorn (5la) wielkosé S jest funkcja n
wynikéw pomiaréw X,,X,,...,X, i podobnie jak one jest zmienng loso-
wg. Gdy liczba pomiaréw n jest duza, wartosci zmiennej losowej § z du-
zym prawdopodobiefistwem malo si¢ réznig od bledu Sredniego o, co
usprawiedliwia nasze dotychczasowe postepowanie. Jednakze przy malej
liczbie doswiadezen zastgpienie ¢ obliczong z pomiaréw wartoscig s nie
byloby usprawiedliwione i mogloby prowadzi¢ do blednych wnioskéw.

Dla oszacowania nieznanej wartosci $redniej @, na podstawie malej
liczby pomiar6w bedziemy rozwazali wyrazenie

(52) t=2""y/a,
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gdzie # i s obliczamy, jak poprzednio, za pomocy wzoréw (48) i (51) na
podstawie 7 niezaleznyeh pomiaréw o rozkladzie normalnym. Liczba t
okre§lona wzorem (52) jest wartodciag zmiennej losowej

2—X -
(h2a) T= —E—Q—m Vn,

Lo

o rozkladzie zaleznym od liczby pomiaréw =
03 |
69 P<=f= e [T,
alg) e

Vi
gdzie f=n—1 jest liczbg stopni swobody, a funkeja I'(z) jest okreslona
wzorem S

I'(z)=(e—1)!= [ o&#'o %da.
(1]

Rozklad (53) zmiennej losowej (52a) podany zostal przez matema-
tyka angielskiego Gosseta i od pseudonimu uzywanego przez autora
nazywany jest rozkladem t-Studenta.

Pokazemy teraz, jak mozna zastosowadé rozklad t-Studenta do szaco-
wania nieznanej wartosci §redniej @,. Ze wzorow (52) i (53) wyprowadzimy
wzbér analogiczny do wzoru (46)

(64)  P(lwy—X|<e)=P (;1‘[ < -; I/E) =
A

a2 v) < S ya) e VR .

=t kS g
Przyjmujge ¢= —— otrzymujemy
yn

(54a) P(]xn—f|<k£_) = 28,(k)—1.
_ Vn

W tablicy Ib dla réznych ilodci stopni swobody f i kilku réznych
wartosei p podane sg liczby % spelniajgce réwnosé
Z tablicy tej mozemy np. odczytaé, ze przy liczbie stopni swobody f=29
© p=0,99 jest k=2,756. Znaczy to, ze
i S
(55) P {|.c-;U — X| < 2,156——|=0,99.
. ¥ 30



38 I. Wstepne wiadomosei z teorii bledbow

Ostatni wiersz tablicy Ib odpowiada rozkladowi normalnemu, do ktorego
dazy zmienna: losowa T przy f-—>oco. Dla p=0,99 odczytujemy w tym
wierszu wartosé 2,5676. Jezeli wiec we wzorze (47) nieznany blad $redni o
zastgpimy wartoscig s zmiennej losowej S obliczong z n=f--1=30 po-
miaréw przy pomocy wzoru (Hl), to zamiast poprawnej réwnosci (55)
dostajemy zbyt optymistyezne oszacowanie

N S
(55a) P (Iw,, X <576 ) —0,99.
) 30

W tym przypadku réznica miedzy oszacowaniami (55H) i (bba) nie jest
zbyt jaskrawa i w wiekszosei zagadnien praktyeznych mozna by ja po-
mingé. Zwykle przyjmuje si¢ konwencje, ze jezeli nie zalezy nam zbytnio
na finezji obliczen, dla n>30 stosujemy rozklad normalny. Przy malych »
roznice sg duzo wigksze i stosowanie rozkladu normalnego z bledem
srednim s obliczonym z pomiaréw jest niedopuszezalne.

§:10. Blad wartosci funkeji. Zajmowalismy sie dotychezas szaco-
waniem nieznanej wartosei f{redniej x, pewnej wielkosei fizycznej na
podstawie powtarzanych pomiaréw tej wielkodei. RozumowaliSmy przy
tym w sposéb nastepujacy. Wzor (47) przy znanym o lub wzér (bda),
gdy blad fredni ¢ nie jest znany, wyznacza losowy przedzial (korice tego
przedzialu zaleza od zmiennych losowych X i 8), ktory z danym prawdo-
podobienstwem p zawiera stalg, lecz nieznang warto$é a,. Jezeli to prawdo-
podobienistwo jest dostatecznie bliskie jednofei, to mozemy przyjaé za-
wieranie stalej a, przez losowy przedzial za praktyczng pewnosé. Po do-
konaniu pomiaréw przyjmujemy wtedy, ze wartosé srednia a, lezy w usta-
lonym juz teraz przedziale. Postepujac w ten sposéb nie mozemy mowic
o prawdopodobienstwie tego, ze nasze oszacowanie jest prawdziwe, bo
nie mamy juz do czynienia ze zdarzeniem losowym, gdyz zaréwno prze-
dzial, jak i wartodé rednia sa ustalone. Wiemy natomiast, ze postepujac
w ten sposéb w wielu oszacowaniach czestod¢ prawdziwych oszacowan
bedzie w przyblizeniu réwna p. W ten sposéb prawdopodobienstwu p
przyporzadkowujemy oszacowanie wartosci sredniej .

Przypu$émy teraz, ze checemy oszacowaé wartosé funkeji Y =F(X),
gdy znamy oszacowanie argumentu a<<X <0b, ktore odpowiada prawdo-
podobienstwu p. Jezeli oszacowanie argumentu a<< X <) jest prawdziwe,
to prawdziwe jest takze oszacowanie wartosci Y

(56) F-<Y<SFY,
gdzie F~= min F(X), a Ft= max F(X).

acX<h as X<b
Poniewaz nieréwnosé (56) moze byé spelniona nie tylko wtedy, gdy
a<X<b, wiec oszacowanie to odpowiada prawdopodobienstwu p'=p.
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Podobnie postepujemy z funkeja n niezaleznych argumentow
V=F(X;,X,,..., X),
gdy znane sy oszacowania poszezegélnych argumentow
G<X <hi <Xy Ehy, L Gy e SALShY,

odpowiadajace prawdopodobienstwom p,,ps,...,p,. Laczne oszacowa-
nie wszystkich argumentéw, tj. orzeczenie o jednoczesnym spelnieniu
wszystkich n nier6wnofei przy zalozeniu niezaleznodei X, X,,..., X, od-
powiada (na podstawie uogélnienia wzoru (36) na n zdarzen niezaleznych)
prawdopodobienistwu p=p, ps...p,-

~ Jezeli prawdziwe jest laczne oszacowanie argumentéw, to prawdziwe
jest takze oszacowanie wartosei Y

» < Y < l""i_,

gdzie F~ i P s odpowiednio minimalng i maksymalng wartoseig funkeji
F(an'g,..-,;l'ﬂ) w kostee a,<X,<b; (i=1,2,...,n). PowyZzsze oszaco-
wanie wartosci ¥ odpowiada wiee prawdopodobienstwu p'=p=p,p....p,.

We wszystkich poprzednich rozwazaniach zakladali$my, ze wynik po-
miaru X danej wielko$ci fizycznej nie jest obcigzony bledem systema-
tycznym. Jezeli to zalozenie nie jest spelnione i niezaleznie od bledow
przypadkowych w kazdym pomiarze powtarza sie staly blad Aw,, to
wartodeig Srednig wyniku pomiaru X nie jest juz dokladna wartosé sred-
nia x, danej wielkogeci fizycznej, lecz wartosé wy = x, + Adx,. Podobnie T
Jest wartodcig oczekiwang $redniej X dowolnej liczby »n wynikéw po-
miaréw X, (i=1,2,...,n). Tak wiec wszystkie poprzednie rozwazania
odnoszg sie réwniez do pomiaréw wielkosei fizyeznyeh obeigZzonych
bledem systematycznym, ktore sg wtedy nieobcigzonymi pomiarami
innej wielkodei fizycznej o wartodei §redniej xg. Przez obliczanie sred-
niej arytmetycznej z dostatecznie duzej liczby pomiaréw mozemy do-
wolnie zmniejszy¢ bledy przypadkowe. Bledy systematyczne mozemy
wykryé i wyeliminowaé¢ przez poréwnanie wynikéw pomiaréw z wyni-
kami uzyskanymi innym instrumentem, inng metoda lub przez innego
eksperymentatora, a takze przez badanie warunkéw pomiaru (np. roz-
Szerzalnosei cieplnej skal pomiarowych itp.).

Przy opracowanin wynikéw doswiadezen praktycy stosujg czesto
odrzucanie skrajnych pomiaréw réznigeych sie znacznie od pozostalych.
Méwi sie, ze sg to pomiary obarczone grubymi bledami pochodzgcymi
z omylki przy przeprowadzaniu pomiaru, odezytywaniu lub zapisywaniu
wyniku. Post¢powanie takie nie jest na ogél nzasadnione i moze prowadzié
do blednych wnioskéw. Duze odchylenia poszezegélnyeh wynikéw wska-
zuja na konieezno$¢ kontroli, ale pomiar moze byé pominiety dopiero
Po stwierdzeniu omylki.



